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ПРЕДИСЛОВИЕ

Предлагаемая книга представляет собой грет*А том курса теорети
ческой физики. Она посвящена изложению гидродинамики и теории упру
гости.

В противоположность обычно краткому изложению пиродннэинкн и 
теории упругости в курсах теоретической физикм мы стремились с и i- 
ыожной полнотой разобрать все, представляющие фн:ическнй интерес, г.»- 
просы. При этом мы старались —  это относится и особенноеnt к гидроди
намике—  построить изложение таким образом, чтобы создапь ::о вс лож
ности более ясную и стройную картину явлений и их взаимоотиошошЯ. 
В соответствии с таким характером книги мы не излагаем в ней как при
ближенных методов гидродинамических расчетов, так и тех из эмпирических 
теорий, которые не имеют более глубокого физического обосновании. 
Ряд идей и результатов, изложенных в книге, принадлежат Л. Д. Лан^у 
и ранее не опубликовывались.

Что касается вопросов, вошедших в круг рассмотрения, то мы не 
станем останавливаться здесь на их перечислении, — его заменяет 
оглавление.

В книге содержится около двухсот задач, многие из которых имеют 
самостоятельный интерес.

Мы хотели бы выразить здесь благодарность Я. Б. Зельдовичу, дис
куссии с которым помогли выяснению ряда гидродшамических вопросов.

Институт фаяичеекых проблем 
Академии наук СССР 
Москва, август 1943 г. .7. Лендлу 

Е. .
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Ч А С Т Ь  I
ГИДРОДИНАМИКА

Г Л А В А  I

ИДЕАЛЬНАЯ ЖИДКОСТЬ

g 1. Уравнение непрерывности

Изучение движения жидкостей (и газов) представляет собой содержа
ние таи называемой гидродинамики. Поскольку явления, рассматриваемые 
в гидродинамике, имеют макроскопический характер, то в гидродинамика 
жидкость рассматривается как сплошная среда. Это значит, что всякий 
малый элемент объема жидкости считается всё-таки настолько большим, 
что содержит еще очень большое число молекул.Соответственно этом), 
когда мы будем говорить о бесконечно малых элементах объема, то 
всегда при этом будет подразумеваться «физически» бесконечно малый 
объем, т. е. объем, достаточно малый по сравнению с объемом тела, но боль
шой по сравнению с между молекулярными расстояниями. В  таком же 
смысле надо понимать в гидродинамике выражения «жидкая частица., 
«точка жидкости.». Если, например, говорят о смешении некоторой ча
стицы жидкости, то при этом илвт речь не о смешении отдельной моле* 
кулы, а о смешении целого элемента объема, содержащего много моле
кул, но рассматрнваемого в пиродинамике как точка.

Математическое описание состояния движущейся жидкости1) осуще
ствляется с помощью функций v (x , у, г, /), р(дг, у, 2 , /), р(х, у , 2 , i). 
определяющих соответственно распределение скоростей, плотности, д е 
ления и т. п. жидкости пс ее объему. Все они являются, вообще говори, 
функциями координат х, у, z и времени t. Подчеркнем, что v(x , у, г, 1) 
есть скорость жидкости в каждой данной точке х, у, z пространен 
в момент времени t, т. е. относится к определенным точкам простран
ства, а не к определенным частицам жидкости, передвигающимся со вре
менем в пространстве; то же самое относится к величинам р, р и т. а.

Начнем вывод основных гидродинамических уравнений с вывода урав
нения, выражающего соб«!1 закон сохранения вещества в гид родинам иг

Рассмотрим некоторый объСм У0 пространстаа. Количество (масс.')

ностн, ограничивающей рассориваемый Объвм, в единицу креысчи nj; - 
текает количество pvdf жидкости; dl по абсолютной величине рзве-.ч

*) Мы говорим здесь и ниже для краткости только о жидкости ; но то же 
самое относятся н к газам.
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площади элемента поверхности и направлен по нормали к ней. Условимся 
направлять d\ по внешней нормали. Тогда pwdf положительно, если жид- 
ки,;ь вытекает из объема, н отрицательно, если жидкость втекает в него. 
Полное количество жидкости, вытекающей в единицу времени из объёма 
1/0, есть, следовательно,

гле интегрирование производится по всей замкнутой поверхности, охваты
вающей рассматриваемый объём.

О другой стороны, уменьшение количества жидкости в объёме V6 
можно написать в виде

Интеграл по поверхности преобразуем на основании теоремы Гаусса в ин
теграл по объЁму:

Поскольку это равенства должно иметь место для любого объёма, та 
до.'мсно быть равным нулю подинтетральное выражение, т. е.

Это —  так называемое у р а в н е н и е  н е п р е р ы в н о с т и .
Раскрывая выражение divpv, (1,2) можно написать также в виде

называю? плотностью потока жидкости. Его направление совпадает о 
направлением движения жидкости, а абсолютная величина определяет коли
чество жидкости, протекающей в единицу времени через единицу пло
щади, расположенную перпендикулярно скорости.

Выделим в жидкости некоторый объ£м. Пусть р  —  давление. Полная 
сила, действующая и  выделенный объСм жидкости* ровна интегралу

ф pvdt,

Приравнивая оба выражения, получаем:

( 1.1)

Таким образом,

j  ( ^  +  d lvPv )  4 V = 0 .

57 +  d ,v?v =  0. (1,2)

-j- p div v +  v grad p = 0. (1.3,
Вектор

J= p v ( 1.4)

§ S. Уравнение Эйлера



§ 2] У Р А В Н Е Н И Е  S l l l E P A

взятому по поверхности рассматриваемого c6 i 6aa. По тсор«.\:1 Га>̂ а  
мы можем написать:

Отсюда видно, что на каждый элемент объема d V  жидкости действует 
со стороны окружающей его живости сила — dVgiadp. Другими сло
вами, можно считать, что на единицу объёма жидкости действует сила 
— grad р.

Мы можем теперь написать уравнения движения элемента объёма 
жидкости, приравняв силу— grad/7 мроиаведеншо массы р единицы объема

,  dvжидкости на еб ускорение — :

Стоящая здесь производная —  определяет не изменение скорости
at

жидкости в данной неподвижной точке пространства, а изменение ско
рости определенной передвигающейся в пространстве частицы жидкости. 
Эту производную надо выразить через величины, относящиеся к непо
движным в пространстве точкам. Для этого заметим, что изменение dv 
скорости данной частицы жидкости в течение времени dt складывается 
из двух частей: из изменения скорости в данном месте пространства и 
из изменения скорости при переходе от исходной точки пространства 
к точке, удаленной от неб на расстояние dr, пройденное рассматриваем!} 
частицей жидкости в течение времени dt. Первая из этих частей равна

где теперь производная dvjdt берется при постоянных х, у, г, т. е. 
в заданной точке пространства. Вторая часть изменения скорости ровна

p _ t =  — gradp. (2,1)

Таким образом.
^  2F  +  %  +  dz -0 — (dr v-

=  -f (rfrV)v

или, разделив обе стороны равенства на dl.

(2,2)

Подставляя полученное соотношение в (2,1), находим:

^ 4 -(vV)v =  — Ig rad ^ . (2,3)

Это н есть искомое уравнение движения жидкости. Ояо шлется у р а в 
нен ием  Э й л е р а  (L. Euler) и является одним яа ^«ивных уравнений 
гидродинамики.
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Если жидкость находится в поле тяжести, то на каждую единицу ее 
объёма действует ещё сила pg, где g есть ускорение силы тяжести. Эта 
сила должна быть прибавлена к правой стороне уравнения (2, 1), так 
что (2,3) приобретает вид

£ + <  v T j v ^ - ^  +  g. (2,4)

При выводе уравнений движения мы совершенно не учитывали npoutc- 
сов диссипации энергии, которые могут иметь место в текущей жидкости 
вследствие внутреннего трения (вязкости) в жидкости и теплообмена между 
различными еб участками. Поэтому всё излагаемое здесь и в следующих 
параграфах этой главы относится только к таким движениям жидкостей 
и газов, при которых несущественны проиессы теплопроводности и вязко
сти; о таком движении говорят, как о движении идеальной жидкости.

Отсутствие теплообмена между отдельными участками жидкости 
(а также, конечно, и между жидкостью и соприкасающимися с нею окру
жающим:) телами) означает, что движение происходит адиабатически, 
причём адиабатически в каждом из участков жидкости. Таким образом, 
движение идеальной жидкости следует рассматривать как адиабатическое.

При адиабатическом движении энтропия каждого участка ж и д к о с т и  
остаётся п о с т о я н н о й  при перемещении последнего в пространстве.

Обозначая посредством £ энтропию, отнесённую к единице массы 
жидкости, мы можем выразить адиабатичность движения уравнением

S  =  ° .  (2,5)

где полная производная по времени означает, как и в (2,1), изменение 
энтропии заданного перемещающегося участка жидкости. Эту производ
ную можно написать в виде

v grad s =  0. (2,6)

Это есть общее уравнение, выражающее собой адиабатичность движения 
идеальной жидкости. Заметим, что с помощью (1,2) его можно написать 
в виде «уравнения непрерывности» для энтропии

^  +  d iv ((« v )= 0 . (2,7)

Произведение piv представляет собой «плотность потока энтропии».
Надо, однако, иметь в виду, что обычно уравнение адиабатичности 

принимает гораздо более простую форму. Если, как это обычно нмесг 
место, в некоторый начальный момент времени энтропия одинакова во 
всех точках объёма жидкости, то она останется везде одинаковой и не
изменной со временем и при дальнейшем движении жидкости. В этих слу
чаях можно, следовательно, писать уравнение адиабатнчности просто в виде

s =  const., (2,8 k
что мы и будем делать в дальнейшем.
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Адиабатичкостью движения можно воспользоваться для того, чтобы 
представить уравнение движения (2,3) в несколько иноы виде. Для этого 
воспользуемся известным термодинамическим соотношением

d7o =  T  d r - j-  V dp,

где а>—  тепловая функция единицы массы жидкости, V^=- удельный
объСм, а Т — температура. Поскольку 5 =  const., мы имеем просто

ска =  V  dp  dp,

и поэтому Уравнение (2,3) можно, следовательно, написать
в виде

^ i+ (W ) \ =  —  g iidw . (2,9)

Полезно заметить ещё одну форму уравнения Эйлера. Воспользо>ав- 
шнсь известной формулой векторного анализа

-j grad о* =  [v rot v] -|- (vV) v,

можно написать (2,9) в виде

+  — [v rotv] =  —  grad®. (2,10)

Если применить к обеим строкам этого уравнения операцию rot, то мы 
получим уравнение

g^rot V =  rot [v rotv], (2,11)

содержащее только скорость.
К уравнениям движения надо добавить граничные условия, которые 

должны выполняться ва ограничивающих жидкость стенках. Для идеаль
ной жидкости это условие должно выражать собой просто тот фал, что 
жидкость не может проникнуть за твердую поверхность. Это значит, что 
на неподвижных стенках должна обращаться в нуль нормальная к по
верхности стенки компонента скорости жидкости:

*„ =  0 (2,12)

(в общем же случае движущейся поверхности должно быть равно 
соответствующей компоненте скорости поверхности).

На границе между двумя несмешивающнмися жидкостями должны 
выполняться условие равенства нормальных к поверхности раздела ком
понент скорости и условие равенства давления в обеих жилкостях.

Состояние движущейся жидкости определяется пятью величинами: тре
мя компонентами скорости V, давлением р и плотностью р (остальные 
термодинамические величины определяются по значениям р и р с по
мощью уравнения состояния жидкости). Соответственно этому, полная си
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стема гидродинамических уравнений должна содержать пять уравнений. Для 
идеальной жидкости этими уравнениями являются уравнения Эйлера, уравне
ние непрерывности и уравнение, выражающее адиабатичность движения.

§ 3. Гидростатика

Для покоящейся жидкости, находящейся в поле тяжести, уравнение 
Эйлера (2,4) принимает вид

grad р =  pg. {3,1)

Это уравнение описывает равновесное состояние жидкости.
(Если внешние силы вообще отсутствуют, то уравнение равновесия 

гласит просто fy> =  0, т. &.р =  coast., —  давление одинаково во все* 
точках жидкости.)

Уравненне (3,1) непосредственно интегрируется, если плотность жид
кости можно считать постоянной вдоль всего её объёма, т. е. если не 
происходит заметного сжатия жидкости под действием внешнего поля. 
Выбирая ось г  вертикально вверх, имеем:

др др л др 
5* T z ~ ~

Отсюда
р =  —  рgz - f const.

Если покоящаяся жидкость имеет свободную поверхность (на высоте А), 
к которой приложено одинаковое во всех точках внешнее давление рй, 
то эта поверхность, должна быть горизонтальной плоскостью z =  h. Из 
условия р = Р о  при 2 =  А имеем const. =  —|— pgh, так что

P = P o  +  pg{h —  z). (3,2)

Для больших масс жидкости или газа плотность р нельзя, вообще 
говоря, считать постоянной; это в особенности относится к газам (на
пример к атмосфере). Предположим, что жидкость находится не только 
в механическом, но и в тепловом равновесии. Тогда температура одина
кова во всех точках жидкости, и уравненне (3,1) может быть проин
тегрировано следующим образом. Воспользуемся известным термодина
мическим соотношением

<1Ф= —  sd T -f- Vdp,

где Ф —  термодинамический потенциал, отнесенный к единице массы жид
кости. При постоянной температуре:

d<b=V dp —  dp.

Отсюда видно, что выражение — Vp можно написать в рассматриваемом
Р к

случае как уФ, тая что уравнение равновесия (9,1) принимает вид
V Ф =  g.
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Для постоянного вектора g, направленного вдоль оси z (в отрицатель
ном еб направлении), имеет место тождество g = — V(gzj. Такии сбр,2.ч*м,.

? ( Ф + * * )  =  (>,

откуда находим, что вдоль всего объёма жидкости должна бьггь постоян
ной сумма

Ф -f £7 =  const. (ЙД,

gz представляет собой потенциальную эгергию единицы массы жидкости 
в поле тяжести. Услоние (3,3j известно уже из статистической физики, k jx  
условие равновесия системы, находящейся во внешнем ноле.

Отметим здесь еще следующее простое следствие из уравнения |3,1). 
Если нахоляшиеся в поле тяжести жидкость или газ 'нипрт-.мер атмос
фера) находятся в механическом равновесен, то давление в них мо:.:ст 
быть функцией только от высоты z (так как, если бы на данной высоте 
давление было различно в различных местах, то возникло бы движение^ 
Тогда из (3,1) следует, что н плотность

' р =  - 1 *£Г g dt

тоже является функцией только от z. Но давление и плотность одно
значно определяют температуру в данной точке тела. Следовательно, 
и температура должна быть функцией только от z. Таким образом, при 
механической равновесии в голе тяжести распределение давления, плот
ности и температуры зависит только от высоты. Если же, налример, 
температуря различна в разных местах жидкости на одной и той же вы
соте, то механическое равновесие в ней невозможно.

Тело может находиться в механическом равновесии (т. е. в нём мо
жет отсутствовать макроскопическое движение), не находясь при этак 
и тепловом равновесии. Уравнение (3,1), являющееся условием механи
ческого равновесия, может быть удовлетворено и при непостоянной вдоль 
тела температуре. При этом, однако, возникает вопрос о том, будет ли 
такое равновесие устойчивым. Оказывается, что равновесие будет устой
чивым лишь при выполнении определенного условия. Если это условие 
не выполняется, то равновесие неустойчиво, что приводит к появленмо 
и жидкости беспорядочных течений, стремящихся перемешать жидкость 
так, чтобы в ней устанавливалась постоянная температура. Такое движе
ние носит название клн&екции. Условие устойчивости механического равно
весия является, другими словами, условней отсутствие конвекции. Otto 
может быть выведено следующим образом. ^

Рассмотрим единицу массы жидкости, находящуюся на высоте х, где 
давление есть р, и обладающую ‘энтропией s и удельным объёмом V =  
=  V {p ,s). Предположим, что этот участок жидкости подвергается ади
абатическому смешению на малый отрезок £ вверх, и вычислим силу, 
действующую на него в этом ноаом положении. Искомая сила склады
вается из силы тяжести — g  (положительной считаем силу, направленную 
вверх) и из силы, действующей со стороны окружающей жидкости. По-



слгдняя равна— (см. § 2), где р ' есть давление на высоте

• L t  j  — !______ плотность, которую приобретает рассматриваемая иор-
* 1 V(p ',s)
пня жидкости после efi смешения (при неизменной энтропии s).

С другой стороны, согласно уравнению равновесия (3,1) имеем
\/{n’, s ' ) ~ = — g, где у —̂ —г есть плотность жидкости, нормально на-Il j  * (р tS J
холящейся на высоте г-|-с. Таким образом, искомая сила равна

- t - v v ,  > ) % - * [ - '

d  sРазлагая разность V (/?',^') —  V (p ',s ) по степенями*— s =  — £, полу
чим:

Для устойчивости равновесия необходимо J), чтобы возникающая при сме
шении элемента жидкости сила стремилась вернуть элемент в исходное 
состояние; в данном случае сила должна быть, следовательно, направлена 
йияа, т. е. должно быть

(£ ),£ > «•
г ®

^ ж / Л 'Л  \ // /Согласно термодинамическим формулам имеем  ̂ I = -~ ;— (ср —

удельная теплоёмкость ори постоянном давлении); производную же
сишем в виде

rfs (д л\ dT , fds\ d p  е. dT  (dV\ dp c .d T  . 1 (dV\
iIt \5T )pdx~T~\Jp )  rdx T dz \$T )  p d i^ T  dt~^~ V \dT )  p ^ '

Таким образом, имеем условие отсутствия конвекции в виде

(£ ) , { ? £ + * (£ ) , }> * ■  I3-4»
Если вещество расширяется при нагревании | 1 О J, то имеем От
сюда:

dz '  cpV \дТ)р ’ ' 3,5>

Конвекция будет происходить, если температура падает по направлению 
«.низу вверх, причем еб градиент превышает по абсолютному значению 

gT (dV\
в е ^

•) Но, вообще говоря, недостаточно.

1l! и д е а л ь н а я  ж и д к о с т ь  [ г л . I
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§ 4. Стационарное течение
Уравнения гидродинамики заметно упрощаются р случае стационар

ного течения жидкости. Под стационарным подразумевают такое течение, 
при котором в каждой точке пространства, занятого жидкостью, скорость 
течения остается со временем постоянной. Другими словами, v яьляется

д vфункцией одних только координат, но не времени, так что — = 0 . Урав-01
некие (2,10) сводится теперь к равенству

A-grad t)s —  [v rot vj =  —  grader. (4,1)

Введем понятие линий тока. Линиямк тока называются линии, харак
теризующиеся тем, что для данного момента времени касательная к линии 
н любой еб точке совпадает по направлению со скоростью течения жид* 
кости в этой же точке. При стационарном движении, когда скорость в каж
дой точке остаётся постоянной, линии тока неизменны со временем и прех- 
сгавляют собой просто траектории частиц жидкости. Обозначим единичный 
нехтор касательной к линии тока в каждой её точке посредством 1.

Спроектируем уравнение (4,1) на направление линий тока, т. е. в 
каждой точке на соответствующий вектор 1. Проекция градиента на не
которое направление равна, как известно, производной, взятой по этому
направлению. Поэтому искомая проекция от grad w  есть . Что ка
сается вектора [vrotv], то он перпендикулярен скорости v, и потому 
его проекция на направление I равна нулю.

Таким образом, из уравнения (4,1) мы получаем:

-  0= ■Отсюда следует, что величина постоянна вдоль линии тока.
Таким образом, вдоль каждой линии тока имеет место равенство

у -f to =  const. (4,2)

Значение const., вообще говоря, различно для разных линий тока. Урав
нение (4,2) называется у р а в н е н и е м  Б е р н у л л и  (D. Bernoulli).

Если течение жидкости происходит в поле тяжести, то к правой части 
уравнения (4,1) надо прибавить ешб ускорение силы тяжести g. ИыОерем 
направление силы тяжести в качество направления оси г, причём поло 
жительные значения z отсчитываются вверх. Тогда косинус углл между

• dz
направлениями g и 1 равен производной — , так что проекция g из
1 есть dt

~ * d l '
Соответственно этому будем иметь теперь

2 MfXJHKKfl СПЛОШНЫХ СО«Д



так что уравнение Бернулли приобретёт вид

— -L w  gz =  const. (4,3)

§ 5. Поток энергии.

Выберем какой-нибудь неподвижный в пространстве элемент объема 
и определим, как меняется со временем энергия находящейся в этом 
объёме жидкости. Энергия единицы объбма жидкости равна

р у  +  ре,

где первый член есть кинетическая энергия, а второй —  внутренняя 
энергия (е—  внутренняя энергия единицы массы жидкости). Изме
нение этой энергии определяется частной производной

« (*+ »• )•
Длв вычисления этой величины пишем:

i  м 1 ч1 до , dv
д\ у — Т  <JF

или, воспользовавшись уравнением непрерывности ( 1,2) и уравнением 
движения (2,3),

~  — y dlv pv— vgradp — pv(vV) v =  -

=  —  y  d lvpv — vgTadp—  p(vV) y .

Для преобразования производной воспользуемся тем, что при

постоянной энтропии1) dt = —  p d V  или, заменив У = - ~ ,

d e = £ d P;
следовательно,

d (ре) =  р d s е dp =  е d p - j  dp.

Но s-|-^=£^-;>Vr есть не что иное, как тепловая функция «  едини*
г

цы массы, так что
4 (ре) =  та dp.

Поэтому мы можем написать:
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М Тот же окончательный результат имеет место и в общем случае, когда 
условие, аднабатичностм надо брать в виде (2,6). Для упрощения вывода мы 
пишем адесь просто j  =  conat.



Собирая полученные выражения, находим для искомого изменения энергнь:

“ (w+ ? )d,vPv“'?<vT) (w+?)
или окончательно

^ (т + р е) = -(Иу{ ру (¥ + “ ’)}• <5-з)
Для того чтобы выяснить смысл полученного равенства, проин

тегрируем его по некоторому объёму:

или, воспользовавшись теоремой Гаусса:

я ]  ( ? + * }  л  <w j
Слева стоит изменение в единицу времени энергии жидкости в 

некотором заданном объёме пространства. Стоящий справа интегра/ 
по поверхности представляет собой, следовательно, количество энергии, 
«вытекающей» в единицу времени из рассматриваемого объбма. Отсюда 
видно, что выражение

Ру(т "Ь и) (5'3‘
может быть названо вектором «плотности потока энергии». Его абсо
лютная величина есть количество энергии, протекающей в единицу вре
мени через единицу поверхности, расположенную перпендикулярно на
правлению скорости. Сумму тг-1-ю можно рассматривать как энергию,

%
переносимую единицей массы жидкости.

§  6 ] поток и м п у л ьс а  19

§ в. Поток импульса.
. Произведём теперь аналогичный вывод для импульса жидкости. Импульс 

единицы объема жидкости есть pv. Определим скорость его изменения:
д
Л pv-

Будем производить вычисление в компонентах1). Имеем 
д 3di , др

■д7р °1 =  Р ct Т  ь  «V

>) Латинские индексы t, ft. ... пробегают везле эяачелия 1, 2, 3, соответ
ствующие компонентам векторов и тензоров соответственно по осям х, у, 2.
В дальнейшем мы будем писать суммы вроде АВ=/<1В1-{- -J- ЛаВ3 =  ^  AtRt

1-х
просто в виде /(В,, опуская знак суммирования. Аналогично мы будем по
ступать при всех вообще перемножениях векторов пан тенаоров: ни всем
2*
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Воспользуемся уравнением непрерыпности (1,2) (нанисав dlvpv и виде
Л  <- \-d x l’,v“ ‘' д ?__  d(ft-'k)

5t дхъ ' -

и уравнением Эйлера (2,3) в форме -
dv, <*«', 1 до
Tt

Тогда получим:
о до,- до др д
ы РЧ =  -  ?v * 37* “  ёх, —  Ч  =  ~  <Ь. 3Ft pv<V*'

Первая член справа напишем в виде'}
др  . др
oxt J'k дхк

и находим окончательно:

h v ‘ =  - | ? '  (6'"
где тензор Пд определяется как

Пл — />*e  +  p«V*V (6,2)
Тензор Пд, очевидно, симметричен.

Для выяснения смысла тензора Па проинтегрируем уравнение (6,1) 
по некоторому объёму:

^ - d V .

Стоящий в правой стороне равенства интеграл преобразуем но теореме
Гаусса3) в интеграл по поверхности:

£  j*po,tfl/= —  <f\\ikdfk. (6,3)

дважды повторяющимся .(п данном ныраженин) латнпскиы индексам везде 
подразумевается суммирование по значениям I, 2, 3. Такие индексы, по кото
рым производится суммирование, иногда называют «нгмымн». При манипули
рования с «немыми» индексами необходимо потаить, что каждую пару таких 
индексов можно обозначать любыми (одияакопыми) буксами, поскольку обо
значение индексов, пробегающих псе возможные значения, не влияет, конеч
но, па значение суммы.

•) 11ч обозначает так называемый единичный тензор, т. с. тензор с ком
понентами, рапными I при i =  k и 0 при / Ф k. Очевидно, что i lyAjt= A h 
где А/ — некоторый вектор. Аналогично, если Аы есть тензор второго paHf'a, 
то имеют место соотношения Г/̂ «. — Л, и т- -1

*) Теорему Гаусса можно сформулировать следующим образом: интеграл по 
замкнутой поверхности преобразуется в интеграл по охватываемому этой поверх
ностью объему посредством азмени элемента поверхности dft оператором d И—  :
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Слева стоит изменение в единицу времени l-Л компонента импульса 
о рассматриваемом объёме. Поэтому стоящиП справа интеграл по по
верхности есть количество этого импульса, о вытекающего:) в единицу 
времени через поверхность объёма. Следовательно, П,hd ]k есть i-я ко»- 
панента импульса, протекающего через элемент d f  поверхности. Еслл 
ньпясать dfk в виде nkd f {d f— абсолютная величина элемента иоверх- 
ности, п —  единичный вектор внешмей нормали к нему), то мы найдгм, 
что II Jknk есть поток импульса, отнесенный к единице поверхности. За
метим, что согласии (6,^) II,,я, = рп, -у- это выражение ыоачг
быть написано в векторном ииде кзк

/jn-pjivlvn).
Таким образом, I I ft есть /-я компонента количества импульса, протекаю
щего в единицу времени через с.шнину iioLcpxuociit, перпендикулярную 
оси хк. Тензор llrt называется тензо/юм iмощности потока импульса. 
Поток энергии, являющейся скалярной еоличгноН, определяется векто
ром; поток же импульса, который сам есть нсктор, определяется тен
зором второго ранга.

§ 7. Сохранение циркуляции скорости

Течение имеет существенно различный характер, смотра по тому, 
равен ли во всей жидкости ротор скорости нулю или нет. Если ни 
всей жидкости

r o t v = 0 ,  (7,1'

то. движение жидкости называется потенциальным. Если же, по крайней 
мере в некоторой части рассматриваемого объёма жидкости, rotv от
личен от нуля, то движение называется вихревым.

" Рассмотрим некоторый замкнутый контур в жидкости. Интеграл 
(fv d l, взятый вдоль этого контура, называется циркуляцией скорости. 
Согласно теореме Стокса

ф  v <Я =  f rot v di,

где стоящий справа интеграл берётся по поверхности, охватываемой 
рассматриваемым контуром. Отсюда видно, что при потенциальном дви
жении жидкости циркуляция скорости по любому замкнутому контуру 
равна нулю:

<f\dl =  Q. (7,2)

Из этого обстоятельства следует, в частности, 'что при потенциальном 
течении не может существовать замкнутых линий тока'). Дейстянуельни, 
поскольку направление линии тока совпадает в каждой точке с направ-
 —  >

’) Этот результат, как и (7,2), может не имегь места при движения ж и д 
к о с т и  в многосвязной области пространства. При потенциальном течении 
в такой области циркуляция скорости может быть отличной от нуля, есла 
замкнутый контур, вдоль которого ока берется, не может быть стянут в точку 
так, чтобы нигде не пергсечь границ области.
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леннем скорости, то циркуляция скорости вдоль такой линии во всяком 
случяе была Gw отличной or нуля.

При вихревом же движении циркуляция скорости, вообще говоря, 
отлична от нуля. В этом случае могут существовать замкнутые линии 
тока; надо, впрочем, подчеркнуть, что наличие замкнутых линий тока 
отнюдь не является необходимым свойством вихревого движения.

Рассмотрим некоторый замкнутый контур, проведённый в жидкости 
в некоторый момент времени. Будем рассматривать его как «жидкий», 
т .  е. как составленный из находящихся на нём  частиц жидкости. С те
чением времени эти частицы передвигаются, так что передвигается и 
весь контур. Выясним, что происходит при таком движении контура 
с циркуляцией скорости вдоль него. Другими словами, вычислим про
изводную по времени от циркуляции скорости

Мы шшеы здесь полную производную по времени соответственно тому, 
что ищем изменение циркуляции вдоль передвигающегося вместе с жид
костью контура, а не вдаль контура, неподвижного в пространстве.

Во избежание путаницы будем временно обозначать дифференциро
вание по координатам знаком 2, оставив знак d для дифференцирования 
по времени. Кроме того, заметим, что элемент dI длины контура можно 
написать в виде разности йг радиус-векторов г точек двух концов 
этого элемента. Таким образом, напишем циркуляцию скорости в виде

При дифференцировании этого интеграла по времени надо иметь в виду, 
что меняется не только скорость, но и сам контур (т. е. его форма). 
Поэтому, внося знак дифференцирования по времени под знак интеграла, 
надо дифференцировать не только v, но и йг:

Поскольку скорость v есть не что иное, как производная по вре
мени от радиус-вектора г, то

Но интеграл от полного дифференциала по замкнутому контуру равен 
нулю. Поэтому второй из написанных интегралов исчезает и остаётся

Теперь остаётся только подставить сюда для ускорения — его вы
ражение согласно (2,9):

rfv
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Применив формулу Стокса, получаем тогда (поскольку rot grad ш з=0) *):

Таким образом, переходя к прежним обозначениям, нэхсдлч окончательно:

Мы пришли, следовательно, к реэ^ьтату, что (а идеальной жщко-

■ МССте С ЖИДКОСТЬЮ, ОСТаёЮМ 1:СН МСН»юЙ Со {тхЧ  НиЗЫй-ОЛДЯ
i еор ех  з Т о м с о н а  (\V. Tlior.isoaiJ.

Из этого, как мы будем говорить, зам  ил сохранения цир/.улчциц 
скорости можно лолучшь некоторые простые, но важные слслаьия. 
Будем считать сначала, что движение жидкости стационарно, и рассмот
рим линию тока, о которой известно, что в некоторой ев точке rot v =  0. 
Проведем лроизво1Ьный бесконечно малый замкнутый коитур, охваты
вающий линию тока вокруг этой точки. В силу теоремы Стокса цирку
ляция скорости по всякому бесконечно малому контуру равна rotv-4f. 
где di — элемент площади, охватываемый этим контуром, a ro tv— зна
чение ротора скорости в точках этого элемента. Поскольку рассматри
ваемый здесь наии контур расположен в месте, где r o t v = 0, то цир
куляция скорости по нему равна нулю. С течением времени этот контур 
будет передвигаться вместе с жидкостью, оставаясь всё время беско
нечно малым н все время охватывая собой ту же самую линию тока. 
Поскольку циркуляция скорости должна оставатьса неизменной, т. е. 
равной нулю, то ясно, что н rotv должен быть равным нулю во всех 
точках линии тока.

Таким образом, мы приходим к результату, что если в какой-либо 
точке линии тока ротор скорости равен нулю, то rotv =  0 и во всех 
других ев точках *). Если движение жидкости не стационарно, то этот рез) ль- 
тат остается в силе, с той разницей, что надо говорить не о линии тока, а 
о траектории, описываемой с течением времени некоторой оиретелс.чноА 
частииеП жидкости (напоминаем, что при нестационарном даиженш эти 
траектории не совпадают, вообще говоря, с линиями тока).

’) Этот результат сохраняет силу к при наличии поля тяжести, так 
как roteaOi

*] Надо, «прочем, отметить, что зтот результат в значительной мере те
ряет смысл прн турбулентном движении (см. гл. III).

Кроне того, отметим уже адесь. ап избежание недоразумений, что отлич
ный от нуля ротор скорости может ПОЯНИТвСЯ иа линии TOK.I, в некоторой 
точке которой гл< v = 0, если атл линия пересекает .так называемую ударную 
волну (гл. VII). Мы увидим, что это связано с тем, что в таком случае не 
нмеет места постоаистьо энтропии s вдоль линии тока, между тем как оно
существенно для всего лывода закона сохранения циркуляции скорости Î oho

или
(7.3)

ста) циркуляция скорости ь м ч . за«хл\того :,o<.i .pj, т.* * i.

даёт возможность писать в уравнении Эйлера Vu вместо
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§ 8. Потенциальное движение

Из закона сохранения циркуляции скорости можно било би, на пер* 
вый взгляд, сделать ещё и слетующий вывод. Предположим, что в не
который момент времени движеиие жидкости (во всём её объёме) потен
циально. Тогди циркуляция скорости по любому замкнутому контуру 
в ней раина нулю1), Ьсилу теоремы Томсона можно было бы заключить, 
что это будет иметь место и в течение всего дальнейшего времени, т. с. 
мы получили бы результат, что если движение жидкости потенциально 
в некоторый момент времени, то оно будет потенциальным и в дальней
шем (в частности, должно было бы быть потенциальным всякое движение, 
при котором в начальный момент времени жидкость вообще поконлаа*). 
Этому соответствует и тот факт, что уравнение (2,11) удовлетворяется 
при rotv =  0 тождественно.

В действительности, однако, не существует строго идеальных жид
костей. Поэтому закон сохранения циркуляции является фактически при- 
ближйнним. Как бы мало жидкость ни отличалась от идеальной, но по 
истечении достаточно большого времени в ней может возникнуть заметно 
отличный от нуля ротор скорости. Поэтому даже если вязкость жидкости 
настолько мала, что жидкость (в данной задаче) можно рассматривать как 
идеальную, тем не менее достаточно длительное движение не должно быт>, 
везде потенциальным; практически времена, о которых идёт речь, обычно 
малы. В частности, стационарное обтекание твёрдых тел жидкостью (близ
кой к идеальной) никогда не бывает потенциальным (см. гл. Ill и IV).

Несмотря на это, изучение решений уравнений движения, соответ
ствующих стационарному потенциальному обтеканию тел, тем не менее 
имеет в некоторых случаях смысл. Между тем как в общем случае об
текания тел произвольной формы истинная картина течения практически 
ничего общего с картиной потенциального обтекания не имеет, в случае 
тел, имеющих некоторую особую форму, движение жидкостей можег 
очень мало отличаться от потенциального. Такие тела называются хорошо 
обтекаемыми', они должны иметь удлинённую (в направлении течения) 
форму и быть закруглены спереди (см. § 38).

Другим важным случаем, когда осуществляется потенциальное обте
кание, являются малые колебания погружённого в жидкость тела. Легко 
показать, что если амплитуда а колебаний мала по сравнению с линей
ными размерами / тела (а<^/), то движение жидкости вокруг тела будет 
всегда потенциальным. Для этого оценим порядок величины различных 
членов в уравнении Эйлера

+  v =  —

Скорость v испытывает заметное изменение (порядка скорости и ко
леблющегося тела) на протяжении расстояний порядка размеров тела I.

Для краткости мы считаем эдесь, что жидкость ааполняет односвязную 
область пространства. Для ыногосяяэной области получился бы тот же самыЛ 
конечный результат, но при рассуждениях надо было бы делать специальные 
оговорки по поводу выбора контуров.
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Поэтому производные от v по координатам— порядка величины у  . Поря, 
док же величины самой скорости v определяется (на не слишком боль* 
шнх расстояниях от тела) скоростью и. Таким образом, имеем (v?) v -v-y .

Производная же —  порядка величины сои, где <и— частота колеба

ний. Поскольку о>~-j .  то имеем ^  ^  ^  . Из а / следует теперь,
д vчто член ^vV) v мая по сравнению с и может быть опущен, так

что уравнение движения жидкости приобретет инд ту = — Гю. Приме
нив к обеим сторонам этого уравнении омерлнии rot, получаем:

-- rot v =  О,01 ’

откуда rotv =  const. Но при колебательном диижи:пн среднее (по вре
мени) значение скорости равно нулю; поаюыу из rotv =  const, следует, 
что rotv =  0. Таким образом, движение жидкости, совершающей ыалие 
колебания, является (в первом приближении) потенциальным.

Выведем теперь некоторые общие уравнения, справедливые при вся
ком потенциальном течении жидкости. Поскольку при потенциальном 
движении rotv =  0, то вектор v может быть выражен в виде градиент 
от некоторого скаляра. Этот скаляр называется потенциалом скорости; 
мш будем обозначать его посредством и:

v =  giadtp. (8,1)

Написав уравнение Эйлера в виде (2,10):
I
ту I г-d о5 —  [v rot vj —  —  grad и  

и подставив в него v-=V(fi, получаем:

Srad{ S + T + w} =0,
откуда находим следуйте.: равенство:

5 + ?  +  ® = / < 0 . (8.2)

где f (t )  — произвольная функция времени. Это равенство представляет 
собой первый интеграл уравнений потенциального движения. Функция 
/(/) в равенстве (8,2) может быть, без уменьшения общности, положена 
руиной нулю. Действительно, поскольку скорость определяется произ
водными от -з ио координатам, то можно прибавить к <р любую функ
цию времени; заменив же у получим в правой
стороне равенства (8,2) нуль.
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При стационарном движении имеем (выбирая потенциал <р не завися
щим от времени) /(0  =  const., и (8,2) переходит в уравнение
Бернулли:

Y~\~ w =  const. (8,3)

Необходимо подчеркнуть здесь следующее существенное отличие между 
уравнениями Бернулли в случае потенциального и непотенииального дви
жений. В общем случае произвольного движении const, в правой части 
этого уравнения есть величина, постоянная вдоль каждой данной линии 
тока, но, вообще говоря, различная для разных линий тока. При потенци
альном же движении const, в уравнении Бернулли есть величина, постоян
ная вообще во всем объеме жидкости. Это обстоятельство в особенности 
повышает роль уравнения Бернулли при исследовании потенциального 
движения.

§ 0. Несжимаемая жидкость ,
В очень многих случаях течения жидкостей (и газов) их плотность 

можно считать неизменяюшейся, т. е. постоянной вдоль всего объема жид- 
косто в течение всего времени движения. Другими словами, в этих случаях 
при движении не происходит заметных сжатий или расширений жидкости. 
О таком движении говррят, как о движении несжимаемой жидкости.

Общие уравнения гидродинамики сильно упрощаются при применении 
их к несжимаемой жидкости. Правда, уравнение Эйлера не меняет сво
его вида, если положить в нем р =  const., за исключением только того, 
что в уравнении (2,4) можно внести р под знак градиента:

Т, +  (vV)v =  - V - £  +  g. (9,1)

Зато уравнение непрерывности принимает лри р =  const. простой вид
divv =  0. (9,2)

Поскольку плотность не является теперь неизвестной функцией, как
это имеет место в общем случае, то в качестве основной системы урав
нений гидродинамики несжимаемой жидкости можно выбрать уравнения, 
содержащие только скорость. Такими уравнениями являются уравнение 
непрерывности (9,2) и уравнение (2,11):

^ ro i v =  rot[v rot v]. (9,3)

Уравнение Бернулли также может быть написано для несжимаемой 
жидкости в более простом виде. Уравнение (9,1) отличается от общего
уравнения Эйлера (2,9) тем, что вместо в нём стоит Поэтому мы 
можем сразу написать уравнение Бернулли, заменив просто в (4,3) теп
ловую функцию отношением ~ :

у  +  y-f-£z= const. (9,4)
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В несжимаемой жидкости можно писать — вместо w  также и в выра
жении (5,3) для потока энергии, которое принимает тогда вид

Pv ( f  +  ? ) -  19.5)

Действительно, согласно известному термодинамическому соотношению
имеем для изменения внутренней энергии выражение di =  T d s— pdV\ при
j  =  const. и V —  — =  const, имеем <й =  0, т. е. е =  const. Поскольку
же постоянные члены в энергии несущественны, то можно опустить е
и в та> =  е 4- — .9

В особенности упрощаются уравнения для потенциального течения 
несжимаемой жидкости. Уравнение (9,3) удовлетворяется при r o t v = 0  
тождественно. Уравнение же (9,2) при подстановке v=grad<p превра
щается в

. Д? =  0, (9,6)

т. е. в уравненне Лапласа для потенциала (р. К этому уравнению должны 
«быть добавлены граничные условия на поверхностях сомрнкосяове шя 

жидкости с твердыми телами. Именно, на неподвижных твердых поверх
ности* нормальная к поверхности компонента скорости жидкости 
должна быть равна нулю, а в общем случае движущихся твердых тел 
t>„ должно быть равно проекции скорости движения тела на направление 
той же нормали (эта скорость является заданной функцией времени). 
Скорость vn равна, с другой стороны, производной от потенциала <у по
направлению нормали: =  Таким образом, граничные условия гла

сят в общем случае, что ^  является на границах заданной фуккшей
времени и координат.

При потенциальном движении скорость связана с давлением уравне
нием (8,2). В случае несжимаемой жидкости в этом уравнении можно

писать — вместо w; положив / (f) =  0, будем иметь в поле тяжести:

'  S  +  7  +  f + £ I = 0 ' <9'7I
Обметим здесь следующее важное свойство потенциального движения 

несжимаемой жидкости. Пусть через жидкость движется какое-нибудь 
твёрдое тело. Если возникающее при этом течение жидкости являетсв 
потенциальным, то это течение зависит в каждый момент только от ско
рости движущегося тела в этот же момент времени, но не, например, 
от его ускорения. Действительно, самое уравнение (0,6) не содержит 
времени явно; время входит в решение только через предельные усло
вия, содержащие только скорость движущегося в жидкости тела.

р) я
Из уравнения Бернулли — у  =  const. видно, что при стационар

ном движении несжимаемой жидкости (в отсутствии поля тяжести) нам-
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большее значение давления достигается в точках, где скорость обра
щается в нуль. Такая точка обычно имеется на пооерхности обтекаемого
жидкостью тела (точка О на рис. 1) и называется критической тонкой.
Если и есть скорость натекающего на тело потока жидкости (т. е. ско
рость жидкое;и ну бесконечности), а рй— давление на бесконечности, 
то давление в критической точке равно

1 Ро +  *3-- (9>8>
Если распределение скоростей в дпижущейся жидкости зависит тольки 

от двух координат, скажем от х и у , причём скорость направлена везде 
в плоскости ху, то о таком течении говорят как

— ~ ___' о двухм*рном или плоском. Для решения задач
' —  -г  о двухмерном течении несжимаемой жидкости

иногда бывает удобным выражать скорость через
так называемую функцию тока. Из уравнения не-

dvz . Л/„
5Sпрерывности div v — -j- -^ =  0 видно, что ком

поненты скорости могут бить написаны в виде про
изводных

Рис. 1. v * ~ d y  ’ дх (9,9)

от некоторой функции ф (х, у ), называемой функ
цией тока. Уравнение непрерывности при этом удовлетворяется автома
тически. Уравнение, которому должна удовлетворять функция тока, 
получается подстановкой (9,9) в уравнение (9,3). При этом получается:

д , АЦ _ п
at * 5х ду * ду дх ' (9,10)

Зная функцию тока, можно непосредственно определить форму линий 
тока для данного движения жидкости. Действительно, дифференциальное 
уравнение линий тока (при двухмерном течении) есть

dx   dy
° 7 ~ * у

или v vdx — v xdy =  0; оно выражает собой тот факт, что направление 
касательной к линии тока в каждой точке совпадает с направлением ско
рости. Подставляя сюда (9,9), получаем:

откуда ;|) =  const. Таким образом, линии тока представляют собой се
мейство кривых, получающихся приравниванием функции тока ф(-х,.у) 
произвольной постоянной.

Наконец, остановимся на условиях, при выполнении которых жидкость 
можно считать несжимаемой. При адиабатическом изменении давления 
на Ар плотность жидкости изменится на



Но согласно уравнению Бернулли колебания давления в стационарно 
движущейся жидкости — порядка величины ^  ?v ’. Поэтому

Л?'  { % ) ,

В § 47 будет показано, что производная представляет собой
\ / s

квадрат скорости звука с в жидкости, так что
А ? з  •

Жидкость можно считать несжичземой, если у< ^1 . .Мы видим, что не
обходимым условием для этого является малость скорости её движения 
но сравнению со скоростью звуке:

с < с .  (9,11)
Это условие является достаточным, однако. только при сташюиарном 

движении. При нестационарном движении необходимо выполнение ещё 
одного условия. Пусть t  и I — величины порядка промежутков времени 
и расстояний, на Которых скорость жидкости испытывает заметное из
менение. Сравнивая члены ^  и —  в уравнении Эйлера, получим, по

v г̂> ,  Iпорядку величины, — -ч. —  или Л / > — а:\ а соответстзующее измене

ние р есть Сравнивая теперь члены ~  и pdivv и уравнении

непрерывности, найдгм, что производной ^  можно пренебречь (т. е. 

можно считать, что р =  const.) в случае, если или
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? /
> 7 . (9.12)

Выполнение обоих условий (9,11) —  (9,12) достаточно для юго, чтобы 
можно было ечктать жидкость несжимаемой.

З а д а ч и

1. Определить форму поверхности кесжим-ч-мон жидкости в поле тяжест;: 
я шмиплрическом сосуде, врашаюшеыся вокруг своей оси с постоянной 
угловой скоростью 3. %ё

Решение.  Ось г выбираем по оси цилиндра.Тогдя t>T =  — Qy, ry =  Qx, 
г. =  0. 5'равнение непрерывности удовлетворяется автоматически, а уравнение 
Эйлера (9,1) даёт

1 др 1 fio t /?я п— -f-, vC: =  — , — — + £ = 0.f  дх% р с/у р ь

ОСшиЛ интеграл этих ургвнышП есть



На свободной поверхности /> =  сопя1., так что эта поверхность является па
раболоидом: О!

* +  >*)
(начало координат в низшей точке поверхности).

2. Шар (радиуса А) движется в несжимаемой идеальной жидкости. Опре
делять потенциальное течение жидкости вокруг шара.

Р е ш е н и е .  На бесконечности скорость жидкости должна обращаться 
в нуль. Обращающимися на бесконечности в нуль решениями уравнения Ла
пласа Af =  0 являются, как известно, — и производные различных порядков

I '
от — по координатам (начало координат в центре шара). Ввиду полной сим
метрии шара в решение может войти л|1шь один постоянный вектор — ско
рость шара и. а ввиду линейности уравнения Лапласа н граничного условия 
к нему f должно содержать и линейным образом. Единственным скаляром,
который можно составить из и и производных от -у, является произведение 

uV-i-. Соответственно этому ищем о в виде

т =  ЛаТ- = - Л ^ ,  г г3
откуда

А
v =  grad f  =  - j  [Зг (ur) —  ur2].
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На поверхности шара нормальная компонента V должна быть равна нормальной
I*. Oti 
R* иг

□3компоненте скорости шара u (vn =  unt. Отсюда получаем так что

ir*
3. То же для бесконечного цилиндра, движущегося перпендикулярно 

своей оси.
Решение .  Течение не зависит от координаты вдоль оси цилиндра, так 

что приходится решать двухмерное уравнение Лапласа. Обращающимися 
в нуль на бесконечности решениями являются производные от In г по коорди
натам, начиная от первого порядка и выше (г — перпендикулярный оси ци
линдра радиус-вектор). Ищем решение в виде

г =  ЛиГ !п г = г*
н с помощью предельных условий получаем:

R* иг
т = — Я ” -

4. Определить потенциальное движенн: идеальной несжимаемой жидкости, 
находящейся в цилиндрическом сосуде эллиптического сечения, вращающемся 
вокруг своей оси с угловой скоростью 2; определить полный момент импульса 
жидкости в сосуде.

Решение.  Выбираем декартовы координаты х, у в плоскости попереч
ного сечения сосуда с началом на его осн. Скорость точек цилиндр? есть
n =  [Sr], так что граничное условие оа =  ̂  =  на есть

д* -  -



Jt* V1®Если =  l сеть уравнение контура сечения цилиндра, то это условие
принимает вид

§ 9] несжимаемая жидкость 31

*’> (̂ -ах)+»Чй+с-у)==а
Удовлетворяющее этому условию решение уравнения Лапласа есть

' Оо*~  М 
i  =  Qsr+ Tt*y-

Момент юшульса жидкости (отнесвнныЯ к единице длины вдоль оси сосуда) 
есть

М — (jTDy — уия) df.

Интегрируя d o  поверхности эллипса, получаем:

M ss fH !ab to 1 - W
* J--***

S. Определить течение жидкости вблизи критической точки на обтекаемой 
теле (рис. I).,

Решение.  Малый участок поверхности тела вблизи критической точки 
можно рассматривать как плоский. Выбираем его в качестве плоскости ху. 
Разлагая f при ма>1ых х, у, z в ряд, имеем с точностью до члемов второго 
порядка:

f ал ах ■+■ by -f- сг -j- Л.г: -f- B y1-{- С--’ -f- + Еуг +  Fxz
(постоянный член в « несущественен). Постоянные коэффициенты определяем 
так, чтобы ? удовлетворяло уравнению = 0 и граничный условиям t>2 =  ^  =  0-

при х= 0 н всех х, у в при х = у = * =  0 (в критической точке).
Это давт; e =  i= ^ = 0 ; C s —А — В, F.ssF=s.O. Член Dxy может быть всегда 
исключен соответствующим поворотом осев х и у. В результате получаем:

т =и*»4-йу‘ - и + В )2 5 . (I)
Есля течение обладает аксиальной симметрией вокруг ося z (симметрич- 

вое обтекание тела вращения), то должно быть А =  В, так что

Компоненты скорости равны vx =  1Axt vv =  2Ay, v, =  —4At. Линин точа опре- 
dx dy dzделя юте я уравнениями — = — =  — , откуда Л г * с „  у** =  сг, т. е. линииVM Vy vz "

тока являются кубическими гиперболамя.
Еслч течение является однородным вдоль оси у (например, при обтекании 

в направлении оси z цилиндра с осью вдоль оси .у), то в (j) должно быть 
В  = 0, так что

? =  А {хг — *г).
Линиями тока являются гиперболы xz=  const

6. Определить движение жидкости при потенциальном обтекание угла, 
образованного двумя пересекающимися плоскостями.

Решение.  Выбираем полярные координаты г, в в плоскости поперечного 
сечения, перпендикулярное линии пересечения плоскостей, с началом в вер»



шике угла. Угол 0 отсчитывается от одной из прямых, образующих сечение 
угла. Пусть о есть величина обтекаемого угла; при а < г. течение происходит 
гшутрн угла, при а > с— вис его. Граничное условие исчезновения нормальной

о%соста?ля:ощей скорости гласит: v = 0 np!i 0 =  0 и а. Удовлетворяющее этому 
условию решелле уравнении Лапласа пишем о пнде !)

с =  Ar>‘ cos «О, п =  — , т а
таг. чти vt =  пАг*-1 co« fi'i, й, ** — n/irr sinnQ. Приn < J (обтекание выпуклого

■U и д е а л ь н а я  жидкость [гл. I

угла; рнс. 2) о, обращается в начале координат в бесконечность как При
л >1 (течение внутри вогнутого угла—рнс. 3) ^обращается при г=  0 в нуль.

§ 10. Сила сопротивления при потенциальном обтекании
Рассмотрим задачу о потенциальном обтекании несжимаемой идеальной 

жидкостью какого-либо твердого тела. Такая задача, конечно, полностью 
эквивалентна задаче об определении течения жидкости при движения 
•1срез неё того же тела. Для получения второго случая из первого до
статочно перейти к системе координат, в которой жидкость на беско
нечности покоится. Ми будем говорить ниже именно о движении твердого 
тела через жидкость.

Определим характер распределения скоростей в жидкости на больших 
расстояниях от движущегося тела. Потенциальное движение несжимаемой 
жидкости определяется уравнением Лапласа A'f =  0. Мы должны рас
смотреть такие решения итого уравнении, которые обращаются на беско
нечности в нуль, поскольку жидкость на бесконечности нспотвижна. Вы
берем начало координат где-нибудь внутри движущегося тела (эта система 
координат движется вместе с телом; мы, однако, рассматриваем распре
деление скоростей а жидкости в некоторый заданный момент времени).
Как известно, уравненне Лапласа имеет решением — .г д е /1 —  расстоя

ние от начала координат. Г’бшоннеы «;:л«:отся также градиент и сле

•) Мы выбираем решение с наиболее инэкой (малыег!) положительной
степенью г.



дующие производные отупо координатам. Все эти решения (и их линеЯ-
ные комбинации) обращаются на бесконечности в нуль. Поэтому общий вид 
искомого решения уравнения Лапласа на больших расстояниях от тела есть

T = - f + A V l  +  . . . .

где а, А не зависят от координат; опущенные члены содержат производ
ные высших порядков от ~ . Легко видеть, что постоянная а должна

быть равной нулю. Действительно, потенциал ф = — — даёт скорость

v =  — =  Вычислим соответствующий поток жидкости через 
какую-нибудь замкнутую поверхность, скажем, сферу с радиусом R . На 
этой поверхности скорость постоянна и равна -jL; поэтому полный

потик жидкости через неё равен р ̂ 4п#- =  4тгра. Между тем, поток
несжимаемой жидкости через всякую замкнутую поверхность должен,
очевидно, обращаться в нуль. Поэтому заключаем, что должно быть 
а =  0.

Таким образом, <р содержит члены, начиная с членов порядка ПоГ
скольку мы ищем скорость на больших расстояниях, то члены более 
высоких порядков можно опустеть, и мы получаем:

<p =  A V ±  (10,1)

а для скорости v =  grad^:

v =  ( A V ) 7 l ^ l i * ^ l — ^ (10,2)

{л — единичный вектор в направлении г). Мы видим, что на больших
расстояниях скорость спадает, как Вектор А зависит от конкретной
формы и скорости движения тела и может быть определён только путём 
полного решения гидродинамического уравнения Да =  0 на всех расстоя
ниях, с учётом соответствующих граничных условий на поверхности дви
жущегося тела.

Входящий в (10,2) вектор А оказывается связанным определённым 
образом с полным импульсом и с полной энергией жидкости, обтекающей 
движущееся в ней тело. Полная кинетическая энергия жидкости (вну
тренняя энергия несжимаемой жидкости постоянна) есть

§  1 0 ] СИЛА СОПРОТИВЛЕНИЯ ПРИ ПОТЕНЦИАЛЬНОМ ОБТЕКАНИИ 33

:= - f  \v*dV%

где интегрирование производится по всему пространству вне тела. Вы
делим из пространства часть V, ограниченную сферой большого радиуса R, 
с центром в начале координат, и будем интегрировать сначала только
3 Механика сплошвих сред
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по объбму V, имея в виду стремить затем R  к бесконечности. Имеем 
тождественно:

j  v 'd V = * \ u 4 V +  f (v +  b ) ( v  —  n )d V t

где u — скорость тела. Поскольку п есть не зависящая от координат 
величина, то первый интеграл равен просто u * (V —  V0), где Vc —  объём 
тела. Во втором же интеграле пишем сумму v-J-o в виде V(<p-J-or) и, 
воспользовавшись также тем, что divv =  0 в силу уравнения непрерыв
ности, a d iva а  0, имеем:

J v W  = u * {V —  К0) +  j  div { (¥ +  or)(v  —  a )\ d V .

Второй интеграл преобразуем согласно теореме Гаусса в интеграл по 
поверхности <S сферы и поверхности S 9 тела:

J  v W =  а» ( V —  Ve) - f  ф  (sf +  or) (v —  u) dt.
5+Se

На поверхности тела нормальные компоненты v и я равны друг другу 
в силу граничных условий; поскольку вектор dt направлен как раз по 
нормали к поверхности, то ясно, что интеграл no Se тождественно обра
щается в нуль. На удаленной же поверхности S  подставляем для «р и v 
выражения ( 10,2) и опускаем члены, обращающиеся в нуль при переходе 
к пределу по/?—<«■ оо. Налнсав элемент поверхности сферы £  в виде 
d1 =  nR idO, где dO —  элемент телесного угла, получим:

(£ / ?< _ !/ „ )  -L-j { 3(Ап) (on) —  (on)*#1} n dO.

Наконец, производя интегрирование ]) и умножая на -£, получаем окон
чательно следующее выражение для полной энергии жцакости:

E=-£-(4ttAu —  V > * ). (10,3)

Как уже указывалось, точное вычисление вектора А требует полного 
решения уравнения Дю =  0 с учетом конкретных граничных условий на 
поверхности тела. Общий характер зависимости А от скорости о тела 
можно, однако, установить уже непосредственно из факта линейности 
уравнения для <f и линейности (как по tp, так и по а) граничных условий 
к «ггому уравнению. Из этой линейности следует, что А должно быть

*) Интегрирование по АО вквивалентно усредлевию подынтегрального вы
ражения по всем валраваениям вектора а и умножению аатем на 4с. Для 
усреднения выражений типа (Ап) (Bn)тт (А, В — постоянные векторы)

'йаыечаем, что средние значения ntnk составляют саиыетрнческнй тензор, ко
торый может выражаться только через адинншый тензор iu, т. е. П(гГк— a i^
Упрощав по индексам /в А я помпя, что flf= I, ваходим, что e =  - j. Поатоку

1 . . „  I



линейной же функцией от компонент вектора п. Определяемая же фор
мулой (10,3) энергия Е  оказывается, следовательно, квадратичной функ
цией компонент вектора а и потому может быть представлена в виде

(10,4)

где т и — некоторый постоянный симметрический тензор, компоненты ко
торого могут быть вычислены с помощью компонент вектора А.

Зная энергию £, можно получить выражение для полного импульса Р 
жидкости. Для этого замечаем, что бесконечно малые изменения Е  и Р 
связаны друг с другом соотношением d E - u d P 1); отсюда следует, что 
если Е  выражено в виде (10,4), то компоненты Р должны иметь вид

—  т 1кил. (10,5)

Наконец, сравнение формул (10,3) —  (10,5) показывает, что Р  выражается 
через А следующим образом:

Р  =  4пр А —  р У0и. (10,6)

Передаваемый в единицу времени от тела к жидкости импульс есть-у .
Взятый с обратным знаком, он определяет, очевидно, силу реакции F ( 
жидкости, т. е. сопротивление, испытываемое телом *):

Р = - & .  (Ю ,7)'

§ 10] СИЛА СОПРОТИВЛЕНИЯ ПРИ ПОТЕНЦИАЛЬНОМ ОБТЕКАНИИ S5

Пусть некоторое тело совершает под влиянием действующей на него 
внешней силы f колебательное движение. При соблюдении рассмотренных 
в предыдущем параграфе условий окружающая тело жидкость совершает 
потенциальное движение, и для вывода уравнений движения тела можно 
воспользоваться полученными выше соотношениями. Сила f должна быть 
равна производной по времени от полного импульса системы, равного 
сумме импульса Мм. тела (М  —  масса тела) и импульса Р  жидкости:

м  du  . d P  .
M 3 i+ d i= s t-

С помощью (10,5) получаем отсюда:
da, duk
dt т,к di * '< '

]) Действительно, пусть тело под влиявием каквх-лнбо вяешяпх сил уско
ряется. В результата импульс жвякоств возрастет. Пусть dP есть его увели
чение в течение времени d{. dP можно рассматривать tat импульс силы, дей
ствующей на жидкость в течение времени dt; udP есть тогда работа зтоВ 
силы, которая должна быть равна увеличению dE энергии жидкоств.

•) Если бы было возможно потенциальное обтекание равномерно движу
щегося в идеальной жидкости тела, то было бы P=con*t. (так как п =  еоп*{.) 
и F  =г0, т. е. тело не цспытывало бы при таком движении никакого «щро- 
тввлвыня.
8*
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что можно написать также и в виде

(10,8)

Это и есть уравнение движения погружённого в идеальную жидкость 
тела.

Рассмотрим теперь о некотором смысле обратный вопрос. Именно, 
пусть сама жидкость производит под влиянием каких-либо внешних (по 
отношению к телу) причин некоторое колебательное движение. Под влия
нием этого движения погружённое в жидкость тело тоже начинает дви
гаться *). Выведем уравнение этого движения.

Будем предполагать, что скорость движения жидкости мало меняется 
на протяжении расстояний порядка величины линейных размеров тела. 
Пусть v есть скорость жидкости в месте нахождения тела, которую она 
имела бы, если бы тела вообще не было; другими словами, v есть ско
рость основного движения жидкости. По сделанному предположению 
v можно считать постоянной вдоль всего объема, занимаемого телом. 
Посредством и попрежнему обозначаем скорость тела.

Силу, действующую на тело и приводящую его в движение, можно 
определить из следующих соображений. Если бы тело полностью увле
калось жидкостью (т. е. было бы v =  u), то на него действовала бы 
такая же сила, которая бы действовала на жидкость в объёме тела, если 
бы тела вовсе не было. Импульс этого объёма жидкости есть pl^v, и
потому действующая на него сила равна Но в действительности
тело не увлекается полностью жидкостью; возникает движение тела отно
сительно жидкости, в результате чего сама жидкость приобретает неко
торое дополнительное движение. Связанный с этим дополнительным дви
жением импульс жидкости равен mlk{uk—  vk) [в выражении (10,5) надо 
теперь писать вместо и скорость и —  v движения тела относительно 
жидкости]. Изменение этого импульса со временем приводит к наличию до
полнительной силы|реакиии, действующей на тело, равной — mn ^ uk— °*)- 
Таким образом* полная сила, действующая на тело, равна

dv‘ d / *? v 9-ai —  mika, («* —  **)•

Эту силу надо приравнять производной по времени от импульса тела. 
Таким образом, мы приходим к следующему уравнению движения: 

d dot d
S i Mut =  P J i  ~  m‘* Tt <“ * ~

Интегрируя с обеих сторон по времени, получаем отсюда:
Mut =  р Vtv , —  т 1к (ак —  vk)

Речь может мттн, валрямер, о движении тела в жидкости, по которой 
распространяется звуковая волна с длиной волны, большой по сравнению 
с размерамя тела.
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или
(/И8а +  т ,„) а„ =  K * - f  p V J  vh. (10,9)

Постоянную интегрирования полагаем равной нулю, поскольку скорость п 
приводимо го жидкостью в движение тела должна обратиться в нуль вместе 
со скоростью жидкости v. Полученное соотношение определяет скорость 
тела по скорости жидкости.

Получать уравненне движения для шара, совершающего колебательное 
движение в идеальной жидкости, и для шара, приводимого в движение ко
леблющейся жидкостью.

Решен  не. Сравнивая (10,1) с выражением для ■, полученным для обте
кания шара в задаче 2 § 9, видим, что

(R  — радиус шара). Полный импульс приводимой шаром в движете жидкости
есть согласно (10,6) P =  ?r fR*u, так что тензор mtk равен 

«5 0 ’

Уравнение (ЮЛ) движения колеблющегося в жидкости шара принимает вид

— плотность вещества шара). Коэффициент при и можно рассматривать 
как некоторую «эффективную массу» шара.

Для скорости приводимого жидкостью в движение шара получаем из (10,9)

Свободная поверхность жидкости, находящейся в равновесии в поле 
тяжести, является плоской. Если под влиянием какого-либо внешнего 
воздействия поверхность жидкости в каком-нибудь месте выводится на 
ев равновесного положения, то в жидкости возникает движение. Это 
движение будет распространяться вдоль всей поверхности жидкости 
в виде волн, называемых гравитационными, поскольку они обусловливаются 
действием поля тяжести. Гравитационные волны происходят в основном 
на поверхности жидкости, захватывая внутренние ев слои тем меньше, 
чем глубже эти слон расположены.

Мы будем рассматривать вдесь такие гравитационные волны, в кото
рых скорость движущихся частиц жидкости настолько мала, что в урав
нении Эйлера можно пренебречь членом (vV)v по сравнению с . Легко
выяснить, что означает это условие физически. В течение промежутка 
времени порядка периода т колебаний, совершаемых частицами жидкости 
ы волне, эти частицы проходят расстояние порядка амплитуды а волны.

З а д а ч а

— j

§ И .  Гравитационные волны
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Поэтому скорость их движения —  порядка • Скорость v  заметно ме
няется на протяжении интервалов времени порядка т и на протяжении 
расстояний порядка 1 вдоль направления распространения волны (1— длина

vволны). Поэтому производная от скорости по времени —  порядка — , а по
р

координатам —  порядка у .  Таким образом, условие ( v V ) эквива
лентно требованию

К т ) ' < ( ‘ ) т

или
( 11 ,1)

т. е. амплитуда колебаний а волне должна быть мала по сравнению 
с длиной волны. В § 8 мы видели, что если в уравнении движения можно 
пренебречь членом (vV) v, ю  движение жидкости является потенциальным. 
Предполагая жидкость несжимаемой, мы можем воспользоваться поэтому 
уравнениями (9,6). к (9,7). В уравнении (9,7) мы можем теперь прене- 

г1бречь членом у ,  содержащим квадрат скорости, так что остаётся

p =  - ? g z - p f j .  (11,2)

Ось z выбираем, как обычно, вертикально вверх, а в качестве плоско
сти х, у  выбираем равновесную плоскую поверхность жидкости.

Будем обозначать r -координату точек поверхности жидкости посред
ством С; С является функцией координат х, у  и времени t. В равновесии 
(  =  0, так что С есть вертикальное смещение жидкой поверхности при 
её колебаниях. Пусть на поверхность жидкости действует некоторое по
стоянное давление рс (например атмосферное). Тогда имеем на поверх
ности согласно ( 11,2):

. df
=  —  —

Но вместо потенциала tp можно ввести потенциал у' =  у -}-£*/; такая за
мена ничего не изменит, так как . v =  grad <р =grad ср’. В написанном
уравнении выпадает тогда член р0, и, обозначая ниже <р' просто как <р,
получаем условие на поверхности жидкости в виде

* '+ 5 г1 .- .= 0 - ,И '3)
Малость амплитуды колебаний в волне означает, что смешение С мало.
Поэтому можно считать, в том же приближении, что вертикальная ком
понента скорости движения точек поверхности равна проста производной 
по времени от смещения С:

_ X
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Но ьг— £ ,  так что
<5 ?  I _____

dz I,*» Tt *
Подставляя сюда С из (11,3), получаем:

В силу малости колебаний можно в этом условии брать значение стоя
щего в скобках выражения при 2 =  0 вместо г= С . Таким образом, 
получаем окончательно следующую систему уравнения, определяющих 
движение в гравитационной волне:

Мы будем рассматривать здесь волны на поверхности жидкости, счи
тая эту поверхность неограниченной по своей площади. Мы будем также 
считать, что длина волны мала по сравнению с глубиной жидкости; тогда 
можно рассматривать жидкость как бесконечно глубокую. Поэтому мы 
не пишем граничных условий на боковых границах и на дне жидкости.

Рассмотрим гравитационную волну, распространяющуюся вдоль оси х  
и однородную вдоль оси jr; в такой волне все 'величины не зависят от 
координаты у. Будем искать решение, являющееся простой периодической 
функцией времени и координаты х, т. е. положим

<и есть так называемая циклическая частота (мы будем говорить о ней 
просто как о частоте) волны; ^  есть период изменения движения со вре
менем в данной точке пространства; k есть так называемый волновой 

. 2*вектор волны; ж =  -у есть длина волны, т. е. период изменения движения
вдоль оси х  (в заданный момент времени). Подставляя написанные вы
ражения в уравнение

получаем:

Это уравнение имеет решения е*1 и е-**. Из них надо выбрать первое, 
поскольку второе приводит к неограниченному возрастанию ?  по напра
влению в глубь жидкости. (Напоминаем, что область жидкости есть г 0.) 
Таким образом, получаем для потенциала скорости выражение

Д<р =  0, а  1,4)

(11,5)

if =  cos {kx —  ooi) f(z ).

ф =  Ae** cos (kx —  erf). (11,6)



Мы должны ешв удовлетворить граничному условию (11,5). Под
ставляя в него ( 11,6), получаем:

или
t f  =  kg. (11,7)

Этим определяется связь между волновым вектором и частотой гравита
ционной волны.

Распределение скоростей в движущейся жидкости получается непо
средственно взятием производных от if по координатам:

пж = —  Ake^ sin {k x —  otf); vt m^AkeizZQs[kx—  orf). ( 11,8)

Мы видим, что скорость экспоненциально падает по направлению в глубь 
жидкости. В каждой заданной точке пространства (т. е. при заданных х, г) 
вектор скорости равномерно вращается в плоскости х, z, оставаясь по
стоянным по своей величине (равной Ake**).

Определим ещё траекторию частиц жидкости в волне. Обозначим вре
менно посредством х, г координаты движущейся частицы жидкости (а не 
координаты неподвижной точки в пространстве), а посредством ха, гй —

_  d xзначения ху z для равновесного положения частицы. Тогда — ,

, а в правой части ( 11,8) можно приближённо написать х0, гй
вместо х, г, воспользовавшись малостью колебаний. Интегрирование по 
времени даСт тогда:

х —  х0 =  —  A -j- £**cos (kxQ —  otf); ч-

z — г0 =  —  А ^  екг* sin (kxQ— atf). (11,9)

Таким образом, частицы жидкости описывают окружности вокруг точек
■*о> го с радиусом А е*2*, экспоненциально падающим по направлению
в глубь жидкости.

Скорость U  распространения волны равна, как будет похазано в § 50,
U = j l .  Подставляя сюда toz=z\fkg, походим, что скорость распростра
нения гравитационных волн на неограниченной поверхности бесконечно 
глубокой жидкости равна

=  y  . ( 1 1 , 10 )

Она растбт при увеличении длины волны.

З а д а ч и

1. Определить скорость распространения гравитационных волн ка неогра
ниченной поверхности жидкости, глубина которой равна ft.

40 и д е а л ь н а я  жидкость [гл. :



Решение.  На дне жидкости нормальная составляющая скорости должна 
быть равна нулю, т. е.

ог =  =  0 при г =з, — А.

Иэ этого условия определяется отношение между постоянными А н В в об! ем. 
решении

f  =  c o r ( i r — »/) ^Ае *•-}-fie- ь } .

В результате находим:
<j =  A cos (Аг — и/) ch к (* J-  Л).

Иэ предельного условия (11,5) находим соотношение между к и м в виде
ш* ж  gk th Aft.

Скорость распространения волны

U^--— -j=5-- { tb АЛЧ — I .
2/AthAA  \ ch2 khf

При 4Л&.1 получается снова результат (11,10), а при kh<^\— результат (12,10).
2. Определить связь между частотой и длиной волны для гравитационных 

волн на поверхности раздела двух жидкостей, причем верхняя жидкость огра
ничена сверху, а нижняя — снизу горизонтальными неподвижными плоскостя
ми. Плотность и глубина слоя нижней жидкости f н А, а верхней р1 и ft' 
(причем р > р').

Решение .  Плоскость х, у  выбираем по плоскости раздела обеих жидко
стей в равновесии. Ишем решение в обеих жидкостях соответственно в виде

т =ИсЬ4 (г  +  А)сов(Лх — б>0, \ ...
f11 =  В  ch к (л — А*) соя (кх — <*t) I

(так, чтобы удовлетворялись условия на верхней и нижней грани пат, — см. 
решение задачи 1). На поверхности раздела давление должно быть непрерыв
ным; согласно (11,2) это приводят к условию

Р *  +  р j|=»p'*C +
(при г =  0) или

(2)

Кроме того, скорости v, обеих жидкостей на поверхности раздела должны 
быть одинаковыми. Это приводит к условию (при 2 =  0)

S-SS- «

§  П ]  ГРАВИТАЦИОННЫЕ ВОЛНЫ <1

Далее, vt = ^ = j-  и, подставляя сюда (2). получаем:

* ( ? - - P 3 J .  И )

Подставляя (1) в (3) и (4), получим два однородных линейных уравнения дла 
А и В, иэ условия совместности которых получаем:

• *g(P — ро
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k f h - 3 1

При М > 1,А Л ‘^>1 (обе жидкости очень глубоки):

Г
■а при (длинные волны):

V  thf +  fh  '
3L Определить связь между частотой и длиной волиы для гравитаиионных 

волн, распространяющихся одновременно по поверхности раздела и верхней 
поверхности двух слоев жидкости, из которых нижняя (плотность р) беско
нечно глубока, а верхняя (плотность р') имеет толщину А' и свободную верх
нюю поверхность.

Решение.  Выбираем плоскость х, у  в плоскости раэдела обеих жидко
стей в равновесии. В нижней и верхней жидкости ищем решение соответ
ственно в виде

т =  Л*А*сов(Лх — «/); т' =  (В*-**+Сг**]со8(* х - и 0. (1)
На поверхности раддела обеих жидкостей (т. е. при z =  0) имеют место усло
вия (см. задачу 2):

^ (2)
а на верхней свободной границе (т. е. при г =  Н);

<У . 1 <*У л

Первое из уравнений (2) при подстановке (1) дает А =  С— В, а два осталь
ных условия дают два уравнения для В  н С, ив условия совместности кото
рых получаем:

+ 2ё  { ‘ - Г ^ 7 ',“ '> + , - ' аЛ' ” "
— квадратное уравненне для со*, корни которого определяют искомую завнсн-

р — 8̂
мость ш от к. При hf—► оо эти корни переходят в <sA =  kg н м* =  kg ■ 470
соответствует волнам, распространяющимся независимо по поверхности раз
дела и по верхней поверхности жидкости.

4. Определить возможные частоты колебаний (стоячих волн) жидкоств 
глубины А, находящейся в прямоугольном бассейне ширины а и длины Ь.

Решение.  Оси х и у  выбираем по двум боковым сторонам бассейна. 
Ищем решение в виде стоячей волны:

7 =  Cos <ct ch к (t -J- А) -/ (.г, у).
Для / получаем уравнение:

S * + 3 ?  +  k / - °*

в условие на свободной поверхности приводит, как и в задаче 1, к соотно
шению

u* =  gk (Ь kh.

) См. § 52.
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Решение уравнения для / берем в виде
f — totpxto iqy, р7-\-д* =  к\

На боковых сторонах сосуда должны выполняться условия:

»х =  ̂  =  0 при х= 0, а; 0 при > =  0, t.
Отсюда вахсдии:

тх п*

§ 12. Длинные гравитационные волны
Рассмотрев гравитационные волны, длина которых мала по сравнению 

с глубиной жидкости, остановимся теперь на противоположном предельном 
случае волн, длина которых велика по сравнению с глубиной жидкости. 
Такие волны называются длинными.

Рассмотрим сначала распространение длинных волн в канале. Д л и н у  
канала (направленную вдоль оси л) будем считать неограниченной. Се* 
чение канала может иметь произвольную форму и может меняться вдоль 
его длины. Площадь поперечного сечения жидкости в канале обозначим 
посредством S = S (x ,  /). Глубина и ширина канала предполагаются ма
лыми по сравнению с длиной волны.

Мы будем рассматривать здесь продольные длинные волны, в кото
рых жидкость движется вдоль канала. В таких волнах компонента vx 
скорости вдоль длины канала велика по сравнению с компонентами v , vt.

Обозначив v t просто как о и опуская малые члены, мы можем на
писать д:*комлоненту уравнения Эйлера в виде

а z-компоненту —  в виде

(квадратичные по скорости члены опускаем, поскольку амплитуда волны 
попрежнему считается малой). Из второго уравнения имеем, замечая, что 
на свободной поверхности (£ =  {) должно быть р = р 0:

Второе уравнение для определения двух неизвестных v  и (  можно 
вывести методом, аналогичным выводу уравнения непрерывности. Это 
уравнение представляет собой по существу уравнение непрерывности 
применительно к рассматриваемому случаю. Рассмотрим объвм жидкости.

ЗГ ™  J  <fx*
до 1 др

Р — Р» +  —  *)•
Подставляя это выражение в первое уравнение, получаем:

(12,1)
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заключенный между двумя плоскостями поперечного сечения канала, 
находящимися на расстоянии dx друг от друга. За единицу времени 
через одну плоскость войдёт объвм жидкости, равный (5г>)х, а через 
другую плоскость выйдет объем (S v )t ^dx. Поэтому объем жидкости 
между обеими плоскостями изменится на

(*> ),♦ * -  ($«), =  d- j r  dx-

Но это изменение в силу несжимаемости жидкости может произойти 
только за счйт изменения ев уровня. Изменение объёма жидкости 
между рассматриваемыми плоскостями в единицу времени равно

6S . 

d t d x ‘

Следовательно, можно написать:
dS .
"St ~fx

или
6 S , d  (S v)

dt 1 dx = 0. (12,2)

Это и есть искомое уравнение непрерывности.
Пусть S 0 есть ллошадь поперечного сечения жидкости в канале при 

равновесии. Тогда S  =  50-f-5*, где 5 ' —  изменение этой плошади благо
даря наличию волны. Поскольку изменение уровня жидкости в волне 
мало, то S ' можно написать в виде ft*, гда Ь —  ширина сечения канала 
у самой поверхности жидкости в нём. Уравнение (12,2) приобретает 
тогда вид

4 ; + ^ = ° -  <,2’3>
Дифференцируя (12,3) по i  и подставляя ^ и э  (12,1), получим:

S - T T ^ - ’ - o -  *  1Ч.4)

Если сечение канала одинаково вдоль всей его длины, то ^0=  const, и

dt* Ь д & ~  ( , 2 ' 5 )

Уравнение такого вида называется волновым-, как будет показано в § 47, 
оно соответствует распространению волн с не зависящей от частоты

d*vскоростью U, равной квадратному корию из коэффициента при ^  .
Таким образом, скорость распространения длйнных гравитационных 
волн в каналах равна

(12,6)и=У'
Совершенно аналогичным образом можно рассмотреть длинные 

волны в обширном бассейне, который мы будем считать неограниченным



в двух измерениях (вдоль плоскости х ,у ). Глубину жидкости в бас
сейне обозначим посредством А. Из трех компонент скорости малой 
является теперь компонента vt. Уравнения Эйлера приобретают вид, 
аналогичный ( 12,1):

Л», . до, дС
т г + е ъ = ° -  Т 1 + е т у = 0- С 2’7»

Уравнение непрерывности выводится аналогично (12,2) и имеет вид

0.

§ 13] УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ вязкой жидкости 45

dh t d(hox) ] d(hvy) 
dt 1 dx • 6y '

Глубину h пишем в виае Л =  А0-1-С, где йа—  равновесная глубина. 
Тогда

<* <?<*„«,.) d(h<pf )

d i~  — 1---d ]T

Предположим, г что бассейн имеет плоское горизонтальное дно 
(Л0 =  const.). Дифференцируя (12,8) по t и подставляя (12,7), получим:

S— (,2>9)
Это есть опять уравнение типа волнового (двухмерного) уравнения; 
оно соответствует волнам со скоростью распространения, равной

U  =  V g k .  (12 ,10)

ГЛАВА II 
ВЯЗКАЯ ЖИДКОСТЬ

§ 13. Уравнения движения вязкой жидкости

Мы переходим теперь к изучению влияния, которое оказывают на 
движение жидкости происходящие при движении процессы диссипации 
энергии. Эти процессы являются выражением всегда имеющей в той 
или иной степени место термодинамической необратимости движения, 
связанной с наличием внутреннего тремня (вязкости) и теплопро
водности.

Для того, чтобы получкть уравнения, описывающие дсижение вязкой 
жидкости, необходимо ввести дополнительные члены в уравнение дви
жения идеальной жидкости. Что касается уравнения непрерывности, 
то, как явствует из самого его вывода, оно относится в равной мере
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к движению всякой жидкости, в том числе и вязкой. Уравненне же 
Эйлера должно быть изменено.

Мы видели в § 6, что уравнение Эйлера может быть написано 
в виде

д dH,k
л ? ' 0' * -  3 1 7  ’

где П,4 —  тензор плотности потока импульса. Поток импульса, опреде
ляемый формулой (6,2), представляет собой чисто обратимый перенос 
импульса, связанный просто с механическим передвижением различных 
участков жидкости из одного места в другое и с действующими в жид
кости силами давления. Вязкость (внутреннее трение) жидкости прояв
ляется в наличии ещб дополнительного, необратимого, переноса импульса 
из мест с большей в места с меньшей скоростью.

Поэтому уравнение движения вязкой жидкости можно получить, 
прибавив к «идеальному» потоку импульса (6,2) дополнительный член

I определяющий необратимый, «вязкий», перенос импульса в жид
кости. Таким образом, мы будем писать тензор плотности переноса 
импульса в вязкой жидкости в виде

U *  =  рЬл  +  Г0? *  —  <*)* =  — «« +  (13,1)
Тензор

<slh = — p i  u + c flh (13,2)

называют тензором напряжений, а а'а  —  связкам* тензором напряже
ний. а(к определяет ту часть потока импульса, которая не связана 
с непосредственным переносом импульса вместе с массой передвигаю
щейся жидкости.

Установить общий вид тензора о'4 можно, исходя иа следующих сооб
ражений. Процессы внутреннего трения в жидкости возникают только 
в тех случаях, когда различные участки жидкости движутся с различ
ной скоростью, так что имеет место движение частей жидкости друг 
относительно друга. Поэтому а'и должно зависеть от производных от 
скорости по координатам. Если градиенты скорости не очень велики, 
то можно считать, что обусловленный вязкостью перенос импульса зависит
только от первых производных от скорости. Самую зависимость о’ отпро-

dvt
изводных gj- можно, в том же приближении, считать линейной. Не завк-

сящне от члены должны отсутствовать в выражении для о^, по
скольку а'и  должно обратиться в .нуль при v =  const, во всвм объеме 
жидкости. Далее замечаем, что &1Л должно обращаться в нуль также и 
в том случае, когда вся жидкость, как целое, совершает равномерное 
вращение, поскольку ясно, что при таком движении никакого внутрен
него трения в жидкости не происходит. При равномерном вращении 
с угловой скоростью Q скорость v равна векторному произведению



[Уг]. Линейными комбинациями производных , обращающимися &. 
нуль при v =  [Qr], являются суммы

до{ до%
j7 ,+ a r,*

Поэтому с?д должно содержать именно эти симметричные комбинации
dbj

производных — .
Наиболее общим видом тензора второго ранга, удовлетворяющего 

этим условиям, является

§ 13] у р а в н е н и я  д в и ж е н и я  вязкой жидкости 47

где а, Ь не зависят от скорости. Удобно, однако, писать это выраже
ние в несколько ином виде, введя вместо а, Ь другие постоянные.
Именно, мы будем писать в виде

fdo, , dvt. 2 dv,\ t до,
° 1* = Ч ъ т )  +  • <13-3>

Выражение, стоящее в скобках в первом члене, облазает тем свой
ством, что при упрощении (т. е. при суммировании компонент с l  =  k) 
дабт нуль. Величины ц и С называются коэффициентами вязкости. Как 
будет показано в § 14, 39, оба они являются величинами положи
тельными:

Ч > ° .  С > 0 .  (13,4)

Уравнения движения вязкой жидкости можно теперь получить непо
средственно путём прибавления к правой стороне уравнения Эйлера

/до, до, \ др
Р \ Т Г + Т)*Т х \ )= — д71

д*'л
выражения^— . Таким образом, получаем:

(dv, , до,\
Л т ,- г ^ д Г л ) =

др д ( /dv, док 2 . д f  до, \
=  - 5 7 /+ 5 ^ 1 Г'( з Г *  +  5 ^ _ Т г^5Г,)/-1" Щ  ( c 37,j . <13-5>

Это есть наиболее общий вид уравнений движения вязкой жидкости. 
Величины г,, С являются, вообще говоря, функциями давления и темпера
туры. В  общем случае р, Т , а потому и ц, С, не постоянны вдоль все».



жидкости, так что i; к s не могут быть вынесены из-под знака произ
водной.

В большинстве случаев, однако, изменение коэффициентов вязкости 
вдоль жидкости незначительно, и потому можно считать их постоянными. 
Тогда имеем:

an'lk l& V j д <?р» 2 д dvi\ . ,  д dvt
дхк  ̂ \ArJ дх{ дхк 3 дх{ d x j 4 dxi dxt

, / „  . П\ <> d° i
== J iJ7 k +  [ ' + l ) J Z l J 7 r

Svt iPv(
H o —  =  divv, —г-=Др.-. Поэтому можем написать уравнение движения 

dxt дх\
вязкой жидкости в векторном виде:

Р [ S + (vT )v ] ==“  grad р -I- т] Д у 4- (c  +  -5-)grad d lvv. (13,6)

Если жидкость можно считать несжимаемой, то d lvv =  0, и послед
ний член справа в (13,6) исчезает. Таким образом, уравнение движе
ния несжимаемой вязкой жидкости имеет вид

Э ? + '(vV) v *  —  jg ra d p  +  y A v .  (13,7)

Эта есть так называемое уравнение Навье-Стокса (Navier, Stokes). 
Гензор напряжений в несжимаемой жидкости принимает простой вид:

( (H î \ •
3 i ; + 3 7 j *  (,3>8>

Мы видим, что в несжимаемой жидкости вязкость описывается всего 
одним коэффициентом. Поскольку практически жидкость можно очень 
часто считать несжимаемой, то обычно играет роль именно этот коэф
фициент вязкости т]. Заметим, что отношение

V =  -̂  (13,9)

называют кинематической вязкостью  (а о самой 7) говорят тогда, как
о динамической вязкости). Приведём значения величин т] и v для неко
торых жидкостей и газов (при температуре 20° С) в абсолютных едн-
.нииах:

1) г̂ сек-см > см^сек
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В о д а ..........................  0.010 0,010
Воздух....................... I.8-I0-* 0,150
Спирт..........................  0,018 0,022
Глвиерян.................... Я, 5 6,8
Ртуть..........................  0.156 0,0012

Иэ уравнение Навье-Стокса можно исключить давление таким же 
способом, как это было сделано раньше с уравнением Эйлера. Именно,
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применив к обеим сторонам уравнения (13,7) операцию roi, получим 
[вместо уравнения (2,11) идеальной жидкости]:

^  rot v =  rot [v rot v] -J- v 4 roi v. (13,10)

Необходимо'написатъ ещб граничные условия к уравнениям движения 
вязкой жидкости. Между поверхностью твердого тела и всякой реальной 
жидкостью всегда существуют силы молекулярного сиепления, приводя
щие к тому, что непосредственно прилегающий к твердой стенке слой 
жидкости полностью задерживается, как бы «прилипая» к стенке. Соот
ветственно этому граничные условия к уравненная движения вязкой 
жидкости заключаются в требовании обращения в нуль скорости жидкости 
на неподвижных твёрдых поверхностях:

v =  0. (13,11)

Подчеркнём, что здесь требуется исчезновение как нормальной, так и 
тангенциальной компоненты скорости, между тем как граничные усло
вия к уравнениям идеальной жидкости требуют обращения в нуль 
только оя !).

В  общем случае движущейся поверхности скорость v должна быть 
равна скорости этой поверхности.

Легко написать выражение для силы, действующей на соприкасаю
щуюся с жидкостью твердую поверхность. Сила, действующая на неко
торый элемент поверхности, есть не что иное, как поток импульса
через этот элемент. Поток импульса через элемент поверхности d l есть

Написав d fk в виде dfk^=nhdf, где п — единичный вектор нормали, 
к поверхяости, и помня, что на твёрдой поверхности v =  0 *), находим, 
что сила Р, действующая на единицу площади поверхности, равна

pi =  —  — P ni — “ I*"* • (13,12)

Первый член есть обычное давление жидкости, а второй представляет 
собой действующую на поверхность силу трения, обусловленную вяз
костью. Подчеркнем, что и в (13,12) есть единичный вектор нормали, 
внешней по отношению к поверхности жидкости, т. е. внутренней по 
отношению к твёрдой поверхности.

Если мы имеем границу раздела двух несмешивающихся жидкостей 
(или жидкости и газа), то условия на этой поверхности гласят, что 
скорости обеих жидкостей должны быть равны и силы, с которыми они 
действуют друг ка друга, должны быть одинаковы по величине и про

]) Отметим, что решениями уравнения Эйлера, вообще говоря, невозможно 
удовлетворить граничному условию v =  0.

>) При определении действующей на поверхность силы надо рассматри
вать данный элемент поверхности в системе отсчета, в которой он покоится. 
Сила равна просто потоку импульса только при неподвижной поверхность
4 Механика сплошных сред
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тмвоположны по направлению. Второе иэ этих условий записывается 
в виде

где индексы 1 и 2 относятся к двум жидкостям. Векторы нормали nl*> 
и п(1) имеют взаимно противоположные направления, т. е. nj>> =  —  nff>=s.np 
так что можно написать:

(i3,i3>

На свободной поверхности жидкости должно выполняться условие

рп, — 0. (13,14)

Приведбм, для справок, выражения для компонент тензора напря
жений и уравнения Навье-Стоксав цилиндрических и сферических коор
динатах, имея в виду, что в дальнейшем нам придется ими пользоваться. 
В цилиндрических координатах г, if, г компоненты тензора напряжении 
выглядят следующим образом:

, ~ dv, . / * dv. . \
crr =  — P ~ T 2Ti W '  а"  =  * ( т Ъ  +  'Я '~ ~ Г

( \ d v .  v,\ /Sve 1 <k>.\
0"  =  - Р  +  2ть \ Т д Т  +  7 }  • ^ ^ U l + T d f )  ’

I ~ dv, /dv. do,\
аш *= "-Р  +  Ц -5 ? . о - =  4 (-57 + -37)  •

(13,15)

Три компоненты уравнения Навье-Стокса и уравнение непрерывности 
принимают вид:

, v, dv. dv, v\
■ЗГ Т  .-37 +  Т  57 —  p. ^7 —  —  =

( d*vr , 1 d*vr d*v, I dv, 2 3t>9 vr\ 
m  ~  p dr 1 v \ dr1 Л  ’ 5 '  1 1 1
dv. dv. . dvm . dv-, . v/u,

r1 df* "и at* 1 t dr r7~3J Iй)  ’

pr 3f \ ‘ /■ dr 1* ~df T5 J  1
di>f <*r. p. <b. dv,
’5r + v'T F  +  T - 5j + v ' t o  =

t dt ‘ \ dr* ’ г* от* r  ~dr )  *

dv, 1 dv dvt vr
7F +  T i ?  +  7 7 + T  =  0-

(13,16)



В сферических координатах г, <р, 6 инеем для тензора напряжений:-
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dv.
°,т — —

49

вва

run* df 
1 dvt

=  —  P +  2l) (

= — /> +  2тi
/ 1 dP. dpe we N

а'" =  т> [т~ д Ь + -5 ?  —  — ) :

v% ctg^
r P

ce? ~  ij / 1 , 1 dv„ v. ctge\
\rslae df 1 r <Jj r J

° , r  =_  1^1 Л  1 \ dr “t
I dvr t>.̂  

/■sin(l7Jj ~r}'

л уравнения движения имеют вид
dvr t dvr 
~дТТъгЪ Г-

v% dvr dvr _

Г ? , 1„в  df r
  1 dp . Г 1 d* (rt>r) I 1 f̂ £r ■
—  p | r ~17* ■ г* Я ’ ~r

di

1 tflo, , ctg в do, 2 dv»

df.OT'i  . do* . vv‘
- i r Jr vt S F + ~ r ' W ~

/•1sln10 <Э?’ 
2 А».

’ /asin 0 <5f "

o. dv.

^fV_ 
" r-

<*< 
rsinfl <3f

dO /•* 
2 ctg в

A ]•
r^ctge

/■ r
I dp r I &  ('*0) ,

—  P ' 3 e + v L T ~ 57’ ----•
1 <J5t>, I Л ? , ctg d dvt 

1 r 1 <je* 1 /■* sin* fl r 1 Л
2cos0 <3®. 2 ов 1
/* sin1 fl dy *T" 7» dt r* sin* Й J '

dv dv r, dv. 
Ж + * ' д Г  +  7

t\, , v,ue vt r,ctg»
dl /■siaB df 1 r

+  * 7
[ 1 4?4(г»т1 , I <34>, 1 a*e„

T
1 dp J _  

~ prslaO "3f *■ 
ctg в dp.

<)/•* "T" /5 <M* 1 /■> sin2 в Jf1 ~r  r* "Зв
, 2 2 cos в dvt v9
^  V* si о в dj" rJ slnJ 6 df

<K
dr

1 д r,
7-аг

1 do.I ■ -4  I 2vr
rain в df 1 r

—  I-sios e.| ’ 

V, Ctg в
0.

4»

(13,17)



Наконец, приведем уравнение, которому должна удовлетворять функ
ция тока ф (х, у ) при двухмерном течении несжимаемой вязкой жид
кости. Оно получается подстановкой vx =  ^ ,  =  УРав‘
венне (13,10):

“ ♦-<>• 03.19)

§ 14. Диссипация энергии в несжимаемой жидкости
Наличие вязкости приводит к диссипации энергии, переходящей в 

конце концов в тепло. Вычисление днссипнруемой энергии в особен
ности чросто для несжимаемой жидкости.

Полная 'Кинетическая энергия несжимаемой жидкости равна

Г:„ и* =  у  [  V 4 V .
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Вычислим лронэводную от этой энергии по времени. Для этого пишем

д й *  —  — << 
7 t T - - W a t

и подставляем для W  еС выражение согласно уравнению Навье-Стокса: 

дг/ ( dvi  1 др , дал
~51 * ( 5х{ 1 р дхк '

В результате получаем:

l e f = = - pV(vV ) v - v ^ + » i ^ - =

=  — Р (W ) +  £ .) - f  dlv (w ')  —  ал .

Здесь посредством (va‘) обозначен вектор с компонентами v p * . Заме
чая, что в несжимаемой жидкости d i v v = 0, можно написать первый 
член справа в виде дивергенции:

l T  =  - d iv I P v ( y  +  7 ) - ( v a ' ) J > - 0i; g ' .  (14,1)

Выражение, стоящее под знаком dlv, представляет собой не что 
иное, как плотность потока энергии в жидкости. Ииенно, член pv %  '- r  )
есть поток энергии, связанный с простим переносом массы жидкости 
при ее движении, совпадающий с потоком энергии в идеальной жид
кости [см. (9,5)]. Второй же член (va*) есть поток энергии, связанный 
с процессами внутреннего трения. Действительно, наличнр вязкости при
водит к появлению потока импульса аа ; перенос же импульса всегда 
связан с переносом энергии, причём поток энергии получается, очевидно, 
из потока импульса умножением на скорость.
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Если проинтегрировать (14,1) по некоторому объСму V, то полу* 
чится:

Первый член справа определяет изменение кинетической энергии жидко
сти в объёме V  благодаря наличии потока энергии через поверхность 
этого объема. Второй же член (взятый с обратным знаком) представ
ляет собой, следовательно, уменьшение кинетической энергии в единицу 
времени, обусловленное диссипацией.

Если распространить интегрирование по всему объёму жидкости, 
то интеграл по поверхности исчезает (на бесконечности скорость об
ращается в нуль1)), и мы получим днссипнруемую в единицу времени во 
всей жидкости энергию в виде

В несжимаемых жидкостях тензор а'ф определяется выражением (13,8), 
так что

Легко проверить, что это выражение может быть написано в виде

Таким образом, находим окончательно для диссипации энергии в не
сжимаемой жидкости следующую формулу:

Диссипация приводит к уменьшению механической энергии, т. е. 
должно быть <  0. С другой стороны, интеграл в (14,3) является
величиной всегда 'положительной. Поэтому мы можем заключить, что ко
эффициент вязкости J] всегда положителен.

Рассмотрим несколько простейших случаев движения вязкой несжи
маемой жидкости.

Пусть жидкость заключена между двумя параллельными плоскостями, 
движущимися друг относительно друга с постоянной скоростью а. Пло
скость х, z выберем в одной из них, причем ось х иапргвим по

§ 15. ПуаэеПлевское течение

*) Мы рассматриваем движение жидкости в системе координат, в которой 
жидкость ка бесконечности покоятся.
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направлению скорости и. Все величины зависят, очевидно, только от 
координаты у , а скорость жидкости направлена везде по оси х. Из (13,7) 
имеем для стационарного движения:

dE ~ 0  —  О

(Уравнение же непрерывности удовлетворяется тождественно.) От
сюда p =  const., v  =  ay Ь. При _у =  0 и при y * ~ h  (А —  расстояние 
между плоскостями) должно быть соответственно и =  0 иг» — и. Отсюда 
находим:

v = j u -  (15,1)

Таким образом, распределение скоростей в жидкости линейно. Такое
движение носит название куэттсвского (Couette) течения. Средняя ско
рость жидкости определяется как

л

о
и равна

v  =  j a .  (15,2)

Из (13,12) находим, что нормальная компонента действующей па плос
кости силы равна, как н должно было быть, простор, а тангенциальная сила 
трения (на плоскости у  =  0) равна

= S (,5’3>
(на плоскости y  =  h она имеет обратный знак).

Далее, рассмотрим отвиионарное течение жидкости между двумя 
неподвижными параллельными плоскостями при наличии градиента дав
ления. Координаты выбираем как в предыдущем случае; ось х направ
лена по направлению движения жнлкости. Уравнения Навье-Стокса дают 
(скорость зависит, очевидно, только от координаты j>):

З 'о  dg др__
ду1 I] дх1 ду

Второе из этих уравнений покааывает, что давление не аависит от у, 
т. е. постоянно вдоль толщины слоя жидкости между плоскостями. 
Тогда в первом уравнении справа стоит функция только х, а слева — 
только от у ; такое уравнение может выполняться* только если его 
левая и правая частя являются постоянными величинами. Таким образом,

f



т. е. давление является линейной функцией координаты х вдоль направ
ления потока жидкости. Для скорости же получаем теперь:

*>= ь £ у ' + ° у + ь -

Постоянные а и b определяются из граничных условий и =  0 при у  =  О 
и у  =  h. В результате получаем:

— Ш т - М П ' <1W>
Таким образом, скорость меняется вдоль толщины слоя жидкости по 
параболическому закону, достигая наибольшей величины посредине 
слоя. Средняя скорость течения (скорость, усреднённая по толщине

" к
слоя жидкости) определяется опять как с ж - 1- | v dy , вычисление даСт:

На коней, вычислим действующую на неподвижную плоскость силу трения 
а = г ^ ’ 1 . Подстановка (15.4) дайт:
•* Л *?\ушО

в«г =  —  <15'6>

Если ограничивающие жидкость плоскости движутся друг относи
тельно друга и одновременно имеется градиент давления, то, в силу 
линейности уравнений движения, результирующее течение жидкости пред
ставляет собой просто сумму обоих, рассмотренных только что движе
ний. Так, средняя скорость Жидкости будет равна сумме

— A* dp , а ,

Наконец, рассмотрим стационарное течение жидкости по трубке 
произвольного сечения (одинакового вдоль всей длины трубки). Ось 
трубки выберем в качестве оси х. Очевидно, что скорость v  жидкости 
направлена везде по оси х и является функцией только от у  и z. 
Уравненне непрерывности удовлетворяется тождественно, а у- и х-ком-
поненты уравнения Навье-Стокса дают опять ^  =  ̂  =  0, т. е. давле
ние постоянно вдоль сечения трубки, .^-компонента уравнения (13,7] дабт:

д'о , <Ро 1 dp в

Отсюда опять ааключаем, что £̂х =  const.; градиент давления можно

поэтому написать в виде — , где Др —  разность давлений на конци
трубки, а / —  ее длина.

§  1 5 ] ПУЛЗЕЙЛЕВСКОЕ ТЕЧЕН И Е 5 5
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Таким обрааом, распределение скоростей в потоке жидкости в трубе 
определяется двухмерным уравнением типа Дг» =  const. Это уравнение 
должно быть решено при предельном условии v =  0 на контуре сече- 
мия трубки. Решим это уравнение для трубки кругового сечения. 
Выбирая начало координат в центре кругового сечения и вводя поляр
ные координаты, имеем в силу симметрии v  =  v (r ). Воспользовавшись 
выражением для оператора Лапласа в полярных координатах, имеем:

Постоянную а надо положить равной нулю, поскольку скорость должна 
оставаться конечной во всем сечении трубки, включая его центр. По
стоянную Ь определяем из требования ® =  0 при r = R  (R  —  радиус 
трубки) и получаем:

Таким образом, скорость распределена по сечению трубки по парабо
лическому закону.

Легко определить количество (массу) жидкости Q, протекающей 
в 1 сек. через поперечное сечение трубы (или, как говорят, «расход» 
жидкости в трубе). Через кольцевой элемент 2itrdr площади сечения 
трубки проходит в 1 сек. количество жидкости р*2n rvd r. Поэтому

Количество протекающей жидкости пропорционально, таким образом, 
четвертой степени радиуса трубки. Формула (15,11) называется фор
м ул ой  П у а з е й л я  (Polsetiille), а рассмотренное движение жидкости по 
?рубке —  пуазейлевским течением.

1. .Определять течение жидкости по трубке с кольцевым сечением (вну
тренний н внешний радиусы трубки! к /?,).

Решение.  Определяя постоянные а и р в общем решения (16,9) на 
услоанП р =  0 при r«=/?i и /■ =  /?,. находим:

Интегрируя, находим!

—  Т 1 г* "4" а 1“  Т 4* *•4г,/ 1 1 (15,9)

(15,10)

R

С помощью (15,10) получаем!
(15,11)

З а д а ч и



Количество протекающей жидкости равно
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тЛр
°= § 7 -S

2. То же для трубкя эллиптического ееченяя.
Решение .  Ищем решение уравнения (15,8) в виде о ж  Лу* -f- Bz* -f- С. 

Постоянные А, В, С определяем из требования, чтобы это выражение удов* 
летворяло уравнению и граничным условиям е =  0 на контуре ееченяя (т. е. 
уравнение Ау* Вг1 -f- 0 должно совпадать с уравнением Kourvpaу® . х* '
5* гле полуоси эллипса). В результате получаем:

_  Ар /, у* г* \

Для количества протекающее жидкости получаем:

о  тЛр а'°3V о’ -)-*«■
3. То же для трубки с сечением в виде равностороннего треугольник* 

(сторона треугольника а).
Реш ение .  Обращающееся в нуль на треугольном контуре решение 

уравнения (19,8) есть
\р 2

v ~  't
где hi. А,, А,— длины трбх высот, опушенных из данной точка треугольника 
натри его стороны. Действительно, каждое из выражение Дл,, ДА,, ±Ut
^где Д =  Р,вно ЯУЛ»; 9Т0 ®иДно хотя бы из того, что каждую
вв высот A], hf, ht можно выбрать в качестве одной из координат у  или ж, 
а при применении оператора Лапласа к координате получается нуль. По
этому вм̂ ем:

— 2 (А|ГА Г̂А|-|- Л| -f- AjTAjVAj).

Ho VA] =  n], VA] =П], 7А|=п<, гле П|, п2, ni — единичные векторы, направ
ленные вдоль направлений высот h\, A* ht. Каждые два из пь п,, па обра-

2s 2г. Iзуют друг с другом угол - j, так что YA1VA1= n 1n1 =  cos — = — j  “ т.д.,
и мы получаем соотношение _̂

* a V T
\h\tuhi =  — (Aj-f-Â  -I* Л3)  ----2 *

с помощью которого убеждаемся в выполнении уравнения (19,8). Количество 
протекающей жидкости равно

л _  3 / У  аЧр
V e W T '

4. Цилиндр радиуса R, движется со скоростью и внутри коаксиального 
с ним цилиндра радиуса Я, параллельно своей оси; определить движение 
жидкости, заполняющей пространство между цилиндрами.

Реш ени е .  Выбираем цилиндрические координаты с осью ж по оси 
ииляндра. Скорость направлена везде вдоль осн ж н зависят (как я давление} 
только от г. vz =  v(r). Для t> получаем уравнение

. ____ 1 d
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dv{член (vtf)v =  t<^ исчезает тождественно]. Используя граничные усло
вия v =  u при г =  /?] и ® =  0 при г =  Йг, получаем:

, г
]пъ

° =  и — ту •

|П 7Г,

*I

5. Слой жидкости (толщины А) ограничен сверху свободной поверхностью, 
а снизу неподвижной плоскостью, наклоненной пол углом а к горизонту.

Определить движение жидкости, возникающее под 
влиянием поля тяжести.

Решение .  Выбираем неподвижную нижнюю пло
скость в качестве плоскости х, у, ось х направлена 
по направлению течения жидкости, а ось г — перпен
дикулярно плоскости л, у  (рис. 4). Ищем решение, 
зависящее только от координаты г. Уравнения Навье- 
Стокса с vx= v ( i )  при наличии поля тяжести гласят:

d*V Л tip 1
- f - ^ r i n e = 0 , ~ - \ - p g c o m  =  0.Ч АИ

На свободной поверхности (* =  Л) должны выполняться условия aZI= —
« = т|^£= 0 {р0— атмосферное давление). При 2 =  0 должно быть р =  0. 1 йж
Удовлетворяющее этим условиям решение есть

P= Pb+ fgC .0»9 .(k— z), VI * (2Л — *).

Количество жидкости, протекающее в единицу временя через поперечное
А

сечение слоя (отнесенное к единице длины вдоль оси у), есть Q =  p\^vdz
Ън равно

Л _  цШ sin а 
3»  *

б. Определить закон падения давления вдоль трубки круговогв сечения, 
по которой происходит изотермическое течение вязкого идеального газа 
(иметь в виду, что динамическая вязкость г, идеального газа не зависит от 
его давления, — см. § 104).

Реш ени е .  В каждом небольшом участке трубки газ "можно считать 
несжимаемым (если только градиент давления не слишком велик) к соответ
ственно втому можно применить формулу (15,11), согласно которой

 dp 8t,Q
dx ш яр/?* *

■На больших расстояниях, однако, р будет меняться, н давление не будет 
линейной функцией от х. Согласно уравнению Кланейрона плотность то  ,
таза р — (/л — масса молекулы, 4 — постоянная Больцмана), тан что

dp __ { ZrtQ k T  1 
dx \ ixm/t* J  p



(расход газа Q через веб сечение трубки должен быть, очевидно,-одинаковым вне 
зависимости от того, является ли газ несжимаемый или нет). Отсюда получаем:

j. а 16т\QkT

(Л. Pi — давления на концах участка трубки длины О-

§ 16. Движение жидкости между вращающимися цилиндрами

Рассмотрим движение жидкости, заключённой между двумя коакси
альными бесконечными цилиндрами, вращающимися сокруг своей оси 
с угловыми скоростями 2, и Q„; радиусы цилиндров пусть будут и /?,, 
причём Выберем цилиндрические координаты г, z, <f с осью z
ло оси цилиндров. Из симметрии очевидно, что

vt = v f = 0 ; v a =  v(r)\ p = p {r ).

Уравнение (13,7) в цилиндрических координатах дабт в рассматривае
мом случае два уравнения:

? ,= р т - оад
В+тВ-^о- <•«>

Второе нз этих уравнений имеет решение типа г"; подстановка решения
в таком виде дабт я =  -£;1, так что

, 6 
v — a r + 7 -

Постоянные а и Ь находятся иэ предельных условий, согласно ко
торым скорость жидкости на внутренней и внешней цилиндрических по
верхностях должна быть равна скорости соответствующего цилиндра: 
v = R tQ при r = R v  при r = R r  В результате получаем рас
пределение скоростей в вкде

Q r f - Q t f  , (Si — Ц ) Я? #2 1 , , c o l

7- (16 '3>

Распределение давления получается отсюда согласно (16,1) простым
интегрированием.

При fil =  QJ =  2 получается просто v= Q r, т. е. жидкость просто 
вращается как целое вместе с цилиндрами. При отсутствии внешнего 
цилиндра (2, =  0; Я2= о о )  получается

. в,* !
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Определим ещб момент действующих на цилиндры сил трения. На 
единицу поверхности внутреннего цилиндра действует сила трения,
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направленная по касательной к поверхности и равная согласно <13,12) 
компоненте вД тензора напряжений. С помощью формул (13,15) находим:

, ,  (д* «Л
Ч - K L  '

Сила, действующая на поверхность единицы длины цилиндра, получается 
отсюда умножением на 2ir#,, а момент /Wt этих сил —  умножением 
еще на /},. Таким образом, получаем:

 ---- • • ОМ)

Момент M t сил, действующих на внешний цилиндр, равен, очевидно, —  Af,.
По поводу полученных в этом и предыдущем параграфах решений 

уравнений движения вязкой жидкости можно сделать следующее общее 
замечание. Во всех этих случаях нелинейный член (vV) v тождественно 
исчезает из уравнений, определяющих распределение скоростей, так что 
фактически приходится решать линейные уравнения, что крайне облег
чает задачу. По этой же причине все эти решения тождественно удовле
творяют также и уравнениям движения идеальной несжимае
мой жидкости, написанным, например, в виде (9,2), (9,3). С этим 
связано то обстоятельство, что'формулы (16,1) н (16,3) не содержат 
вовсе коэффициента вязкости жидкости. Коэффициент вязкости содер
жится только в таких формулах, как (15,10), (16,1), которые связывают 
скорость с градиентом давления в жидкости, поскольку самое наличие 
градиента давления связано с вязкостью жидкости; идеальная жидкость 
могла бы течь по трубе и при отсутствии градиента давления.

§ 17. Закон подобия

При изучении движения вязких жидкостей можно получить ряд су
щественных рсзультатои из простых соображений, связанных с размер
ностью различных физических величин. Рассмотрим какой-нибудь опре
деленный тип движения. Этим типом может быть, например, движение 
тела определенной формы через жидкость. Если тело не является шаром, 
то должно б ы т  также указано, в каком направлении оно движется, 
например, движение эллипсоида в направлении его большой оси или 
в направлении его малой оси и т. п. Далее, речь может нгти о течении 
ж и д к о с т и  по области, ограниченной стенками определенной формы, 
например, по трубе определенного сечения.

Телами одинаковой формы мы называем при этом тела геометрически 
подобные, т. е. такие, которые могут быть получены друг из друга 
изменением всех линейных размеров в одинаковое число раз; Поэтому, 
если форма тела задана, то для полного определения размеров тела 
достаточно указать какой-нибудь один нэ его линейных размеров (напри
мер, радиус шара или цилиндрической трубы, длина ребра куба и т. п.).
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Мы будем рассматривать сейчас стационарные движения. Поэтому, 
если речь идбт, например, об обтекании твердого тела жидкостью (ниже 
мы госорим для определенности о таком случае), то скорость натекаю
щего потока жидкости должна быть постоянной. Самую жидкость мы 
будем предполагать несжимаемой.

Из параметров, характеризующих самую жидкость, в гидродинами
ческие уравнения (уравнение Навье-Стокса) входит только кинематиче
ская вязкость v =  -~ (неизвестными же функциями, которые должны 
быть определены решением уравнений, являются при этом скорость v 
н отношение у  (давления р к постоянной о). Кроме того, течение жид
кости зависит, посредством граничных условий, от формы и размеров 
движущегося в жидкости тела и от его скорости. Поскольку форма 
тела считается заданной, то его геометрические свойства определяются 
всего одним каким-нибудь линейным размером, который мы обозначим 
посредством /. Скорость же натекающего потока пусть будет и.

Таким образом, каждый тип движения жидкости определяется тремя 
параметрами: v, и, I. Эти величины обладают размерностями:

[у ]= с м 21сек, [1 ]= си , (и] —  си\сек.

Легко убедиться в том, что иэ этих величин можно составить всего одну не
зависимую безразмерную комбинацию, именно, — .Эта комбинация назы
вается числом Рейнольдса (О. Reynolds) и обозначается посредством Re:

(17,1)

Всякую другую безразмерную величину можно написать в виде функции 
от Re. т

Будем измерять длины в единицах /, а скорости —  в единицах и,
т. е. введбм безразмерные величины у , — . Поскольку единственным
безразмерным параметром является число Рейнольдса, то ясно, что по
лучающееся в результате решения гидродинамических уравнений рас
пределение скоростей определяется функциями вида

v = « f ( y , / f c ) .  (17,2)

Из этого выражения видно, что в двух различных течениях одного и 
того же типа (например, обтекание шаров различного радиуса жид
костями различной вязкости) скорости — являются одинаковыми функ- 
цнями отношения у ,  если только числа Рейнольдса для этих течений
одинаковы. Течения, которые могут быть получены друг из друга 
простым изменением масштаба измерения координат и скоростей, на
зываются подобными. Таким образом, течения одинакового типа с оди
наковым числом Рейнольдса подобны (так называемый з а к о н  подобия, 
установленный Рейнольдсом).
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Аналогичную (17,2) формулу можно написать и для распределения 
давления в жидкости. Для этого надо составить из параметров v, I, и 
какую-нибудь величину с размерностью давления, делённого на р; в 
качестве такой величины выберем, например, и4. Тогда можно утвер
ждать, что —. будет функцией от безразмерной переменной — и без
размерного параметра Re. Таким образом,

Я = р в*/ (- 7 , Я ')-  (17,3)

Накопи, аналогичные соображения применимы к величинам, харак
теризующим течение жидкости, но не являющимся уже -функциями ко
ординат. Таковой является, напрнмер, действующая на обтекаемое тело 
сила сопротивления F. Именно, можно утверждать, что безразмерное 
отношение F  к составленной из v, а, /, р величине размерности силы 
должно быть функцией только от числа Рейнольдса. В качестве указан
ной комбинации из у, и, /, р можно взять, например, произведение 
ри1Р .  Тогда

F = * Pu'-r-f(Re). (17,4)

Если влияние силы тяжести на движение является существенным, 
то движение определяется не тремя, а четырьмя параметрами: I, и, у и 
ускорением силы тяжести g. Из этих параметров можно составить уже 
не одну, а лве независимые безразмерные комбинации. В качестве их 
можно, например, выбрать число Рейнольдса н так называемое число 
Фруда (Froude), равное

В формулах (17,2)— (17,4) функция /  зависит теперь не от одного, а 
от двух параметров (Re и Fr), и течения являются подобными лишь 
при равенстве обоих этих чисел.

Наконец, скажем несколько слов о нестационарных движениях. Не
стационарное движение определённого типа характеризуется наряду 
с величинами v, а, I  ешб значением какого-либо характерного для этого 
движения интервала времени т, определяющего изменение движения 
со временем. Например, при колебаниях по определённому закону по
груженного в жидкость твёрдого тела определённой формы этим време
нем может являться период колебаний. Из четырёх величин v, и, I, т 
можно опять составить не одну, а две независимые безразмерные вели
чины, в качестве которых можно взять число Рейнольдса и число

Sh =  ± ,  (17.6)

называемое иногда числом Струхала (Strouhal). Подобие движений имеет 
место в таких случаях при равенстве обоих этих чисел.
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§ 18. Формула Стокса

Уравнение Навье-Стокса заметно упрощается в случае движений 
с малым числом Рейнольдса. Для стационарного движения несжимаемой 
ж и д к о с т и  это уравнение имеет вид

(vY) v = ---j  grad р -{- -2- Д v.

Член (vV) v имеет порядок величины у , где и и I имеют тот же смысл,

как и в § 17. Выражение ж е -^-Av— порядка велЯЧ^ны ^.Отношение
первой величины ко второй есть как раз число Рейнольдса. Поэтому 
лри малых числах Рейнольдса членом (vV) v можно пренебречь, и урав
нение движения приобретает вид

r jiv  —  grad/> =  0. (18,1)

Отметим, что это уравнение линейно. Вместе с уравнением непрерыв
ности

divv =  0 (18,2)

оно полностью определяет движение. Полезно также заметить урав
нение

A r o t v = 0 ,  (18.3)

получающееся применением операции rot к уравнению (18,1).
Рассмотрим в качестве примера прямолинейное и равномерное дви

жение шара в вязкой жидкости. Задача о движении шара, очевидно, 
вполне эквивалентна задаче об обтекании неподвижного шара потоком 
жидкости, имеющей на бесконечности заданную скорость и. Распреде
ление скоростей в первой задаче получается из решения второй задачи 
просто вычитанием скорости и; тогда жидкость на бесконечности оказы
вается неподвижной, а шар движется со скоростью — и. Еслн мы рас
сматриваем движение как стационарное, то надо, конечно, говорить 
именно об обтекании жидкостью неподвижного шара, так как при дви
жущемся шаре скорость жидкости в каждой точке пространства ме
няется со временем.

Таким образом, на бесконечности должно быть v =■= и; напишем v 
в виде v' 4-U, так что v ‘ обращается на бесконечности в нуль. Поскольку
d ivv= sd ivv ' =  0, то v' может быть представлено в виде ротора неко
торого вектора: v =  rot A-J-a. Далее, ротор поляр нога'вектора является, 
как известно, вектором аксиальным, и обратно. Поскольку скорость 
является обычным, полярным вектором, то А должен быть вектором 
аксиальным. С другой стороны, скорость v, а потому и А, зависит 
только от переменного радиуса-вектора г (начало координат выбираем 
в центре шара) и от параметра и; оба эти вектора полярны. Далее, 
вектор А должен, очевидно, вавнссть от и линейно. Но единственным 
таким аксиальным вектором, который можно построить для полностью 
симметричного тела (шара) из двух полярных векторов, является век*
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торное произведение [г и]. Поэтому А должно иметь вид /' (/") [г и], 
где f  {г) — скалярная функция от г. Произведение f ' (г) г можно пред
ставить в виде градиента У/(г) от некоторой другой функции /(г), так 
что общим видом А является [V/ и]. Поэтому мы можем искать скорость 
в вше

v* =  rot [V/ и].

Поскольку и =  const., то можно написать
[V/ u] =  rot /и,

так что
v =  rot rot /и ~1“ и. (18,4)

Для определения функции /  воспользуемся уравнением (18,3). Имеем: 
rot v =  rot rot rot fa  —  (grad div —  Д) rot /u =  —  A rot /u.

Поэтому (18,3) принимает вид
Д2 rot/и =  О

или, помня, что и =  const.:
Д2 [V/ и] =  [Д5 grad /  и] =  0.

Отсюда следует, что должно быть
A2g ra d / = 0. (18,5)

Первое интегрирование даёт
Д2/ =  const.

Легко видеть, что const, должна быть положена равной нулю. Действи
тельно, скорость v должна на бесконечности исчезать; тем более это
должно относиться к ев производным. Выражение же Да/  содержит
четвертые производные от /, в то время как сама скорость выражается 
через вторые производные от /.

Таким образом, имеем:

■Отсюда
Д Г = Ц  +  А.

Иэ двух постоянных а и А вторая опять должна быть положена равной 
дулю для того, чтобы скорость исчезла на бесконечности. Иэ Дf =  

Ча '=  —  получаем:

/ "  +  7 -. (18,6)

Аддитивная постоянная в /  опущена как несущественная (скорость опрв' 
делается производными от /).
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Подстановка в (18,4) даёт после простого вычисления:

(п —  единичный вектор вдоль направления г). Постоянные а и £ должны 
быть определены из граничных условий. Именно, на поверхности шара 
(т. е. при /• =  >?) должно быть v = 0 :

,18.7]

„  _а +  п(пп) . t 3n (tin) —  п л 
u - a  £  ~ b  s i — = 0 .

Поскольку это равенство должно иметь место при произвольном л, то 
коэффициенты при и и при п(чп) должны, каждый в отдельности, ис
чезать:

*  +  £ - 1- 0. - i + S - o .
Отсюда

• „  . л>»R, b =  — .

Таким образом, получаем окончательно:

+  (18.8)

(18,9)

Этим определяется распределение скоростей вокруг движушегося шара. 
Для определения распределения давления подставляем {18,4) в (18,1):

grad р ‘=. т, Ду =  т( Д rot rot /и =  т) Д (grad dtv /и —  4/а).

Но Д */= 0 н поточу
grad p =  grad (r,4 dlv /п) =  giad (i]ugiad Д/).

Отсюда
/> =  T)ugradA/4 -p0 (18,10)

(pa —  давление в ж и д к о с т и  на бесконечности). Подстановка /  приводит 
к окончательному выражению

P =  Pt —  ̂ T * R - (18.1 П

С помощью полученных формул можно вычислить силу F давления 
текущей жидкости на шар (или, что то же, силу сопротивления, испы
тываемую движущимся в жидкости шаром). Для этого введём сфериче
ские координаты с полярной осью вдоль скорости а (все величины бу
дут, в силу симметрии, функциями только от г и полярного угла 0). 
Очевидно, что сила F направлена по скорости п. Абсолютная величина 
этой силы может быть определена с помощью (13,12). Определяя из 
этой формулы компоненты (по кормалЯ ы по касательной к поверхности)
5  М *к> ника сплош ны х сред
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силы, приложенной к некоторому элементу поверхности шара, н проек
тируя эти компоненты на направление и, найдём:

F =  (  ( —  р cos О -f- о̂ . cos б — 0 ,̂ sin fi) df, (18,12)

где интегрирование производится по всей поверхности шара. Этот ин
теграл представляет собой в то же время полный поток импульса через 
поверхность шара. Но в силу закона сохранения импульса полный его 
itoi ок через всякую замкнутую поверхность вокруг шара должен быть 
одинаковым. Поэтому в (18,12) можно выбрать другую поверхность 
интегрирования, в качестве которой удобно взять сферу с достаточно 
большим радиусом. Тогда в значениях величин на этой поверхности 
можно оставить только члены, наименее быстро падающие с г, что зна
чительно упрощает вычисления.

Дальнейшее вычисление произведем сначала, пользуясь выражением 
(18,7) для скорости с неопределёнными постоянными а и Ь, имея в виду 
получить формулу, которая сможет быть применена не только к случаю 
твердого шара, но и к другим задачам. Опуская в (18,7) третий член, 
нм^ем для радиальной и тангенциальной составляющих скорости

^  =  и с о 5 б ^ 1 — = — it sin 6 ^ I ----

Для давления получаем:
Р = Р о  —  fiucosb-^.

Компоненты тензора а'л в сферических координатах равны [согласно 
формулам (13,17)]:

< ,=  2 , £ = 4 , « с о ^ .

Подставляя в (18,12), получаем:
/=■= б7]пп  ̂cos* в dC

4с{dO —  элемент телесного угла). Стоящий здесь интеграл равен •*-, так 
что

F s = 8miT)ii. (18,13)
Подставляя а =  — /?, получаем:

F= 6 nR ritt. (18,14)

Эта формула определяет силу сопротивления, действующую на медленно 
движущийся в жидкости шар. Она называется формулой Стокса. Отме
тим , что сила сопротивления оказывается пропорциональной первым сте
пеням скорости и линейных размеров тела.
' Полученное нами решение задачи об обтекании оказывается непри
менимым на достаточно больших расстояниях от шара, несмотря на ма
лость числа Рейнольдса. Для того, чтобы убедиться в этом, оценим
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пренебрежённый в (18,1) член (v^ )v. На больших расстояниях скорость 
равна и. Производные же от скорости на этих расстояниях, как видно
из (18,9),—  порядка величины -у . Следовательно, (v7) v имеет порядок

в*Рвеличины -j;-. Оставленные же в уравнении (18,1) члены, налрнмер
1 rf?gradр, —  порядка^ [согласно (18,1 l)j. Условие

uR

выполняется только на расстояниях

( 18, 15)

На бблыиих расстояниях сделанные пренебрежения оказываются неза
конными и полученное распределение скоростей неправильным.

Дли получения распределения скоростей на больших расстояниях от об
текаемого тела следует учесть отброшенный в (18,1) член (vV)v. По
скольку на больших расстояниях скорость v должна иметь вид и 4- v1 с ма
лым v', то b (vV )v  можно намиса гь приближён ю (nV) вместо (vV). Тогда 
мы получим для скорости на больших расстояниях линейное уравнение

( u V ) v =  - g r a d ; » - } -  —  A v  ( 18, 16)
Р Р

(уравнение Осеека, Oseen). Решение этого уравнения для случая обте
кания шара приведено в задаче 3 к этому параграфу.

Наконец, упомянем, что при решении задачи об обтекании бесконеч
ного цилиндра жидкостью, движущейся а поперечном к иилинлру на
правлении, необходимо с самого начала решать уравнение Осеена. Урав
нение 418,1) в этом случае оказывается вовсе не обладающим решением, 
удовлетворяющим граничным условием На поверхности тела и одновре
менно обращающимся в нуль на бесконечности.

З а д а чи

1. Определять движение жидкости, эаполпяюшей пространство между 
двумя сферами (радиусов А) и Rr  R. > ffi), равномерно врашаюшимися во
круг раз чинны* диаметров с угловыми скоростями и Ц  (числа Рейнольдса

  и —— малы по сравнению с едннипей).
Реш ение. В еялу линейности уравнений движение межау двумя вра

щающимися сфер гм и можно рассматривать как наложение диух движений, 
имеющих место, если одна >нз сфер покоится, а другая вращается. Пи.южим 
Сначала У, = 0, т. е. вращается гпльки внутренняя сфера. Естественно ожи
дать, что скорость жидкости я каждой точке булет направлена по касатель
ной в окружности с центром на оси вращения я плоскости, перпендикулярной 
этой оси. Но в силу аксиальной симметрии относительно оси вр«шения давле
ние не может иметь градиента в этом направлении. Поэтому уравнение дви? 
жения (18,1) приобретает вил

Ду =  &



Вектор угловой скорости St является аксиальных вектором. Рассуждения 
аналогичные произведенным в тексте, показывают, что можно искать скорость 
в вале

v =  ro< Q,/(г) =  (Г/й,|.

Уравнение движения даст тогда (grad Д/ Qt| =  0; поскольку вектор grad\f на
правлен по радиус-вектору, а произведение Гг^] не может быть равно нулю 
при заданном 2, и произвольной г, то должно быть giadA/=0, так что

Л/ =  const.
Интегрируя, получаем:

f= ar»  +  у ,  v = ^  -  2л (Q,rl.

Постоянные а и Ь определяются нэ условий v**0 при r =  Rt и v =  u при 
/- =  /?], где и =  |&1Г] есть скорость точек вращающейся сферы. В результате 
получим: .
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“ Л  f t  1  ̂, Л  ,

Давление в жидкости остается постоянный (р = р 6). Аналогично получаете» 
два случая, когда вращается внешний шар, а внутренний покоится (& ]= 0):

«?*• / 1 1 \

В общем случае вращения обеих сфер нмс«м:

Если внешний шар вообще отсутствует =  со, 2. =  0), т. е. мы инеем 
просто шар радиуса R, вращающийся в неограниченной жидкости, то

А'*
v =  7» [2гЬ

Вычислим момент сил трепня, действующи! на шар в этом случае. Если вы
брать сферические координаты с полярной осью по 2, то vr =  vt =0, =
э=с= -jj- аш 0. Девствующая на единицу поверхности шара сила трения равв>

% = ' ( £ “ 7 ) и * ” 3,1айа'-
Полный действующий на шар момент сил трениа есть 

о пеуна
U  =  &жтД*й.



Если отсутствует внутренний шар, то v =  [2,r], т. е. жидкость просто 
вращается, как целое. имеете со сфероЛ, внутри которой она находится.

2. Определить скорость, приобретенную круглым пузырьком гг за (с вяз
костью V), движущимся {под действием силы тяжести) в жиддостк (с вяз
костью *|)

Реш ение. Пользуемся системой координат, в г о тор ой пузырек покоится. 
Для жидкости снаружи пузырька ншем решение уравнения <18,5) опггь в виде
(18,6), тая что скорость имеет пил <18,7). Для жядкостн же внутра пузырька 
надо искать решение, не обладающее особой точкой при г=  0 (причем должны 
оставаться конечными также и вторые производные от /, определяющие ско
рость). Таким общим решением является

. А „ , В
/ = Т '  т т '  *

чему соответствует скорость
v =  — Л и-j-fi/-5 |п (un) — 2u|.

На поверхности шара должны быть выполнены следующие условна. Нормаль
ные составляющие скорости жидкости пне (v<o> к внутри пузырька
должны обращаться в нуль:

«{•«*£> « а

Это условие яыряжаст собой неподвижность пузырька как целого. Касатель
ная компонента скорости должна быть непрерывна:

t

н то же самое должно иметь место для компоненты »(, тензора навряжений:

(условие же равенства компонент «„ =  —р -f- о„, тенаора напряжений можно 
не писать— оно определило бы собой искомую скорость и, которую, однако, 
проще найти, как это сделано ниже). Из указанных четырех условий подучаем 
четыре уравнения для постоянных а, Ь, А, В, решение которых даёт

n п 2~ц Ч~ 3*) ь  j   R£>i _____^
4 (л +  ч ')’ 4(’l4 - V )’ Л ' 2 (j) +  *)')'

Для силы сопротивления подучаем согласно (18,13):

f  = 2«ац/?^  !~ЗТ|1
ч -f-v

(зта формула переходят в формулу Стокеа при т/—► оо). Приравнивая F  дей-4i
ствующей на пузырек в поле тяжести силе — R* (ft — р) & найдЯм:

и 2 f fW - p ) (^ 4 - V )
“  Зт| (2т)4-3ч') ■

3. Решить уравнение Осеена для обтекавия шара.
Реш ение. Выбирая направление обтекания а качестве оси х, пишем 

уравнение (18,16) в яиде
— »4v =  — V —.

Ox f
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Ищем решение этого уравнении в виде1)
. di , di di

где фупкиия / удовлетворяет уравнению

и ~  — » Д/ =  0.
ОХ

Производя подстановку

/ = e * V .
получим уравнение

п1

для Г  выбираем частное решение вида

г 1
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так ч ю

г

Подставляя (1) в уравнение непрерывности div v =  0, получим: 

4* — '3 i

откуда ф =  /), где j  — функция, удовлетворяющая уравнению Лапласа

Дх *= 0. Выбирая для j  решение вида сопв(.~, пишем:

Г-КЯ—Л
♦ = > ' - = — ------ • (3)

На расстояниях г, удовлетворяющих неравенствам Р г ■ — .решение
уравнения Осеена должно переходить в етгжсовские решение. На этих рас
стояниях имеем:

Вычисляя отсюда v и сравнивая с первым членом в (18,9), получим:

h i

Фориут (I) — (4) решают поставленную задачу.

•) Это предположение, как и делаемый ниже конкретный выбор частных 
нягегралов уравнении, оправдывается тем, что в результате мы получаем реше
ние, удовлетворяющее всем необходимым условиям.
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П.л« сферических компонент скорости получаем выражения

— ~  г (1— со Н )
—  и sin в.

§ 19. Точные решения уравнений движения вязкой л  ид костя

В тех случаях, когда нелинейные члены в уравнениях движения вяз
кой жидкости не исчезают тождественно, решение этих уравнений пред
ставляет большие трудности. Точные решения могут быть получены лишь 
в сравнительно небольшом числе случаев. Ниже приводятся примеры 
таких решений.

I. Бесконечный плоский диск, погружённый в вязкую жидкость, 
равномерно вращается вокруг своей оси. Требуется определить движе
ние жидкости, приводимой в движение диском]). Выбираем плоскость 
диска в качестве плоскости г = 0  цилиндрических координат. Диск вра
щается вокруг оси 2 с угловой скоростью Q. Рассматривается неогра
ниченная жидкость с той стороны диска, где z^>0. Предельные условия 
гласят:

Аксиальная скорость т>, не исчезает при z —>-со, а стремится к постоян
ному отрицательному пределу, определяющемуся из самих уравне
ний движения. Дело в том, что поскольку жидкость движется радиально 
по направлению от оси вращения, в особенности вблизи диска, то для 
обеспечения непрерывности в жидкости должен существовать постоян
ный вертикальный поток по направлению из бесконечности к диску. 
Решение уравнений движения ищем и виде

Фг =  0, в , =  2г, =  0 при г =  0,
®, =  ° ,  т>,=0 при 2 = 00.

vr —  A F ( t  |); wf =  rQG(r,); =  j/v5W(z,);

р — — ?vQP(*i), где 2 Х =  1/~^*- (19.1)

1) Решение этой аадачк навлено Карманом (Th. v. Karmin).
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Подстановка в уравнения Навье-Стокса и уравнение непрерывности при
водит к следующим уравнениям для функция F, О, Н, Р :

F 1 —  О1 Ч- F ‘H  =  F", 2FG +  G 'H  =  G",\
И Н ' =  Р>-\-Н\ 2F-\-H' =  0 / (19.2)

* означает дифференцирование по 2,), с предельными условиями
/=■ =  0, 0 =  1, // =  0 при г, —  0, j
F  =  Q, 0 =  0 при * , =  во. / (19,3)

Мы свели, таким образом, решение задачи к интегрированию системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений с одной переменной, кото

рое может быть приизье 1ено численным 
образии. На рис. 5 изображены полу
ченные иким способом графики функ
ций F, О, —  Н. Лреаельние значение 
функции Н  при г, —  ос ракмо—  0,886; 
другими слонами, скорость потока жид
кости, текущего из бесконечности к 
диску, рання

ь г (оо) =  — 0,886 У
Сила трения, действующая на еди

ницу понерхности диска но направле
нию, перпендикулярному его радиусу 

dv.  '

1
, V н_

J r
\ У iг ■ \

А/ V 1
• г с  ^ * |
' /А 1
О 9 5 10 1 0  1 5  Х 0  .1. i f f

Рис. 5.
d v i

(в плоскости z  =  0), есть af* ==Ti7 - L _ ’ Пренебрегая эффектами от
краёв диска, можно написать для диска большого, но конечного радиуса 
R  момент действующих на него сил трения в виде

Рис. 6.

М  =  ч\ 2nrlarfdr =  тт/?4р}' vU* G'(0) 
о

(множитель 2 перед интегралом учитывает нали
чие у диска двух сторон, омываемых жидкостью). 
Численное вычисление функции О приводит к фор
муле __

M  =  3,&7R*pV№ . (19,4)

2. Требуется определить стационарное движение жндкоста между 
двумя плоскими стенками, наклоненными друг к другу под углом а
(на рис. 6 изображён поперечный разрез обеих плоскостей); исток жид
кости^ происходит вдоль линии пересечения обеих плоскостей1).

Выбираем цилиндрические координаты г, г, <р с осью z вдоль линии 
пересечения обеих плоскостей (точка О) и углом <р, отсчитываемый 
указанным на рис. 6 образом. Движение однородно вдоль оси 2, и есте-

)) Решение этой зад ачн получено Гамелем (Hamel).
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ственно.лредлоложить, что оно будет чисто радиальным, т. с. v  = о  = 0,
vr = v{r,< f). Уравнения (13,16) дают

“  Й ) ; <195>

—  T r %  +  ̂ T f =  0i ( ,9-6>

or

Иэ последнего уравнения видно, что ть есть функция только от з 
Вводя функцию

“ (? ) =  ! « ' »  P V ‘
получаем из (19,6): 

откуда

^  д р  _  12 * d u  
7  «3» ~  г- Uj '

7  = 7 Г Ц (¥ )+ / ( ')•

Подставляя это выражение в (19,5), получаем уравнение

$  +  «“  +  6“ *— 5? ' У М .

откуда вкдно, что как левая, так и правая части, зависящие соответ
ственно только от ф и только от /, являются, каждая в отдельности, 
постоянной величиной, которую мы обозначим как 2Сг. Таким образом:

/ '(г ) =  12» * С ^ .
откуда

/(/)■= — ^ - J- c o o s i . ,

и окончательно имеем для давления:
р 6»а*L =  'Zs (2 u —  Cj) +  const. (19,8)

Для и (у) имеем уравнение
и Ч - 4 «  +  6«1 =  2С,,

которое после умножения на и‘ и первого интегрирования даёт: 

Отсюда получаем

^  2и* -f 2ы« —  2 С,и —  2 С, «= 0.

du * - ----
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чем и определяется искомая занисимость скорости от <?; функция u(w) 
может быть выражена отсюда посредством эллиптических функций. Три 
постоянные Су, C2i С, определяются из граничных условий на стенках:

“ ( ± 1 ) = ' (19,10)

« из условия, что через лю^ое сечение г =  const, проходит (в 1 сек.) 
одинаковое количество жидкости Q:

Q =  p  ̂ vrd $  =  6vp  ̂ udy.
—  all

4ч/2

5 -— e/2
(19,11)

Q  может быть как положительным, так и отрицательным. Если Q^> 0, 
то линия пересечения плоскостей является источником, т. е. жидкость 
вытекает из вершины угла (о таком течении говорят, как о течении 
в диффузоре). Если Q<? 0, то эта линия является стоком, и мы имеем 
дело со сходящимся к вершине угла течением (или, как гонорят, с те
чением в конфузоре). Отношение является безразмерным и играет

f*
роль числа Рейнольдса для рассматриваемого движения.

Рассмотрим сначала конфуэорное движение (0<^0). Для исследова
ния решения (19,9) — (19,11) сделаем опрачлываюшееся в дальнейшем 
предположение, что движение симметрично относительно плоскости 
« = 0  (т. е. и (<f) —  и ( —  ф)], причём функция а (с?) везде отрицательна 
{скорость направлена везде к вершине угла) и монотонно меняется от
значения 0 при =  до значения — и0 (ив^>0) при <р=0, так
что ав есть максимум |и|. Тогда при и = — ив должно быть
^ = 0, откуда заключаем, что — ы0 есть корень кубического
многочлена, стоящего пол корнем в подинтегральном выражении в (19,9), 
так что можно написать

—  us —  й= 4 -C,u +  С4 =  (it +  и0) [ — м5 —  (1 —  «0) u ?], 

где д —  новая постоянная. Таким образом, имеем:

2ср = -+- Г — Г ~ J У (в
du (19,12)

лркч&ы постоянные t>0 и q определяются* из условий
U

  Г  ______________ du__________
J  V  1« +  I — (1 — “ о) “

Re
Т '

— Да 
0

+  9J

a da
(59,13)
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(где Re »  L^-!); постоянная q должна быть положительна —  в противном
случае эги интегралы сделались бы комплексными. Эти два уравнения 
нмекн. как можно показать, решения для ие и q при любых /?<иа<тг. 
Другими словами, сходящееся (конфузорное) симметрическое течение 
(рис. 7) во шожно при любом угле раствора а<[п и любом числе Рейнольдса. 
Рассмотрим подробнее днижение при очень больших Re. Больший Re 
соответствуют такл^ л  большие значения а0. Написав (19,12) (для 9 ^>0) 
в виде: о

2 f 4 - « n =  Г  . du
\- )  J  - i- v l— а- — 0 — «0> a -J-«J ’

мы вшил, что во всей области интегрирования подынтегральное выра
жение tenepb мало, если только |ы| не близко к и9. Эго значит, что |и| 
мож<т быть заметно от
личным от д0 только при у,
близких к т. е. в± 7 '
непосредственной близо
сти от стенок ’). Другими 
словами, почти во всём 
интервале углов у полу
чается и = Const.=  —  ий, 
причём, как показывают 
равенства (19,13), должно
быть и, =  ̂  . Самая ско- • 6я

Рис. 7. Рис. 8.
\Oi Iрость v равна что соответствует потенциальному невязкому

течению со скоростью, не зависящей от угла и падаюшей по величине 
обратно пропорционально г. Таким образом, при больших числах Рей
нольдса течение в конфуэоре очень мало отличается от потенциального 
течения идеальной жидкости. Влияние вязкости проявляется только в очень 
узком слое вблизи стенок, где происходит быстрое падение скорости от 
значения, соответствующего потенциальному потоку, до нуля (рис. 8).

Пусть теперь 0, т. е. мы имеем дело с диффузорным течением. 
Сделаем сначала опять предположение, что движение симметрично отно
сительно плоскости tp =  0 и что и (<о) (теперь и 0) монотонно меняется
от нуля при <р=4;-^ до и0 при <р =  0. Вместо (19,13) пишем теперь: 

№
_____________du

J V +  M + “ o)“ -H9lо
}е 
6 '

a da
J /(«о —“)1и,-М Н -ао)д 1-4г) ’
6

(19,14)

*) Может возникнуть вопрос о том, каким образом этот интеграл может 
сделаться не малым даже при В действительности, при очень больших
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Если рассматривать как заданное, то а монотонно возрастает с умень
шением q и имеет наибольшее возможное значение при у а » 0:

л   f _____________ da
« п и , —  J ul tu

С другоЯ стороны, как легко убедиться, при за д ко м  q а есть моно
тонно убывающая функция от и0. Отсюда следует, чти ы0 как функция 
от q при заданном а есть монотонно убывающая функция, так что её 
наибольшее значение соответствует q =  0 и определяется написан
ным равенством. Наибольшему ас соответствует также и наибольшее
Re =  Re^„. С помощью подстановки к2 — , *4 , u =  a0cos1j: можно
представить зависимость от а в параметрическом виде:

а =  2|/1 —  24* Г . dx .l / l  —*s sin*x
о щ

Т ____________
— 6а ' *—г- к Г V 1 — № sin** dx.

I — 2Н у  I — 2Л* t^ « 4 ,=

<19,15)

Таким образом, симметрическое, везде расходящееся течение в диф
фузоре (рис. 9,а) возможно для данного угла раствора только при

числах Рейнольдса, не превышающих определенного предела. При 
а —«-п (что соответствует А —*-0) Remtx стремится к нулю. При а —*0
/чему соответствует к 
'  о 18,8
К0НУ •

^ o iu  стремится к бесконечности по за

полни на корней трехчлена — о* —  (1 —  и0) и -}- q оказывается тоже блнвким 
к — по что все подкоренное выражение имеет два почти совпадающих 
■орня и потому весь антеграл «почтв расходится» при я =  —



При Re^> Re^, предположение о симметричном, веЗде расходящемся 
течении в диффузоре незаконно, так как условщ (19,14) не могут быть
выполнены. В интервале углов — у <  р<-у функция и (tp) должна
иметь здесь несколько максимумов или минимумов. Соответствующие 
этим экстремумам значения и (у) должны попрежнему быть корнями 
стоящего под корнем многочлена. Поэтому ясно, что трёхчлен и? -\- 
-Ь О '♦-|<о)и Ч- 9 (с должен иметь в этой обл.) ста два
действительных отрицательных корня, так что стоящие под кирнем вы
ражение может быть написано в виде

и) (<* +  < ) ( « 4 - “^ .
где Uo^O. и0̂ > 0, пусть Функция и {у) может, оче
видно, изменяться в интервале u0> u 3* —  и причём и =  ив соответ
ствует положительному максимуму a (f ) ,  а и = — и'0 — отрицательному 
минимуму. Не останавливаясь подробнее на исследовании получающихся 
таким образом решений, укажем, что при возникает сначала
решение, при котором скорость имеет один максимум и один минимум, 
причём движение асимметрично относительно плоскости у =  0 (рнс. 9,6). 
При дальнейшем увеличении Re возникает симметричное решение с одним 
минимумом и двумя максимумами скорости {рис. 9,я) и т. д. Во вегх 
этих решениях имеются, следовательно, наряду с областями вытекающей 
жидкости также и области втекающих потоков (но, конечно, так, что 
полный расход жидкости Q^>0). При Р е —* ею число чередующихся 
минимумов и максимумов неограниченно возрастает, так что никакого 
определённого предельного решения не существует. Подчеркнем, что 
при диффуэорном течении решение не стремится, таким образом, при 
ffe—-оо к решению уравнений Эйлера, как это имеет место при кон- 
фузорном движении. Наконец, отметим, что при увеличении Re стацио
нарное диффузорное движение описанного тила вскоре после достиже
ния Re =  Remu делается неустойчивым и в действительности возникает 
нестационарное (турбуленгное,— см. гл. III) движение.

3. Требуется определить движение в струе жидкости, бьюшей из 
конца тонкой трубки и попадающей в неограниченное пространство, 
заполненное той же жидкостью (так называемая затопленная струя) <).

Выбираем сферические координаты г, •), со с полярной осью вдоль 
направления скорости струи в точке её выхода, которая выбирается 
в качестве начала координат. Движение обладает аксиальной симметрией 
вокруг полярной оси, так что т , = 0, *а г, , vr являются функциями 
только от г, 6. Через всякую замкнутую поверхность вокруг начала 
координат (в частности, через бесконечно удаленную) должен протекать 
одинаковый полный поток импульса («импульс струи»). Для этого ско
рость должна падать обратно пропорционально расстоянию г от начала 
координат, так что

-J-F(6), V, =4/(0). (19,16)
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>) Решение этой аадачн найдено Л. Ландау.
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гле F ,  / — некоторые функции только от б. Уравнение непрерывности 
гласит

1 1 W . J  L _ ^ / Sin(|.t» ' - Ог« дг * г sm о <*»' « '  и-
Отсюда находим, что

^ ( в ) =  —  ̂  —  /ctg 0. (19,17)

Компоненты Пп , Пце тензора потока импульса в струе тождест
венно исчезают, как это явствует уже из соображений симметрии. Сде
лаем предположение, что равны нулю также и компоненты l l t) и 
(оно оправдывается тем, что в результате мы получим решение, удо
влетворяющее всем необходимым условиям). С помощью выражений 
{13д 17) для компонент тензора и формул (19,16) —  (19,17) легко 
убедиться в том, что между компонентами Нм, II,  и II,, тензора по- 

хтока импульса в струе имеется соотношение

sin’O П * *  у  J j  fsin’b (П ^  —  II,,)].

Поэтому из равенства нулю П,. и II, ,  следует, что и П^ =  0. Таким 
образом, из всех компонент l l Jt отлична от нуля только IIrr, завися
щая от г как Легко видеть, что при этом уравнения движения
<?П,_ _ л— J  =  <J удовлетворяются

Далее, пишем
_ ---- ..--------„ ----- автоматически.
°*к

1  ( I I , ,—  П „ )  =  ( Р  +  2v/ctg е -  2v/*) =  О
или

Решение этого уравнения есть 

а из (19,17) получаем теперь для F\

Распределение давления определяем из уравнения

7 I1,,==f  +  2» ctg Ь) =  О
и получаем:

- = _ 5 f ^ _ l £ £ i i r _ L  „с, оп\r  t* (,1-cosl)*  * (19,20)

Постоянную А можно связать с «импульсом струи», т. е. с полным 
потоком импульса в ней. Этот поток равен интегралу по сферической
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вооерхности:

Р  =  <j) Hrr cos 0 *//—  2и \ г П „ cos 0 sin 0 rf*).
к

Величина Н ,̂ равна:

и вычисление интеграла приводит к ре ?улыату:

Р =  16тгVf,A j I -г ЗТЛ* — I) *  In  А *■ 1 I7 ,п — i } (19,21)

Формулы (19,16)"— (19,21) решлми оисим.юннчю задачу') 
Линии т< 

торого да£т

я >ч '  й'1Линии тока определяются уринхе.тсч - =  —  , интегрирование кс.

/■Sl4,<l
А~—<. \ о=  Cunst.

На рис. 10 изображены линии гока н струе при А =  2.
Рассмотрим aBd предельных случая слабой 

{импульс Р  мал) и сильной (большие Р) 
струи. При Р —>0 постоянная А стремится 
к бесконечности; из (19,21) имеем:

D 1б«*£
* А '

Для скорости получаем в этом случае 
Р  sin»

^ =  —  Й70 — >
Р  cos 8 

т ”  4гof г  ’ Рнс. 10.
При Р —»■ оо (сильная струя*)) А  стремится к единице; (19,21) даёт

А =  1+ ! 92xv-dгде а = ~ .

>) Полученное здесь решение является точным для струи, которая рас
сматривается как бьюшая нэ точечного источника. Если учитывать конечные' 
размеры отверстия трубки, то это решение представляет собой первый член 
разложения оо степеням отношения размеров отверстия в расстоянию г от 
вего. С этим Обстоятельством связан тот факт, что если вычислить с помощью 
полученного решения полный поток жидкости, проюдяшей через замкнутую 
поверхность вокруг начала координат, то он окажется равным нулю. Отляч- 
иый от нуля полный поток жидкости получился бы лри учете следующих 
членов разложения по указанному выше отношению.

>) Надо, однако, иметь в виду, что в действительности движение в с иль-' 
вой струе делается турбулентным (§ 29).
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Для больших углов (0^ .1 ) скорость олрелеляется формулами
в

с1Й 2 2*
vt = — 2v- — » vr ~

а для малых углов '(0 а) получается:
4vfl „ а*

р* —  ai г  Ь'а ’ =  ov &aja -

§ 20. Колебательное движение в вязкой жидкости

Движение, возникающее в вязкой жидкости при колебаниях погру
жённых в неё твёрдых тел, обладает целым рядом характерных осо
бенностей. Для изучения эгих особенностей удибно начать с рассмотре
ния простого типичного примера. Именно, предположим, что несжимаемая 
жидкость соприкасается с неограниченной плоской поверхностью, со
вершающей (в своей плоскости) простое гармоническое колебательное 
движение с частотой ш. Требуется определить возникающее при этом 
в жидкости движение. Твёрдую поверхность выберем в качестве пло
скости у, г\ области жидкости соответствуют Ось у  выберем
вдоль направления колебаний поверхности. Скорость а колеблющейся 
поверхности есть функция времени вида A cos(<i)C-j- а). Удобно писать 
такую функцию в виде действительной части от комплексного выраже
ния: u =  Re { ua<~is>/} (с комплексной, вообще говоря, постоянной
и0 =  Ае~/').

До тех пор, пока при вычислениях производятся только линейные 
операции пал скоростью и, можно опускать знак взятия действительной 
части и вычислять так, как если бы и было комплексным, после чего 
можно взять действительную часть от окончательного результата. Таким 
образом, мы будем писать:

иу= и  =  и0е-ш . (20,1)

Скорость жндкостн должна удовлетворять граничному условию v =  u, 
т. е.

vx—  ®т =  0, vf =  и
при д: —  0.

Из соображений симметрии очевидно, что все величины будут зави
сеть только от координаты л: (и от времени /). Из уравнения непре
рывности d lvv  =  0 имеем поэтому

откуда 17, к  const., причём согласно граничным условиям эта постоян
ная должна быть равной нулю, т. е. v x =  0. Поскольку все величины
не »авнсят от координату, 2 , то (vT )v  =  ®a^ v  и благодаря равен



ству vg нулю имеем тождественно (vV )v  =  0. Уравнение движения
(13,7) приобретает вид

ЭГ =  — J-gTad/J+vAv. (20,2)

Это уравнение линейно, Jt-компонента его давт

др =  (\ г г * 0-
т. е. р =  const.

Иэ симметрии, далее, очевидно, что скорость v направлена везде 
по оси у. Для о = *  получаем согласно (20,2)

dv d^v „
di ах*' t20-3>

т. e. уравнение типа уравнения теплопроводности (одномерного). Будем 
искать периодическое no х  и t решение этого уравнения вида

V =  U0r l{ t,~mti>

с амплитудой (комплексной) аа, так, чтобы при х =  0 было v  =  и. 
Подставляя в (20,3), получаем <<в =  v£*, откуда
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так что скорость v  равна:

-Vr* ' '-“И „v =  u f  у ъ  е \ '  *• I (20,4)

(мы выбрали к с положительной унимой частью, так как в противном 
случае скорость неограниченно возрастала бы по направлению в глубь 
жидкости, что физически нелепо).

Полученное решение проставляет собой поперечную волну: ее ско
рость ® направлена перпендикулярно направлению распространения. 
Наиболее существенным свойством этой волны является то, что она 
быстро затухает по направлению внутрь жи ik o c t h : ев амплитуда экс- 
лотенииально падает с увеличением расстояния х до твёрдой поверх
ности.

Таким образом, в вязкой жидкости могут существовать поперечные 
волны. Они, однако, бысро затухают при удалении от поверхности 
твЁр юго тела, движение которого создает эти волны.

Назовём «глубиной проникновения» 2 волны расстояние,, на котором 
амплитуда волны падает в е раз. Из (20,4) видно, что

8 = / ! •  (20’5>
Таким образом, глубина проникновения волны падает с увеличением частоты 
волны и растбт с увеличением кинематической вязкости жидкосм.
б Механика сплошных сред
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Вычислим силу трения, действующую на единицу площади плоскости, 
совершающей колебания в вязкой жидкости. Эта сила направлена, оче
видно, по оси у, она равна компоненте

тензора напряжений; значение производной должно быть взято не самой 
поверхности, т. е. при дс =  0. Подставляя (20,4), получим:

<20'6)
Если выбрать начало отсчета времени так, чтобы и0 в (20,1) было дей
ствительным, то, взяв действительную часть от (‘20,6), получаем:

аху =  —  j/u>p>]H0cos

Скорость же колеблющейся поверхности есть и =  a0cos at. Таким об
разом, между скоростью и силой трения имеется сдвиг фаз.

Рассмотрим теперь обший случай колео.чюшегося тела произвольной 
формы. В изученном выше случае колебаний плоский поверхности член 
(vV )v в уравнении движения жидкости исчезал тождественно. Для по
верхности ироилюльний формы аш, конечно, уже не имеет места. Мы 
будем, однако, предполагать, что этот член мал по сравнению с дру
гими членами, так что им веб же можно пренебречь. Необходимые для 
возможности такого пренебрежения условия будут выяснены ниже.

Таким образом, мы булеа исходить поирежиему из линейного урав
нения (20,2). Применим к обеим сторожам этого уравнения операцию 
rot. Член rot grad р исчезает тождественно, так что мы получаем:

^  rot v =  > Д rot v, (20,7)

т. е. rotv удовлетворяет уравнению типа урапнення тоилопроиочноста.
Но ми ни гели выше, что такое уравнение приводит к экспоненци

альному затуханию описываемой им величины. Мы можем, слс 1<1нателы:о. 
утверждать, что ротор скорости затухает по направлению в глубь жид
кости. Другими словами, вызмоаемис колебаниями тела движение жид
кости является вихрииим в некотором слое нокруг тела, а на больших 
расстояниях быстро перехонит в потенциальное движение. «Глубина npo-i 
никновення! вихревого движения —  порядка величины

i VT-
В связи с этим возможны два важных предельных случая. Именно,

/ Т  „величина у  — может быть велика или мала по сравнению с размерами 
колеблющегося в жидкости тела. Пусть 1 есть порядок величины этих



КОЛЕБАТЕЛЬНОЕ ДВИЖЕНИЕ H НИЗКОЙ ЖИДКОСТИ 8 3

размеров. Рассмотрим сначала случай 8^>/. Поскольку J  у  , то
это значит, что должно выполняться условие /*ок^у. Наряду с атим 
условием мы будем предполагать также, что число Рейнольдса мало. 
Если а есть амплитуда колебаний тела, то его скорость— порядка вели
чины aw. Поэтому число Рейнольдса для рассматриваемого движения
есть Таким образом, мм предполагаем выполнение условий

(20,8)

Это есть случай малых частот колебаний. Но малость частоты означает, 
что скдрость медленно меняется со временем и потому в общем урав
нении движения

y  +  (v^ )v  =  —  j  Vp -f v iv

можно пренебречь производной ^  . Членом же (vV) v можно прене
бречь в силу малости числа Рейнольдса.

Отсутстние члена ^  в уравнении движения означает стационарность
движения. Таким образом, при 8^>/ движение можно рассматривать 
в каждый данный момент времени как стационарное. Это значит, что 
движение жигкостн в каждый данный момент такое же, каким оно 
было бы при равномерном дннжемни тела си скоростью, коюрой оно 
в действительности обладав! в данный момент. Если, например, речь 
идёт о колебаниях ногруженноги ы жидкиегь шара, с частотой, удовле
творявшей нер jueHCTuau (ii0,8| (rie  t есть теперь ри гнус шара), то 
можно поэтому утверждать, что испытываемая шаром сила сопротивле
ния бутет определяться формулой Стикса (18,14), нолуенной для равно
мерного движения шара При малых числах Рейнольдса.

Перейдём 1еиерь к изучению противоположного случая, когда /^>Й 
Для того, чтобы можно было о.жть пренебречь членом <vV)v, необхо
димо в этом случае одновременное выполнение услиния малости ампли
туды колебаний тела по сравнению с его размерами:

/su)^>v, а<£1 / (20,!!)

(звменш, что число Рейнольлса при этом orinoih не юл ж но б:ль ма- 
.Ч '.'М ). Действительно, оиенны член (vT )v. Оператор (vV) означает дчф- 
ферении.твание вдоль нл;раилсния скорости. По ьолиэи иуиерхност 
тела скорость направлена в основном в касательно* направлении. В этом 
наирав.инин скорость заметно меняете и лишь на протяжении размеров

„•> 0*,j ,телз. Поэтому (vV )v^- j-  •>- — - (сама скорость имеет порядок вели
чины аш). Производная же j .  — порядка та   ̂ ей*. Сравнивая оба выра

жения, видим, что при а<^1 действительно (vv)v< K^-. -1лены же ^  
иу^уимеют теперь, как легко убедиться, одинаковый порядок величины, 
б*
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Рассмотрим теперь характер движения жидкости вокруг колеблю
щегося тела в случае выполнения условий (20,9). В тонком слое вблизи 
поверхности тела движение является вихревым. В основной же массе 
жидкости движение потенциально1). Поэтому везде, кроме пристеноч
ного слоя, движение жидкости описывается уравнениями

ro1v = 0, d lvv =  0. (20,10)

Отсюда следует, что и Д у= 0 , а потому уравнение Навье-Стокса пере
ходит в уравнение Эйлера. Таким образом, везде, кроме пристеночного 
слоя, жидкость движется как идеальная.

Поскольку пристеночный слой тонкий, то при решении уравне
ний (20,10) с целью определения движения в основной массе жидкости 
следовало бы взять в качестве граничных условий те условия, которые 
должны выполняться на поверхности тела, т. е. равенство скорости 
жидкости скорости тела. Однако, решения уравнений движения идеаль
ной жидкости не могут удовлетворить этим условиям. Можно потребо
вать лишь выполнения этого условия для нормальной к поверхности 
компоненты скорости жидкости.

Хотя уравнения (20,10) и неприменимы в пристеночном слое жидко
сти, но поскольку получающееся в результате их решения распределение 
скоростей уже удовлетворяет необходимым граничным условиям для 
нормальной компоненты скорости, то истинный ход этой компоненты 
вблизи поверхности не обнаружит каких-либо существенных особенно
стей. Что же касается касательной компоненты, то, решая уравне
ния (20, 10), мы получили бы для неб некоторое значение, отличное от 
соответствующей компоненты скорости тела, между тем как эти скорости 
тоже должны быть равными. Поэтому в тонком пристеночном слое 
должно происходить быстрое изменение касательной компоненты ско
рости.

Легко определить ход этого изменения. Рассмотрим какой-нибудь 
участок поверхности тела, размеры которого велики ло сравнению с 4, 
но малы ло сравнению с разборами тела. Такой участок можно рас
сматривать приближенно как плоский и потому можно воспользоваться 
для него полученными выше для плоской поверхности результатами. 
Пусть ось х направлена ло направлению нормали к рассматриваемому 
участку поверхности, а ось j ; — по касательной к нему, совпадающей 
с направлением тангенциальной составляющей скорости элемента по
верхности. Обозначим посредством vy касательную компоненту с корост 
движения жидкости относительно тела; на самой поверхности vt должно 
обратиться в нуль. Пусть, наконец, есть значение v f, получаю
щееся в результате решения уравнений (20,10). На основании получен-

При колебаниях плоской поверхности ла расстоянии j яатухает hi 
только ro tv , но н сама скорость V. Это свяаано с тем, что плоскость при 
своих колебанняж не вытесняет жидкости и потому жидкость влалн от не< 
остается вообще непоявижной. При колебаниях же тел другой формы проис
ходит вытеснение жидкости, в результате чего она приходит в движение, ско
рость которого заметно ватухает лишь на расстояниях порядил размеров тела.
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ных в начале этого параграфа результатов ыы можем утверждать, что 
в пристеночном слос vf будет падать по направлению к поверхности 
по закону

—  (20.11)

Такой характер распределения скоростей в жидкости дает возмож
ность легко определить обусловленную вязкостью диссипацию энергии. 
Диссилируеыая в единицу времени энергия равна согласно (54,3)

г, (' / Л», Л»*\*
* - ^ - т Д £ + » )  « к

Очевидно, что основная доля диссипации будет иметь место в присте
ночном слое жидкости, в котором градиент скорости особенно велик 
(правда To-пшина этого слоя м^ла, но зато подмнюгральное выражение 
содержит киадраты производных от скорости, так что интеграл будет 
в с ё  же велик). Поэтому дли вычисления дисси.шруеиой энергии не надо 
знать распределения скоростей в основной массе жкакости, а также 
хода скорости v t в пристеночном слое, которая тоже не обнаруживает 
аномально быстрого изменения. Достаточно учесть только ход измене
ния v  с координатой х. Вычислим среднее (по времени) значение дне- 
снмнруемоЯ энергии, отнесённое к единице площади поверхности тела. 
Согласно сказанному эта энергия равна

ia ,. м  
( З М  dx. \Ох ) иЛ

Интегрирование по dx можно распространить до бесконечности ввиду 
быстрого уменьшения подинтегрального выражения. Подставляя для v f 
действительную часть от выражения (20, 11), производя усреднение1) 
и интегрирование, получим:

I щ Р?
2 у Т  ’

Полная диссипируемая в единицу времени энергия равна интегралу

-  Г (20, 12)

') Для усреднения по времени квадрата действительной части функции 
вида /«-ь** (где / — комплексная функция только от координат), пишем

(Re {/#-'«'})* =  -J- *0»-

rhi от равны нулю, т

(Re =  ̂

Поскольку средние эяачеяш от t * 71"* равны нулю, то получаем



взятому по всей поверхности тела. Отметим, что дкссипаиня энергии 
оказывается пропорциональной корню на вязкости и корню из частоты 
колебаний.

З а д а ч и

1. Определить силу трепня, действующую на ка ж чую из двух параллельных 
твердых плоскостей, между которыми находится слой вязкой жидкости, пркчеи 
одна йз плоскостей совершает колебательное движение в своей плоскости. 

Реш ение. Ишем решение уравнения (20,3) в виде

8 6  ВЯЗКАЯ ЖИДКОСТЬ [г л .  |[

/ т .

к определяем А и В нэ условий v =  a =  a0e-,*>‘ при .«г =  0 и к =  0 при х —Л 
(Л — расстояние между плоскостями). В результате получаем:

sin Л (ft —  л )и =  и sin kh

Сила трения (на единицу поверхности) на движущейся плоскости равна

а на неподвижной
/>' ' я=чЙ 1=о= _ *и ci* ih '

_ dv I bu
Ггх ~  ~  n 5x L-ft — sin kh

(везде подразумеваются действительные части соответствующих выражений).
2. Определить силу трения, действующую на колеблющуюся плоскость, по

крытую слоем жидкости (толщины А), верхняя поверхность которого свободна.
Реш ение. Граничные условия на твердой плоскости: » =  и при х=0,

а на свободной поверхности: оЛ̂  =  т(^  =  0 при x =  h. Для скорости находим:

соя * (А — х)Оъли ----—г;---   .cos kh
Сила трения есть

Р х =  Ч ■?-I =  иЛ1̂ Лй.* Ох о

3. Плоский диск (бесконечного радиуса) совершает вращательные колеба
ния вокруг своей оси с малой амплитудой (угол поворота диска e =  60eoaui, 
«о< 1); определить движение жидкости вокруг диска и момент сил трения, 
действующих на диск.

Реш ение. Для колебаний с малой амплитудой член (vV)v в уравнении
-  dvдвижения всегда мал по сравнение с . независимо от величины частоты м.

Выбираем цилиндрические координаты с осью г по оси вращения и ищем ре
шение в виде вг =  о£:= 0, =  v =  rU (*, /). Для угловой скорости С(*,0
жидкости получаем уравнение

dQ &9

Решение этого уравнения, обращающееся в — uO ŝiQul при * =  0 и в нуль при 
г ж » ,  есть

« =  - А *



Для момента сил трения, действующих на ограниченную радиусом /? площадь 
поверхности лиска, получаем:

Р
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м
а

4. Определить движение жидкости между двумя параллельными плоско
стями при наличии градиента давления, меняющегося со временем по гармони
ческому закону.

Реш ение. Выбираем плоскость х, г посредине между обеими плоско
стями; ось х направлена по градиенту давления, который пишем в еиде
   <~  =  at~Mt- Скорость направлена везде по оси х н определяется урав-

f “ ■* пением
do . о1 v
di

Решение этого уравнения имеет вид о =  (л е1*>1 + Ве~1Л* ) е~' где

* =  /  f v(l +  0 .
А и В определяем из условий v =  0 прк у  =  3: ^  (й — расстояние между 

плоскостями) и получаем:
p = - f l -  ' р . г + и - ь ,

"1  ; ч

h

|1ри h у /  — 1 ато выражение переходит в

г =  ае~ш

'*(/+ р ) '»(£ - у)

2*

в согласии с (15,4). При Л^>1 имеем:

Вблизи середины слоя жидкости [у  мало) это дает просто
V =  L°-ш •

а 1блиэи стенки  ̂ * — у  мало :̂

в согласии с (20,11).
5. Определить силу сопротивления, испытываемую шаром {радиуса R), е.о- 

вершаюшмм в жидкости колебательное поступательное движение.
Реш ение. Скорость шара пвшем в виде u =  u<|«~w . Аналогично тому, 

как мы поступали в §18, ищем скорость в виде v =  #_/" r tot rot /и( , гд«



у — фунииля только от г (начало координат выбираем в точке иадождения 
иентра шара в данный момент времени). Подставляя в (20,7) н производя пре
образования, аналогичные произведенным в § 18, получаем уравненне

Д*/ +  7-У= о

(вместо уравнения Д*/=0 в § 18). Отсюда имеем:

Знак корня в к выбран так, чтобы t lkr экспоненциально ватухало, а не возра
стало с г. Интегрируя, получаем:

88 в я з к а я  жидкость [гл. п

*7 =  в 7 П г “ 7 i )+ V (1)

(самую функцию / можио не выписывать, так как в скорость входят только 
производные и )- Постоянные а и Ь определяются на условия v =  u прн 
r =  R  и оказываются равными

.  3 / ? , - ' « _____ /?*/. 3 _____ з_\
3 — — T i * — ;• (2)2/А ■ T v ’ ' 75F* I '* » ! ’

Отметим, что на больших расстояниях r > l )  л — 0. ft — — у  . что
соответствует <в согласии с утверждениями § 20) потенциальному движению 
(определенному в задаче 2 § 9).

Сила сопротивления вычисляется ло формуле (14,12), в которой интегри
рование должно производиться по поверхности шара (интегрировать вместо 
атого по бесконечно удаленной сфере в рассматриваемом случае нельзя ввиду 
весташонарностн движения). Результат:

Прн « =  0 эта формула переходит в формулу Стокса; при *—► 0 получается 
J* duF = :- jfR * — , что соответствует потенциальному обтеканию шара (§ Ю).
6. Опреле.1нть силу сопротивления, действующую на произвольно движу

щийся шар [скорость шара есть ааланная функция времени u =  u(i)j. 
Реш ение. Разлагаем и(1) в интеграл Фурье

« (0 =  j

+  оо +00

n- = i j  n(t)/*1dt.
I — ос

В силу линейности уравнений полная сила сопротивления может быть напи
сана в визе интеграла от сил сопротивления, получающихся при движении со 
скоростями, равными отдельным компонентам Фурье u jt-1**, эти силы опре
делятся выражением (3) предыдущей чадачи и равны



Замечая, что ( j y )  =  — /“ ив . переписываем это в виде

При интегрировании по da в первом и втором членах получаем соответстщгн- 
но и(0 и «({). Дла интегрирования третьего члена раньше всего 9амечае«, что 
для отрицательных и надо писать этот член в комплексно сопряженном виде.

I — i  I 4-/ ,написав в нем -г== «место — —  (это связано с тем. что полученная в зл-
V I “  I 1-ш

даче S формула (3) ныяеаена д.>я скорости и — ийе-1*>( с положительны» »•.
для скорости же «„«•<•"» получилась бы комплексно сопряженная величина). 
Поэтому вместо интеграла по du> е прицелах от — ос до + оо можно написать 
удвоенную лейстиителпную часть интеграла от 0 до -f- т .  Пишем:

. ос _ . . .  . +ое м
2Re |

V
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{о  + ' • 1 ^ - 1  = I : "  [«• + « j j

— ооО I j

-£»{ Г ./? flsi.
\ J  V i  — * . ly t  — I } * 1 J V  t — *

I

  d\.
F t - t  j г « J  уe — оо

Таким образом, получаем окончательное выражение для силы свП|ч«ти- 
вления:

_  г. п , I I du  3» 3 .  I* du d~. \F — 2r ;/?• {    г - a  +  i r l /  — --- 7— И )
\ 3 Л  ff* W  V n J  dt t (— 00

7. Определить силу сопротивления для шара, начинающего в момент / =  С 
двигаться равноускоренно по закону u =  at.

Реш ение. Полагая в формуле (4) задачи 6 и=  0 при t < 0 в и =  at при 
О  0, получаем (при t > 0):

8. То же для шапа, мгновенно приведенного в равномерное движение. 
Реш ение. Имеем к =  0 при I < 0 н u =zuq пря t > 0. Производная ^

равна нулю всегда, кроне момента / =  0, в который она обращается в <кско~.
du Iнечность, причем так, что интеграл от jy  по времени конечен и равен я*.,

В результате пилучаем для всего времени t > 0:
* J J

При t —  оа вто выражение асимптотически приближается к энвчепяю, давае
мому формулой Стокса. Импульс силы сопротивления, испытываемый шаром- 
а течение бесконечно малого интервала времени вокруг < =  0, получается мнте-



гриропанпем «мражения (4) но времени, причем существенен только пераый 
член м нём: этот импульс силы равен

j  Г rfPlln.

9. Опрсчелпть момент сил трения, je-VrnvifiHiMX на шар, совершающий 
л вязкой Ж|(лк<1сги нр^шателыше колебательное днижекне вокруг своего дна- 
иегро.

Реш ение. Пи тем же причинам, как н л .«даче I § IS, в уравнении 
зпнжения можно не писать члена с i радистом данления, ик  что имеем;

дм .

"Ищем решение в плде v'=rnt где l2 =  U0f ' ("‘t — углом* скорость
«(мшення шара. Для / получаем теперь пиесго ураннеиня -1/ =  const, следую* 
тсс уравнение:

Д / +  A*/ =  co rst

Опуская несущественный постоянный член н решении этого уравнения, имеем 
этсюда f  — — е (выбирается такое решение, которое обращается на бесконеч
ности в пуль) Постоянную а определяем ия предельного условия v =  {Sir] на 
•лоиерхносгн шара и и результате получаем:

/— У  v _  3 1 ~  ,kr JkKr-fti
t -  1 _  * I r \ -  ikk

( R — радиус шара). Вычисление, аналогичное произведенному в задаче I § 18, 
приводит к следующему выражению для момента действующих на шар сил 
трення:

w .-,w 3+3(1 — О * — П + 3/)**-**
з ------ Г (1 -/>*-/*»------ •

10 Определить, момент сил трения, действующих на наполненный вязкой 
жидкостью полый шар, совершающий прашательное колебательное движение 
KuKpvr сноего диаметра.

Р е ш е н и е .  Итем скорость к том же виде, как и в предыдущей задаче. 
Для /  берем решение, конечное во всем объеме янутри шара, пключая его центр: 
. sin А г

f = a —-— . Определяя а  иэ граничного условия, получаем:

t  *in*r R3 _  н^. R ,* rb cos hr — <ln kr
r kR coe kR — sin &Л' v ' r I Rrt cos — sin ftU *

Вычисление момента сил трення приводит к пырлжению
, j  8 n , rt k1 ^  sin*/? 4- 3kR cos kR —  3sin HR
' 3 ~ kR cos kfi — sin AR ‘

9 0  в я з к а я  ж и д к о с ть  Ггл. к

При * / T  >  1 получается: 

-а при R y ~ \  ^  1;

л i f f   ___ •
M  =  *R4 V upr, (t — 1) 2,

W  *  —  -jy R *«p/ft.



§  2 1 ] ЗАТУХАНИЕ ГРАВИТАЦИОННЫХ ВОЛИ 91

§ 21. Затухание гравитационных волн
Рассуждения, аналогичные вышеизложенным, могут быть проведены 

по поводу распределения скоростей вблизи свободной поверхности жид
кости. Именно, рассмотрим колебательное движение, происходящее 
у поверхности жидкости (например, гравитационные волны). Предполо
жим, что выполняются условии (20,9), в которых теперь роль размеров / 
играет длина волны

X-o)>v, а<^\ (21,1)

(а — амплитуда волны, м — её частота). Тогда можно утверждать, что 
решение будет вихревым лишь н тонком слое у поверхности жидкости, 
а в основном её объёме движение будет потенциальным —  таким, каким 
оно было бы у идеальной жигкостн.

Движение вязкой жидкости должно удовлетворять у свободной по- 
нерхности |раничныч условиям (13,14), требующим исчезновения опре
делённых комбинация производных от скорости по координатам. Движе
ние же, получающееся в результате решения уравнений гидродинамики 
идеальной жидкости, этому условию не удовлетворяет. Подобно тому, 
как это было сделано в предыдущем параграфе для скорости v , мы 
можем заключить, что в тонким слое у поверхности жидкости соответ
ствующие производные скорости будут быстро уменьшаться. Существенно 
отметить, что градиент скорости не будет аномально большим, как это 
имело место вблизи твёрдой поверхности.

Вы-жслим диссипацию энергии в гравитационной волне. Здесь надо 
говорить не о диссипации кинетической энергии, а о диссипации механи
ческой энергии E Mtx.i включающей в себя наряду с кинетической также 
и потенциальную энергию в поле тяжести. Ясно, однако, что на обусло
вленную процессами внутреннего трения в жидкости диссипацию энергии 
не может влиять факт наличия или отсутствия поля тяжести. Поэтому 

определяется той же формулой (14,3):

i — * J ( S + £ ) ’ " .
При вычислении этого интеграла для гравитационной волны надо заме
тить, что поскольку объём поверхностного слоя вихревого движения мал, 
а градиент скорости в нём не аномально велик, то фактом наличия 
этого слоя можно пренебречь, в противоположность тому, что мы имели 
и случае колебаний твёрдой поверхности. Другими словами, интегриро
вание должно производиться по всему объёму жидкости, в котором, как 
мы видели, жидкость движется как идеальная.

Но движение в гравитационной волне в идеальной жидкости было у* 
нами определено в § 11. Это движение потенциально и потому

dv, dvk
Эх4 Sx^Sx, дх, '

так что



9 2 ВЯЗКАЯ ж и д к о сть [гл. м

Потенциал а имеет вид
<Р = .  1р 0 jCOS (kx —  (О/ 4 "  а ) й “ **-

Нас интересует, конечно, не моментальное значение E un., а среднее
по времени значение диссипируемой энергии. Замечая, что средние 
значения квадратов косинуса и синуса одинаковы, получим:

£ . „ = « — 8т , f 7*dV. (21,2)

Что касается самой энергии гравитационной волны, то для ее 
вычисления можно воспользоваться известным из механики обстоятель
ством, чю у всякой системы, совершающей малые колебания (колебания 
с налой амплитудой), средняя кинетическая и потенциальная энергии 
равны друг другу. На этой основании можно написать £Mei. просто как 
удвоенную кинетическую энергию:

откуда
UV.

=  ? d V .  (21.3)

Затухание волн удобно характеризовать так наэыяяемым коэффици
ентом затухании 0, определяющимся как отношение

I й I
&=-чвН-- <2,-4>

С течением времени энергия волны падает по закону const.с-*?'; что 
касается амплитуды волны, то поскольку энергия пропорциональна ев 
квадрату, то закон е£ уменьшения со временем определяется множите* 
лем е~*

С помощью (21,2)— (21,3) находим:

Подставляя сюда (11,7), получим коэффициент затухания гравитацион
ных ноли в виде

P =  i J r -  «21.6)

З а д а ч и

I. Определить коэффициент затухания длинных гравитационных волн, рас
пространяющихся н конале постоянного сечения; частота предполагается на
столько большой, что у/ ~ м а л о  по сравнению с глубиной жидкости в канале.

Реш ение. Основная киссипаиня энергии будет происходить в присте
ночном слое жидкости, где скорость меняется от нуля на само В стенке до
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значения v = v <£~,"*% которое она имеет в волне. Средняя диссипация энергии 
«отнесенная к единице длины канала) равна согласно (20,12)

ж I ° «  i* л Г — ~.
’ П 7!  " '

/ — длина той части контура сечения канала, вдоль которой он соприкасается 
с жидкостью. Средняя же энергия жидкости (тоже отнесенная к единицеi (L |1
длины канала) равна Spv, =  S ?—~ -  (5 — площадь сечення жидкости в кана
ле). Коэффициент затухания ранен:

? — — 1 V  .2 У JS
Так, для канала прямоугольного сечения (ширина а, глубина жилкости h)

-  5*4-вf — '
2 V  2аЛ

2. Определить дниженне в гравитационной волне на жидкости с большой 
вязкостью.

Реш ение. Приведенное в тексте вычисление коэффициента затухания 
применимо только в случаях, когда этот коэффициент млл> так что движение 
можно рассматривать н перечни приближении как движение иделлкноП жидко
сти. При произвольной няэкости ише>.: решение уравнений движения

дох i &lvs rf>vt \ 1 др до, / /1*о, , **vt 1 др
~ 5 t - ' \ +  ) ~ ^  d i ‘ 37' =  v № + - 3 IT

= о,
OX 02

аависяшее от / и х посредством множителя е~1ш,*1к1 н затухающее с г по 
направлению в глубь жидкости (2 < 0). Получаем:

A e * + B e ml), v ,  =  f - ‘~, r l U ( - t A e k'  -  I  ( |

P_ _  ,-/,>/* ik* “  Aekl _  gl rje m> =  p - i -  ш [CD
f k * )

Предельные условия на поверхности жидкости:
+  2, ^  =  0. . „ * , ( £ +

(при 2 =  0- Во втором иа этих условий можно непосредственно написать г =  0 
вместо г =  С. Первое же лиф<1 ерениируеы предварительно по t и пишем %vt
вместо после чего полагаем 2= 0. Из условия совместности получаю
щихся таким образом двух однородных урапнений для А н В  подучаем:

с

Аа для отношения g :
( 2“ /5 * ), + д а гж4/ | “ , да* (2)
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Уравнение (2) определяет зависимостью от волнового нсктора к . При эюм и 
является комплексной величиной; ей действительная часть определяет частоту 
колебаний, а мнимая — коэффициент затухания. Физический смысл имеют те из 
решений уравнения (2), мнимая часть которых отрицательна (соответственно 
ватуханию волны); таковыми являются только два иэ корней (2). Если \ '  g k
(условие (21,1)]. то коэффициент эагухания мал и (2) дайт приближено 
а  —  ^  > ' ( »  —  /-2»*1 — нэиестиый уже нам результат. В противоположном пре
дельном случае у  g i  уравнение (2) имеет два чисто мнимых корня, соот
ветствующих чисто затухающему движению. Один иэ этих корней есть

и ж  а *РУГ0® значительно больше (порядка »л>) и потому не инте

ресен (соответствующее ему движение быстро затухает).

ГЛАВА III  

ТУРБУЛЕНТНОСТЬ

§ 22. Устойчивость стационарного движения шидкостя

При решении уравнений стационарного движения низкой жидкоеiк 
члею приходи.си ввиду математических трудностей ограничиваться не
которыми приближениями. Применимость Э 1их ирнблнтспных решений 
ограничена, естесшенно, определенными пределами. Гакиви, нлнриыер, 
решение задачи об об икании шара ($ 18), ооласть применимости ко 
ю^ого ограничена малыми значениями числа Рейнольдса.

Принципиально, однако, для ысякой задачи, т. е. дли всякого дви
жении и заданных стационарных внешних условных, должно существовать 
точное стационарное решение гидродинамических уравнений (некоторые 
такие точные решения были рассмотрены нами в 15, lb, 19). Эги реше
нии формально существуют при люйых числах Рейнольдса.

Не всякие решение уравнений движения, даже если они янляется 
точным, может, u j i i h k o , реально осуществиться в природе. Осуществив
шиеся в природе движения должны не iu . i lни удишщткорн'П, гидроди
намическим ураиненним, ни должны еще иыть устойчиниыи. Дли усюй- 
чиаоС(Н движения необходимо, чюбы малые iioimjщенпя, раз Воз.икнув, 
затухали бы со временем. Если же, намрошн, Позннкающне и иоюке 
жидкости сколь угодно малые возмущения стремятся <<о1расти со нре- 
менем, то движение будет абсолютно неустой'жиим. Такое неустойчивой 
но отношению к бесконечно малыа иодмуше.шим двил.енне поиск не 
может существовать. ^

Математическое исследование вопроса об устойчивости того елн иного 
движении по отношению к бесконечно малым нозмущепиям аилжно про
исходить по следующей схеме. На исследуемое стационарное решение 
[распределение скоростей п котором пусть будет \ „{x ,y ,z )] наклады
вается нестационарное малое возмущение v,‘ (дc,y,z,t), которое должно 
быть определено таким образом, чтобы результирующее движение v =
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=  v0-|-v1 удовлетворяло уравнениям движении. Уравненне для опреде
ления V, получается подстановкой в уравнения

574" ( v^)v :r - — Vp- +  v^v , d lv v = 0

скорости и давления в виде v =  v0-)-Vp р = р а  -j-/V причём извеемше. 
функции v0 и рй удовлетворяют не возмущённым уравнением

(v0V) v0 =  —  +  v iv j ,  div v0 =  0.

Опуская члены высших порядков по малой величине V,, получим:

^  +  (veT ) v i +  (v iV)vo =  —  ̂  +  dlv v, =  0. (22,1)

Граничным условием является исчезновение v, на неподвижных твёрдых 
поверхностях.

Таким образом, v, удовлетворяет системе линейных дифференциальных 
уравнений с коэффициентами* являющимися функциями Только от коор
динат, но не от времени. Общее решение таких уривнениЯ может быть 
представлено в виде суммы частных решений, в котин jx  v , эаынсит ov 
времени посредством множителей типа Сами «частоты» ш возме
щений не произвольны, а определяются в результате решений уравнении
(22,1) с соответствующими предельными условиями. Эти «частогыд, во
обще говоря, комплексны. Если имеются такие ш, мнимая часть которых 
положительна, то е '1*4 будет неограниченид возрастать со временем. 
Другими словами, такие возмущения, раз возникнув, будут возрастать- 
т. е. движение будет неустойчиво по отношению к таким возмущениям. 
Для устойчивости движения необходимо, чи.бы у всех возможных «частот-* 
и мнима-i часть была отрицательна. Тогда возникающие возмущения будут 
экспоненцизльно затухать со временем.

Такое математическое исследование устойчивости, однако, крайне 
сложно и до нкгоящего времени было произведено лишь для очень 
немногих проаейшнх случаев (см. ниже). Для обтекания тел можно 
показать, что в to время как при достаточно малых числах Рейнольдса 
стаиионзрнос движение жидкости устойчиво, при увеличении Re дости
гается н конце концов определённое его значение (которое можно наэвэгь. 
криттеским, Retp), начиная с которого движение делается неустойчивым 
по отношению к бесконечно малым возмущениям ■). Таким образом, при 
достаточно больших числах Рейнольдса (Я«^>Д«к,0 стационарное обте
кание твёрдых тел вллкой жидкостью невозможно. Отмстим, однако, >:к<; 
здесь, что сущеспн/ют некоторые исключительные случаи стационарное» 
движения, которые могут осуществляйся и при сколь угодно Сюлы;жч 
числах Рейнольдса; таковыми являются муазейлевское и куэтговское тече
ния, некоторые движения жидкости между вращающимися цилиндрами 
(об устойчивости Этих движений речь будет иттн ниже, к § 23, 24).

1) Именно, можно показать, что лр*< достаточно болыйых R* во всяком
случае становится абсолютно ««устойчивый движение в области следа“(см. § 30).
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Необходимо подчеркнуть, что критическое значение числа Рейнольдса 
«с является, конечно, универсальным. Для каждого типа движения суще
ствует спой кротическос число Рейнольдса. Величины этих критических 
значений (например, для обтекания шара, цилиндра), повидимоиу, — по
рядка нескольких десятков ').

§ 23. Устойчивость вращательного движения жидкости

Точное математическое исследование вопроса об устойчивости дви
жения жидкости ло ожошению к бесконечно малым возмущениям пред
ставляет, как уже указывалось, весьма большие uaieva ические труд
ности даже в простейших случаях. Существует, однако, простой способ, 
с помощью которого можно сделать некоторые заключении об усюйчи- 
ности движения в предельном случае сколь угодно больших чисел 
Рейнольдса. Именно, можно установить условие, выполнение которого 
необходимо для устойчивости движения, хотя оно и не является доста
точным. Поэтому при невыполнении этого услония движение но всяком 
случае абсолютно неустойчиво; в обратном же случае полной уверен
ности в устойчивости всё же не может быть. Этот метод*) аналогичен 
примененному в § 3 для получения условия механической устойчивости 
неподвижной жидкости в поле тяжести. Его сущность состоит в тон, 
что рассматривается какой-нибуаь произвольный малый участок жидкости 
и предполагается, что этот участок смещает:й с той траектории, по ко- 
торий он движется в рассматриваемом течении. При таком смещении 
появляются некоторые силы, действующие на смешённый участок жидко
сти. Для устойчивости основного движения необходимо, чтобы эти силы 
не приводили к неограниченному яофастанию смещения.

Применим этот метод к рассмотренному в §16 диижению между 
двумя вращающимися цилиндрами. Виберем некоторый элемент жидкости, 
масса которого пусть будет т .  В неиотмущйнном движении все эле
менты жидкости движутся по окружностям г =  const, в плоскостях, перпен
дикулярных оси цилиндров. Пусть значение г для выбранного нами 
элемента есть гй. Рассмотрим смешение этого элемента в радиальном 
направлении и плоскости его движения. Для определения дальнейшего 
движения элемента т  после такого смешения напншем его функцию 
Лагранжа. Поскольку г =  const., функция Лагранжа в цилиндрических 
координатах имеет вид

L « = 3  (#• +  /•**) — «ДО.

где U {r ) —  потенциальная энергия смещенного элемента жидкости. 
Функцию U  легко определить, замечая, что сила, действующая на еди-
нину объёма жидкости есть — , так что на данный элемент жидкостийг

') Таг, пря обтекания цилиндра (в поперечном капраиленик) наблюдалось 
незатухающее нестационарное движение уже при Re = 34 (где R t =  udj*, d — 
диаметр цилиндра). Точные же измерения /?*«р не производились

^  Принадлежащий Рэлею (Rayleigh).
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действует сила— ^ 57» где У — объем элемента. С другой стороны,
* 4U гэта сила должна быть равна — — . Следовательно, с точностью до не

существенной постоянной, U  =  Vp =  ~ р  (л). Таким образом, некоим
t

функция Лагранжа есть

L =  +  (23,1)

Иэ этой функции Лагранжа получаем уравнения движения рассмат
риваемого элемента жидкости:

iprs =  const., г = — \

Первое из этих уравнений означает, «по величина ц =  г:<р для ханиого 
элемента жидкости остаётся при его передвижении постоянной, раиной 
тому значению которое она имела для несмещённого элемента 
(т. е. при г к Г д ). Тогда второе из уравнений движения можно написать 
в виде

-  j dp .
' = - 7 ^  +  71 *

По согласно гидродинамическому уравнению (16,1) имееи:
dp t»* 
d ? ~  *~ r'

Написав скорость о в виде r f  я вводя д==г!<р, переписываем это в 
виде ^ ~ ~ г -  Таким образом, получаем уравнение движения aie- 
мента т  в виде

_ и.: _  Bi

Здесь jifl есть значение для данного рассматриваемого элемента т
жидкости, находившегося до смешения в точке r0, a pi —  значение г*? 
для несмещённого элемента жидкости, находящегося в переменной точке г.

Пусть смешение рассматриваемого элемента жидкости от его невоз- 
ыушёсиого положения мало. Тогда выражение, стоящее в правой части 
уравнения (23,2), можно разложить по степеням г —  гв. Член нулевого 
порядка в этом разложении выпадает, и с точностью до членов первого 
порядка получаем:

d\i r — r0
fj

11.1И

£  ( а д'О ■
1 Механика сплошных ср<д
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Если коэффициент при г — гй в этом линейном уравнении отрицателен, 
то оно имеет решения, в которых смещение г— г0 экспоненциально

растбт со временем ^r —  ̂  =  const.cxp j j / /  Jy Поэт°иу

необходимым условием устойчивости является положительность этого 
коэффициент.-;, т. е. должно 5ыть

* % > °  (23,4)

{индекс нуль у  ji и г мы здесь опускаем, поскольку это условие должно 
•выполняться во всех точках жидкости).

Подчеркнём здесь, что в рассматриваемых нами уравнениях движения 
вовсе не учитывается влияние вязкости на движение смешённого участка 
жидкости. Поэтому распиваемый метол применим только к случаям сколь 
угодно малой вязкости, т. е. сколь угодно больших чисел Рейнольдса.

Согласно полученной в § 16 формуле (16,3) угловая скорость ф 
частиц движущейся жидкости равна

.  (g, - 0 , ) / $ $  1
v г* '

Опуская все заведомо положительные множители, пишем условие (23,4) 
в виде

(Q.tfS —  Q,Rl) f  >  0. (23,5)

Угловая скорость <с монотонно меняется с т от значения Q, на вну
треннем до значения на внешнем цилиндре. Если оба цилиндра вра
щаются в противоположных направлениях, т. е. Q, и Q, имеют различные 
знаки, то функция <р меняет знак в пространстве между цилиндрами я 
еб произведение на постоянное число не может быть везде
положительным. 'Таким образом, в этом случае условие (23,5) не вы
полняется во всём объёме жидкости, и движение неустойчиво.

Пусть теперь оба цилиндра вращаются в одну сторону; выбирая 
это направление врашення в качестве положительного, имеем S . ^ 0,

0. Тогда ю везде положительно, и для выполнения услоыня (23,5) 
необходимо, чтобы были

(2з.с)

Если же Q.R3 меньше, чем то движение неустойчиво. Так, напри
мер, если внешний цилиндр покоится (*/, =  0), а вращается только вну
тренний, то движение неустойчиво. Напротив, если покоится внутренний 
цилиндр (Q, =  0), то движение устойчиво.

Полученные результаты относятся, как уже указывалось, к случаю
/ /?■ Qn \

сколь угодно больших чисел Рейнольдса I т. е. величин — ---  )•
\ > » /



Отметим, что для движения жидкости и о ж .ту вращающимися к :орпмн 
оказывается возможным произвести исследование устойчивости ж женки 
при произвольных числах Рейнольдса ’ ). На рис. 11 изображён лрнмерний 
ход кривой, разделяющей области устойчивости и неустойчивости лв:пкенмя 
(последняя заштрихована). Правая ветвь кривой, сооветствующая вра
щению обоих цилиндров в одну сторону, ипеет в качестве асимптоты 
прямую Q,R% Увеличение числа Рейнольдса для данного типа

о (J.rf
ния означает увеличение обоих чисел— и в одинаковое число раз.
На диаграмма рис. i 1 этому соответствует передвижение вверх ко про
ходящей через начало координат прямой,
имеющей определённый наклон. На правой .. чч . N у \ ' у* ' 
частн диаграммы (обе угловые скорости^ 
и ii2 положительны) все такие прямые, для

которых 1 • «игле не пересекают

кривую, ограничивающую область устойчи

вости. Напротив, при — и доста‘ РиС' 11‘Uj/J,
точном увеличении числа Рейнольдса мы всегда попадём а область не
устойчивости, в согласии с условием (23,6). На левой части диаграммы 
(Q, и — различных знаков) всякая прямая, проходящая через начало 
координат, всегда пересекает в конце концов указанную кривую, т. е.

| йв [ /?*
движение может сделаться неустойчивым при любом отношении —-— \ ,

I «11 Аг;
опять в согласии с полученными выше результатами.

При 0? =  0 (вращается только внутренний цилиндр) неустойчивость 
наступает при

С, = 4 1 .3 — ^  (23,7)Л Ллг

(где h =  R , —  R , /?,)•
Оказывается возможным определить также характер того периоди

ческого движения, которое возникает в жидкости непосредственно по
сле перехода в область неустойчивости. Оказыъается, что скорость этого 
движения направлена везде в меридиональных плоскостях, проходящих че
рез ось цилиндров, т. е. в плоскостях, перпендикулярных плоскостям, 
в которых происходит невезмушбнное двнженке жидкостей.

Попробуем теперь применить изложенный метол к пуазейлевекзму 
течению по трубе. В невозмушбнном потоке каждая частииа жидкости 
движется по прямой, параллельной оси трубки. При смещении какого-л.;Со 
участка жидкости в направлении поперёк трубы не возникает, однако, 
никаких новых сил, которые действовали бы на него в ту или иную сто-
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Ч При близком к единице отношении Rt!Ri. Это исследование произведено 
Тейлором (О. Taylor).
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роиу, поскольку давление в трубе в поперечном направлении не меняется 
(см. § 15). Таким образом, каждый участок жидкости находится как бы 
в некотором «безразличном» равновесии. Точное исследование показы
вает, что пуазейлевское течение действительно всегда устойчива по от
ношению к бесконечно малым возмущениям. То же самое относится к 
куэттовскому движению между движущимися параллельными плоскостями.

§ 24. Возникновение турбулентности

Обратимся теперь к изучению характера того нестационарного ре
жима, который устанавливается в результате абсолютной неустойчивости 
стационарного движения при больших числах Рейнольдса •).

Начнём с выяснения свойств этого движения при числах Рейнольдса, 
лишь немногим превышающих Re,р. При Re<^ReKр у комплексны* 
«частот» <о =  <0j всех возможных малых возмущений скорости мни
мая часть отрицательна (^  <^0). При Re =  Re,p появляется одна частота, 
мнимая часть которой обращается в нуль. Прн /?«]> /?е>р. у этой «частоты 
мнимая часть положительна, причём для Re, близких к ReKfi 'fl мало по 
сравнению с действительной частью и , 9). Функция V ,, соответствующая 
этой «частоте», имеет вид

4t =  A { i ) i (x ,y ,z ) ,  <24,1)
где I —  некоторая комплексная функция координат, а комплексная «ам
плитуда» А (I) равна

Л (0 =  const <24,2)

Это выражение для А (/) в действительности, однако, пригодно лини, в 
течение короткою промежутка времени после момента срыва стационар
ного режима: множитель ет*1 быстро растёт со временем, между тем как 
описанный в § 22 метол определения v,, приводящий к выражению типа
(24,1) —  (24,2), применим лишь при достаточной малости v,. В действи
тельности, конечно, модуль \А\ амплитуды нестационарного движенм 
не растёт неограниченно, а стремится к некоторому конечному пре
делу. При Re, близких к R*..f (везде идёт речь о /?«>/?«„,.), sior 
конечный предел тоже ещё мал, и для его определения можно поступить 
следующим образом.

Определим производную по временя от квалрата амплитуды l^ j1. 
Для самых малых времён, когда ещё применимо (24,2), имеем:

>) Излагаемая здесь общая картина турбулентного движения в значительно! 
мере основана на идеях J1. Д. Ландау.

*) Надо иметь в виду, что в совокупность (иля, как говорят, «спеггр>] 
всех возможных (для каждого ланного типа движений) значений частот в ход г  
как отсельные изолированные значения («днскрстный спектр»), так и частоты, 
непрерывно заполняющие целые интерпалы значений («непрерывный спектр»). 
Можно, однако, видеть, что интересующие нас частоты с положительной ма
мой частью могут иметься, вообще говоря, только среди частот дискретного 
спектра.



Эго выражение являете» по существу лишь первым членом разложения 
в ряд по степеням А и А*. При увеличении модуля \А\ (но когда он 
асе же еще остается малым) надо учесть следующие члены этого разло
жения. Ближайшие следующие члены есть члены третьего порядка по А.
Нас, однако, интересует не точное значение производной d * ̂  , а её

ut
среднее по времени значение, причём усреднение производится по про
межуткам времени, большим по сравнению с периодом — периоднче-

•l
ского множителя в "1».' (напоминаем, что поскольку to, у,, то этот
период мал по сравнению с временем - заметного изменения модуля
амплитуды | А |). Но члены третьего порядка непременно содержат пернп- 
дтеский множитель н при усреднении выпадают'). Среди членов же 
четвёртого порядка есть член, пропорциональный Л М **=  J А |\ этот 
член при усреднении, очевидно, не выпадает. Таким образом, с точно
стью до членов четвёртого порядка имеем:

(24,3)

где а может бить как 0, так н 0.
Положим, что а есть положительная постоянная5). Над |/1|а и 

|;4|4 мы не пишем знаков усреднения, так как усреднение про
исходит только по промежуткам времени, малым по сравнению с
— . По этой же причине при решении этого уравнения надо поступать
так, как если бы черты над производной в левой его части не было. 
Решение уравнения (24,3) имеет вид

f7 T, = 4  +  const-‘ -*T,/.

Отсюда видно, что | А |1 асимптотически стремится к конечному пределу

М |*ш «= ^ Г-  (24.4)

Величина Y, есть некоторая функция от числа Рейнольдса. Вблизи 
Retf она может быть разложена в ряд по степеням R e —  Re^. 
Но (Л*,в) =  0 по самому определению критического числа Рейнольдса.
Поэтому член нулевого порядка в разложении выпадает, и мы имееч 
с точностью до чягнов первого порядка:

Yj =  const. (Re —  Ягкр).
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Ч Строго говоре, члеиы третьего порядка лают при усреднении не нуль, 
а величины четкСртого порядка; эти величины предполагаются вялючеииыми 
в члены четвертого порядка в разложении.

*) О случае отрицательных о см. ниже.
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Подставляя это в (24,4), мы виним, что абсолютная величина |Л| ам
плитуды пропорциональна корню из разности R e —  Reмр:

№ I mat R e * V ’  (24,5)

Резюмируем полученные результаты. Абсолютная неустойчивость 
движения при Re'^>Re„p приводит к появлению нестационарного пе
риодического движения. При Re, близких к Re.p, это движение может 
быть представлено в вше наложения стационарного движения vn (jc,y,z) 
и периодического движения v, (х, у, z, i) с малой, ко конечной амплиту
дой, растущей по мере увеличения Re пропорционально корню из Re —  ReKp. 
Распределение скоростей в ятом движении имеет вид

Vj =  f (лг, .у, z) Ч  (24,6)

где f —  комплексная функция коордииат, a pj —  некоторая начальная 
фаза. При больших разностях Re —  ReKp разделение скорости на две части v0 
и v, уже не имеет смысла. Мы имеем при этом дело просто с некото
рым периодическим движением с частотой и,. Если вместо времени 
пользоваться в качестве независимой переменной фазой q>, « ш , * -f-jj,, 
то можно сказать, что функция v ( jc , у, z, <р,) является периодической 
функцией от с периодом 2л. Эта функция, однако, не есть теперь 
простая тригонометрическая. В её разложение в ряд Фурье

v = 2 *  , ( x , y , z ) e - 1̂  (24,7)
Р

(суммирование производится по всем положительным и отрицательный 
целым числам р) входят не только члены с основной частотой ш,, «о 
и члены, соответствующие частотам, равным целым кратным от неб.

Необходимо указать ещё на следующую существенную особенность 
рассматриваемого нестационарного движения. Уравнением (24,3) опре
деляется только абсолютная величина временного множителя A (t), но 
не его фаза. Фаза периодического движения остаётся по
существу неопределённой и зависит от случайных начальных условий, 
имевших место в момент начала движения. В зависимости от этих усло
вий начальная фаза |5, пожат иметь любое значение. Таким образом, 
изучаемое периодическое движение не определяется однозначно теми 
заданными стационарными внешними условиями, в которых происходит 
движение. Одна величина —  начальная фаза скорости —  остаётся произ
вольной. Можно сказать, что это движение обладает одной степенью 
свободы, между тем как стационарное лицжение, полностью определяю
щееся внешними условиями, не обладает степенями свободы вовсе.

Перейдём теперь к изучению явлений, возникающих при дальнейшем 
увеличении числа Рейнольдса. По мере этого увеличения наступает в 
конце концов момент, когда становится неустойчивым и рассмотренное 
выше периодическое движение. Исследование этой неустойчивости должно 
было бы производиться1) аналогично изложенному выше методу опреде

*) Но не былб пр&иаведено пн d одном случае ввиду исключительных мате
матических трудностей.
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ления неустойчивости осноаного стационарного течения. Роль невозму
щённого движения играет теперь периодическое движение va{x ,y ,z ,t ) 
(с частотой ш,), а в уравнения движения подставляется v = v fl-j-vi> 
где V, —  малая поправка. Для va получаем опять линейное уравнение, 
но коэффициенты этого уравнения являются теперь функциями не только 
от координат, но и от времени, причбм по времени эти коэффициенты

2сявляются периодическими функциями с периодом — . Решение такого 
уравнения должно разыскиваться в виде

V* =sП ( y t z . t te - '” *,
2-

где П (х, у, z, t) — периодическая функция времени (с периодом —).
Неустойчивость наступает опять при появлении «частотыэ ю =  и>, -f- jv2i 
у которой мнимая часть ^  положительна, а соответствующая действи
тельная часть ш, определяет новую появляющуюся частоту.

Таким образом, в результате возникает некоторое кваэнпернодиче- 
ское движение, характеризующееся двумя различными периодами. Анало
гично тому, как после появления первого периодического движения течение 
обладало одной степенью свободы, теперь две величины (фазы) являются 
произвольными, т. е. движение обладает двумя степенями свободы.

При дальнейшем увеличении числа Рейнольдса появляются последо
вательно веб новые и новые периоды. Интервалы между числами Рей
нольдса, соответствующими последовательному появлению новых частот, 
быстро падают. Что касается самих вновь появляющихся движений, то 
они имеют веб более мелкие масштабы. Это значит, что порядок вели
чины расстояний, на которых заметно меняется скорость движения, тем 
меньше, чем позже данное движение появляется.

Таким образом, при R t^ > R * ,р движение быстро приобретает слож
ный и запутанный характер. Такое движение называется турбулентным; 
его свойства будут подробно исследованы в следующих параграфах. 
В противоположность турбулентному, правильное течение жидкости, прн 
котором она движется как бы слоями, обладающими различными с ко* 
ростямн, называется ламинарным.

Напишем общий вид функции v (x ,y ,z ,t ),  зависимость которой 
от BpcvciM определяется некоторым числом л различных частот ш( 
(х =  1, 2, . . . » /j). Вместо одной фазы у, =  ш,/ jit мы имеем теперь 
л различных фаз - i - Функцию v можно рассматривать как
функцию от этих фаз (и от координат), причем по каждой на них она 
является периодической функцией с периодом 2п. Такая функции может 
быть написана в eiue ряда

— / 2 РЛ1
v ( x , y , z , t ) = ^  Ap,,- .,p jx ,y,z )e  J e l  (24.8)

Ри  Р*» — I Рп

(суммирование производится по всем целим числам рг р „  . . ., рк), пред
ставляющего собой обобщение формулы (24,7). Заметим, что самый вы-
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бор основных частот « ....... . соя является, как видно из (24,8), не од
нозначный; с тем же успехом можно взять в качестве основных какие- 
нибудь п линейных независимых комбинаций шу с целыми коэффициентами1).

Движение, описывающееся формулой типа (24,8), обладает л степе
нями свободы; в него входят я произвольных начальных фаз $г По мере 
увеличения числа Рейнольдса вместе с увеличением числа частот растбт 
также и число степеней свободы движения. В пределе при стремлении Re 
к бесконечности число степеней свободы тоже делается сколь угодно 
большим.

Надо иметь в виду, тто поскольку скорость является периодической 
функцией фаз (с периодами 2п), то состояния, фазы которых отличаются 
только на целое кратное 2л, являются физически тождественными. Дру
гими словами, можно сказать, что все существенно различные значения 
каждой из фаз леж"ат в интервале 0 <. 2тт. Рассмотрим какую-нибудь 
пару фаз <р, =  и =  Пусть в некоторый момент
времени имеет значение а. Тогда согласно только что сказанному 
«одинаковые» с а значения <р, будет иметь во все моменты времени
t —  —I— 2ття — , где я —  любое целое число. Фаза и0 имеет в эти•>, •
моменты значения ср, =  ^?(а — j5,) -j-(5.-f-2пл ^  . Но различные час
тоты являются, вообще говоря, числами несоизмеримыми друг с другом,
так что — есть число иррациональное. Приводя каждый раз посредством 

•i _вычитания должного целого кратного от 2тт значение cpt к интервалу
между 0 и 2тт, мм получим поэтому при пробегании п значений от О 
до ос для <р2 значения, сколь угодно близкие к любому наперёд задан
ному числу в этом интервале. Другими словами, в течение достаточно 
большого промежутка времени и <р2 одновременно пройдут сколь 
угодно близко к любой паре наперёд заданных значений. То же самое 
относится, очевидно, и ко всем фазам. Таким образом, турбулентное дви
жение обладает свойствами некоторой, как говорят, квазипериоднчности: 
в течение достаточно долгого времени жидкость пройдёт через состоя
ния, сколь угодно близкие к любому наперёд заданному состоянию, опре
деляющемуся любым возможным набором одновременных значений фаз «г 

Мы ввели понятие о критическом числе Рейнольдса, как о том зна
чении Re, при котором возникает неустойчивость стационарного движе
ния в описанном выше смысле. Понятие о Rrt? можно, однако, харак
теризовать также и с несколько иной точки зрения. Именно, при Re<^Retр 
не существует устойчивых, не затухающих со временем, нестационар
ных решений уравнений движения. После достижения критического зна
чения появляется устойчивое нестационарное решение, которое и осу
ществляется реально в движущейся жидкости.

>| Эти лвнейиые комбинация должны быть такяыг, чтобы из пих мокко би
ло составить все возможные числа легко видеть, что лля этого детер-

I ‘
минлит иэ коэффициентов преобразован и я от старых частот к новым должев 
быть раисн единице.
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Ма отметили уже в § 22, что существуют некоторый исключительно- 
случаи ламинарных движений, остающихся устойчивыми по отношению 
к бесконечно малым возмущенным при сколь угодно больших числах 
Рейнольдса. Однако, и для згих движений (мы будем говорить для 
определенности о пуазейлевским течении по трубе, как примере таких 
движений) существуют критические числа Рейнольдса в указанном только 
что смысле,—  начиная с э их значений появляются устойчивые незату
хающие нестационарные решения уравнений движения, между тем гак 
■ри меньших Re таких решении нет. Разнниа по сравнению с обычными, 
не исключительными, случаями заключается в том, что, в то время кзх 
там после достижения критического числа Рейнольдса стационарное 
движение не может су шествии jTb вовсе. Здесь стационарное решение 
полрежнему остаётся устийчииым по отношению к бесконечно малым 
возмущениям и потому может Оыгь реально осуществлено.

Будет ли течение жидкости по трубе стационарным или нестацио
нарным —  зависит от начальных условий движения, имеющих место, на
пример, у входа трубы. При некоторых начальных условиях течение 
будет стационарным, при других же —  нестационарным. При Re, лишь 
немногим превышающих /?««,, большинство начальных условий приводит 
в результате к стационарному течению. Наоборот, при очень больших 
Re движение делается в большинстве случаев нестационарным, и для 
достижения стационарности движения необходимо соблюдение достаточ
ных пре юсторожиостей в смысле улраненпя возмущений, накладываю
щихся на течение. Иначе можно сказать, что, в то время как при Re, 
близких к Retр, стационарное течекно кожет лишь с трудом быть пере
ведено в нестационарное, при очень больших Re для этого достаточны 
почти любые, даже небольшие (но всС же конечные), возмущения. Вели
чина возмущений, необходимых для срыва стационарного режима движе
ния, при этом падает с ростом Re.

Экспериментально устойчивое нестационарное движение в трубе на
блюдалось, начиная от чисел Рейнолклса около 1900 (число Рейнольдса

da . лопределяется при этом как — , где а — диаметр трубки, а средняя ско

рость течения а есть , где Q — количество жидкости, протекающей
в 1 сек. через поперечное сечение трубки). Иэ сказанного выше о труд
ности осуществления нестационарного движения при Re, близких к Reur,
ясно, что истинное значение для течения по трубе лежит во всяком
случае ниже указанного числа.

Характер установления турбулентного рзжима при срыве ламинарного 
различен для обычных случаев и для течения по трубе. При течении по 
трубе нестационарное движение обладает многими степенями свободы 
не только при больших Re, но при всех вообше Re'^>ReIBH начиная от 
самого начала его устойчивости при Re =  Re„р (хотя, конечна, число 
степеней свободы веб же тем больше, чем больше Re). Поэтому не
стационарное течение жидкости является весьма сложным, т. е. тур
булентным, даже при Re, лишь немногим превышающих критическое 
аиаченне.
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Отличие между возникновением нестационарного движения в обоих 
случаях можно характеризовать ещё и следующим образом. При абсо
лютной неустойчивости стационарного течения возникновение нестационар
ного движении при прохождении через Re-j, происходит непрерывным 
образом, т. е. распределение скоростей в жидкости не испытывает ника
кого скачка. При течении же жидкости по трубе возникновение турбу
лентности, даже если бы оно имело место при Re =  Reкр, происходит 
скачком —  распределение скоростей меняемся скачкообразно. С этим 
различием связано, и частности, различие между зависимостью сопротив
ления от числа Рейнольдса в обоих случаях. Вели, например, речь ид̂ г 
о движении какого-нибудь тела в жидкости, то испытываемая им 
сила сопротивления F  не претерпевает скачка при Re =  ReKV (когда ста
ционарное обтекание делается абсолютно неустойчивым). В этой точке 
кривая F  (/?е) имеет только излом — соответственно изменению характера 
движения. При течении же в трубе при Л«3*/?вяр имеется но существу 
два различных закона сопротивления: один для стационарного, а другой — 
для турбулентного течений. При каком бы зн^ении Re  ни произошел 
переход одного в другое, сила сопротивления испытывает скачок.

Наконец, остановимся ещё на одном, принципиально возможном, типе 
потери устойчивости ламинарным движением. Этот тип соответствует слу
чаю, когда в уравнении (24,3) а отрицательно; положив {} = —  а, получим:

с положительным jl. При Re, несколько меньших чем /?вкр. член второго 
порядка отрицателен (так как Yi <. О При R е Ле«р). Но поскольку член 
четвертого порядка положителен, то при достаточной величине ампли
туды | А | производная ~  | А |* сделалась бы положительной. Это значит,
что движение становится неустойчивым по отношению к достаточно силь
ным возмущениям уже при Re /?е.г. Таким образом, описываемый тип 
неустойчивости отличается тем, что при определенном значении Re^ 
числа Рейнольдса движение становится неустойчивым по отношению к бес
конечно малым возмущениям, но уже при Re <[ Re^  имеет место неустой
чивость по отношению к по.чмущенням конечной иелнчими. В этом случае 
наряду с указанным критическим числом 1<е̂ р должно существовать 
еще одно, «нижнее», критическое число Рейнольдса, определяющее мо
мент появления устойчивых нестационарных решений уравнении дшгжения.

§ 25. Развитая турбулентность

Турбулентное движение жидкости при достаточно больших значениях Re 
характеризуется наличием чрезвычайно нерегулярного, беспорядочного 
изменения скорости со временем в каждой точке потока («развитая 
турбулентность»). Скорость все время пульсирует вокруг некоторого своего 
среднего значения; отметим уже здесь, что размах у т и х  пульсаций, вообще 
говоря, не мал по сравнению с величиной самой скорости. Такое же 
нерегулярное изменение скорости имеет место от точки к точке потока.
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рассматриваемого в заданный момент временя. Траектории жидких частиц 
в турбулентном потоке чрезвычайно сложны, что приводит к наличию 
сильного перемешивания жидкости.

Как было указано в предыдущем параграфе, турбулентное движение 
обладает очень большим числом степеней свободы. Значения соответ
ствующих этим степеням свободы начальных фаз f t определяются началь
ными условиями движения. Но задание точных начальных условий, которые 
бы определяли значения такого большого числа величин, является на
столько нереальным, что самая постановка вопроса в такой форме физи
чески бессмысленна.

Положение здесь аналогично тому, которое имело бы место прн 
попытке рассмотреть движение всех молекул, составляющих какое-ьиоудь 
макроскопическое тело, с помошыо уравнений механики, —  и здесь поста
новка вопроса о задании начальных условий, определяющих начальные 
значения координат и скоростей всех молекул, и дальнейшем интегриро
вании уравнений движения является физически бессмысленной. Аналогию 
можно пронести несколько дальше. Макроскопическое тело, рассматри
ваемое как состоящее из отдельных молекул, обладает грандиозным 
числом степеней свободы. Точное, микроскопическое, описание состояния 
тела требовало бы определения значения координат и скоростей всех 
составляющих его частиц. Точный ход изменения этих величин со вре
менем зависит от их значений в начальный момент времени. Но благо
даря крайней сложности и беспорядочности движения молекул можно 
считать, что в течение достаточно большого промежутка времени скоро
сти и координаты молекул пройдут через все возможные наборы их 
значений, так что влияние начальных условий сглаживается и исчезает. 
Это обстоятельство, как известно, приводет к возможности рассматри
вать макроскопические тела статистическим образом.

Аналогичное положение имеет место для турбулентного движения. 
Для точного описания изменения со временем распределения скоростей 
в движущейся жидкости должны быть заданы значения всех начальных 
фаз после чего будут известны значения всех фаз <?, =  « / -f ^ в каж
дый момент времени. Мы видели, что, вне зависимости от значений началь
ных фаз 'в течение достаточно долгого времени жидкость пройдёт через 
состояния, сколь угодно близкие к любому наперёд заданному состоянию, 
определяющемуся любым возможным набором одновременных значении 
фаз 9,. Отсюда следует, что при рассмотрении турбулентного движения 
в течение достаточно больших промежутков времени конкретные началь
ные условия перестают играть какую-либо роль. Это обстоятельство 
показывает, что теория турбулентного движения должна иметь 
статистический характер. В настоящее время полная количественная 
теория турбулентности ещё не построена. Тем не менее известен ряд 
весьма существенных качественных результатов, изложению которых и 
посвящены следующие параграфы. \

Введём понятие о средней скорости движения, получающейся в ре
зультате усреднения по большим промежуткам времени истинной скорости 
в каждой точке пространства. При таком усреднении нерегулярность 
изменения скорости сглаживается и средняя скорость оказывается n.iaBHJ
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меняющейся вдоль потока функцией. Мы будем п дальнейшей обозначать 
среднюю скорость посредством u =  v. Разность v' =  v —  и между истин
ной  и средней скоростями, обнаруживающую характерное для турбулент
ности нерегулярное вменение, мы будем называть «пульсационной) 
частью скорости.

Рассмотрим подробнее характер накладывающегося на усредненный 
поток нерегулярного, «пульсаииоиниго», движения. Это движение можно, 
в свою очередь, качественно рассматривать как результат наложения 
движений («турбулентных пульсаций») различных, как мы будем гово
рить, масштабов (мод масштабом движения подразумевается порядок 
величины тех расстояний, на протяжении которых существенно меняется 
скорость движения). По мере возрастания числа Рейнольдса появляются 
сначала крупномасштабные пульсации; чем меньше масштаб движения, 
тем позже такие пульсации пояАиются. При очень больших числах Рей
нольдса в турбулентном потоке присутствуют пульсации с масштабами от 
самых больших до очень малих. Основную же роль во всяком турбу
лентном потоке играют крупномасштабные пульсааии, масштаб которых — 
тряпка величины характеристических длин, определяющих размеры 
области, в которой происходит турбулентное движение; в дальнейшем 
мы бу'дем обозначать норялок величины этого основного масштаба каж
дого данного турбулентного движения посредством 1. Эти крупномасштаб
ные движения обладают наибольшими «амплитудами». Их скорость срав
нима по порядку величины с изменениями средней скорости на протя
жении расстояний I (порядок величины этих изменений будем обозначать
как Ли) *). Соответствующие этим движениям частоты— порядка отношения^
сре.тней скорости и (а не се изменения Дц) к размерам Л Действительно, 
одстота определяет период повторяемости картины движения, наблюдае
мой из некоторой неподвижной системы 01счёта. Но относительно такой 
системы вся эта картина движется вместе со всей жидкостью со скоро
стью порядка а.

Мелкомасштабные же пульсации, соответствующие большим часто
там, участвуют d турбулентном потоке со значительно меньшими ампли
тудами. Их можно рассматривать, как мелкую детальную структуру, 
наклаяываютуюся нл основное крупномасштабные турбулентные движе
ния. В мелкомасштабных пульсациях заключена лишь сравнительно малая 
часть всей кинетической энергии жидкости.

Из описанной картины турбулентного движения можно сделать заклю
чение о характере изменения пульсационной скорости вдоль патока 
(рассматриваемого в заданный момент времени). На протяжении больших

•) Мы говорим здесь о порядке величины пс самой средней скорости, » 
ей изменения (ка расстояниях порядка Л, поскольку именно зто измене
ние in  характеризует Скорость турбулентного движения. Абсолютная же 
величина срелней скорости может быть произвольной, в зависимости от того, 
в какой системе отсчета лпиженне рассматривается.

Отметим также, что экспериментально масштабы основного турбулентного 
движения оказываются в несколько раз меньше, чем характеристические рм- 
меры /, а его скорость — в несколько раз меньше, чем Ля.



РАЗВИТАЯ ТУРБУЛЕНТНОСТЬ 109

расстояний (сравнимых с /) изменение пульсавшонной скорости опреде
ляется изменением скорости крупномасштабных пульсаций и потому 
сравнимо по величине с порядком Ли. На малых же (по сравнению с /) 
расстояниях оно определяется мелкомасштабными пульсациями и потому 
мало (по сравнению с Ллг) *). Такая же картина имеет место, если 
наблюдать изменение скорости со временем в заданной точке простран
ства. На протяжении иалых (по сравнению с характеристическим вре
менем Т -W—) интервалов времени скорость испытывает незначительные
изменения; в течение же больших промежутков времени скорость ме
няется на величины порядка Ли.

В число Рейнольдса Re, определяющее свойства данного течения 
жидкости в целом, в качестве характеристической длины входит длина /. 
Наряду с таким числом Рейнольдса можно ввести качественное понятие 
о числах Рейнольдса имеющихся в турбулентном потоке пульсаций раз
личных масштабов. Если лесть порядок величины масштаба данного движения, 
a vK— порядок величины его скорости, то соответствующее число Рей
нольдса определяется как/?<А^~“ . Это число тем меньше, чем ыеньае
масштаб движения.

При больших числах Рейнольдса Re великя тапке я числа Pefl-
нольдса Rek крупномасштабных движений. Но большие числа Рейнольдса 
эквивалентны малым вязкостям. Мы приходим, следовательно, к резуль
тату, что для крупномасштабного движения, являющегося как раз основ
ным во всяком турбулентном потоке, вязкость жидкости не играет 
роли и может быть положена равной нулю, так что это движение 
вписывается уравнением Эйлера. В частности, отсюда следует, что
в крупномасштабной движении не происходит заметной дисснлацш
энергии.

Вязкость жидкости делается существенной только для самых мелко
масштабных пульсаций, число Рейнольдса которых делается сравнимым 
с единицей (масштаб этих движений обозначим как Х„; он будет опре
делён в следующем параграфе). Именно в этих мелкомасштабных пуль
сациях, несущественных с точки зрения обшей картины движения жидка- 
cm в турбулентном потоке, и происходит диссипация энергии.

Мы приходим, таким образом, к следующему представлению о дис
сипации энергии при турбулентном движении. От пульсаций с большими 
масштабами энергия переходит в пульсации с меньшими масштабами, 
практически не диссипируясь при этом. Можно сказать, что имеется как бы 
непрерывный (поток энергии» от крупно- к мелкомасштабным пульсациям, 
т. е. от малых частот к большим. Этот поток энергии дясснпируется, т. е. 
кинетическая энергия переходит в тепло, в самых мелкомасштабных пуль
сациях

1) Но велико по сравнению с изменением средней скорости яа том же 
малой расстояния.

*) Л ля поддержания «стационарного» состояния необходимо, конечно, на
личие внешних источников энергии, непрерывно передающих ее основному 
крупномасштабному гвижеиию.
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Поскольку вязкость жидкости существенна только для самых мелко
масштабных пульсаинй, то можно утверждать, что все величины, относя
щиеся к турбулентному движению в масштабах не могут зависеть от v
{более точно, эти величины не должны «сняться при изменении v и не- 
нзменных остальных условиях, в которых происходит движение). Это 
обстоятельство сужает круг иеличмн, определяющих свойства турбулент
ного движения, в результате чего для исследования турбулентности 
приобретают большое значение соображения подобия, связанные с раз
мерностью имеющихся п нашем распоряжении величин.

Применим такие соображения к определению порядка величин дне- 
сипаиин энергии при турбулентном движении. Пусть е  есть количество 
энергии, диссипируемой в единицу времени в единице объбма жидкости. 
Мы видели, что эта энергия черпается из крупномасштабного движения, 
откуда постепенно передаётся по веб меньшие масштабы, пока не дне- 
снпируется в пульсациях масштаба ).0. Поэтому, несмотря на то, что 
диссипация обязана в конце концов вязкости жидкости, порядок вели
чины е  может быть определён с помощью одних только величин, харак
терных для крупномасштабных движений. Таковыми являются плотность 
жидкости р, размеры / и скорость Ли. Из этих трёх величии можно со
ставить всего одну комбинацию, обладающую той же размерностью, что
и е, т. е. -22-—  =  — ?— г . Таким способом получаем:’ см> • сек ем • сек*

L ,  (25,1)

чем и определяется порядок величины диссипации энергии в турбулент
ной потоке.

Турбулентно движущуюся жидкость можно, в некоторых отношениях, 
качественно описывать как жидкость, облаааюшую некоторой, как гово
рят, «турбулентной вязкостью» , отличной от истинной кинемати
ческой вязкости V. Характеризуя свойства турбулентного движения, v ,^  
должно по порядку величины определяться величинами р, Ли, I. Един
ственной составленной из них величиной с размерностью кинематической 
вязкости является Лд-/, поэтому

т̂урб. ̂  Ли»/, (25,2)
Отношение турбулентной вязкости к обычной согласно этой формуле — 
порядка

*
1. е. растёт с числом Рейнольдса ').

•) В действительности, оанако, в этлм отношении должен стоять ешс 
довольно сметный численный коэффициент. Это сьяэано с у(ыз;жныы кыше 
обстомтельством, что I н Ли могут довольно заметно отличаться от истинных
масштабов и скоростей турбулентного движения. Отношение '-'Л 1- можно напи
сать более точно в виде ■*. ^  —, где учитывается тот факт, что *Т/рв. и »
должны в действительности сравниваться по порядку величины не при Не 1, 
а при Re ^  Л>.р.
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Диссипация энергии г выражается посредством vTypa. формулой
f \ u \ t

• Р ^ 7 ")

в соответствии с обычным определением б я э к о с т н . В т о  ерешя kjk v 
определяет диссипацию энергии по производным от истинной скорости но
координата», Vrypo. связывает диссипацию с градиентом [ ■*- "у I средней 
скорости движения. '  '

Применим соображения подобия ещё для определения порядка вели
чины Др изменения давления на протяжении области турбулентного дви
жения. Единственной величиной размерности давления, которую j j o j ; i io  
составить иэ р, t и Дн, яиляется р (Ли)1. Поэтому должно быть

(25,3)

§ 26. Локальная турбулентность

ПерсЯдбм теперь к изучению свойств турбулентности в масштабах 
малых по сравнению с основный масштабом I  турбулентности. Об этих 
свойствах мы будем говорить как о локальных свойствах турбулентности. 
При этом мы будем рассматривать жидкость вдали от твердых стенок, 
точнее, на расстояниях от этих стенок, больших по сравнению с X.

О такой мелкомасштабной турбулентности вдали от твёрдых тел мож
но высказать естественное предположение, что она обладает свойством 
изотропности. Это значит, что в участках, размеры которых малы по срав
нению с I, свойства турбулентного движения одинаковы по всем направ
лениям; в частности, они не зависят от направления скорости усреднён
ного движения. Необходимо подчеркнуть, что здесь и1 везде ниже в этом 
параграфе, где говорится о свойствах турбулентного движения в малом 
участке жидкости, подразумевается относительное движение жидких ча
стиц в этом участке, а не абсолютное движение, в котором принимает 
участие весь участок как целое и которое связано с движением более 
крупных масштабов.

Оказывается возможным получить целый ряд весьма существенных 
результатов о локальных свойствах турбулентности непосредственно из 
соображений размерности1)* Для этого выясним предварительно, какими 
параметрами могут вообще определяться свойства турбулентного движе
ния в участках, малых по сравнению с I, но больших по сравненн*э 
с расстояниями Х0, на которых начинает играть роль вязкость жидкости: 
ниже будет итти речь именно о таких расстояниях. Этими параметрами 
является плотность р жиакости и, кроме того, ещб одна характерная 
для каждого турбулентного потока величина — энергия е, дисснпируемая 
в единицу времени в единиие объйма жидкости. Мы видели, что е пред
ставляет собой «поток энергии», непрерывно передаваемой от пульсаций 
с Сблыинми к пульсациям с меньшими масштабами. Поэтому, хотя дис
сипация энергии н обусловливается в конечном итоге вязкостью жидкость.

') Эти результаты принадлежат А. Н. Колмогорову и А, М. Обухову.
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и происходит в самых мелкомасштабных пульсациях, тем не менее вели
чина s определяет свойства движения и в больших масштабах. Что 
касается масштабов / и Ли размеров и скорости движения в целом, ю 
естественно считать, что (ири заданных р и е) локальные свойства тур
булентности от этих величин не зависят. Вязкость жидкости v тоже не 
может входить ни в какие интересующие нас теперь величины (напоми
наем, что речь нлбт о расстояниях Х;>Х5).

Определим порядок величины изменения скорости турбулентного 
движ ении  на протяжении расстояний порядка X. Оно должно определять
ся только р, е и, разумеется, самой величиной расстояния X. Из этих 
тр€х величин можно составить всего одну комбинацию с размерность»

/ г,
ско р о сти ; таковой является - Поэтому можно утверждать, «по
должно бить

Ми приходим, таким образом, к весьма существенному результату, 
^вменение скорости на протяжении некоторого малого расстояния про
порционально кубическому корню из этого расстояния •). Величину ^  
можно качественно рассматривать и как скорость турбулентных движения 
масштаба порядка X.

Поставим теперь вопрос несколько иначе. Именно, определим по
рядок величины т», изменения скорости в заданой точке пространства, 
испытываемого ею в течение промежутка времени порядка т, малого по

_  /сравнению с характеристическим временем . — движения в целок.

Для этого замечаем, что благодаря наличию общего течения каждый 
данный участок жидкости в продолжение промежутка времени т пере
мещается в пространстве на расстояние порядка ироизведения та сред
ней скорости а на время т. Поэтому в данной точке пространства по 
истечении времени т будет находиться участок жидкости, который в на
чальный момент был удалён от этой точки на расстояние иг. Некому» 
величину V. мы можем, следовательно, получить, непосредственно под
ставляя в (26,1) т« вместо X;

- . ' O f ) ’ 0  < з д

Таким образам, изменение скорости в течение промежутка временя т 
пропорционально кубическому корню из этого промежутка.

От величины о, следует отличать изменение о, скорости данного пере
метающегося я пространстве участка жидкости. Эго изменение может, 
очевидно, зависеть только от величин р, е, определяющих локальные 
свойства турбулентности, и, разумеется, от величины самого интервала

*) Отметим, что изменение г\ скорости на малых расстояниях е<тъ, • 
основном, изменение пульсационной части скорости; изменение среляеЯ ско
рости на малых расстояниях мало по сравнению с изменением пульсаиионио! 
скорости на этих же расстояниях.

(26,1)



времени т. Составляя нэ р, е, т единственную комбинацию размерности 
скорости, получаем для искомого изменения

> / «\»л
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(26,3)

В  отличие от изменения скорости в заданной точке пространства оно 
пропорционально квадратному, а не кубическому корню из т. Легко 
видеть, что для малых т (по сравнению с Т) v* всегда меньше, чем v.. 

С помощью выражения (25,1) для е можно переписать (26, ]) в виде

(у )* '* .  (26,4)

Аналогично можно написать с, как

■ Ли (26,5)

(где Т i -).
Выясним теперь, на каких расстояниях начинает играть роль вязкость 

жидкости. Эти расстояния 10 определяют собой в то же время порядок 
величины масштабов наиболее мелкомасштабных пульсаций в турбулентном
потоке. Для этого составляем «число Рейнольдса» с помо
щью (26,4) получаем:

о ‘ ац-**13
Яе^ ~ я й Г  •

Ввода число Рейнольдса Re движения в  целом, переписываем это
в виде

*-л(тГ-
Порядок величины \0 определяется тем, что должно быть ReK ~  1. От
сюда находим;

V . - S J B -  р а д

Таким образом, наименьшие масштабы турбулентности падают при увели- 
ченки числа Рейнольдса обратно пропорционально этому числу в степени — . 
Для соответствующей скорости имеем:

Она тоже падает с увеличением Re. Наконец, порядок величи >si частоты,
соответствующей движениям этих масштабов, есть в 0 ~  ^  или

1 о

(26,8)

8 Механика сплошных срсд
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Этим определяется порядок величины верхнего конца частотного спектра 
турбулентного движения; нижний его конец лежит при частотах по
рядка в/Л Таким образом, диапазон частот растет пропорционально числу

Я 'Рейнольдса в степени у .
Аналогичные соображения дают возможность определить порядок 

величины числа степеней свободы турбулентного движения. Обозначим 
посредством л число степеней свободы, приходящихся на единицу 
объйма жидкости; я имеет размерность 1/сл*. Это число может 
зависеть только от величин р, г и, кроме того, от вязкости v, поскольку 
ею определяется нижний предел масштабов турбулентных движений. Из 
этих трех величии можно составить всего одну величину раз
мерности 1/ли1, именно, ( ^ j )  . С помощью (25,1) н (26,6) убеждаем

ся, что это есть не что иное, как -у —  результат, который естественно
\

было ожидать. Таким образом, имеем

"  (26,9)
>о ‘

Полное числа N  степеней свободы получается умножением я на объем 
области турбулентного движения, имеющий порядок величины /*:

(26 ,10)

Наконец, остановимся на свойствах движения в участках, размеры \ 
которых малы по сравнению с 10. В таких участках движение обладает 
правильным характером, и его скорость меняется плавно. Поэтому мы 
можем здесь разложить в ряд по степеням 1 и, сохранив только 
первый член, получим, что vx =  const.!. Порядок величины const, может 
быть определен иэ требования, чтобы при i  1а было - о^. Это 

о.
дабт const, -v. , н, подставляя (26,6) — (26,7), получим:

Ч)
vk у  (#6,11)

З а д а ч а

Дре жилете частицы находятся на малом расстоянии 1, друг от круга; 
определить порядок величины яременв т, а течение которого частицы раэоЯ- 
дутся на расстояние Ц (V, * V, • .

1] Формулы l2fi.fi)— (26,10] опрелеляют закон изменения соответствующих 
величин с числом Рейнольдса. Оли ко, что xjcaerca количественной стороны 
дела, то следует иметь н »иду, что ио все* этих формулах может я действи
тельности стоять алметнмй численный коэффициент. Тгк, число степеней сиоболы 
должно выть порядка единицы не при >- I, а при Re ■*- Rtxp. Поэтому ндло 
писать в (26,10) вместо Re отношение RefRe*?, так что

Re \*«



Решение.  Если 1^),, то имеем на соображений размерности: — ■>.(
di  V** I  *Интегрируя sto соотношение в счвтла, что ), ^  )ь имеем:

р>|у/»
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( ? ) ' •

§ 27. Корреляция скоростей
Уже формула (26,1) качественно определяет корреляцию скоростей 

в локальной турбулентности, т. е. связь между скоростями в дву* близ
ких точках потока. Введём теперь величины, которые могут служить 
количественной характеристикой этой корреляции. Такими величинами 
являются, например, компоненты тензора

в л “  —  v i i) —  wu )’ (27.1)
где v9 и Vj —  скорости жидкости в двух близких точках потока, а черта 
обозначает усреднение по времени 1). Радиус-вектор между точками 1 и 2 
(направленный от 1 к 2) обозначим посредством г; его величину т будем 
считать малой по сравнению с I  (ио не обязательно большой по сравне
нию с 10).

В силу изотропии локальной турбулентности тензор B lt не может 
зависеть ни от какого избранного направления в пространстве. Един
ственным вектором, который может входить в выражение для В {к, 
является радиус-вектор г. Другими словами, в Я ц может входить, кроме 
абсолютной величины г вектора г, только единичный тензор д/к и единич
ный вектор п в направлении г. Наиболее общий вид такого тензора 
второго ранга есть

В и =  А (г )^ - \ - В (г )п 1Пк. (27,2)

Выберем оси координат так, чтобы направление одной из осей совпа
дало с направлением п; компоненту скорости вдоль этой оси обозначим 
как vr, а перпендикулярную п составляющую скорости будем отличать 
индексом t. Компонента B rf есть тогда среднее значение квадрата 
относительной скорости двух близких жидких частиц в их движения 
навстречу друг другу. Аналогично В и есть средний квадрат скорости 
врашагельного движения одной частицы относительно другой, а В т,—  
среднее значение от произведения этих двух составляющих скорости. 
Поскольку вг= 1 ,  Я| =  0, то из (27,2) имеем:

В „ = А  +  В , B it =  A, B rt=  0. (27,3)

Выведем соотношение, связывающее B rf и В „.
Для этого предварительно замечаем, что изменение скорости на ма

лых расстояниях обусловлено в основном мелкомасштабными пульсациями.

') При отсутствии корелляили между значениями скорости в точках 1 и 2 
средние значения произведений в (27,1) сводились бы к произведениям средних 
■качений каждого множителя в отдеаьвости и потому обращались бы в нуль



Q другой стороны, свойства локальной турбулентности не зависят от 
имеющего наряду с ней место крупномасштабного движения. Поэтому 
для вычисления тензора В и  достаточно рассмотреть частный случай 
полностью изотропного и однородного турбулентного движения, в кото
ром усреднённое движение жидкости вообще отсутствует1). Раскроем 
скобки в определении (27,1):
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B ,k —  ° l ! °U  +  v t,vtk —  v iP'-* —  vu v*r 

В силу полной однородности и изотропности движения имеем теперь

=  v lkv tt. Таким образом,

=  2vuv u . (27,4)

Продифференцируем это выражение по координатам точки 2:

д В •  t - 2 v t a t , uдхи  1‘ох „ '

Но в силу уравнения непрерывности ^—  =  0, так что
ОХшл

£ - < > •
Поскольку В и является функцией только от компонент =  — хи
вектора г, то дифференцирование по хи  эквивалентно дифференцирова
нию но хк. Подставляя (27,2), получаем после простого вычисления 
следующее соотношение.

Л '- (-Я ' +  ̂  =  О

(' означает дифференцирование по г). Подставляя сюда (27,3), перепи
сываем это в виде

о,

откуда окончательно получаем общее соотношение между B rf и В п *)1

• • — ,). (27,5)

На расстояниях г, больших по сравнению с 10, разность скоростей 
пропорциональна г1'1 [согласно (26,1)]. Поэтому компоненты тензора В л

1) Такое движение можно представлять себе к »  движение в жидкости, 
подвергнутой сильному «взбалтывании* к затем оставленной в покое. Заметим, 
что такое движение вепреыенно аатухает со временем.

. *) Это соотношение, как н соотношении (27,13), (27,15), получены Карм ля оы 
и Говартом (Hcwarth),



для таких т пропорциональны г313. Подставляя в (27,5) B rr =  const, г*’5, 
B tt=icoasi. г  , получаем следующее простое соотношение:

В „  =  { В ГГ. (27,6)

Д л я  расстояний же г, малых по сравнению с 10, разность скоростей 
просто пропорциональна г и, следовательно, B ff и В н пропорциональны т®. 
Формула (27,5) приводит теперь к соотношению

B w =  2Srr. (27,7)

Для рассматриваемых расстояний В „  и В п могут ещ5 быть
выражены, каждая в отдельности, через диссилаиию энергии в. Пишем
B rT =  ar'll где а —  постоянная, и, комбинируя (27,2)— (27,4), находим:

vuvVk =  vuv i* — агЧи +

Дифференцируя это соотношение, без труда получаем: 
dvtl dvit t е dv\s dvti л

Поскольку это имеет место при сколь угодно малых г, то можно здесь 
положить xu = *xv , так что
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/<Ч\* dvt dv,
“ 1Sfl' 37,Txt“

С другой стороны, согласно общей формуле (Н ,3 ) инеем для вредней 
диссипации энергии:

— ! ( dvi dv,\} [ /Зол * до, до, 1
г = -2 pv { d i ^ d i j  =  ?v L U v  + я д а  =  , 5<jpv'

откуда a = ^ .  В результате получаем окончательно следующие coof* 
ношения, определяющие В п  и В и через среднюю диссипацию энергии J )l

■) Можно был*, бы думать, что сушсстпует принципиальная возможность 
получить унинерсальную (применимую к любому турбулентному дсииеннкО 
формулу, определяющую величины Вгп В „  для всех расстояний г, малых по 
сравнению с /. В действительности, однако, тгхой формулы вообще не может 
существовать, как это явствует из следующих соображений. Мгновенное иначе» 
нне величины (г3( — (»•>*— оц) можно было бы, принципиально, выразить 
универсальным обрзэом черса диссипацию энергии t в тот же момент врсме; ;). 
Однако, при усреднении этих выражений будет существенным аакон ивмеие- 
ння * в течение периодов крупномасштабных (масштабы ~  /) движений, раз
личных при различных конкретных случаях движения. Поэтому и результат 
усреднения не может быть универсальным.



Остановимся еще на тензоре «тройной корреляции!

В ш = {о ц — *>и ) («** -  » » )  (®»f— «и)- (27,9)

Будем опять считать, что движение полностью однородно и изотропно.
Рассмотрим предварительно вспомогательный тензор v ltvu vtr Этот тен- 
аор симметричен по индексам i  и А, а в силу изотропии должен, как 
я В л, выражаться через nt и Наиболее общий вид такого тензора 
есть

vuvu vv  =  С(Г)  Ьип, - f D  (г) {ttlnk -j-t ^ )  - f  F  (r) ntnknr  (27,10) 

Дифференцируя no xiP получаем в силу уравнения непрерывности:

(V u W v )

Подстановка сюда выражения для приводит после простого
вычисления, которое мы здесь не приводим, к двум равенствам:

£ [r* (3C + 2D + F)]= 0 , C' +  y ( C + iЭ) =  0.

Интегрирование первого даёт

ЗС +  2Д-|-^ =  ^ ^ .

Но прн г = О функпии С, D, F  должны оставаться конечными; поэтому 
надо положить const. =  0, так что

ЗС +  2Л +  F = 0 .

Из обоих полученных таким образом уравнений находим:

£> =  — F  =  гС' — С. (27,11)

Раскроем теперь скобки в (27,3). Легко видеть, что в силу изотропии
движения средние значения vuvXkv v  и v^vu vfl исчезают. Действительно, 
■ этих произведениях все три скорости берутся в одной и той же точ
ке; поэтому единственным тензором, через который должен выражаться
тензор ъ/окУ[, является Но из единичных тензоров невозможно 
составить симметрический тензор третьего ранга. Что касается таких
средних значений, как vuv Mvu и v uvu vIp то они равны друг другу 
с обратным знаком [при перестановке точек 1 и 2 меняется знак век
тора fij в (27,10)]. В результате получаем:

В ш  =  —  2 Is u V i i + W i i  +  * а Л Л | ) -  

Подстановка (27,10) и (27,11) приводит к выражению
в т = 2 (гС1 +  С ) {Ьип,+ V *  +  г,Л ) +  б (С -  г А ’) (27,12)
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Направляя опять одну из осей координат по направлению вектора п, 
получаем для компонент тензора В 1к1:

В ГГГ= \2 С , В , „ = 2 {С + г С ’). Вгг1= В ш= 0 .

Отсюда видно, что между отличными от нуля компонентами B tU и Вугг 
имеет место соотношение •

в .«= -гь< ,в "»>- <г7' ,3>

Наконец, оказывается возможным найти связь между компонентами 

тензоров B ik и B lU. Для этого вычисляем производную ^  (напо
минаем, что полностью однородное и изотропное движение непременно 

затухает со временем). Выражая производные и — с помощью 

уравнения Навье-Стокса, получаем:

—  ̂  ( ^ г  ) +  +  vV i i * u  •

При использовании свойства однородности и изотропности движения надо 
иметь в виду, что перестановка точек I и 2 связана с изменением зна
ка г, а потому надо изменить знак гроизводных (первых) по координатам. 
Поэтому два первых и два последних члена попарно равны друг другу. 
Что же касается третьего и четвёртого, то они равны нулю.

[Действительно, среднее эиачение PiVu  должно в силу изотропии

иметь вид / (г )п ь. С другой стороны, дивергенция =“ Pi )т ~
равна нулю. Но единственный центрально-симметрический вектором с вез
де равной нулю дивергенцией является вектор л*: такой вектор
обращался бы в бесконечность при г = 0 ,  что невозможно. Поэгому 
должно быть const. =  0.J 

Таким образом,

J f  vuvu  =  “  2 5 ^  v uv Li°n  +  (27,14)

Сюда надо подставить согласно выведенным выше формулам
    1 вv iiv ik =  V4VVI ~  У

+  Т2 ( - r f* -  О  (• * « ,+  *»«<) +

4 “ R<rS ^r—

§ 27] корреляция с к о р о с т е й  119
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Поскольку т предполагается малым, то в левой части (27,14) можно 
с достаточной точностью положить т =  0, т. е. =  va. В правой же 
части этого, разумеется, непосредственно делать нельзя, так как мы 
получили бы пря этом просто нуль. В  силу изотропии движения должно

бйть vtvk = у  т>*8/4, так что

д 5*О --------  О V  у

Но производная по времени от кинетической энергии есть не что

иное, как диссипация энергии — е. Поэтому
д   2 -
Э,*Ч.ри  =  -  5-Д

Простое, но длинное вычисление приводит в результате к следую
щему соотношению:

Т 7 < '+ 3^ -  <27' ,5>

Это соотношение, как и (27,13), справедливо при г как меньших, так 
и ббльших 1„. При член, содержащий вязкость, мал, и мы имеем
просто

а ,„= — т } ' -  (27,16)

Заметим, что если подставить в (27,15) при выражение (27,8)
для В п , то получится нуль; это связано с тем, *гго В ггг в этом случае
должно быть третьего порядка по г, так что члены первого порядка
должны сократиться.

§ 28. Область турбулентности и явление отрыва

Турбулентное движение является, вообще говори, вихревым. Одна
ко, распределение ротора скорости вдоль объёма жидкости обнару
живает при турбулентном движении (при очень больших Re) существен
ные особенности. Именно, можно притти к выводу, что. при «стацио
нарном» турбулентном обтекании тел весь объем жидкости можно 
обычно разделить на две области, отграниченные одна от другой. В одной 
из них движение является вихревым, а в другой ротор скорости отсут
ствует, и движение потенциально. Ротор скорости оказывается, таким 
образом, распределённым но по всему объёму жидкости, а лишь по его 
части (вообще говоря, —  тоже бесконечной).

Возможность существования такой отграниченной области вихревого 
движения является следствием того, что турбулентное движение может 
рассматриваться как движение идеальной жидкости, описывающееся
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уравнениями Эйлера1). Мы видели (§ 7), что для движения идеальной 
жидкости имеет место закон сохранения циркуляции скорости. В част
ности, если в какой-нибудь точке линии тока ротор скорости равен 
нулю, то это имеет место и вдоль всей этой линии. Напротив, если в 
какой-нибудь точке линии тока rot v 9^ 0, то он отличен от нуля вдаль всей 
линии тока. Отсюда ясно, что наличие отграниченных областей вихре
вого и безвихревого движения совместимо с уравнениями движения, если 
область вихревого движения представляет собой область, за границы 
которой не выходят находящиеся внутри нее линии тока. Такое распре
деление ротора скорости будет устойчивым, и ротор скорости не будет 
«проникать» за поверхность раздела.

Одним из свойств области вихревиго турбулентного движения является 
то, что обмен жидкостью между нею и окружающим пространством 
может быть только односторонним. Жидкость может втекать в неб из 
области потенциального движения, ко никогда не вытекает из неё.

Подчеркнём, что приведённые здесь соображения не могут, конечно, 
рассматриваться как сколько-нибудь точные доказательства высказанных 
утверждений. Однако, наличие отграниченных областей вихревого турбу
лентного движения подтверждается опытом.

Как в вихревой, так и в безвихревой областях движение тур
булентно. Однако, характер этой турбулентности совершенно раз
личен в обеих областях. Для выяснения происхождения этого различия 
обратим внимание на следующее общее свойство потенциального движе
ния, описывающегося уравнением Лапласа Дф =  0. Предположим, что 
движение периодично в плоскости х, у, так что <р зависит от х и у
посредством множителя вида тогда
и поскольку сумма вторых производных должна быть равна пулю, то 
ясно, что вторая производная по координате г равна <р, умноженному
на положительный коэффициент, * ’  t A- -f- А’) ? .  Но тогда зависимость

1 j 2
9 от 2 будет определяться затухающим множителем вида е~ • * *i + *2

1 / 5 3
при 7^>0 (неограниченное возрастание как е* * + очевидно, не
возможно). Таким образом, если потенциальное движение периодично в 
некоторой плоскости, го оно должно быть затухающим вдоль перпенди
кулярного к этой плоскости направления. При этом, чем больше А, и 
kv  т. е. чем меньше период повторяемости движения в плоскости х, у, 
тем быстрее затухает движение вдоль оси г. Все эти рассуждения 
остаются качественно применимыми и в тех случаях, когда движение не 
является строго периодическим, а лишь обнаруживает некоторую качес
твенную повторяемость.

!) Границей применимости этих уравнений к турбулентному Д ЕИ ж енню  
являются расстояния порядка V  Поэтому и о р езко й  границе между областями 
вихревого и безвихревого движений можно говорить только с точностью до 
таких расстояний.
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Отсюда непосредственно вытекает следующий результат. Вне области 
вихревого движения турбулентное пульсаиионное движение должно зату
хать, прнчбы тем быстрее, чем более мелкомасштабными валяются данные 
пульсации. Другими словами, можно сказать, что мелкомиештабные 
пульсации не проникают далеко в глубь области потенциального движе
ния. В результате заметную роль в этой области играют только самые 
крупномасштабные пульсации, затухающие лишь на расстояниях порядка 
величины размеров (поперечных) вихревой области (основным масштабом 
турбулентности являются как раз эти размеры).

Мы видели, что диссипация энергии при турбулентном движении 
связана с наиболее мелкомасштабными пульсациями; крупномасштабные 
движения заметной диссипацией не сопровождаются, с чем и связана 
возможность применения к ним уравнения Эйлера. Ввиду сказанного 
выше мы приходим к существенному результату, что диссипация энергии 
происходит в основном лишь в области вихревого турбулентного движе
ния и практически не имеет места вне этой области.

Имея в виду все эти особенности вихревого и безвихревого турбу
лентного движений, мы будем в дальнейшем для краткости называть 
область вихревого турбулентного движения просто областью турбулент
ного движения или турбулентной областью. В следующих параграфах 
будет рассмотрена форма этой области для различных случаев.

Турбулентная область должна быть ограничена с какой-нибудь сто
роны частью поверхности обтекаемого жидкостью тела. Линию, ограни
чивающую эту часть поверхности тела, называют линией t трыва. От нее 
отходит поверхность раздела между областью турбулентности и осталь
ном объемом жидкости. Самое образование турбулентной области при 
обтекании тела называют явмнием отрыва.

Форма турбулентной области определяется свойствами движения 
в основном объеме жидкости (т. е. не в непосредственной близости 
от поверхности тела). Она может быть, принципиально, определена 
с помощью уравнений движения идеальной жидкости, если задано положе
ние линии отрыва па поверхности тела. При этом сами эти уравнения 
допускают решение при произвольном положении линии отрыва. Действи
тельное ж с её положение определяется свойствами движения в непосред
ственной близости поверхности тела (в так называемом пограничном 
слое), где существенную роль играет вязкость жидкости (см. гл. IV).

§ 29. Турбулентная струп

Перейдвм теперь к рассмотрению некоторых конкретных примеров 
турбулентного движения и начнем с обтекания жидкостью угла, образо
ванного двумя пересекающимися бесконечыми плоскостями (на рис. 12 
изображён их поперечный разрез). При ламинарном обтекании (рис. 2) 
поток жидкости, идущей вдоль одной из сторон угла (скажем, в направле
нии от И к О), плавно поворачивался бы, лареходя в поток, идущий 
вдоль второй плоскости в направлении от края угла (от О к В). При 
турбулентном же обтекании картина движения оказывается совершенно 
иной.
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Поток жидкости, идущий вдоль одной из сторон угла, теперь не 
поворачивается, дойдя до края угла, а продолжает распространяться 
в прежнем направлении. Вдоль другой же стороны возникает поток 
жидкости, подтекающей в направлении к краю угла (от В  к О). «Сме
шивание» обоих потоков происходит в турбулентной области1) (гран и ц ы  
сечения этой области указаны на рис. 12 пунктиром). Происхождение 
такой области можно наглядно описать 
следующим образом. Представим себе та
кое течение жидкости, при котором иду
щий от А к О равномерный поток про
должал бы течь в том же направлении, 
заполняя вей пространство кверху от пло- А О
скости АО  и её продолжения направо 
в глубь жидкости, а в пространстве под 
этой плоскостью жидкость была бы вообще 
неподвижна. Другими словами, мы имели 
бы при этом поверхность разрыва (продол
жение плоскости АО) между жидкостью, Рис. 12.
текущей с постоянной скоростью, и жид
костью неподвижной. Но такая поверхность разрыва является неустой
чивой и не может реально существовать (см. ниже § 63). Эта неустой
чивость приводит к ев «разбалтыванию! и образованию области турбу
л е н тн о го  движения. Подтекающий от В  к О  поток возникает при этом 
в результате того, что в область турбулентности должно происходить 
втекание жидкости извне.

Определим форму области турбулентного движения. Выберем ось х  
указанным на рис. 12 образом; начало координат находится в точке О. 
Обозначим посредством и У, расстояния от плоскости х, г до верх
ней н нижней границ турбулентной области; требуется определить 
зависимость К, и У, от х. Эту зависимость легко определить непосред
ственно из соображений размерности. Поскольку все размеры плоско
стей бесконечны, то в нашем распоряжении нет никаких характерных 
для рассматриваемого движения постоянных параметров с'размерностью 
длины. Отсюда следует что единственной возможной зависимостью 
величии У,, Yt от расстояния х  является их прямая пропорциональность:

К , - «В о » .* , (29,1)

Коэффициенты пропорциональности являются просто численными постоян
ными; мы пишем их в виде tgat, tg<*s, так что а, и а2 суть углы наклона 
обеих границ турбулентной области к оси х. Таким образом, область 
турбулентного движения ограничена двумя плоскостями, пересекающимися 
вдоль линии края обтекаемого угла.

Значения углов а, и я , зависят только от величины обтекаемого 
угла и не зависят, например, от скорости набегающего потока жцд-

I) Напоминаем, что вяе турбулентной области имеет место безвихревое 
турбулентное движение, постепенно переходящее в ламинарное по мере j*A*e- 
ння от этой области.
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кости. Они не могут быть вычислены теоретически; экспериментальные 
данные дают, например, для обтекания прямого угла значения а1 =  5°, 
а2 —  9°.

Скорости потоков жидкости с обеих сторон угла неодинаковы; их 
отношение является определённым числом, зависящим опять-таки только 
от величины обтекаемого угла. Прн неслишком малых углах одна из 
скоростей оказывается значительно больше другой —  именно, большей 
является скорость того потока, в направлении которого расположена 
турбулентная область (поток от А к О). Так, при обтекании прямого 
угла скорость потока вдоль плоскости >10 в 30 раз больше скорости 
потока от Б  к О.

Отметим ещё, что разность давлений жидкости по обе стороны 
турбулентной области очень мала. Так, при обтекании прямого угла 
оказывается

P i — Рл —  0.003 pU*

Здесь t/j —  скорость набегающего потока (от А к О), р, —  давле
ние в верхнем (вдоль АО), а р3— в нижнем (вдоль ВО ) потоках 
жидкости.

В предельном случае равного нулю обтекаемого угла мы имеем 
дело просто с краем пластинки, вдоль обеих сторон которой течет жид
кость. Угол раствора турбулентной области при атом тоже
обращается в нуль, т. е. турбулентная область исчезает; скорости же 
потоков по обеим сторонам пластинки становятся одинаковыми. При 
увеличении угла АО В  наступает момент, когда плоскость ВО  касается 
нижней границы турбулентной области; угол АОВ  является при sto m  
уже тупым. При дальнейшем увеличении угла АО В  область турбулент
ности будет оставаться ограниченной с одной стороны поверхностью 
твердой стенки. По существу, мы имеем при этом дело просто с явле
нием отрыва, с линией отрыва вдоль края угла. Угол раствора турбу
лентной области остаётся веб время конечным.

В качестве следующего примера рассмотрим задачу о бмошей из 
конца тонкой трубки струе, распространяющейся в неограниченном во 
все стороны, заполненном той же жидкостью пространстве1) (задача 
о ламинарном движении в такой струе была решена в § 19). На боль
ших по сравнению с размерами отверстия трубы расстояниях (о кото
рых только и будет игти речь) струя аксиально симметрична, вне зависи
мости от конкретной формы отверстия.

Определим форму области турбулентного движения в струе. Вы
берем ось струи в качестве оси х, а радиус области турбулентности 
обозначим посредстоом /?; требуется определить зависимость R  от х 
(j: отсчитывается от точки выхода струн). Как и в предыдущем примере, 
эту зависимость легко определить непосредственно из соображений 
размерности. На больших по сравнсншо с размерами отверстия трубы 
расстояниях конкретная форма и размеры отверстия не могут играть 
роли для формы струи. Поэтому в нашем распоряжении нет никакие

’) Эта залача была рассмотрена впервые Толмнноы (Tollmien).
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характерных для струи постоянных параметров с размерностью длины. 
Отсюда опять следует, что R  должно быть пропорционально х\

Л — tge-JC, (29,2)

где численная постоянная tga одинакова для всех струй. Таким образом, 
область турбулентного движения представляет собой конус; эксперимент 
дайт для угла раствора этого конуса значение 2а« 2 4 ° .

Скорость жидкости в каждом поперечном сечении струи уменьшается 
при удалении от оси струн. Точный ход этого уменьшения внутри 
турбулентной области не может быть вычислен теоретически. Распре
деление же средних скоростей вне этой области может быть определено; 
это вычисление приведено в задаче 1 к этому параграфу. Укажем уже 
здесь, что на краю турбулентной области скорость делае1ся очень ма
лой по сравнению со скоростью на оси струи.

Скорость в струе падает также с увеличением расстояния от отвер
стия. Легко определить закон, по которому происходит это уменьшение. 
Для этого воспользуемся следующими соображениями. Полный поток 
импульса через сферическую поверхность (с центром в точке выхода 
струи) должен оставаться неизменным при изменении ев радиуса. 
Плотность потока импульса в струе —  порядка величины ры2, где а есть 
порядок величины некоторой средней скорости в струе; это есть един
ственная величина должной размерности, которую можно составить из 
имеющихся в нашем распоряжении плотности жидкости р, скорости и 
и расстояния х. Площадь той части поперечного сечения струи, в ко
торой а заметно отлично от нуля, —  порядка величины R*. Поэтому пол
ный поток импульса — порядка pu*R2. Приравнивая это выражение по
стоянной и поставляя R  =  const.х, получаем:

и -  , (29,3)

т. е. скорость падает обратно пропорционально расстоянию от точки 
выхода струн.

Количество Q жидкости, протекающей в 1 сек. через поперечное сече
ние турбулентной области струи,— порядка величины произведения его пло
щади (^. R 3) на среднюю скоростью. Подставляя (29,2)— (29,3), находим т):

Q —  Bx. (29,4)
Таким образом, расход жидкости сквозь сечение турбулентной области 
возрастает с х (т. е. жидкость как бы втягивается в турбулентную 
область2). Входящую сюда постоянную можно определить следующим

<) Если две переменные величины, меняющиеся в широких пределах, всег
да— одного порядка величины, то они вообще всегда пропорциональны друг 
другу. Поэтому в данном (и в других аналогичных) случае вместо 0-v.const. х 
можно писать точную формулу 0  =  const, .г.

*) Что касается полного потока жидкости через всю бесконечную пло
скость, проведёипую поперек струи, то он оказывается бесконечным, т. е. 
струя, бьющая в неограниченное пространство, увлекает с собой бесконечное 
количество жидкости.
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обрдаом. На расстояниях порядка величины размеров отверстия трубки 
Q должно переходить в характерное для каждой данной струн количе
ство Qc жидкости, выбрасываемой в 1 сек. из трубы. Отсюда видно, что
В  где а —  поперечные размеры отверстия трубки (например, его
радиус, если отверстие круглое). Таким образом, можно написать

где с _  численная постоянная, зависящая только от формы отверстия. 
Эта постоянная не может быть вычислена теоретически.

Движение в каждом участке длины струи характеризуется числомUD
Рейнольдса для этого участка, определяемым как — . Но в силу (29,2)
и (29,3) произведение aR  остается постоянным вдоль струи, так что число 
Рейнольдса одинаково для всех участков струи. В качестве этого числа
может быть выбрано, например, отношение — . Входящая сюда постоян
ная В  является тем единственным параметром, который определяет все 
движения в струе. При увеличении «мощности! струи Q0 (при заданной 
величине а отверстия) достигается в конце концов некоторое крити-Ш
чес кое значение числа Рейнольдса — , после которого движение делаетсяР*
турбулентным одновременно вдоль всей длины струи.

З а д а ч и

1. Определить среднее движение жидкости в струе вне турбулентной 
области.

Реш ение. Выбираем сферические коорлннаты г. {, с с полярной осы* 
вдоль оси струн и началом координат в точке ее выхода. В силу аксиальной 
симметрии струи компонента пв сродней скорости отсутствует, а ие, и, явля
ются функциями только от г и в. Те же соображения, что и о задаче о ламинар-

I ' А' р ||1
ноА струе в § 19, показывают, что и,. и( должны иметь вид Uq =  —— , и, = --- .
Вне области турбулентности движение жидкости потенциально (§28), т. с. 
го4 н = 0, откуда

ди.
- _ ( п Ч , =  0.

t in , I d FНо гщ не зависит от г, поэтому откуда F sco m L  Написаа
cocut. в ниде — а, имеем:

■» =  -  т -  <0
Из уравнения непрерывности

I * » , . , .  I А



получаем теперь:
. const — в cos в 

'  SInfl *
Постоянная интегрировании должна быть положена рапной — а так, чтобы ско
рость не обращалась в бесконечность прн В=к (что касается обращения / в 
бесконечность лри в — 0, то оно несущественно, поскольку рассматриваемое 
алесь решение относится только к пространству вне турбулентной области, ж 
направление 0 =  0 лежит внутри нее). Таким образом,

а 1 4-crts 9
U|1 г sin ♦ ’ №

Проекция скорости на направление струи (сх) и абсолютная велвчвиа скоро
сти ранцы

a  a  cos в а \"г=Т =—— . « = 7  г* W
via —2

Постоянную а  можно связать с постоянной В ,  входящей в формулу (29.4). 
Рассмотрим отрезок конуса турбулентной области, ныреэаемый двумя бес
конечно близкими поперечными сечениям и . Количество жидкости, втекающей 
в 1 сек. извне в этот участок турбулентной области, равно dQ =  
=  2*др(1 ens а) dr, а m формулы (29,4) имеем dQ =  В  dx = В  cos a dr. Сравнивая 
оба выражения, прлучаеи:

_ В  cos а
* 2пр I ( о  * * ^

Сравним среднюю скоростьй т внутри турбулеитяоЯ области (огтрелелбяиутс.
— О вкак  ят -  Г Т “ ) с0 скоростью (ах)„ог на границе этой области., Kfx 1S 0

Взяв вторую из (3) с (l— a, получаем:
(ЦА<» _  1 -COSa 

«х 2
При «гг 12° получаем для этого отношения значение О.ОН, т. е. на границе 
турбулентной области скорость мала по сравнению со средней скоростью 
внутри области.

2. Опрелелить закон изменения размеров и скорости в струе, бьющеВ из 
бесконечно длинной тонкой шели.

Реш ение. По тем же причинам, как и для аксиальной струн, заключав!!, 
что турбулентная область о'раничена двумя плоскостями, пересекающимися 
вдоль линии шели (т. е. ширина шели У — const х). Поток импульса в струе 
(отнесенной к единице длины шели) — порялка Для зависимости средней

const _скорости и от х  получаем поэтому п-.--- -- Расход жидкости через сечение
У х  _

турбулентной области струи Q -ч. иУ, откуда Q к  const

§ 3 0 ] сл е д  127

§ 30. След

При числах Рейнольдса, значительно превышающих критическое, при 
обтекании твердого тела потоком жидкости за телом обрпзуется длинная 
область турбулентного движения. Эту область называют турбулентным  
следом.

Обозначим посредством U постоянную скорость набегающего на тело 
потока жидкости (направление L) выберем "в качестве осн х). Истинную
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же скорость жидкости в каждой точке будем писать в виде суммы 
U_|_v; на бесконечности v обращается в нуль. Усредненная скорость 
есть U -(-и, где посредством и обозначено V.

П о л н ы й  поток импульса, переносимого жидкостью через какую-нибудь 
замкнутую поверхность, охватывающую собой обтекаемое тело, равен 
взятому по этой поверхности интегралу от тензора потока импульса]

Напишем давление в виде р=р^-\-р\ где р0 — давление ка беско
нечности. Интегрирование постоянного члена Ut Uk даст в
результате нуль, поскольку для замкнутой поверхности векторный 
интеграл (£dt =  0. Обращается в нуль также и интеграл U, :
поскольку полное колтества жидкости в рассматриваемом объеме остает
ся неизменным, полный поток жодкости f pv d i  через охватывающую
его поверхность должен исчезать. Наконец, вдали от тела скорость v 
мала ло сравнению с U. Поэтому, если рассматриваемая поверхность 
расположена достаточно далеко от тела, то на ней можно пренебречь 
в П.. членом yvtvk ло сравнению с рUkvr  Таким образом, полный 
поток импульса будет равен интегралу

Выберем теперь в качестве рассматриваемого объема жидкости 
об-ьём между двумя поперечными сечениями потока (т. е. бесконечными 
плоскостями х =  const.), нз которых одно взято впереди, а другое — 
позади тела (причем оба—  на достаточном расстоянии от тела). При опре
делении полного потока импульса интеграл по бесконечно удаленной 
«боковой» поверхности исчезает (так как на бесконечности р‘ =  0, v =  0) 
и поэтому достаточно интегрировать только по обеим поперечным плоско
стям. Получающийся таким образом поток импульса представляет со
бой, очевидно, разность между полным потоком импульса, «втекающим» 
через переднее, и потоком, «вытекающим» через заднее сечение. Но эта 
разность является в то же время количеством импульса, передаваемым 
в единицу времени от жидкости к телу, т. е. силой F, действующей на 
обтекаемое тело.

Таким образом, компоненты силы F равны разностям

F'=(И - И) dydz' Fy=Ш — И)рUv/ydr’М = Хщ X — Xi jrcjr, X—Xi

F ' =  ( И  -  И )
где интегрирование производится по бесконечным плоскостям х = ?х х 
н х =  ха (Х|, xt — координаты точек значительно позади и значительно 
впереди тела). Рассмотрим сначала первую из этих величин.

(f>l\a d/k.
Компоненты тензора П|4 равны:

<f(P' +
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В*е следа движение потенциально, и потому справедливо уравненне 
Бермулли

Р +  4  <U +  v)5 =  const- 53 Яв +  Р ■'j-

или, яреиебрегая членом по сравнению с pUv,

Р ‘ =  —  р Uvx.

Мы видим, что в этом приближении подннтегральное выражение в F  
обращается в куль во всей области вне следа. Другими словами, инте
грал по плоскости дгавх, (проходящей впереди от тела, считая по ходу 
течения, и не пересекающей следа вовсе) исчезает полностью, а в инте
грале по задней плоскости дг =  х1 достаточно интегрировать лишь по 
площади S 0 сечения следа. Но внутри следа изменение давления р'—  
порядка величины pv3, т. е. мало по сравнению с fU v t . Таким образом, 
приходим к окончательному результату, что сила, действующая на тело 
в направлении обтекания, называемая силой сопротивления, равна

F ^ — tU Q u j iy d z ,  (30.1)

где интегрирование производится по площади поперечного сечения следа 
вдали от тела (мы интересуемся, конечно, усреднёнными по времени 
величинами и потому пишем здесь ил вместо ®л).

Рассмотрим теперь силу F f , F t, стремящуюся сдвинуть тело в попе
речном направлении и называемую подъёмкой силой. Вне следа, где

6ш д•движение потенциально, можно написать v  ̂=  ~ , v t = - ~ ;  интеграл по 
проходящей везде вне следа плоскости х = х 9 обращается в нуль:

поскольку на бесконечности <р =  0. Таким образом, для подъёмной силы 
получаем выражение:

Fy =  —  f> U ^ u ydyd2,. F t =  —  f U ^ u t dydz, (30,2)

где, однако, в противоположность формуле (30,1) интегрирование про
изводится не только по площади сечения следа, а по всей бесконечной 
плоскости сечения потока позади тела. Е>:ли обтекаемое тело обладает 
осью симметрии (не обязательно полной аксиальной симметрии) и обтека
ние происходит вдоль направления этой оси, то осью симметрии обла
дает и движение жидкости вокруг тела. В этом случае подъёмная сила, 
очевидно, отсутствует.

Рассмотрим теперь турбулентный след ка больших (по сравнению с 
размерами тела) расстояниях и определим его форму '). Обозначив не

■) Эта задача была впервые рассмотрена Шлихтингом (Schlicbting).
5 Механика сплоили» ср»д
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которую поперечную ширину следа посредством У, мы определим за
висимость У от х. Если при обтекании тела подъёмная сила отсутствует, 
то на больших расстояниях от тела след обладает аксиальной сим
метрией и имеет круговое сечение; величиной Y может являться в этом 
случае диаметр следа. Наличие же подъемной силы приводит к появле
нию некоторого избранного направления в плоскости у, z, и след уже 
не будет обладать аксиальной симметрией ни на каких расстояниях от 
тела.

Продольная компонента скорости жидкости в следе —  порядка вели
чины U, а поперечная —  порядка некоторого среднего значения и тур
булентной скорости. Поэтому угол между линиями тока и осью х —  по
рядка величины отношения j j  . С другой стороны, граница следа яв
ляется, как мы знаем, границей, за которую не выхолят линии тока 
вихревого турбулентного движения. Отсюда следует, что угол наклона 
линии контура продольного сечення следа к оси х —  тоже порядка вели
чины у . Это значит, что мы можем написать:

dY и
d x ^ U '  (30>3)

Область интегрирования в (30,1) —  порядка величины К2. Поэтому 
оиенка этого интеграла приводит к соотношению

F x ^ p U aY *  или (30,4)

Подставляя это в (30,3), находим:
dY F .  
dx *Чр pZTTF» ■

откуда посредством интегрирования:

<зо’5>

Таким образом, ширина следа растёт пропорционально кубическому 
корню из расстояния от тела. Для скорости и имеем из (30,4) н 
на (30,5):

( 3 0 *6 )

т. е. средняя скорость движения жидкости внутри следа падает обратно 
пропорционально х2Я.

Движение жидкости в каждом участке длины следа характеризуется
числом Рейнольдса Re . Подставляя (30,5) и (30,6), получаем:

4 Ш Я -



Мы видны, что это число не остается постоянным вдоль длины следа, в 
противоположность тому, что мы ниели в случае турбулентной струн. 
На достаточно больших расстояниях от тела Re делается настолько 
малым, что движение в следе перестают быть турбулентным и становится 
ламинарным.

Форму этой ламинарной области следа можно определить следующим об
разом. В уравнении Навье-Стокса член [v^ )v I имеет для движения в
следе порядок величины (U  -f-u) *» —  ■ Член же vAvx— порядка

vu ,

V — J- -V. (производные по х малы по сравнению с производными по  у, 

поскольку х^> У). Сравнивая обе эти величины, имеем U  —■ отууда

V  V ' (30,7

Таким образом, в ламинарной части следа его ширина пропорциональна 
квадратному корню иэ х. Надо, впрочем, иметь в виду, что в л а м и н а р 
ной области не существует никакой резкой границы следа, кок в турбу
лентной облает»; здссь У есть просто порядок величины расстояний, на 
которых скорость заметно па 1ает при удалении от «оси» следа. Для закона 
спадания скорости с расстоянием от тела получаем в ламинарной обла
сти иэ (30,4) и (30,7):

(30,^)

Отметим здесь некоторые общие свойства распределения скоростей 
вокруг обтекаемого тела. Как внутри турбулентного следа, так и вне 
его скорость (речь идёт везде о скорости и) падает с увеличением рас
стояния от тела. При этом, однако, продольная скорость ия падает вне 
следа значительно быстрее, чем внутри следа (как 1 jx2 —  см. задачу 1). 
Поэтому вдали от тела можно считать, что продольная скорость и( 
имеется только внутри следа, а вне его «1ш 0 . Можно сказать, что их 
спадает от некоторого максимального значения на «осда следа до нуля 
на его границе. Что же касается поперечных скоростей иу, и^ то 
на границе следа они того же порядка величины, что и внутри него, а 
при удалении от следа (при неизменном расстоянии от тела) они быстро 
падаю I.

Исключением иэ этого правила является случай широкого и тонкого 
следа. Такой след получается, например, при обтекании тела, «размах» 
которого велик по сравнению с остальными его размерами, т. е. при 
обтекании длинного тела в направлении поперёк его длины; примером 
является обтекание крыла самолета. В этом случае скорость в нач 
правлении, перпендикулярном плоскости следа, имеет одинаковой порядок 
величины как внутри следа, так и на значительных (порядка «размаха» 
крыла) расстояниях от него.

Выберем ось у  в направлении «размаха» тела (перпендикулярно плоско
сти чертежа на рис. 13) и рассмотрим вертикальную подъемную силу
8*
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развивающуюся при таком обтекании. Поскольку толщина следа (по оси г) 
мала, а скорость иг внутри него отнюдь не велика по сравнению с этой

же скоростью вне следа, то в расснатри- 
С  у ваемом случае можно с достаточной точ

ностью ограничиться при интегрировании
no dz в интеграле F t =  — pU \  ̂ ujizdy
интегрированием только по облаете вне 

, гг следа, т. е. написать:

✓
(

j и/ 2  =5: j U/lz 4- { Utdz,

Рис. 13.
где z, и г , —  координаты границ следа. 

Но вне следа движение потенциально и и, = ^ 1 > иыея в виду, что на 
бесконечности <р =  0, получаем поэтому:

—  <f>a —
где if, и у, —  значения потенциала на обеих поверхностях следа; можно 
сказать, чти <pt —  <р, есть скачок потенциала при прохождении через 
след. Таким образом, получаем для подъемной силы следующую формулу:

F, =  9и  J  аУ- (30,9)
Интегрирование по dy распространяется, очевидно, фактически лишь по 
ширине следа (вне следа, конечно, <р, —  ¥2 55 0).

Эту формулу можно представить в несколько ином виле. Для этого 
замечаем, что по изиестным свойствам интегралов от градиента скаляра 
можно написать разность 9, —  <р, л виле криволинейного интеграла 

=  j  (су*у ■+■ e/k ), взятому по контуру, выходящему из точки г,, 
огибающему тело и приходящему в точку гг, проходя, таким образом, 
иезде в области потенциального движения. А благодаря тонкости следа 
можно, не изменяя интеграла с точностью до малых величин высшего 
порядка, дополнить этот длинный контур коротким отрезком от г, ло zt, 
превратив его таким обрлэом в замкнутый. Обозначая посредством Г цирку
ляцию скорости по замкнутому контуру С, охватывающему тело (рис. 13):

Г = $ п < Я  =  <р,— <р„ (30,10)
С

получаем для подъёмной силы формулу
/ % = ~ p t / J r < y ,  (30,11)

называемую формулой К у т т а  (KuttaJ-Жуковского.
З а д а ч и

1. Определить движение жидкости вне турбулентного следа (на бодыпах 
расстояниях от тела) в случае отсутствия подъемной силы.

Реш ен  я е. Полный поток жидкости через сферу S большого радиуса 
с нейтрон в насте вахождения тела (как в череа всякую другую аамклутую



поверхность) должен быть равен нулю. Но через часть St этой сферы, являю
щуюся площадью сечения следа, втекает количество жидкости — \{и, dy dt ■»

f
. Поэтому через всю остальную площадь сферы должно вытекать столько 

I* Fже жидкости, т. е. должно быть \ nd1=-77. В силу малости S* по сравнению
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5 -S . Y<->
со всей площадью 5, можно заменить это условие требованием

S
(вне следа движение потенциально). Удовлетворявшее чтому условию реше
ние уравнения Лапласа i f  =  0 для потенциала j  средней скорости о есть 
(г— расстояние от тела):

F x 1 F .  г
* 4i f  U г ' °  — г3 '

Таким образом, распределение скорости пне следа вдали от тела оказывается 
сферически симметричным, причем скорость падает как -5-,

Г*

2. Определить движение в ламинарной области следа (при наличии как 
евлы сопротивления, так и подъемной силы).

Реш ение. Написав в уравнении Навье-Стокса скорость в виде о -[ U " 
опуская (вдали от тела!) квадратичные по и члены, получаем:

,.д п  - Р  , / Л «  . <?=о\

|иы пренебрегли также в in членом Ищем решение в виде а =  -{- ма.
где ■( есть решение уравнения

гг< 4_ /<**«1 . ^пЛ  
v  d i ~  т V3JT ̂  о ?  I'

Величину* же п* связанную с наличием члена — в исходном уравнении,
можно вскать в виде градиента от некоторого скаляра. Поскольку вдали 
от тела производные по х малы по сравнению с производными по у  и г, то,
в рассматриваемом приближении, в ах надо пренебречь членом т. е. счи
тать п ,=  и1х.

Таким образом, для их имеем уравнение

Это уравнеиие формально совпадает с двухмерным уравнеияем теплопровод-
хностн, причем роль времени играет р- , а роль коэффициента температуро

проводности— вал ко ст ь  у. Решение, спадающее с у й *  (при заданном х), а в 
пределе при х —»0 приводящее к бесконечно малой шврине следа рас
сматриваемом приближении расстояния порядка размеров тела считаются ма-

j _  Ч У'*’1'
лымн), есть (см. § 41) consi. — е *' 1 . Постоянная определяется нэ уело-



вия \\uxdyd2 =i — причем ввиду быстрого спадания их с у  и г можно
's ' ^распространить интегрирование до •£. и . В результате получаем:

и /*+«■
1 X 1 Г  Ь  ~  

м- = “ 4 * (!)

Качественные результаты (30,7) — (30,8) наюдятся, как и должно было быть, 
в согласии с этой формулой.

Такой же вид, как (1), должны иметь также и aly, ult . Выберем напра
вление подъемной силы в качестве оси г (так что F^— О). Согласно (30,2) и
замечая, что на бесконечности {> =  0, имеем:

НЬ оо
^ a,d yd i =  ̂ ( u u +  p2 \ iy d i= § \  eltdydz—  j ja ^ d y r f^ O .
— ов

Определяя из этих условий coast, в uly, itlt, получаем:
Уу*+**

<Н F, 1 ~ <1 1 I ^
и у =  3— , u . t  т  a Z. *У ду * 4*р* х oz

Для определения функции Ф поступаем следующим образом. Согласно уравне-
duu dtif

иию непрерывности div u=s= -j- = 0; подставляя (2), получаем:

/ &  , <Я \ t _  du„
V 2 P 'r 3SV r _ — зг-  (2)
равенство по х я восп 
р получаем:

( * L  +  m  _ 4 ./ М  - - Х ( —V dy’1 ' дгч дх дг\ дх ) U \<*у5 1 rf-3/
Отсюда

di/  v duit
dx Z7 dz ’

Наконец, подставляя выражение для utJ и интегрируя по х, получаем оконча
тельно:

i/ y-~rz4

* = - S ? 0 ? T 5  I * " * ” 5 - - ' !  lS>
(постоянная интегрирования выбрана так, чтобы ф оставалось конечным при 
y = i  =  0). Из (?) — (3) видно, что Чу и и( содержат, в отлнчие от наряду 
с членами, экспоненциально падаюшими с у  и z (при данном х), также я 
члены, значительно медленнее убывающие при удалении от «оси» следа

( как
3. Воспользовавшись результатами аадачи 2, определить движение вне 

следа (вдали от тела) при наличии подъемной силы.
Р е ш е н и е. Полученные 8 эадаче 2 формулы ( 1) — (3) выведены в пред по

ложение х ^ у у*-)-*>. Поэтому при x^>Ky, * r f l искомое решение, описы
вающее движение во всей области вне следа (вда и от тела), должно плавво 
смыкаться с формулами (!) — (3). В выражении (3) в области «вне следа»
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Продифференцировав это равенство по х я воспользовавшись уравнением, 
которому удовлетворяет ult, получаем:



^т. с. арв у- -f-г’ можно пренебречь экспоненциальным членом, а {1)
обращается в том же приближении в нуль. Другими словами, получается по
тенциальное движение с потенциалом ‘

л  , F. г Ф
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2=р1/
(потенциал обозначается здесь посредством Ф в отличие от угла г сфериче
ских координат, которыми иы пользуемся ниже]. Вволнм сферические коорди
наты г, 6. f с началом в месте нахождения тела, полярной осью по оси х и 
углом f, отсчитываемым от плоскоств х, г. Замечая, что х У у- +  гг озна
чает в этих координатах 0^ 1, мы можем сформулировать полученное усло
вие как требование, чтобы искомый потенциал Ф [г, в, у) движения вне следа 
{при больших г) переходил при 9 —*• 0 в

ф _  F ,  «о*?
2 x jU '

Соответственно атому ищем решение уравнения Лапласа
I . 1 <>Л, *<Ю\ . * <*ф п

г* 5л\ д г ) ' г* яоО<Й\ ,а <>0 ) ■ '
в пиде Ф = ^ 2!-2/(в) и получаем для /(>) уравнение:

f t ( slutf i ) - « r b =0'
откуда . a ~f- ft соа 0

1 sin * '

F  1Выбирая а н Ь так, чтобы было f  — r r ^  у  при * —* 0 н / конечно при 0 —► *,
получаем:

F t со» ? I -f-соа ** F, cos « rt в
2тф г '

В таком виде, однако, Ф не удовлетворяет другому необходимому условию:• ** р
\ \ и,/1 sin в dt df ж= ф  (см. задачу 1). Обоим условиям удовлетворяет сумма ре
шений уравнения Лапласа, найденных здесь и в задаче 1:

Ф =  4 ^ ( - ^  +  2/Г*со’ » с‘8'5)-b?U r
чем и определяется движение во всей области вне следа (вдалп от тела). 
Можно показать, что эта формула относится к области вокруг как л шикарно
го, так и турбулентного следа

4. Определить форму турбулентного следа, образующегося при обтека- 
инн бесконечно длинного цилиндра в направлении поперек его длпны.

Реш ение. Выбираем ось х по направлению обтекания, а ось у — по на
правлению оси цилиндра. Для силы сопротивления f r , отнесенной к единице 
длины цилиндра, имеем ло порядку величины /ж >• fUuZ. Комбинируя это 
с соотношением (30,3), получаем для ширины следа Z:

/ * £
V
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Средняя скорость и в слезе падает по закону и •*. j / " «Число Рейнольд

са» Re  ~  ^  ~  не зависит от -г н потому ламинарного участка след не имеет.
5. Определить движение вне следа, образующегося при обтекании беско

нечно ллннногг тела в направлении, перпендикулярном его образующей (оси у).
Реш ение. Подобно тому, кан было сделано в решении задачи I, заклю

чаем, что должно быть \ a ttt— \ТФ41 =  , где теперь интегрирование про
изводится по поверхности цилиндра большого радиуса с осью вдоль оси у  и 
длиной, равной единице, a ft есть сила сопротивления, отнесенная к единице 
длины тела. Удовлетворяющее этому условию решение двухмерного уравне
ния Лапласа ЛФ =  0 есть (г — расстояние от ося у)-. Ф  =  5^7 *пл Далее>
для подъемной силы имеем согласно формуле (30,9) f2 =  р[/(<Ь,— Ф,) ^.Наи
менее быстро убывающим с расстоянием решением уравнения Лапласа, испы
тывающим скачок на плоскости v = 0  <? — угол в цилиндрической системе 
координат с осью вдоль оси у) является Ф =  const, у; поскольку j , — ^ ,= 2г,
то Ф =  — Движение жидкости определяется суммой обоих найденных
решений, т. е.

ф =  5^£7(/х|"  »■-/,?).

Цилиндрические компоненты скорости и равны:
_ а Ф  _  /, I _  1 * Р _  /, 1
~  дг ггрО г ’ “ ’ " г  i ) | _  VzoU г "

Скорость о оврааует с цилиндрическим радиус-вектором постоянный угол, 
тангше иоторого равен

/к

§ 31. Изотропная турбулентность
Очень своеобразным случаем турбулентного днижения является дви

жение, возникающее в потоке жидкости лосле его прохождения через 
решбтку —  экран с большим числом регулярно расположенных отвер
стий. Будем опять обозначать скорость основного потока посредством U 
(и выберем ось х  п направлении U), а истинную скорость будем писать 
в виде суммы И -f v, так что v есть скорость интересующего нас тур
булентного движения. Если ввести систему отсчета, движущуюся со 
скоростью U, то относительно такой системы жидкость совершает тур
булентное движение со скоростью v.

По мерс удаления от решётки усредненное турбулентное движение (со 
скоростью u =  v) затухает быстрее, чем пульсацнонное. Это связано 
с тем, чю  усредненное движение обладает масштабами порядка разме
ров а отверстий решетки, которые, как мы увн^ни ниже, малы по срав
нению с масштабами пульсациоиного движения. В результате на доста
точна больших расстояниях х  от решвтки усредненная скорость а

1) Пользоваться формулой (30,2) при обтекапин бег конечно длинного тела 
нельзя, в свяэа с тем, что потенциал Ф ве обращается адссь р нуль ва беско
нечности.
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практически равна нулю и турбулентная скорость v является чнеть 
пульсаиионной. На этих расстояниях турбулентное движение можно 
практически считать полностью изотропным (а участках, размеры которых 
малы по сравнению с х, но не обязательно малы по сравнению с основ
ным масштабом турбулентности).

Дальнейшее исследование изотропной турбулентности основано на 
некотором законе сохранения '), который оказывается имеющим место 
для турбулентного движения с равной нулю усредненной скоростью. 
Этот закон является следствием закона сохранения момента импульса и 
может быть выведен следующим образом.

Для удобства вывода предположим, что жидкость находится в сосуде 
большого, но конечного обьёма. Легко видеть, что полный импульс этой 
жидкости равен нулю. Действительно, компоненты вектора пат ноге 
импульса равны интегралам

р [ v tdV,

взятым по всему объему жидкости. Имеем тождественно: 

^ v ld V = \ ^ ( v kx , )d V ~ ^ x , d̂ d V .

Первый интеграл, будучи преобразован в поверхностный согласно тео
реме Гаусса, исчезает, поскольку на ограничивающих жидкость стенках 
сосуда нормальная компонента скорости равна нулю, так что vkd fk=  
=  (v a )d f =  0 (л —  нор чаль к поверхности!. Второй интеграл равен нулю 
в силу несжимаемости жи1косги id lvv =  0|.

Тензор же Мц  полного момента импульса отнюдь не равен нулю. 
Согласно общему определению имеем:

^ , * = ^ x lvk —  x,vl)d V .
Далее пишем:

§xkvtd V =  (x,x,v,) d V —  ^xtxt  ̂ d V — §xtvkdV.

Первый интеграл справа опять исчезает, будучи преобразован по тео
реме Гаусса, а второй —  в силу несжимаемости жидкости. Таким образом,

( xkv tdV =  —  \xpf4V, 

и мы можем переписать М /к в виде

M lk— 2 ^ x ,vkdV.
Сумма квадратов компонент тензора раппа удвоенному квадрату 
абсолютной величины вектора момента M =  p\|rv ]dV \ Поэтому

Найденном Л. Г. Лойцянсшш,
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ямеем:

F  = 2{J ' x , v j v ) \

Квадрат интеграла можно написать в виде двойного интеграла:

£ - 2  t f x r f v r t d V d V .

Наконец, замечаем, что это выражение можно окончательно переписать 
в виде

(31,1)

(интегралы, содержащие квадраты х\ и x j, исчезают, поскольку 

J VdV’ = jx fv kd V §  v\d V ’t 

a \’ v  d V ' —  O. как было показано выше). В силу закона сохранения но-' А
мента импульса полученный интеграл должен представлять собой не за
висящую от времени постоянную.

Пусть I  есть основной масштаб турбулентности; мы предполагаем, 
что он мал по сравнению с размерами L всей области движения (т. е. 
области, в которой подинтегральнос выражение а (31,1) заметно отлично 
от нуля), которые рассматриваются как сколь угодно большие. Множи
тель vtv‘k под интегралом в (31,1) представляет собой произведение 
скоростей в двух точках с координатами xt и x't, находящихся на рас
стоянии г = | /  (х ,— х‘у  друг от друга. Усредним это произведение по 
всем положениям точек xi и х\ (при заданном г) внутри областей, раз
меры которых велики по сравнению с /, но малы по сравнению с L\ 
такое усреднение обозначаем посредством двойной черты. Величина vv‘ 
является, очеиидно, функцией только от г, причём функцией плавной. 
Она быстро падает с увеличением г, поскольку скорости турбулентного 
движения в двух точках, находящихся на большом расстоянии друг от 
друга, можно считать статистически незаиисимыыи; среднее значение их 
произведения разбивается тогда на произведение средних значений каж
дой в отдельности, которые нсиезают (поскольку мы рассматриваем здесь 
турбулентное движение, в котором усредненное движение отсутствует).

Произведя под интегралом в (31,1) такое усреднение, получим М1 
в виде

yM2 =  p2J/ r fV ;  / =  —  J ( v v ' ) f W ' .  (31,2)

Подинтегральиое выражение в /  быстро падает с увеличением г, так 
что интеграл сходится (это значит, что при стремлении L к бесконечности
/  остается конечным). Интеграл же  ̂ f d V  раствт при увеличении объёма 
движущейся жидкости пропорционально этому объёму. Отметим, что 
момент количества движения оказывается, таким образом, растущим
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как квадратный корень нэ объёма движущейся жидкости, а не как сам 
этот объём. Эго связано с тем обстоятельством, что при исчезающей 
но всём объёме жидкости средней скорости равны нулю также и средние 
значения момента импульса жидкости в отдельных участках (размеры 
которых велики по сравнению с / и малы по сравнению с £), причем 
сами эти моменты различных участков статистически независимы. С дру
гой стороны, среднее значение квадрата величины (в данном случае —  
полного момента), являющейся суммой большого числа статистически 
независимых слагаемых (моментов отдельных участков) с равными нулю 
средними значениями, как известно из статистики, пропорционально пер
вой степени числа этих слагаемых.

Величина /  является во всякий момент времени плавной функцией 
координат, испытывающей заметное изменение лишь на расстояниях,
сравнимых с размерами L. С другой стороны, интеграл \ f d V  должен 
сохраняться, и потому изменение функции /  в некоторой точке простран
ства со временам должно сопровождаться ее изменением и в остальном 
пространстве. В силу этого ясно, что /  может испытать в каждой дан
ной точке заметное изменение лишь в течение промежутка времени, 
пропорционального размерам L всей области движения. Такие промежутки 
должны рассматриваться вместе с L как сколь угодно большие, а в те
чение малых по сравнению с ними интервалов времени величина /может 
считаться постоянной. Таким образом, мы получаем в каждой точке 
пространства следующий закон сохранения:

 ̂ (vv‘)r*dV= const. (31.3)

Вернёмся теперь к изотропной турбулентности в потоке, прошедшем 
через решётку. Для того, чтобы применить к ней результат (31,3), надо, 
очевидно, рассматривать движение в системе отсчёта, движущейся со 
скоростью (J вместе с основным потоком. В этой системе отсчёта дви
жение затухает со временем; в исходной системе этому соответствует 
затухание турбулентности с увеличением расстояния от решётки.

В интеграле (31,3) подннтегральное выражение заметно отлично от 
суля в области размеров порядка основного масштаба I турбулентного 
движения (объём этой области /а) и имеет в ней порядок величины v*P 
Поэтому из (31,3) получаем соотношение

v'l* =  const. (31,4)

Далее оценим производную по времени от кинетической энергии 
единицы объёма жидкости. С одной стороны, её можно написать, по по
рядку величины, как ~ . С другой стороны, она должна быть равна
энергии е, диссипируемой в единицу времени в том же объёме. Согласно

• г |
формуле (25,1) • (роль характерной для турбулентности скорости 
играет теперь v). Сравнивая оба эти выражения, находим:

l^ v t .  (31,5)



Подставляя (31,5) в (31,4), находим, что
  COn̂ t, Ж П a

v  =  - p - .  (31,6)

Таким образом, скорость изотропного турбулентного движения затухает 
со временем обратно пропорционально Для I имеем:

/ =  const. (31,7)

т. е. основной масштаб турбулентности растёт пропорционально 0 °  '). 
Возвращаясь теперь к исходной неподвижной системе координат, мы

должны, очевидно, заменить время / на . (31,7) даёт тогда 1 =  const, х1:;
постоянную здесь можно оценить из следующих соображений. На рас
стояниях от решётки порядка величины а её отверстий, масштаб I должен 
быть порядка этой же величины а. Поэтому можно написать:

/ х \w/ - a ( - j ) .  (31,8)

Ддя скорости имеем согласно (31,5) v  •»• — £/, откуда
ъп

(31,9)

1 4 0  ТУРБУЛЕНТНОСТЬ |Г Л . I l l

Полученные формулы определяют закон изменения масштаба и скорости 
турбулентного движения по мере удаления от решётки.

З а д а ч а

Определить закон затухания изотропного турбулентного движения в по
следних стадиях этого затухания, когда влияние вязкости жидкости делается
преобладающим. •

Реш ение. Согласно (31.6) — (31,7) число Рейнольдса Re ~  ~  падает со
временем как г ' 7, и при достаточно больших / делается настолько малым, 
что яяэкость начинает играть существенную роль. Дисснпируемая энергия 
определяется тогда, с одной стороны, обычной формулой (14,3), согласно ко

. р» &и, . dvt J . env'торой * =  ( -j— -j- ^  I ; по порядку величины эта формула даот « ~

С другой стороны, • ^ . Сравнивая оба выражения, получаем:

I *  V *
С novo шью (31,4) получаем теперь:

const. v =  — — .

J) Этот рсаультаг получен Колмогоропым.
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ГЛАВА IV 
ПОГРАНИЧНЫЙ СЛОЙ

§ 32. ЛамвнариыВ пограничный слой

Мы уже неоднократно ссылались на то обстоятельство, что очень 
большие числа Рейнольдса эквиваленты очень малой вязкости, в резуль
тате чего жидкость может рассматриваться при таких Re как идеальная. 
Однако, такое приближение во всяком случае непригодно для движения 
жидкости вблизи твёрдых стеник. Г раничные условия для идеальной 
жидкости требуют лишь исчезновения нормальной составляющей скорости; 
касательная же к поверхности обтекаемого тела компонента скорости 
остается, вообще говоря, конечной. Между тем, у всякой реальной 
жидкости скорость на твёрдых стенках должна обращаться в нуль.

Отсюда можно сделать вывод, чю  при больших числах Рейнольдса 
падение скорости до нуля будет происхо штъ почти полностью в тонком 
пристеночном слое жидкости. Этот слой носит название пограничного 
и характеризуется, следовательно, наличием в н ём  значительных гради
ентов скорости. Движение в пограничном слое может быть как ламинар
ным, так и турбулентным. Здесь мы рассмотрим свойства ламинарного 
пограничного слоя. Граница этого слоя не является, конечно, резкой, 
н переход между ламинарным движением в нём н в основном потоке 
жидкости происходит непрерывным образом.

Падение скорости в пограничном слое обусловливается в конечном 
итоге вязкостью жидкости, которой нельзя пренебречь здесь, несмотря 
на большие значения Re. Математи ic c k h  9■ о проявляется в том, что 
градиенту скорости в пограничном слое велики н потому вязкие члены 
в уравнениях движения, содержащие проьиводные от скорости по коор
динатам, велики, несмотря на малость *.

Выведем уравнения движения жидкости в ламинарном пограничном 
слое (эти уравнения были впервые получены Прандглеы, L. Prandtl). 
Для простоты вывоза рассмотрим двухмерное обтекание жидкостью 
плоского участка поверхности тела. Эгу плоскость выберем в качестве 
плоскости х, z, причём ось х  направлена по направлению обтекания. 
Распределение скорости не зависит от координаты z\ 2-компонента 
скорости отсутствует.

Точные гидродинамические уравнения Навье-Стокса и уравнение 
непрерывности, написанные в компонентах, принимают вид:

Движение предполагается стационарным, н потону производных по вре
мени мы не пишем.
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Вдоль направления оси у  скорость меняется бистро —  заметное изме
нение ей происходит на расстояниях порядка толщины 8 пограничного 
слоя. В направлении же оси х  скорость меняется медленно; заметное 
изменение ей происходит здесь на протяжении расстояний порядка харак
теристической длины I  задачи (скажем, размеров тела). Поэтому произ
водные по у  велики по сравигнию с производными по х (от той же 
величины). Далее, ввиду тонкости пограничного слоя ясно, что движе
ние в нём будет происходить в основном параллельно обтекаемой поверх
ности, т. е. скорость vf будет мала по сравнению с v x (эго видно, 
например, уже непосредственно из уравнения непрерывности). Из ска
занного слезует, что в уравнении (32,1) можно пренебречь производной

З̂ о -по сравнению с , а сравнивая первое уравнение со вторым, мы
др довидим, что производная £  мала по сравнению с ^  (по порядку вс-

°vличины —  в отношении —). В рассматриваемом приближении мы можем 
положить просто

5  =  0. <32,4)

т. е. можно считать, что в пограничном слое нет поперечного гралиента 
давления. Другими словами, давление в пограничном слое равно давле-| 
нию р (л;), имеющемуся в основном потоке жидкости и являющемуся 
при решении задачи о пограничном слое заданной функцией от х.
В уравнении (32,1) мы можем теперь написать вместо ^  полную про-

dptx)взводную — ; эту производную можно выразить с помощью скорост и
U (x )  основного потока. Поскольку вне пограничного слоя движение 
потенциально, то имеет место уравнение Бернулли

I pV* t 1 dp
/> +  Ч г = C0DSt- 0ТКУда V T x '

Таким образом, мы получаем систему уравнений движения в ламннар* 
ном пограничном слое в виде

л  1 „  <&* 1 dp ,,d U  дох , dvy . /on _4
“ у й  =  U S I  • Ъ 7~Гбу = У )'

Можно легко показать, что эти уравнения (выведенные для обтекания 
плоской, стенки) остаются справедливыми и в более общем случае 
произвольного двухмерного обтекания тела (поперечное обтекание бес
конечно длинного цилиндра произвольного сечения). При этом х  есть 
расстояние, отсчитываемое по длине линии контура поперечного сечения 
тела от некоторой его точки, а у  — расстояние от поверхности тела (по 
нормали к ней).

Пусть и й есть характеристическая скорость данной задачи (например, 
скорость (на бесконечности) натекающего на тело потока жидкости}.



ЛАМИНАРНЫЙ ПОГРАНИЧНЫЙ СЛОЙ 14S

Введём вместо координат х ,у  и скоростей vx, vy безразмерные переменные- 
х ', у ',  v v ' f  согласно определениям:

* = / * ' ,  У =  ~ ^ .  *х= и й*х, =  ̂  (32,6)

(и соответственно полагаем U = U t)U ,)l где =  Тогда уравне
ния принимают вид

. К ,  . К  <*Ч К  , К
v* d x ''~ Vr dy — ду'* =  ^ j p , 3 ?  +  d/ =  °- <32-7>

Эти уравнения (а также и граничные условия к ним) не содержат 
вязкости. Это значит, что их решения не зависят от числа Рейнольдса. 
Таким образом, мы приходим к важному результату: при изменении числа 
Рейнольдса вся картина движения в пограничном слое подвергается 
лишь подобному преобразованию, при котором продольные расстояния 
и скорости остаются неизменными, а поперечные меняются обратно 
пропорционально корню из Re.

Д а л е е ,  мы можем утверждать, что получающиеся в результате реше
ния уравнений (32,7) безразмерные «скорости» v'x, ■»', как не зависящие 
от Re, должны быть порядка величины единицы; то же самое относится 
и к «толщине пограничного слоя» й в координатах х ',у '.  Из формул (32,6) 
можно, следовательно, заключить, что

т. е. отношение поперечной скорости к продольной обратно пропорцио
нально V Re, и

(32,9>

т. е. тал шин а пограничного слоя падает с увеличением числа Рейнольдса, 
_  1

как Re
Применим уравнения пограничного слоя к обтеканию плоской пла

стинки плоско-параллельным потоком жидкости. Пусть плоскость пластины* 
совпадает с полуплоскостью х, г, соответствующей положительным х  
(так что передним краем пластинки является линия д:г=0). Длину плп- 

дстинки в положительном направлении оси х предполагаем бесконечной. 
Скорость основного потока в этом случае, очевидно, постоянна: U = const. 
Уравнения (32,5) принимают вид

до. , до. <>>, до. , до- л 1л
W  +  ° v * f  =  v ^ '  * ? + д у ' Г ° -  ,32’1(Н

Граничные условия на поверхности пластинки требуют обращения в нуль 
обеих компонент скорости:

Vx =  Vy ■= 0 при ЛГ^г О, _у =г 0.



При удалении же от пластинки скорость должна асимптотически прибли
жаться к скорости U  натекания жидкости на пластинку, т. е.

®х =  U  при у  —.-Ч; оо.

V* /" /В  решении уравнений пограничного слоя j J  и vf  у  ^  иогут быть, как
t х , /  (/ цми видели, функциями только от х  =  -у и у  = у  у  . Но 8 рассмат

риваемой задаче о бесконечной пластинке нет никаких характеристических 
параметров длины I. Поэтому —• может зависеть только от такой ком
бинации х ‘ н У ,  которая бы не содержала /; таковой является
-■£= =  -2— \ /  — . Что же касается V .  то здесь функцией от дол
у X* у X * » У  х'
ж м  быть произведение oj У х ' . Таким образом, можно искать реше
ние в вмле

^  =  u f { y / ^ \  (32-П>

где /, /,—  некоторые безразмерные функции. С помощью второго из 
уравнений (32,10) можно выразить /, через /. Таким образом, задача 
сводится к определению всего одной функции /  от одной переменной

Ниже мы будем интересоваться только распределением продольно» 
скорости vx (поскольку vy мало). Уже на формулы (32,11) с неопре
делённой пока функцией / можно сделать следующий существенный 
вывод. Скорость v t возрастает от нуля на поверхности пласгинки до 
определённой лоли U  при определённом значении аргумента функции /,

т. е. при =const.i где const, есть некоторое число. Поэтому мы
V X*

можем заключить, что «толщина» пограничного слоя на обтекаемой 
пластинке —  порядка величины

J  '.  j / y .  (32,12)

Таким образом, по мере удаления от края пластинки i  расгёт пропорци
онально квадратному корню из расстоянии до этого края.
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>) Легко пайгп, что если ввести функцию f(t) такую, что /#1 =  *’(:), то

/i(5)= -j ( V  — ?),
a f удовлетворяет уравнению

— С

с условиями: у =  0, j ' =  0 ори 5=0 и у'= 1  при £ =  со.
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Функцию/можно определить посредством численного интегрирования со
ответствующего уравнения. График этой функции изображен на рис. 14. 
Мы видим, что / весьма быстро стремится к своему предельному зна
чению I 1).

Сила трения, действующая на единицу площади поверхности пла
стинки, равна

в*XJ I оу 1̂ =0*

Численное вычисление дабт:

(32,13)

Если нластинка имеет длину I  (вдоль оси а: ) ,  та полная действующая 
на неб сила трения (отнесенная к единице длины пластинки в попереч
ном — вдоль оси z— направлении) равна f

10
F =  2 f  axydx.

i

Множитель 2 учитывает наличие у пластин- 0.5 
ки двух сторон, омываемых жидкостью. 
Подстановка (32,13) дайт1):

/
/

. __*]
/

/
£F =  1,328 Vr,p lU*. (32,14) Q

Отметим, что сила трения оказывается 
пропорциональной полуторной степени ско- Рве. 14.
ростн натекающего потока. Формула (32,14) может применяться только 
для достаточно длинных пластинок, для которых число Рейнольд
са Re =  —  достаточно велико. Вместо силы обычно вводят так *
называемый коэффициент сопротивления, определяемый как безраз
мерное отношение

C — -t— —--- . (32,15)
т  pU' V

Согласно (32,14) эта величина при ламинарном обтекании пластинки 
обратно пропорциональна квадратному корню нз числа Рейнольдса:

С = 1,328

V K .
(32,16)

Полученные здесь количественные формулы относятся, конечно, 
только к обтеканию плоской пластинки. Качественные же результаты

■) Если определить 8 как расстояние, на котором =  У, то i =  
=  5,2|Л^Д7.

а) Эта формула получена Блаэнусом (Blailui).
Ю  М нлинк* «плотны! ср«л
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[например, (32,8) —  (32,9)] имеют место и при обтекании тела произ
вольной формы; при этом под / надо понижать резмеры тела в напра
влении обтекания.

Упомянём особо о следующих двух случаях пограничного слоя. 
Если мы имеем плоский диск (большого радиуса), вращающийся в жидкости 
вокруг оси, перпендикулярной его плоскости, то для оценки толщины 
пограничного слоя надо подставить в (32,>12) Од: вместо U  (Q —  угловая 
скорость вращения). Тогда находим:

Мы видим, что толщину пограничного слоя можно считать постоянной 
вдоль поверхности диска. Что касается действующего на диск момента 
сил трения, то расчет с помощью уравнений пограничного слоя при
водит, конечно, к формуле (19,4), поскольку эта формула является 
вообще точной и потому относится к ламинарному движению при 
любых Re.

Наконец, остановимся на ламинарном пограничном слое, возника
ющем на стенках трубы вблизи места входа жидкости в неё. Жидкость 
вступает в трубу обычно с распределением скоростей, почти постоянным 
по всему поперечному сечению, и падение скорости происходит только 
в пограничном слое. По мере удаления от входа начинают тормозиться 
слои жидкости всё ближе к оси трубы. Поскольку количество проте
кающей жидкости должно оставаться постоянным, то наряду с умень
шением диаметра внутренней части течения (с почти постоянным профилем 
скоростей) происходит одновременное его ускорение. Так продолжается 
до тех лор, пока асимптотически не устанавливается луаэейлевское 
распределение скоростей, которое, таким образом, имеет место только 
на достаточно большом расстоянии от входа трубы. Легко определить 
порядок величины длины 1 этого так называемого начального участка 
течения. Он определяется тем, что на расстоянии / от входа толщина 
пограничного слоя делается порядка величины радиуса а трубы, так что 
пограничный слой как бы заполняет собой всё сб сечение. Полагая в 
(32,12) х-^1 и i-v-a, получим:

Таким образом, длина начального участка пропорциональна числу 
Рейнольдса.

1. Определить толщину пограничного слоя вблизи критической точки 
(см. § 9) на обтекаемом жидкостью теле.

Решение .  Вблизи точки остановки скорость жидкости (вне пограничного 
саоя) является линейной функцией расстояния х от этой точки, так что можно 
написать U хх ах. Оценка членов уравнений (32,5) приводит к выражению

(32,17)

(32,18)

З а д а ч и



Таким образом, вблизи критической точки толщина пограничного слоя остает
ся конечной (я, в частности, не обращается в нуль в самой критической 
точке).

2. Определить движение в согранячпом слое прн конфуэорвом (см. § 19) 
течении между двумя непараллельными плоскостями 1J.

Р е ш а в  не. Рассматривая пограилчный слой, образующийся вдоль одяой 
из сторон угла,отсчитываем координату х вдоль этой сторовы от точки О 
(рис. 7). Для течения идеальной жидкости мы имели бы для скорости выра
жение U =  — - ; соответствующий градиент давления равев согласно

Г

формуле Бернулли
J \_dp_ _  <цр _ _  0е
f dx ~ dx ~Т ~  з3д-3;: '

■Легко убедиться в той, что и vy надо нскать в виде t>r =  —  — j

и Vy=z - ~ f i  (  )• уравнения непрерывности получаем fx =  2- /, после
чего первое из уравнений (32,5) дает для фуикто /:

5 Г *  1-Л
р угде ' означает дифференцирование /поев аргументу i = ~ .  Граничные усло

вия гласят:/ (0) =  0,/(<ю)= 1 (соответственно тому, что должно быть &*!,- о =  0, 
®Л «вс= “ % *  ^*РИЫ® «нтеграл зтого уравнения есть

?  +  « » *

Поскольку при у —► се / стремится к 1, то мы видим, что и /’ стремится 
к определенному пределу, и ясно, что этот предел может быть только нулем.
Определяя отсюда const, находим: Щ / ,а — — j  (/— I )1 (/+2). Так как правая
часть всегда отрицательна в интервале 0 « ;/ <  1, то непременно должно быть 
С < 0- Другими словами, пограничный слой рассматриваемого типа образуется
только при кoнфvэopиoм течении с̂ большими числами Рейнольдса Re =  ̂—  ̂
и ие получается при днффуэорном течении, в согласии с результатами § 19. 
Интегрируя еще раз, получаем окоячательно:

/=зш* | in(V7+V$+S / | ] - 1
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§ 33. Движение вблизи линяя отрыва
При описании явления отрыва (§ 28) уже было указано, что реаль

ное положение линии отрыва на поверхности обтекаемого тела опреде
ляется свойствами движения в пограничном слое. Мы увидим ниже, что 
в чисто математическом отношении линия отрыва есть линия, точки 
которой являются особыми точками решений уравнений движения в по

•) Решение этой задачи получено Польгаузенои (Pohlhausen).
10*
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граничной слое (уравнений Прандтля). Задача состоит в том, чтобы 
определить свойства этих решений вблизи такой особой линии1).

От линии отрыва отходит, как мы знаем, уходящая в глубь жидкости 
поверхность, ограничивающая область турбулентного дэнжения. Движение 
во всей турбулентной области является вихревым, между тем как 
при отсутствии отрыва оно было бы вихревьм лишь в пограничном 
слое, где существенна вязкость жидкости, а в основном потоке ротор 
скорости отсутствовал бы. Поэтому можно сказать, что при отрыве 
происходит «проникновение» ротора скорости из пограничного слоя 
в глубь жидкости. Но в силу закона сохранения циркуляции скорости 
такое «проникновенно может произойти только путём непосредственного 
перемещения движущейся вблизи поверхности тела (в пограничном слое) 
жидкости в глубь основного потока. Другими словами, должен произойти 
как 'бы  «отрыв» течения в пограничном слое от поверхности тела, 
в результате чего линии тока выходят из пристеночного слоя в глубь 
жидкости. (Поэтому и называют это явление «отрывом» или «отрывок 
пограничного слоя*.)

Уравнения движения в пограничном слое приводят, как мы видели, 
к результату, что в пограничном слое тангенциальная составляющая 
скорости {vx) велика по сравнению с нормальной к поверхности тела 
компонентой (о^). Такое соотношение между vx и vy органически связано 
с основными предположениями о характере движения в пограничном 
слое и должно необходимым образом соблюдаться везде, где уравнения 
Прандтля имеют физически осмысленные решения. Математически оно 
во всяком случае имеет место во всех точках, не лежащих в непосред
ственной близости от особых точек. Но eam vy <^vx, то это значит, что 
жидкость движется вдоль поверхности тела, практически не отклоняясь от 
пев, так что никакого «отрыва течения» произойти не может. Таким обра
зом, мы приходим к выводу, что отрыв может произойти лишь на той линии, 
точки которой являются особыми для решения уравнений Прандтля.

Характер этих особенностей тоже непосредственно следует иэ ска
занного. Действительно, дойдя до линии отрыва, течение отклоняется, 
переходя из области пограничного слоя в глубь жидкости. Другими 
словами, нормальная составляющая скорости перестает быть малой по 
сравнению с тангенциальной и делается по крайней мере одного с нею
порядка величины. Мы внделк [см. (32,8)], что отношение ^  —  порядка

так что возрастание vy до vy^ v ± означает увеличение в V fc
раз. Поэтому при достаточно больших числах Рейнольдса (о которых, 
разумеется, только и идбт речь) можно считать, что vy возрастает 
в бесконечное число раз. Если перейти в уравнениях Прандтля к без
размерным величинам [см. (32,7)], то описанное положение формально 
означает, что безразмерная скорость vу в решении уравнений становится 
на линии отрыва бесконечной.

’) Налагаемая ззесь, несколько отличная от обычиой, трактовка вопроса 
принадлежат Л. Д. Лавдау.
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Будем рассматривать для некоторого упрощения дальнейшего иссле
дования «двухмерную» задачу о поперечном обтекании бесконечно 
длинного тела. Как обычно, х  будет координатой вдоль поверхности 
тела в направлении течения, а координата у  будет расстоянием от поверх
ности тела. Вместо линии отрыва здесь можно говорить о «точке 
отрыва», подразумевая пересечение линии отрыва с плоскостью х, у ; 
в выбранных координатах это есть точка х «  const. =  х0, у  =  0. Область 
до точки отрыва пусть соответствует х<^_х0.

Согласно полученным результатам при x =  xt имеем:
v ,{x a,y ) =  oa. (33,1)

Но в уравнениях Прандтля скорость vy является своего рода вспомога
тельной величиной, которой при исследовании движения в пограничном 
слое обычно не интересуются (в связи с её малостью). Поэтому жела
тельно выяснить, какими свойствами обладает вблизи линии отрыва функ
ция Vf.

Поскольку (33,1) имеет место при всех .у1), то ясно, что при х  =  х0 
обращается в бесконечность также и производная Из уравнения не

прерывности =  0 следует тогда, что и делается бес
конечной, или

' £ = ° -
где х  рассматривается как функция отдали у. Обозначим посредством v0 (у) 
значение функции vx{x ,y ) при x =  jc0 (а0(.у) =  ®х(*в .У))’ Вблизи точки 
отрыва разности vx— 1>0 и ха—  х малы и можно разложить ха —  х
в ряд по степеням vx— с0 (при заданном у). В силу условия ^-1 = 0

член первого порядка в этом разложении должен тождественно выпадать, 
и с точностью до членов второго порядка имеем:

xQ —  x z = / (y )[v x— v0)*
ИЛИ

+ a iy) V x  о — X , (33,2)
где а =  р?= —  некоторая функция только от у. Написав теперь

dvy   до, а (у)
— Зх 2 У  ху-х

и интегрируя, получаем для vy:

(33,3)
| г

где р(_у) =  -̂ j a (y )d y  есть опять функшм от у .

1] Кроме только точки > =  0, в которой всегда должно быть ^  =  0 согласий 
граничным условиям на поверхности тела.



Далее, воспользуемся первым иэ уравнений (32,5): 

до. , . дг#х 1 dp
v x dj  —  v, l r f = ' - w - J - n -  (33-<)

Производная не обращается, как это видно из (33,2), при x =  xQ

в бесконечность. То же самое относится и к величине ~  , определяю
щейся движением вке пограничного слоя. Оба же члена в левой стороне 
уравнения (93,4) обращаются, каждый в отдельности, в бесконечность. 
В Первой приближении можно, следовательно, написать для области вблизи 
точки отрыва:

до, , дьт Л 
Эх ' Г  vy =

Подставляя сюда переписываем это уравнение в виде ,

dv.. до. s д v v Ля —г —  v  —-  vx — - =  0.* ду у ду дуьх

Поскольку при х = х с v x, вообще говоря, не обращается в нуль, то должно
быть =  т. е. отношение ~  не зависит от у. С другой стороны,
из (33,2) —  (33,3) имеем с точностью до членов высшего порядка:
^ 2 .= ----^  г. Для того, чтобы эго выражение было функцией
vx v0(y)l/x0 — х

■только от х , необходимо: $ (у ) =  Ava (з>), где А —  численная постоян
ная. Таким образом,

(33,5)* ч У х ъ - х  '  ’ '

Наконец, замечая, что функции а и Р в (33,2) —  (33,3) связаны друг 
с другом уравнением а =  получаем а =  А ~ т а к  что
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vx= vc (У) А ^  У ха — х .  (33,6)

Формулы (33.5) —  (33,6) определяют характер зависимости функций vx 
н vy от х вблизи точки отрыва. Мы видим, что обе они оказываются разло
жимыми в этой области по степеням корня У x t —  х, причем разложе
ние vy начинается с члена (— 1)-й степени, так что обращается при
х -*■ Jto в бесконечность, как — *____ . При х^дг», т. е. за точкойУ х0 — х
отрыва, разложение (33,5)— (33,6) физически неприменимо, так как 
корни делаются мнимыми; вто свидетельствует о физической бессмыслен
ности продолжения аа точку отрыва решений уравнений Прандтля, опи
сывающих движение до этой точки.



В силу граничных условий на самой поверхности тела должно быть 
всегда v t =  vf = 0  при _у =  0. Из (33,5) —  (33,6) заключаем поэтому, что

O . W - 0. £ ' U = ° -  I33'7»

Таким образом, мы приходим к важному результату, что в самой точке 
отрыва (х =  х в, у =  0) обращается в нуль не только самая скорость ох> 
но и е£ первая производная по .у (этот результат принадлежит Прандтло)1).

В предыдущем параграфе было показано, что картина движения в по
граничном слое остается при изменении числа Рейнольдса подобной самой 
себе, причем, 8 частности, масштабы по координате х остаются неиз
менными. Отсюда следует, что значение * 0 координаты х, при котором

dvr • _обращается в нуль производная -,-1 , не меняется при изменении Re.
ох I ,»0

Таким образом, мы приходим к существенному пыводу, что положение 
точки отрыва на поверхности обтекаемого тела не зависит от числа Рей
нольдса (до тех пор, разумеется, пока погралнчный слой остабтея лами
нарным; см. об этом § 37).

Выясним ещё, какими свойствами обладает распределение давления р{х ) 
вблизи точки отрыва. При у  — 0 левая сторона уравнения (33,4) обра
щается п нуль вместе с и v f и остаётся

• £ L - 7 &  (33-'8'
Отсюда видно, что знак ~  совпадает со знаком . До тех пор,

Л» I “ •* V I , - .
пока I > 0, о знаке второй пронзводиой ничего нельзя сказать. Оу

•) Необходимо подчеркнуть, что равенство =  0 на л и н и и  отрыва име
ет место лишь постольку, поскольку при этой же х vy обращается ■ бес
конечность. Если бы постоянная А в (33,5) случайно оказалась равной нулю 
(а потому не было бы и оу (х ъ £ )— «>), то точка х =  хй> у ~ 0 ,  в которой
обращается ■ нуль производная не была бы ничем замечательна к, во
всякой случае, не была бы точкой отрыва. Обращение А в нуль может/ 
однако, произойти лишь чисто случайно и поэтому невероятно. Практически,
следовательно, точка на поверхности тела, на которой ^ ?  =  0, всегда являет
ся в то же время точкой отрыва. "У

Если бы в точке х = х й не возник отрыв (т. е. если А =  0), то придг>*в
было бы ^ 1  < 0, т.е. при удалении от стенки (при достаточно малых у)

°У  'ушй
vx делалось бы отрицательным, увеличиваясь по абсолютной величине. Другими 
словами, ва точкой х =  х$ жидкость двигалась бы в инжних слоях погранич
ного слоя в направлении, обратном основному потоку; возникло бы «подтекание» 
жидкости к этой точке. Подчеркнем, что ка такого рода рассуждений ешй 
отнюдь нельзя было бы делать вывода о веобходимости отрыва в точке,

doj _где р̂= =  0;вся картина течения а «подтеканием» может (как это и было бы
при /1— 0) находиться великом в области пограничного слоя, не выюая 
в область основного потока, между тем как для отрыва характерен именно 
выход течения в основной объём жидкости.

§ 33] Д ВИ Ж ЕН И Е ВБЛИЗИ  ЛИНИН ОТРЫВА 151
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Но поскольку при удалении от стен™ vx положи тел ьно и растёт (в ебла-
стн до точки отрыва), то в самой точке х  =  х а, где =  0| должно во

всяком случае быть м > °-  Отсюда заключаем, что

K L .  > • •  а д

т. е. вблизи точки отрыва жидкость движется от более низкого давления 
к более высокому- Градиент давления связан с градиентом скорости U(x)

I d p  , ,  d Uвне пограничного слоя соотношением — ̂  Поскольку по
ложительное направление оси совпадает с направлением основного потока, 
то С /> 0, и мы заключаем, что

< 0 ,  (33,10)dU 1
а х  j хшх.

т. е. вблизи точки отрыва скорость U  падает в направлении течения.
Из полученных результатов можно вывести заключение о том, что 

при обтекании тела в том или ином месте его поверхности должен1) 
произойти отрыв. Действительно, на заднем, как и на переднем, конце 
теле имеется точка, в которой при потенциальном обтекании идеальной 
жидкостью скорость жндкоспи обращалась бы в нуль (критическая точка). 
Поэтому, начиная с некоторого значения х, скорость U  (jc) должна была 
бы начать падать, обращаясь в копие концов в нуль. С другой стороны, 
ясно, что текущая вдоль поверхности тела жидкость тормозится тем 
сильнее, чем ближе к стенке находится рассматриваемый её слой (т. е. чем 
меньше у). Поэтому, раньше чем обратилась бы в нуль скорость U  (jc ) на 
внешней границе пограничного слоя, должна была бы обратиться в нуль 
скорость в непосредственной близости от стенки. Математически это, оче
видно, означает, что производная во всяком случае должна была бы
обратиться в нуль (а поэтому отрыв не может не возникнуть) при неко
тором х, меньшем чем то его значение, при котором было бы 0 (х ) =  0.

В случае обтекания тел произвольной формы все вычисления могут 
быть произведены совершенно аналогичным образом н приводят к результату
что на линии отрыва обращаются в нуль производные »• , {>\ ' ст обеих каса
тельных к поверхности тела компонент скорости vx и vz (ось у  попрежнему 
направлена по нормали к рассматриваемому участку поверхности тела).

Приведём простое рассуждение, которое показывает необходимость 
возникновения отрыва в случаях, когда в отсутствии отрыва ь обтекаю
щем тело потоке жидкости имелось бы достаточно быстрое возрастание 
давления (и соответственно этому падение скорости U) в направлении 
течения. Пусть на малом расстоянии =  ^  —  jc, давление р испытывает
достаточно большое увеличение от значения р, до pt (р3 р,).
На том же расстоянии Ах скорость U  жидкости вне иогранич-

]) Это не относится к так называемым хорошо обтекаемым телам; см. § 38.
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кого слоя падает от исходного значения U, до значительно меньшего 
значения Uit определяемого уравнением Бернулли:

^ {u ? - u b  =  -j(px- p i).

Поскольку р не зависит от у, то увеличение давления pt —  pt одина
ково иа всех расстояниях от стенки. При достаточно большом градиента
давления &  -x.5l^£l в урэекенин движения (33,4) может быть опушен

член содержащий вязкость (если только, разумеется, у  не слиш
ком мало). Тогда можно и для опенки изменения скорости о в погра
ничном слое воспользоваться уравнением Бернулли, написав

—  »?) =  —  \ ( Р г - Р х) 
или, сравнивая с предыдущим равенством:

v \ = v { - ( U \ - U * y

Но скорость v t в пограничном слое меньше скорости основного потока; 
точнее, можно выбрать такое у, для которого vf <  U\ —  U\. Скоростью, 
оказывается, таким образом, мнимой, что свидетельствует об отсутствии 
физически осмысленных решений уравнений Прандтля. В действительно
сти, на участке Ах должен возникнуть отрыв, в результате которого 
слишком большой градиент давления уменьшается.

Интересным случаем возникновения отрыва является обтекание угла, 
образованного двумя пересекающимися твёрдыми поверхностями. При 
ламинарном потенциальном обтекании выпуклого угла (рис. 2) ско
рость жидкости на крае угла обратилась бы в бесконечность (см. за
дачу 6 § 9), возрастая вдоль потока, подходящего к краю, н убывая 
в потоке, уходящем от него. В действительное™, быстрое падение ско
рости (и соответственно возрастание давления) за краем угла приводит 
к возникновению отрыва, причем линией отрыва является линия края 
угла. В результате возникает картина движения, рассмотренная в § 29.

При ламинарном же течении внутри вогнутого угла (рис. 3) скорость 
жидкости обращается на краю угла в нуль. Падение скорости (и возра
стание давления) имеет здесь место в потоке, подходящем к краю угла. 
Оно приводит, вообще говоря, к возникновению отрыва, прнчбм линия 
отрыва расположена не лоходя (по направлению течения) линии края угла.

З а д а ч а

Определить наименьший порядок величины увеличения давления Др. кото
рое должно иметь место (в основном потоке) на расстоянии &х, для того, 
чтобы произошёл отрыв.

Решение .  Пусть.у есть такое расстояние от поверхностп тела, па котором, 
с одной стороны, уже можно применить уравнений Бернулли, а с другой сто
роны, такое, что квадрат п'Чу) скорости v в пограничном слое влесь меньше 
изменения | ДС/’ | скорости и вне этого слоя. Для v (y )  можно напасать по

. , do 17 . ,  А /порядку величины: v (у) sz ̂ у у у  у  у  ширима пограничного слоя,
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<( — размеры тела). Приравнивая порядки величины обоих членов и правой сто-

§ 34. Устойчивость двишенля в ламинарном пограничном слое
Ламинарное движение в пограничном слое, как и всякое другое 

ламинарное течение, при достаточно больших числах Рейнольдса делается 
в той или иной степени неустойчивым. Характер потери устойчивости 
в ламинарном слое различен в разных случаях. Он существенно зависит 
от формы кривой профиля скоростей.

В .ламинарном пограничном слое, образующемся при обтекании пло
ской пластинки, скорость v  монотонно растет с у , прнчйм кривая w (у)

Л »является везде выпуклой (рис. 14), т. е. -j—1 везде положительно и
нигде не обращается в нуль. Другими словами, эта кривая не имеет 
-точки перегиба. Оказывается, что ламинарное движение в таком слое 
обнаруживает в отношении своей устойчивости такие же свойства, какими 
обладает ламинарное течение по трубе. Именно, оно устойчиво 
по отношению к бесконечно малым возмущениям прн сколь угодно 
больших числах Рейнольдса. Устойчивое же нестационарное, турбулентное, 
движение в пограничном слое делается возможным лишь при Re, превы
шающих некоторое критическое значение; при R e ]> ReKP течение лами- 
нарно или турбулентно в зависимости от начальных условий движения. 
При Re, значительно больших, чем Reuv, можно говорить о неустойчиво
сти ламинарного движения по отношению к малым, но конечным возму
щениям. В соответствии с таким характером потерн устойчивости значе
ния Re, прн которых реально происходит турбулизацня движения 
в ламинарном пограничном слое на пластинке, заснсят, например, от степени 
турбулентности набегающего потока. Чем больше эта степень, т. е. чем 
-более сильным возмущениям подвергается движение в ламинарном слое, 
тем раньше происходит его турбулнзация.

Необходимо подчеркнуть, что неустойчивость ламинарного движения 
наступает, конечно, не во всем слое сразу, а лишь в определенной его 
части. Так, при обтекании пластинки надо определять число Рейнольдса

о и*как Rex— — , где х —  расстояние от переднего края пластинки, и су
ществует определённое критическое значение этого числа1) Rex>v.

») Иногда вместо числа Рейнольдса RtI = '—  вводят число Рейнольдса Rt.¥ 1
пограничного слоя, определяемое как Rt. , где J — толщина слоя Со* •
•гласно (32,12] имеем Ret
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Движение турбулизируется в той части слоя, для которой /?«*> R*xtV- 
Чем больше скорость U  (или чем меньше V), тем ближе к краю пластинки 
наступает неустойчивость и тем б<5льшая часть слоя турбулизируется.

Турбулентное движение в пограничной слое на пластинке наблюда
лось уже при Rex =& 100 000. По тем же причинам, что и для движения 
по трубе (см. § 24), надо считать, что истинное значение ReM*р лежит 
во всяком случае ниже этой цифры.

Рассмотрим теперь пограничный слой, у которого кривая профиля 
скоростей попрежнему не имеет точки перегиба, но который расположен 
над искривлённой поверхностью. Для простоты •
рассуждений будем говорить о симметричном а  6 ^
обтекании тела врашения, так что кривые про- I [у
филя скоростей являются плоскими. Рассмотрим t g
сначала течение вблизи вогнутой поверхности и 7
применим к нему критерий устойчивости, выве- I
денный в § 23. Пусть А (рис. 15,а) есть какая- А
нибудь точка контура сечения поверхности, а 10
О —  центр кривизны этого контура в точке A. p „Cj j5_
«Момент импульса» pi (см. § 23) жидкости в по
граничном слое относительно точки О можно написать как где v , —  
тангенциальная скорость, а г— расстояние от точки О. Скорость v t, а с нею
и ц имеет при всех г (внутри пограничного слоя) одинаковый знак, ко
торый можно считать положительным. Поскольку vt в пограничном слое

Л% dvменяется очень быстро, то можно писать — *=/?—' (/?— расстояние СМ). 

Но производная ^  отрицательна, так как v t падает при приближении

к стенке. Таким образом, условие (23,4) Р ие выполняется, и
мы приходим к результату, что ламинарное движение в пограничном 
слое у вогнутой поверхности при достаточно больших Re делается 
абсолютно неустойчивым (неустойчивым по отношению к беско
нечно малым возмущениям). Вогнутость поверхности действует, та*им 
образом, в направлении уменьшения устойчивости ламинарного погранич
ного слоя.

Если же поверхность является выпуклой (рис. 15,6), то точка О
расположена по другую сторону от контура сечения поверхности, так
что увеличению г соответствует н увеличение vt. Производная ~

теперь положительна, и условие выполняется. Ламинарное
течение в пограничном слое оказывается в этом случае устойчивым по 
отношению к бесконечно малым возмущениям при любых Re. Более 
того, выпуклость поверхности действует даже стабилизирующим обра
зом на ламинарный пограничный слой, по сравнению со слоем у пло
ской поверхности,— критические числа Рейнольдса оказываются здесь 
более высокими, чем в случае плоской пластинки.

Порейл&м теперь к ламинарному движению в пограничном слаб 
с перегибом в профиле скоростей. Раньше всего покажем, что точка
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перегиба непременно должна иметься, если скорость U (x )  жидкости 
вне пограничного слоя уменьшается по направлению течения. Рассмотрим 
небольшой участок поверхности стенки, который можно считать плоским, 
и пусть х  есть опять продольная координата вдоль направления течения, 
а у — расстояние от стенки. Из соотношения (33,8)

<ЭЧ>,| 1 dp j.dU
v '<9>* I ^  f dx 3x

О

видно, что если U  падает в направлении течения то вблизи
поверхности

дЪг ̂

На расстоянии же у  порядка толщины пограничного слоя произвол-
dtp дОпая -ур должна быть всегда отрицательна, независимо от знака .

Действительно, функция vx {y ) должна при увеличении у  асимптотически 
приближаться к конечному пределу U. Из чисто геометрических сообра

жений ясно, что это возможно только, если кри- 
* |̂ вая vx(y ) становится при увеличении у  выпуклой

■ (рнс.16). Таким образом, мы видим, что при
(7Ч>.производная — * непременно меняет знак внутри

пограничного слоя, так что кривая vx (y) имеет
 точку перегиба.

У  Оказывается, что наличие перегиба в профиле 
Рис. 16. скоростей приводит к уменьшению устойчивости

ламинарного движения в пограничном слое. Если 
перегиб профиля достаточно сильный, то при достаточно больших Re 
движение делается неустойчивым по отношению к бесконечно малым 
возмущениям.

Надо, впрочем, отметить, что рассматриваемое движение, повидимому, 
становится неустойчивым по отношению к конечным возмущениям еш5 
раньше, чем делается абсолютно неустойчивым. На это указывает то 
обстоятельство, что момент наступления турбулизаиии пограничного 
<лоя, т. е. значение R tир, при течении в направлении уменьшения ско
рости U  основного потока тоже оказывается зависящим от степени 
турбулизаиии набегающего потока. Между тем, при абсолютной не
устойчивости турбулизацня должка была бы наступать всегда сразу 
при достижении вне зависимости от величины имеющихся воз
мущений.

З а д а ч и

1. Определять, устойчиво ли (пря сколь угодпо больших числа! Рейяотьдса) 
по отношению к бесконечно малым возмущениям течение с профилем скоростей, 
изображенным на ряс. 17. •

Решение .  Выведем обшее уравнение, определяющее устойчивость пло
ского течения с распределением скоростей вида вх=1/(у), = г ,  =  0. На-
угадывая на вевоэмущвнное движение малое возмущение, имеем; =  va



vy =  v'r  ot =  0. Поскольку мы рассматриваем сколь .угодно большие Ре, то 
можно положить v =  0, т. е. пользоваться уравнением Эйлера. Подставляя 

vy =  t,y 8 уравнение Эйлера а виде (2,11) ■ а уравнение не
прерывности, получаем с точностью до членов первого порядка-
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Ищем решение в вяде o j *  У), г ' j  (_у) к 11 dt . i-„ 1 di .получаем ? * » — , а для — уравнение мл а у

* 0 = + * $ ? •  ( 1 )

к

г

Если профиль скоростей состоит иэ прямолинейных отрезков,
то иа каждом в» зтых отрезков ^ ^  =  0. Неустойчивость дви- >̂ИС‘
женмя связана с наличием комплексных «частот» «о; чисто действительные ш 
нас ие интересуют. Но при комплексном ш разность Uk — се не может нигде 
обратиться в нуль, так что (1) можно написать просто как

$ - * * ♦ = *  (2)

На границе между д ву м я  прямолинейными участками профиля скоростей
. * • rfi{  должно быть непрерывно, а ^  должно удовлетворять условию, получаю
щемуся интегрированием (1)]

Ш]-тЬ№- «
где квадратные скобки означают скачки значений соответствующей величины 
в рассматриваемой точке.

В данном случае имеем: t/=fl при |>|>А, при {з |̂<Л-
Ишем решение в виде: ф =  при у  > А, ф =  с, (ch ky -}-<j *h ку) при 0<><Л,
а при j/ < 0 — в таком же виде с измененным знаком у у. Условие (3) в точках 
j/ =  0 в y =  h вместе с условием непрерывности { а этих же точках даст:

  t/j , , , _а_МЬ_*Л_ Uq
h {U jt-  V) * в th АЛ -f-1 «А'

Исключая а, получаем:

* J (1  +  <h А Л ) f  ^  ( t h  АЛ  -  АЛ -  kh t h  kk) - f  (A A  —  th  kh ) ж  0.

Дискриминант этого уравнения положителеи при АА̂ > I, но отрицателен 
при АА<^1, так что всегда существуют комплексные ш, и движение неусюй- 
чиво.

i. То же для течения с профилем скоростей, изображенном на рис. 18. 
Решение.  Функция U( y )  есть U = ( J i при> >  А, У = «  ху  ^где 5, =  ^ ^  

при 0 < у  < A, U =  «ty  при у  < 0. Ищем решение в виде Ф =  с,«-*г при у  > А,
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* =  i,(chAv +  a*hty) при 0 < .у < Л, Ф =  ̂ *> при у< 0 . Условие (3) в точ
ках jf==0 и J — h (вместе с условием непрерывности * в этих точка*) да«тJB3 урзвиония.

e - i  =  _ a z i ,Сй *
л с Ь А А  +  sh/tft aj

* a sh kh -J- ch kh АЛа, —  ш'
Исключая а, получаем уравнение 

2/М + ~ екл ( I — 2М  —

11 —— j + а> _ (khekb — sh АЛ) = 0.а1 ~
®i } *1

Дискриминант этого уравнения равен 

eikb ^ l L _ _ ^ _ 2iA-f-l У  — 4 ^ ^ .

Это выражение как функция от kfi проходит иди  не прохоякт через нуль, 
в аавяснмостн от того, отрицательна или положительна величина aj — я,. Таким 
образом, движение неустойчиво при nj — о, < 0 (рис. 18,а) и устойчиво, 
если «j — а,> 0  (рис. 18,6).

§ 35. Турбулентное движение в трубе *)

Рассмотрим плоско-параллельный турбулентный поток жидкости, те* 
к у щ и й  вдоль неограниченной плоской поверхности (когда мы говорим 
о плоско-пяраллельности турбулентного потока, то подразумевается, 
конечно, усреднвиное по времени движение в нём). Выберем направле
ние потока в качестве оси х, плоскость стенки — в качестве плоскости х, г, 
так что у  есть расстояние от стенки. Компоненты средней скорости 
вдоль осей у  а г  равны нулю: их =  и, ay = u t =  ̂0. Перепад давления 
отсутствует; все величины зависят только от у .

Обозначим посредством а силу трения, действующую на единицу 
поверхности стонки (и направленную, очевидно, по оси лс). Величина а 
представляет собой не что иное, как импульс, передаваемый жидкостью 
твердой стенке; она является в то же время тем постоянным потоком 
импульса (точнее ^-компоненты импульса), который направлен в отри
цательном направлении оси у , и определяет количество импульса, не
прерывно передаваемого от более удалённых от стенки слоёв жидкости 
к менее удалённым.

Наличие этого потока импульса связано, конечно, с наличием вдоль 
оси у  градиента средней скорости а. Если бы жидкость двигалась 
с везде одинаковой скоростью, то никакого потока импульса в ней не 
было бы. Можно поставить вопрос и обратным образом. Именно, зада
димся некоторым определённым значением о и поставим вопрос о том, 
каково должно быть движение в жидкости данной плотности р, при

!) Изложенные в §§ 35, 36 результаты были получены Карманом ■ 
Прандтлеи.



водящее к потоку импульса в. Что касается вязкости v, то прн больших, 
числах Рейнольдса она, как обычно, не играет роли (она делается 
существенной лишь ка очень малых расстояниях .у, —  см. ниже). Таким
образом, значение гралиента скорости ^  в каждой точке должно опре* 
деляться постоянными параметрами р, а и, разумеется, саыии расстоя
нием у. Размерности этих трёх величин есть соответственно ,

- - у е= и см. Размерность же производной ^  есть 1 fcex.
Единственной комбинацией этой размерности, которую можно состанить
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из а, р и у, является — . Поэтому должно быть

§ = / — • (ЗЗД

где а есть численная постоянная. Эта постоянная не может быть вы
числена теоретически и должна быть определена нз экспериментальных 
данных. Она оказывается равной

а =  0,17. (35,2)

Введём удобное для дальнейшего обозначение =  у  , так что

а =  арг/ о-  ̂ (35,3)
Величина о0 имеет размерность см\сек и играет роль некоторой ха
р актер н о й  для рассматриваемого турбулентного движения скорости;
(35,1) приобретает теперь вид ^  =  откуда

и =  v0 (In у  +  с), (35,4)

где с есть постоянная интегрирования. Для определения этой постоян
ной нельзя воспользоваться обычными граничными условиями на поверх
ности стенки: при у  =  0 первый член в (35,4) обращается в беско
нечность. Причина этого заключается в том, что написанное выражение 
делается в действительности неприменимым на очень малых расстояниях 
от стенки, поскольку при очень малых у  влияние вязкости делается 
существенным и нм нельзя пренебрегать. Условия на бесконечности 
тоже отсутствуют: при^г=оо выражение (35,4) тоже делается бес
конечным. Это связано с тем, что в поставленных нами идеализирован
ных условиях задачи фигурирует бесконечная поверхность стенки,
влияние которой простирается поэтому и на бесконечно большие рас
стояния.

Прежде чем определить постоянную с, укажем предварительно на 
следуюшую существенную особенность рассматриваемого движения: 
оно не имеет никаких характерных постоянных параметров длины, ко* 
торые могли бы определить масштаб турбулентного движения, как это- 
имеет место в обычных случаях. Поэтому основной масштаб турбулент
ности определяется самим расстоянием у : турбулентное движение на
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расстоянии у  от стенки имеет основной масштаб порядка величины у. 
Что же касается пульсационной скорости турбулентного движения, то 
она —  порядка величины с0. Эта тоже следует непосредственно из со
ображений размерности, поскольку v0 есть единственная величина 
с размерностью скорости, которую можно составить из имеющихся в 
нашем распоряжении величин о, р, у. Подчеркнём, что в то время как 
средняя скорость падает с уменьшением у, порядок величины пульс а- 
циоииоЯ скорости оказывается одинаковым на всех расстояниях от 
стенки. Этот результат няход1гтся я согласии с общим правилом, что 
порядок величины пульсационной скорости определяется изменением &и 
.средней скорости (§ 25). В рассматриваемом случае нет характерных 
длин I, на которых можно было бы брать изменение средней скорости. 
А и должно быть теперь разумным образом определено, как изменение и 
при изменении расстояния у  на величину порядка его самого. Но при 
изменении у, например, вдвое, скорость а меняется согласно (35,4) 
как раз на величину порядка »0.

На достаточно малых расстояниях от стенки начинает играть роль 
вязкость жидкости; обозначим порядок величины этих расстояний по
средством у9. Определить y t можно следующим образом. Масштаб 
турбулентного движения на зтих расстояниях —  порядка а скорость—  
порядка 0„. Поэтому число Рейнольдса, характеризующее движение на 
расстояниях лорядка у 0, есть

Вязкость начинает играть роль, когда Re делается порядка единицы. 
Отсюда находим, что

чем и определяется интересующее нас расстояние.
На малых по сравнению с у й расстояниях от стенки движение жид

кости определяется обычным вязким трением. Распределение скоростей 
здесь может быть получено непосредственно иэ обычной формулы для 
вязкого трения:

Таким образом, непосредственно к стенке прилегает тонкая прослойка 
жидкости, в которой средняя скорость меняется с у  по линейному 
закону; эту прослойку можно назвать «вязким подслоем»1). Сама

(35,3)

откуда

(33,6)

l 'i Обычно принятое наавакне «ламинарного полсдоя» не совсем удачна, 
так как в действительности я адесь движение жндкоств турбулентно. 
Сходство с ламинарным движением заключается только в том, что средняя
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величина скорости во всём подслое нала; она меняется от нули на 
самой стенке до значений порядка t>0 прн у  у 0.

В дальнейшем движением в вязкой подслое мы не будем интересо
ваться вовсе. Наличие его надо учесть только соответствующим выбором 
постоянной интегрирования в (35,1). Эта постоянная должна быть выбрана 
таким образом, чтобы скорость делалась порядка * 0 на расстояниях по
рядка у в. Для этого надо взять с = — 1пу0, так что u =  vcln %•, или

Эта формула определяет (лрн ограниченных 31) распределение скоростей 
в турбулентном потоке, текущем вдоль твёрдой стенки. Такое распре
деление называют логарифмическим профилем скоростей.

Заметим, что в формуле (35,7) под знаком логарифма должен был 
бы на самом деле стоять ешС некоторый численный коэффициент. 
Однако, в формулах, которые мы будем здесь выводить, мы будем 
ограничиваться «логарифмической) точностью. Это значит, что величина, 
стоящая в качестве аргумента под знаком логарифма, предполагается 
большой, причбм пренебрегаем не только членами, пропорциональными 
более низким степеням этого аргумента, но и членами, содержащими 
логарифм в более низких степенях, чем в главном члене. Введение 
небольшого численного коэффициента под знаком логарифма, напри
мер, в (35,7), эквивалентно прибавлению к написанному выражению 
дополнительного члена вила const. г0, где const. —  число порядка 
единицы; этот член не содержит логарифма, и потому мы им прене-- 
брегаем. Надо, однако, иметь в виду, что в выводимых здесь формулах' 
аргумент у логарифма вей же на настолько велик, чтобы его логарифм 
тоже был ещб очень велик; поэтому и точность формул не очень высока.

Более точными эти формулы можно сделать, вводя в них некоторые 
численные множители‘в аргументах логарифма. Эти множители, однако, 
не могут быть вычислены теоретически и должны определяться из экс
периментальных данных. Так, эмпирический коэффициент под знаком 
логарифма в формуле (35,7) оказывается равным примерно пяти, так 
что более точная формула для распределения скоростей может быть 
написана в виде

скорость распределена здесь по такому же закону, по которому была бы 
распределена истинная скорость при ламинарном течении в тех же условиях.

Порядок величины продольной компоненты пульсационной скорости (рд. 
в вязком подслое — тот же, что и средней скорости, и, о частности, пропор
ционален у. Из уравнения непрерывности следует, что поперечная компонента 
пульсационной скорости изменяется как у* (поскольку производная дсу <ду= 
=  — dvijox пропорциональна у). Далее из линейности уравнений движения 
в вязком подслое (нелинейные члены здесь малы по сравнению с вязкими) 
следует, что периоды турбулентны! пульсапий одинаковы по всей его толщине. 
Умножая эти периоды на пульсацнониую скорость, найлСм, что расстояния, 
проходимые частицами жидкости в их пульсационной движении в продольном 
направлении, пропорциональны у, а в поперечном — пропорциональны у*.
11 Мехлмикл сплошных ерса

(35,7)

ц=гг«01п 5 —и ¥ (35,8)
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Нетрудно определить диссипацию энергии е в единице объёма жид
кости. а представляет собой среднее значение компоненты П тензора

плотности потока импульса ПЛ =  р®,оА— Tt\ o lc ^ 'd v , ) ' ^не вязкого 
годслоя вязкий член может быть опушен, так что o =  pwjet^. Вводя 
пульсаинонную скорость V1, можно написать vx^ u - \ - v ’x; что же 
касается скорости vt, то она сама является лульсационной скоростью, 
поскольку её среднее значение равно нулю. В  результате получим:

с = = р> 'У, + ри«; =  y}'xvf .
Далее, плотность потока энергии в направлении оси у  равна

(p  +  ^ ) vr

(здесь тоже спущен вязкий член). Написав во втором члене я2 =

=  (u-f®'t)* +  ®7 и УсРедияя> П0ЛУчиы: y  +  у ?v, +  •
Здесь достаточно сохранить только последний член. Дело в том, что 
пульсаиионная скорость —  порядка величины v 0 и потому, с логарифмиче
ской точностью, мала по сравнению с и. Что касается давления р, то 
его турбулентные пульсации— порядка величины pz$ [ср. (25,3)] и потому, 
с той же точностью, соответствующий член в потоке энергии тоже может 
'быть опущен. Таким образом, имеем для средней плотности потока энергии:

puv’у'у —  ао.

По мере приближения к поверхности стенки этот поток уменьшается, 
что связано как раз с тем, что энергия диссипируется. Уменьшение 
плотности потока энергии при приближении к стенке на расстояние dy
равно a j^ d y .  Это есть то количество энергии, которое превратилось
в тепло в слое жидкости толщины dy (и с рапной единице площадью 
боковых поверхностей). Отсюда заключаем, что диссипация энергии,
отнесённая к единице объёма, есть о ̂ , нли

а у

в «2 /  о 5 ]
е =; 'у  =  V  7pi ~у ' (35,9)

/
Применим теперь полученные результаты к турбулентному течению 

жидкости ло трубе. Вблизи стенок трубы (на расстояниях, малых по 
сравнению с ев радиусом г) ев поверхность можно приближенно рас* 
сматривать как плоскую и распределение скоростей должно омисынаться 
формулой (35,7) или (35,8). Однако, ввиду медленного изменения функ
ции 1п_у можно, с логарифмической точностью, применить формулу (35,7) 
и к средней скорости U  течения жидкости в трубе, написав в этой 
фоомуле вместо у  радиус г трубы:

ГГ _
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(Под скоростью U  мы будем подразумевать количество (объЕм) жид
кости, протекающей в 1 сек. через сечение трубы, деленное на пло
щадь этого сечения: U = jrfi '

Для того, чтобы связать скорость U  с поддерживающим течение 
перепадом давления bpjl (Др —  разность давлений на концах трубы 
с д л и н о й  /), замечаем следующее. Действующая на всё сечение потока 
жидкости в трубе движущая сила есть Эта сила ид&т на преодо
ление трения о стенки. Поскольку отнесённая к единице площади 
стенкн сила трения есть а =  ааtij, то полная сила трения равна 
2tiл/арт*. Приравнивая оба выражения, находим:

До * 2
Т  =  аро?7*

Уравнения (35,10)— (35,11) определяют в параметрическом виде (пара
метром является ®0) связь скорости течения жидкости по трубе с пере
падом давления в ней. Об этой связи говорят обычно как о «законе
сопротивления» трубы. Выражая ®0 через ^  из (35,11) и подставляя
в (35,10), получаем закон сопротивления в виде уравнения

"=/!§'» (т/ 1 )- <“•”>
Обычно в этой формуле вводят так называемый коэффициент сопротив
ления трубы, являющийся безразмерной величиной и определяющийся 
как отношение

.  Т 2г
—  pU*i5* (35,13)

2 rU
Зависимость X от безразмерного числа Рейнольдсе /?< =  —  определя
ется неявным образом уравнением .

0,851п (3,5 (35,14)

Мы подставили здесь для а значение (35,2), а под знаком логарифма 
ввеяЕн эмпирический численный множитель. Определяемый этой форму
лой коэффициент сопротивления является медленна убывающей функ
цией числа Рейнольдса. Для сравнения прииелбм закон сопротивление 
при ламинарном течении в трубе. Вводя в формулу (15,11) коэффи
циент сопротивления, получаем:

i  =  J £ .  (35,15)

При ламинарном течении коэффициент сопротивления падает с ростом 
числа Рейнольдса быстрее, чем при турбулентном течении.
И *
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На рис. 19 изображен (в логарифмическом масштабе) график запн- 
симости X от Re. Круто спадающая прямая соответствует ламинарному 
режиму (формула (35,15)), а более пологая кривая (практически тоже 
близкая к п р я м о й ) —  турбулентному течению (формула (35,14)). Пере
ход с первой на вторую происходит, по мере увеличения числа Рей
нольдса, в момеит турбулизаиии течения, который может наступить при

различных знвчсннях Re, 
в заиисимости от кон
кретных условий течения 
(от степени «возмущённо- 
сти» потока, —  см. конец 
§ 24).

До сих пор мы предпо
лагали всегда, что поверх
ность стенки достаточно 
гладкая. Если же поверх
ность является шерохова
той, то выведенные здесь 

формулы могут несколько измениться. В качестве меры шероховатости 
стенки можно выбрать порядок величины выступов шероховатости, кото
рые мы обозначим посредством d. Существенным является сравнительная 
величина d и толщина подслоя y t. Если толщина у 0 велика по сравне
нию с d, то наличие шероховатости вообше не существенно; это и 
подразумевается под достаточной гладкостью стенки. Если у 0 и d одного 
порядка величины, то никаких общих формул написать нельзя.

В обратном же предельном случае сильной шероховатости (d̂ >>>e) 
скова можно установить некоторые общие соотношения. Говорить 
о вязком подслое в этом случае, очевидно, нельзя. Вокруг выступов 
шероховатости будет происходить турбулентное движение, характери
зующееся величинами р, a, d; вязкость V, как обычно, не должна вхо
дить непосредственно. Скорость этого движения —  порядка величины

чN
\

N —
к

\
Рис. 19.

7 Vq —  единственной имеющейся в нашем распоряжении вели
чины с размерностью скорости. Таким образом, мы видим, что в потоке, 
текущем вдоль шероховатой поверхности, скорость делается малое 
(порядка v0) на расстояниях у  ■*-d вместо у  ■>- у 0, как это было при 
течении вдоль гладкой поверхности. Отсюда ясно, что распределение 
скоростей будет определяться формулой, получающейся из (35,7) за
меной в ней — на d. Таким образом,

Vo
u =  v0\n (35,16)v и

Аналогично должны быть изменены формулы для течения по трубе. 
Достаточно просто заменить в них на d. Для закона сопротивленияVg
получаем теперь вместо (35,12) формулу
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Пол знлком логарифма теперь стоит постоянная величина, не содержа
щая перепада давления, как это выло в (35,12). Мы видим, что сред
няя скорость течения теперь просто пропорциональна квадратному корню из 
градиента давления в трубе. Если ввести коэффициент сопротивления, то
(35,17) приобретет вид

1 — =  , (35,18)
,nV  ,п‘ з

т. е. 1 является постоянной* величиной, не зависящей от числа Рей
нольдса.

§ 36. Турбулентный пограничный слой

Тот факт, что мы получили для плоско-параллельного турбулент
ного потока логарифмический закон распределения скоростей фор
мально во всём пространстве, осязан с тех, что рассматривалось тече
ние вдоль стенки, площадь которой бесконечна. При течении же вдоль 
поверхности реальных тел конечных размерон логарифмическим профи
лем обладает лишь движение на небольших расстояниях от поверх
ности— в пограничном слое1). Отметим уже сразу, что турбулентный 
пограничный слой может существовать как под турбулентным образом 
движущейся в основном потоке жидкостью, так и под ламинарным потоком.

Падение средней скорости в турбулентном, как и в ламинарном 
пограничном слое, обусловливается в конечном итоге вязкостью жидкости. 
Однако, влияние вязкости проявляется в турбулентном пограничном 
слое очень своеобразным образом. Самый ход изменения средней ско
рости в слое не зависит непосредственно от вязкости; вязкость входит 
в выражение для градиента скорости только в ламинарном подслое. 
Общая же толщина пограничного слоя определяется вязкостью и обра- 
шается в нуль*'вместе с ней (см. ниже). Если бы вязкость была в точ
ности равна нулю, то никакого пограничного слоя вовсе не было бы.

Применим полученные в предыдущем параграфе результаты к тур
булентному пограничному слою, образующемуся при обтекании тонкой 
плоской пластинки, —  таком же, какое было рассмотрено в § 32 для 
ламинарного течения. На границе турбулентного слоя скорость жил-

Ч Толщина пограничного слоя растет вдоль поверхности обтекаемого 
тела по направлению течения жидкости (закон этого возрастания будет 
определен ниже). Это объясняет, почему прн течении по трубе логарифми
ческий профиль имеет место вдоль всего сечения трубы. Толщина погранич» 
ного слоя у стойки трубы растет, начиная от места втекания жидкости. Уже 
на некотором конечном расстоянии от конца трубы пограничный слой к;:к 
бы заполняет собой dcio площадь сечения трубы. Поэтому, еслп рассматри
вать трубу ках достаточно длинную и не интересоваться ее начальным 
участком, то течение во всем е« объёме будет того же типа, как и в турбу
лентном пограничном слое. Напомним, что аналогичное положение nue-Y 
место и при ламинарном течении «по трубе. Такое течение описывается при 
любых числах Рейнольдса формулой Пуаэейля. В пугзейленском же течения 
роль вязкости проявляется на всех расстояниях от стенки и никогда не 
бывает ограничена тонким пристеночным слоем жидкости.
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кости почти равна скорости натекания основного потока, которую мы 
обозначаем посредством U. С другой стороны, для определения этой 
скорости на границе мы можем (с логарифмической точностью) вос
пользоваться формулой (35,7), подставив в неб вместо у  толщину по
граничного слоя 3. Сравнивая оба выражения, получим:

t/=-u9l n ^ .  (36,1)

Здесь U  есть постоянный (для данного потока) параметр; толщина 
же £ меняется вдоль пластинки, а вместе с нею является, следова
тельно, медленно меняющейся функцией от х  и величина vc. Для 
определения этДх функций формула (36,1) недостаточна; необходима 
получить ещб какое-нибудь соотношение, которое бы связывало «. 
и й с х.

Для этого воспользуемся теми же соображениями, с помощью кото
рых была получена формула (30,3) для ширины турбулентного следа.
Как и там, производная ^  должна быть порядка величины отношения
скорости вдоль оси у  на границе слоя к скорости вдоль оси х на той 
же границе. Вторая из них —  порядка U, что же касается поперечной 
скорости, то она обязана пульсационному движению и потому— порядка^. 
Таким образом,

di с0 
d i " V

откуда
$ —- . (36,2)

Формулы (36,1)— (36,2) определяют вместе зависимость ®0 и 8 от рас
стояния х. Эта зависимость, однако, не может быть написана и явном 
виде. Ниже мы выразим 3 через некоторую вспомогательную величину. 
Но поскольку Vq есть медленно меняющаяся функция от х, то уже иэ
(36,2) видно, что толщина слоя меняется в основном пропорцио
нально х. Напомним, что толщина ламинарного пограничного слоя 
растет лропорцнонально ]/~х, т. е. медленнее, чем в турбулент
ном слое.

i Определим зависимость от х  действующей на единицу площади 
поверхности пластинки силы трения а. Эта зависимость определяется 
двумя формулами:

di*o=<zpvl U = v a \n-jj 7 .

Вторая иэ них получается подстановкой (36,2) в (36,1) и обладает лога
рифмической точностью. Введем коэффициент сопротивления с (отне
сенный к единице площади поверхности пластинки), определяемый как 
безразмерное отношение

2э
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Тогда, исключая ve нз двух яапнсаниых уравнений, получим следующие 
уравнения, определяющие (с логарифмической точностью) в неявном виде 
зависимость с от х:

/ ?= =  ln cRex, Rex =  ̂ .  (36,4)

Для придания этой формуле большей точности, можно написать под 
знаком логарифма ещё некоторый эмпирический численный множитель. 
Такая формула имеет вид

^ = l,7 !n (6 ,6 c / ? f i i ). (36.5)

Определяемый этой формулой коэффициент сопротивления с является 
медленно меняющейся функцией расстояния х.

Полная действующая на обе стороны пластинки сила (отнесенная 
к единице длины вдоль её края) есть

I
F  =  2 [s d x
■ = 5 ^

(/— длина пластинки). чВвсдя вместо F  коэффициент сопротивления
FС*

имеем:
I
cdx.

Если ограничиваться *только членами, содержащими логарифм в наибо
лее высокой (т. е. первой) степени, то написанный интеграл будет 
равен просто £(/) (где значение с бервтся при х = 1 ).  Для того же, 
чтобы получить для С более точное выражение, соответствующее фор
муле (36,5) с численным коэффициентом под знаком логарифма, надо 
произвести интегрирование с точностью до членов следующего порядка, 
содержащих логарифм в нулевой степени. Для этого пишем:

» I |

h  ”■"[ \ x '“ dx'

Производную ^  вычисляем с помощью формулы (36,5), написав её вре-| 
менно в вше

1
' а11п! Ьхе *
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С достаточной точностью получаем отсюда:
d e _ _______ 2

х а ' In* bxc '

С той же точностью имеем теперь
I

2
аг In* Ые * '** Г  ПГЙ*|

о
и, далее,

I
С —  у  ( с dx =  с (О -J- в2 inj */с' =  « (О [ 1 +  ЙП

-7= =  -!= Л  J—  ̂-=а (In Ыс —  l )  =  fl In —  ы  а In —  .
У  С уГс \ In We)  е е

Подставляя согласно (36,5) а —  1,7, Ь =  ̂ 6.6, получаем окончательно 
следующее уравнение, определяющее зависимость полного коэффи
циента сопротивления С  от числа Рейнольдса Re =  ̂ ;

р ^  =  1>71п(2,4 С Re). (36,6)

При больших Re коэффициент сопротивления, определённый этой фор* 
Iыулой, падает как |п, ^ . При ламинарном же пограничном слое С

падает как [см, (32,16)], т. е. болеа быстро. Таким образом,
можно сказать, что при большйх числах Рейнольдса снла трения в тур
булентном пограничном слое больше, чем в ламинарном.

Наконец, выразим толщину пограничного слоя с помощью функ
ции с{х ). Имеем:

"• =  / т , = и / т .

Подставляя Зто в (36,2), получаем:
3 =  const. х У с  . (36,7)

Писать эту формулу со внаком равенства имеет смысл, конечно, 
только в случаях турбулентного цограничного слоя под ламинарным 
потоком, когда вепичина 3 имеет точный смысл (область турбулент
ности, как всегда, резко отграничена от ламинарной области). Постоян
ный же множитель в (36,7) должен быть определён из эксперименталь
ных данных.

Формула (36,7) применима качественно н к турбулентному погра
ничному слою на телах произвольной формы. Вместо х надо при этом 
писать размеры I  тела, так что

г -ч. / у  7 .

Здесь с надо рассматривать просто как некоторую вспомогательную
функцию, связанную с числом Рейнольдса Re =  —  соотношением типа
(36,4), в котором х тоже заменено на I.
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З а д а ч а

Определить зависимость коэффициента сопротивления шероховатой пла
стинки от числа Рейнольдса при турбулентном пограничном слое иа ней.

Решение.  Подстааляя вместо толщины ламинарного подслоя у0 раз
меры d выступов шероховатостя, получаем две формулы:

Аналогично для полного коэффициента сопротивления пластинки (тоже с ло» 
гарифмическсЙ точностью) получаем:

Отметим, чю коэффициент сопротивления шероховатых пластинок не зависит 
от числа Рейнольдса.

Из полученных в последних параграфах результатов можно сделать 
существенные заключения о законе сопротивления при больших числах 
Рейнольдса, т. е. о зависимости действующей на обтекаемое тело силы 
сопротивления от Re при больших значениях последнего.

Картина обтекания при больших Re (о которых только и идёт речь 
ниже) выглядит, как уже говорилось, следующим образом. Во всём 
основном объбме жидкости (т. е. везде, аа исключением пограничного 
слоя, которым мы здесь не интересуемся) жидкость может рассматри
ваться как идеальная, причЕм ев движение является потенциальным везде, 
кроме области турбулентного следа. Размеры — ширина — следа зависят 
от положения линии отрыва на поверхности обтекаемого тела. При этой 
существенно, что хотя это положение и определяется свойствами погра
ничного слоя, но в результате оказывается, как было отмечено в § 33, 
независящим от числа Рейнольдса. Таким образом, мы можем сказать, 
что вся картина обтекания при больших числах Рейнольдса практически 
не зависит от вязкости, т. е., другими словами, от Re (до тех пор, пока 
пограничный слой остается ламинарным, —  см. ниже).

Отсюда следует, что и сила сопротивления не может зависеть от 
вязкости. В нашем распоряжении остаются только три величины: ско
рость U  натекающего потока, плотность жидкости р и размеры тела I. 
Иэ них можно составить всего лишь одну величину с размерностью с:'лы, 
именно, рС/*/*. Вместо квадрата Р  линейных размеров тела введем, как 
это обычно делают, пропорциональную ему плошадь 5 поперечного (по 
отношению к направлению обтекания) сечения тела и напишем; j

где const, есть численная постоянная, зависящая только от формы тела^ 
Таким образом, сила сопротивления должна быть (при больших Re) про
порциональна площади сечения тела и кпадрату скорости обтекания.

§ 37. Кризис сопротивления

/r=cons<. fW S , (37,1)
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Напомним для сравнения, что при совсем малых Я* (#*<^1) сопротив
ление было пропорционально перпой степени линейных размеров тела и 
первой степени скорости (F-*-v?lU , —  см. § 18).

Обычно, как уже неоднократно отмечалось, вместо силы сопротив
ления F  рассматривают коэффициент сопротивления С, определяемый как

С  является безразмерной величиной и может зависеть только от Re. Фор
мула (37,1) напишется в виде

т. с. коэффициент сопротивления зависит только от формы тела.
Такой ход силы сопротивления не может, однако, продолжаться до 

сколь угодно больших чисел Рейнольдса. Дело в том, что прн достаточно 
больших Re ламинарный пограничный слой (на

концу тела (т. е. вперёд по течению жидкости), так что турбулентный след 
за телом сужается (как это изображено схематически на рис. 20; область 
следа заштрихована). Зто связано с тем, что в турбулентном погранич
ном слое сила трения о поверхность тела больше, чем п ламинарном 
(см. § 36, стр. 168), между тем как из припедённого в § 33 рассуждения 
(стр. 152) видно, что чем это трение больше, тем более затруднено 
образование отрыва. Поэтому в турбулентном слое отрыв происходит 
позднее, чем он произошёл бы в ламинарном пограничном слое, т. е. 
дальше (по ходу течения) на поверхности тела.

Сужение турбулентного следа приводит* к уменьшению силы сопро
тивления. Таким образом, турбулизацня пограничного слоя при больших 
числах Рейнольдса сопровождается падением коэффициента сопротивления. 
Коэффициент сопротивления падает в несколько раз в сравнительно узком 
интервале чисел Рейнольдса (в области Re , равных нескольким 104). 3to 
явление называется кризисом сопротивления. Уменьшение коэффициента 
сопротивления настолько значительно, что само сопротивление, которое 
при постоянном С должно возрастать пропорционально квадрату скорости, 
в этой области чисел Рейнольдса даже убывает с возрастанием скорости.

Можно отметать, что на явление кризиса влияет степень турбулент
ности в исходном набегающем на тело потоке. Чем она больше, тем

const., (37,2)

устойчивым и турбулиэнруется. При этом турбу- 
лизнруется не весь пограничный слой, а лишь 
некоторая его часть. Вся поверхность тела может 
быть разделена, таким образом, на три части: на 
передней имеется ламинарный пограннчжцй слой, 
затем идёт область турбулентного слоя и, нако-

поверхности тела до линии отрыва) делается не-

$  кец, область за линией отрыва.
Турбулизацня пограничного слоя существенно 

сказывается на всей картине течения в основном
Рнс. 20. потоке. Именно, она приводит к заметному сме

шению линии отрыва по направлению к заднему
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раньше (при меньших Re) наступает турбулизаиия пограничного слоя. 
В связи с этим и падение коэффициента сопротивления начинается при 
меньших числах Рей
нольдса (и растяги
вается по более ши
рокому интервалу
Я«).

На рис. 21 и 22 
приведён экспери
ментально найден
ный график зависи
мости коэффициен
та сопротивления от 
числа Рейнольдса
\^Re ДЛЯ ша
ра (на рис. 21 —  в 
логарифмическом, а 
на рис. 22 — в обык
новенном масшта
бе). При самых ма
лых Re{Re<^ 1) ко- рис 21.
эффиниент сопроти- ,,4
вления падает по закону С =  д- (формула Стокса). Падение С продол
жается затем более медленно вплоть до /?га=5-10*, где С достигает

минимума, вслед за чем не
сколько повышается. В области 
чисел Рейнольдса 2-104— 2-1 О* 
имеет место закон (37,2), т. е. 
С практически остается посто
янным. При /?в«=2-1011 на
ступает кризис сопротивления, 
причем коэффициент сопроти
вления падает примерно в 
4— 5 раз.

Для сравнения' приведём 
следующий пример обтекания, 
при котором не происходит 
явления кризиса. Рассмотрим 
обтекание плоского диска в на- 

Re правлении, перпендикулярном 
его плоскости. Место отрыва 
в этом случае заранее очевид
но из чисто геометрических со

ображений,— ясно, что отрыв произойдет по краю диска и в дальней
шем уже никуда не будет смещаться. Поэтому при увеличении Re ко
эффициент сопротивления диска остайтся постоянным, не обнаруживав 
кризиса.
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§ 38. Хорошо обтекаемые тела

Можно поставить вопрос о том, какова должна быть форма тела 
(при заданной, например, площади его сечення) для того, чтобы оно 
испытывало при движении в жидкости по возможности меньшее сопро

тивление. Из всего предыду
щего ясно, что для этого, 
во всяком случае, необхо
димо достичь по возмож
ности более позднего отры
ва,— отрыв должен произой
ти поближе к заднему концу 
тела так, чтобы турбулент
ный след был как можно

Рис. 23. более узким. Мы уже знаем,
что возникновение отрыва 

облегчается наличием быстрого падения давления вдоль обтекаемого 
тела* Поэтому необходимо придать телу такую форму, чтобы изменение 
давления вдоль него, —  и той области, где давление падает, —  происхо
дило по возможности медленно и плавно. Эюго можно достичь приданием
телу удлинённой (в направлении обтекания) формы, причём оно плавно1 
заостряется в направлении обтекания так, что стекающие с разных сто
рон поверхности тела потоки как бы плавно смыкаются без того, чтобы 
нм пришлось где-либо обтекать какие-нибудь углы или же сильно пово
рачивать по отношению к направлению набегающего потока. Спереди же 
тело должно Сыть закруглено.

Всем этим требованиям в высокой степени удовлетворяют формы 
типа, изображенного на рис. 23. Изображенный, например, на рнс. 23,а 
профиль может представлять собой сечение удлиненного тела вращения, 
но может быть и сечением тела с большим с размахом» (о таких телах 
мы будем условно говорить как о «крыльях»). Профиль сечения крыла 
может быть н не симметричным, как, например, на рис. 23,6. Прн об
текании тел такой формы отрыв происходит лишь в непосредственной 
близости острого кониа {либо же вообще не происходит), в результате 
чего коэффициент сопротивления достигает относительно малых значений. 
Такие тела иазыиают хорошо обтекаемыми.

В сопротивлении хорошо обтекаемых тел заметную роль играет
эффект непосредственного трения жидкости о поверхность в погранич
ном слое. Этот эффект сравнительно очень мал н потому практически 
совершенно несущественен для плохо обтекаемых тел (о которых шла 
речь в предыдущем параграфе). В обратном же предельном случае
обтекания плоской пластинки (параллельным ей потоком жидкости) он 
представляет собой единственный источник сопротииления (§ 32).

При обтекании хорошо обтекаемого крыла, наклоненного под малым 
углом к направлению потока (0 на рис. 23,6, так называемый «угол
атаки»), развивается большая подъемная сила F *  при этом сопротив-Р
ление F  остается малым, и в результате отношение ^  может до
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стичь больших значений (порядка 10— 100). Так продолжается, однако, 
лишь до тех пор, пока угол атаки не сделается слишком большим 
(обычно лорядка 10°). После этого сопротивление начинает очень быстро 
возрастать, а подъёмная сила падать. Это явление обусловливается тем, 
что при больших углах атаки тело перестаёт удовлетворять условиям 
хорошей обтекаемости: место отрыва сильно смешается по поверхности 
тела по направлению к его переднему краю, в результате чего след 
делается значительно более широким. Надо иметь в виду, что в пре
дельном случае тела очень малой толшнны, т. е. плоской пластинки, 
хорошее обтекание имеет место только при очень малом угле атаки; 
отрыв происходит на переднем крае пластинки уже при малых углах 
еб наклона к направлению потока.

Угол атаки 6 отсчитывается, по определению, от того положения 
крыла, при котором подъемная сила равна нулю. При малых углах атаки 
подъемную силу можно равложить в ряд по степеням Ч. Ограничиваясь 
первым членом разложения, мы можем считать силу F  пропорциональ
ной 6, или, что то же, размеру (сы. рис. 23,6). Далее, по тем же 
соображениям размерности, как и для силы сопротивления, подъемная 
сила должна быть пропорциональна pU3. Вводи также длину размаха lf  
крыла, мы можем написать:

F 3=  const. (38,1)

где const. —  численная постоянная, за в и с ящ а я  только от формы крыла 
и не зависящая, в частности, от угла атаки. Для крыльев очень боль
шого размаха можно считать подъемную силу просто пропорциональной 
длине размаха; в этом случае const, зависит только от формы профиля 
поперечного сечення крыла.

Для вычисления подъёмной силы хорошо обтекаемого крыла можно 
пользоваться формулой Кутта-Жуковского, причём входящую в неб цир
куляцию скорости Г  можно вычислить следующим образом. Везде, кроме 
области следа, движение потенциально; ввиду тонкости следа можно 
поэтому для определения распределения скоростей (а с ним и цирку
ляции Г) решать задачу о потенциальном обтекании крыла идеальной 
жидкостью. Наличие следа учитывается при этом тем, что на параллель
ной направлению потока плоскости, отходящей от острого края крыла, 
потенциал должен испытывать скачок —  9, =  Г. Что касается про-

д*изводных от if, т. е. компонент скорости, то производная ^  должна
оставаться непрерывной. Скачок т. е. нормальной к плоскости следа
компоненты скорости, означал бы, что некоторое количество жидкости 
«втекает» в след; между тем, в приближении, в котором след рассмат
ривается как не имеющая толшнны поверхность, этот эффект должен 
отсутствовать. Далее, в этом же приближении на следе должно быть 
непрерывно также и давление. Поскольку изменение давления опреде
ляется согласно формуле Бернулли в первом приближении величиной
p(Jux =  pU ̂  , то отсюда следует, что должна быть непрерывна и про-
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нзвояпая j L .  Производная же ^ , т. е. компонента скорости в на
правлении размаха крыла, испытывает, вообше говоря, скачок.

Отлетим, однако, что в идеальном случае бесконечно длинного крыла 
постоянного сечения мы имели бы дело с двухмерным (в плоскости jc, г)
движением жидкости и производная была бы вообще равной нулю,
В этом случае, следовательно, мы должны были бы искать решение, 
в котором испытывает скачок только сам потенциал при непрерывных 
его лрон:)воднмх; другими словами, мы имели бы дело с неоднозначной 
функцией if (jc, 2), принимающей конечное приращение Г  при обходе по 
контуру, охватывающему обтекаемый профиль. В таком виде, однако, 
задача еш€ не однозначна, так как допускает решение при произволь
ном, заранее заданном, скачке потенциала. Для получения однознач
ного ответа надо добавить ещб требование, чтобы скорость жидкости 
не обращалась в бесконечность на остром крае крыла (как это может 
иметь место при обтекании угловой точки). Естественно ожидать, что 
при таком условии решение задачи о чисто потенциальном обтекании 
приведет к картине, наиболее близкой к истинной, при которой ведь 
скорость везде конечна. Решение становится после этого вполне одно
значным и, в частности, определяется и нужный для вычисления подъем
ной силы скачок потенциала.

Для вычисления же силы сопротивления хорошо обтекаемого тела 
можно поступить следующим образом 1). Подобно тому, как мы поступали 
в § 30, пишем силу F x в виде разности полных потоков лг-компоненты 
импульса через плоскости х =  х , и х =  х^ проходящие соответственно 
значительно позади и значительно впереди тела. Написгв три компоненты 
скорости в виде U  -\-иж, иу, и , будем иметь для компоненты \\XJ плотности 
потока импульса выражение i\it =  p~r  p(U-\- ut)*, так что сила сопро
тивления есть

F* = (  
'  X = i ,

Ввнду тонкости следа можно пренебречь (в интеграле по плоскости x = x t\ 
интегралом по плошадн его сечения и, таким образом, интегрировать 
везде только по области вне следа. Но вне следа движение потенциально 
и имеет место формула Бернулли

Р  + J  (U + =  const- = Ро  Г 4 " ■
откуда

Р = Р о —  \  («* +  -|- а]).

Подставляя это выражение в F x, найдбм:

F * =   ̂К  —  У  )  I/O +  +  ?Uux +  т  к  “  —  и1) I аУ dz‘

') Этот вопрос был разрешен Прандтлем,
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Разность интегралов от постоянной величины р0 -j- pLP обращается 
■ нуль; ясчггггт pzs'^scry й;:тсгралов от рUux, поскольку потоки
жидкости uxdydz через переднюю и заднюю плоскости должны-быть
одинаковыми (расходом жидкости через сечение следа в рассматриваемом 
приближении пренебрегаем). Далее, отодвигая плоскость x =  x t доста
точно далеко вперед от тела, будем иметь на ней очень малые значения
скорости а, так что интегралом от £ ( и ’ — —  uj) по этой плоскости
можно пренебречь. Наконец, как было указано в § 30, при обтекании 
хорошо обтекаемого тела скорость их вне следа мала по сравнению 
с иу и и2. Поэтому в интеграле по плоскости х ==х, можно пренебречь 
и\ по сравнению с и* -}“ а\- Таким образом, получим:

F ,  =  \  \ \ ( ul  +  u])dy dz' <38»2>

где интегрирование производится по плоскости х =  const., расположен
ной на большом расстоянии позади тела, причем сечение следа исклю
чается из области интегрирования.

Вычисленное таким образом сопротивление хорошо обтекаемого 
тела называют индуктивным. Его можно выразить через ту же цирку
ляцию скорости Г, которая определяет и подъемную силу. Для этого 
прежде всего заметим, что на достаточно большом расстоянии от тела 
скорость слабо зависит от координаты х и потому можно рассматривать 
ay (y,z), at {y,z), как скорость некоторого двухмерного движения, счи
тая еб независящей от х вовсе. Удобно ввести в качестве всиомогатель-
ной величины функиию тока (§ 9) так, что иу=  ^ , и , =  —  . Та
ким образом,

где интегрирование по г производится от -}- оо до zt и от zt до — вс
I(рис. 13). Из потенциальности движения вне следа (rot н =  0) имеем ^*»~г

- }- ^  =  0. Применяя к написанному интегралу двухмерную формулу 
Грина, получаем поэтому:

Л —

где интегрирование производится по контуру, огибающему область ин
тегрирования в исходном интеграле —  дифференцирование по на

правлению внешнеП нормали к контуру^. На бесконечности 6 = 0  и. 
следовательно, надо интегрировать по контуру поперечного сечення



так что
F

следа (сечения плоскостью у, z), в результате чего получаем:

' . = 4 j t | ( S ) , - ( 8 ) , K
Здесь надо интегрировать го dy  по ширине следа, а стоящая в квад-

diратных скобках разность есть скачок производной ~  при прохождении
о М  а?через след. Замечая, что =  иу — имеем:

\dz ji \о у ;г \d y Ji dy*

Наконец, воспользуемся известной из теории потенциала формулой

Ф“ “ е | [ ( 2 ) , - ( 2 ) 1| ,п,’л *
где интегрирование производится по некоторому плоскому контуру, г__
расстояние от dl до точки, в которой разыскивается значение <}, а в квад
ратных скобках стоит заданный скачок производной от ф по направлению 
нормали к контуру1). В нашем случае контуром интегрирования является 
отрезок оси у, так что для значений функции ty(y,z) на оси у  можно

у м -

Наконец, подставляя это в F s, получим окончательно для индуктивного 
сопротивления следующую формулу2):

F , ™  —  i  J J ~ % Г ln dy dy'. (88,3)
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J) Эта формула определяет, в двухмерной теории потенциала, потеипиал, 
создаваемый заряженным плоским контуром с плотностью заряда, равной

*) Во избежание недОраэуменнй отметим, что тот факт, что при иаыеневия 
единиц иэмерення длины стоящий под энаком ивтеграла логарвфм увеличи
вается на постоянную, несущественен. Действительно, интеграл, Отлкчаюшяйся 
от написанного тем. что в нем вместо 1n|v — / 1 стоит conat., все равно

f rfT I *j^rfy =  r |= 0  (на краях следа Г обращается в’нуль),
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Если увеличить все размеры по оси у  в некоторое число раз (при 
неизменных Г), то интеграл (38,3) не изменится. Это показывает, что 
полное индуктивное сопротивление крыла не изменяется, по порядку 
величины, при увеличении его сразмаха*. Другими словами, индуктивное 
сопротивление, отнесенное к единице длины крыла, падает с увели
чением этой длины. В противоположность сопротивлению полная подъем
ная сила F t =  —  p U ^Tdy  растет примерно пропорционально размаху 
крыла, а отнесенная к единице длины —  остается постоянной.

З а д а ч и

1. Проверить, что наименьшее индуктивное сопротивление при заданных 
подъемной силе Р,  и размахе крыла 21 достигается прн распределении Г по 
закону Г =  const У — у1 <гле — /< у  <  +  0.

Решение.  Варьируя интеграл (36,3) и производя в нем интегрирование 
ло чгстям, получаем для вариации iF x:

[ w ‘S + % w ] " " y ~ y ' ‘h " iy =

Для вариации же подъемной силы имесмЗ/?г =  — fU  | tTdy. Согласно извест
ному способу определения условного экстремума приравниваем нулю сумму 
IF X -f con»l. IF „  в результате чего получаем в качестве условия минимума 
уравнение вида

-Н
С dV dy1| J — ,  ——s =  const.J  dyf y —y*
—I

Легко убедиться в том что прн Г '=  const V f l — уп стоящий здесь интеграл 
действительно не зависит от у .

2. Определить форму следа, образующегося зз хорошо обтекаемым крылом 
большого размаха при наличии подъемной силы.

Решение.  Отходящий от заднего края хорошо обтекаемого крыла 
плоский тонкий след прн наличии подъемной силы загибается; закон г =  г(х)
этого загибания определяется уравнением . Подставляя сюда со

гласно результатам задачи S § 30 п. =2 т-̂ тг — я пренебрегая их по срав-“ /гр и X
яеншо с U, получим:

Аг — _  А
"Sx 2?(U-x '

откуда
* =  conii. — ,■ .. In х.

12 Мехдоикв сплошных ср«д
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ГЛАВА V
ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ В ЖИДКОСТИ

§ 39. Общее уравнение переноса тепла

В конце § 2 было указано, что полная система гидродинамических урав
нений должна содержать пять уравнений. Для жидкости, в которой имеют 
место процессы теплопроводности и внутреннего трения, одним из этих урав
нений является иоирежнему уравнение непрерывности; уравнения Эйлера 
заменяются уравнениями Наиье-Стокса. Что же касается пятого уравнения, 
то для идеальной жидкости им является уравнение сохранения энтро
пии (2,6). В вязкой жидкости это уравнение, разумеется, не имеет «ста, 
поскольку в ней происходят необратимые процессы диссипации энергии.

В идеальной жидкости закон сохранения энергии выражается урав
нением (5,1):

Слева стоит скорость изменения энергии единицы объема жндкостм, а 
справа —  дивергенция плотности потока энергии. В вязкой жидкоств 
закон сохранения энергии, конечно, тоже имеет место: изменение пол
ной энергии жидкости в некотором объёме (в 1 сек.) должно бьггъ по- 
прежнему равно полному потоку энергии через границы этого объёма. 
Однако, самая плотность потока энергии выглядит теперь иным образом.
Прежде всего, помимо потока pv , связанного с простым пе
реносом массы жидкости при её движении, имеется ещё поток, связан
ный с промессами внутреннего треннн. Этот второй лоток выражается 
вектором (a'v) с компонентами v (см. § 13). Этим, однако, не исчер
пываются все дополнительные члены в потоке энергии.

Если температура жидкости не постоянна вдоль её объёма, то на
ряду с обоими указанными механизмами переноса энергии будет про
исходить перенос тепла также и посредством так называемой теплопро
водности. Под этим подразумевается непосредственный молекулярный 
перенос энергии нэ мест с более высокой в места с более низкой тем
пературой. Он не связан с макроскопическим движением и происходит 
также и в неподвижной жидкости.

Обозначим через q плотность потока тепла, переносимого посредством 
теплопроводности. Поток q связан, некоторым образом, с изменение* 
температуры вдоль жидкости. Эту зависимость можно написать сразу 
в тех случаях, когда градиент температуры в жидкости' не слишком 
велик; практически в явлениях теплопроводности мы почти всегда имеем 
дело именно с такими случаями. Мы можем тогда разложить q в ряд 
по степеням гралиента температуры, ограничившись первыми членами 
разложения. Постоянный член в этом разложении, очевидно, исчезает, 
поскольку q должно обращаться в нуль вместе с \Т. Таким образом,
получаем: q =  — г V Г. (89,1)



Постоянная х называется коэффициентом теплопроаодности. Она всегдд 
положительна, —  эго видно уже непосредственно из того, что поток 
энергии должен быть направлен из мест с более высокой в места с бо
лее низкой температурой, т. е. q и \ Т  должны иметь противоположные 
направления. Коэффициент % является, вообше говоря, функцией тем
пературы и давления.

Таким образом, полная плотность потока энергии в жидкости пря 
наличии вязкости и теплопроводности равна сумме:

fv ( 7 +  “  (o'v) — aVT.

Соответственно этому, общий а а кон сохранения анергия вырьжаетса 
уравнением

J t  ( г  +  ?*) “ “  d ,v [ Pv ( t  +  ® )  —  (a'v) —  * ? г ] .  (39,2)

Это уравнение можно было бы выбрать в качестве последнего из 
пол«ой системы гидродинамических уравнений вязко)! жидкости. Удобно, 
рднако, придать ему другой вид, преобразовав его с помощью уравнений 
движения. Для этого вычислим производную по времени от энергий 
единицы объёма жидкости, исходя из уравнений движения. Имеем]

д ( еь1 . \ t»* д» . Sv . di . df
j/ v r  +  P8)  =  2 ^  +  v ?<fr+f>5i +  »3r|-

<?p <5vПодставляя сюда — из уравнения непрерывности и иа уравневш
Навье-Стокса, получим:

й ( е?  +  Ре) ' = - $ dlvPv — — +  Р »  — еЛ уР!\

Воспользуемся теперь термодинамическим соотношением 

d 6 = T d s  —  p d V — T d s + ^ d p ,

откуда
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Подставляя это н вводя тепловую функцию ю =  в — , находим)
»

&  +  =  - - ( *  +  £ )  dlv (fv) —  p(vV) £  — +  +

Далее, из термодинамического соотношения dw —  Tds-\- — dp имеем|
Vp =  T-m —  prTs,

12*
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Последний же член в правой стороне равенства можно написать в виде 

Подставляя эти выражения, прибавляя и вычитая dlv(xV7), получим:

h  ('т +1?£) = " " 4,1*  [ pv ( Т*+ ш) -  (v<3'] ~  * щт  ] +
Н- Pr ( ? / +  v V 5) - < » д Г А div(;tV7).

Сравнивая это выражение для производной от энергии единицы 
объема с выражением (39,2), получиы следующее уравненне:

. f7,( * + vV0 “ e* * * + dlVt* V7)- (39'3>

Мы будем называть это уравнение общим, уравнением переноса тепла. 
В отсутствии вязкости и теплопроводности его правая сторона обра
щается в нуль и получается уравнение сохранения энтропии (2,6) иде
альной жидкости.

Следует обратить внимание на следующее истолкование уравне
ния (39,3). Стоящее слева выражение есть не что иное, как умноженная
на рТ полная производная от энтропии по времени: рТ ^опреде
ляет изменение энтропии данной передвигающейся и пространств единицы 

массы жидкости; Т ~~ есть, следовательно, количество получаемого

этой единицей массы в единицу времени тепла, а рТ-- —  количество

тепла, отнесенное к единице объёма. Из (39,3) ми видим поэтому, 
что количество получаемого единицей объема жидкости тема есть

+ dlv

Первый член здесь представляет собой энергию, днссилируемую п виде 
тепла благодаря вязкости, а второй есть тепли, приносимое в рассмат
риваемый объем посредством теплопроводности.

Раскросм члензД-^ji в (39,3), подстаьнв в него выражение (13,3)
для Имеем:

до, dvj_ f  <k>, , доk 2 ,  ,  до, s до,
l x k 4 J7 k 3 "  dx,) i 4 dxk ° « dx, '

Легко проверить, что первый член может быть написан в виде 
л / до, . dvk 2 . до, \ 1



а во второй имеем:

Таким образом, уравнение (39,3) приобретает вид

Pr ( S  + vV’s) = dIv^ 7> + T ( ^  + ̂ _ T J “ ^ ) * +C(diVv)1' 139,4 >
В результате необратимых процессов теплопроводности и внутрен

него трения энтропия жидкости возрастает. Речь идёт при этом, ко
нечно, не об энтропии каждого элемента объема жидкости в отдель
ности, а о полной энтропии всей жидкости, равной интегралу Ipsrfl/. 
Изменение энтропии в единицу времени определяется производной

С помощью уравнения непрерывности и уравнения (39,4) имеем:

¥  = Р й  +  , Л ==

=  _ jd lvp v _ p v ^  +  I d i V( x ^  +  ̂ ( ^ - } - ^ - T i « £ ; ) , "i"
+  -£-(div v)2.

Первые два члена дают в сумме —  div(fxsv). Интеграл по объему от 
этого члена преобразуется по теореме Гаусса в интеграл от потока 
энтропии fwv по поверхности. Рассматривав неограниченный объем 
жидкости, покоящейся на бесконечности, ыы можем стремить гранич
ную поверхность на бесконечность; тогда подинтегральное выражение 
в поверхностном интеграле обращается в нуль и интеграл исчеэзет. 
Интеграл от третьего члена преобразуется следующим образом:

f  у  div d V = J d iv  d V +  (  - ^ ' --dV.

Считая, что температура жидкости на бесконечности достаточно быстро 
стремится к постоянному пределу, преобразуем первый интеграл в интеграл 
по бесконечно удаленной поверхности, на которой так что ин
теграл тоже исчезает.

В результате получается:

(div v )*dV. (39,5)

Первый член представляет собой увеличение энтропии благодаря тепло
проводности, а остальные два —  увеличение энтропии, обусловленное 
.внутренним трением.
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Энтропия может только возрастать, т. е. сумма (39,5) должна выть 
■оложителъна. С другой стороны, в каждом из членов втой суммы под. 
йнтегральное выражение может быть отлично от нуля даже при равен
стве нулю двух других интегралов. Поэтому каждый из этих интегралов 
должен быть всегда положителен. Отсюда следует наряду с известной 
уже нам положительностью г и J] также и положительность второго коэф
фициента вязкости С

При выводе формулы (39,1) молчаливо подразумевалось, что поток 
тепла аависит только от градиента температуры и не зависит от гра
диента давления. Это предположение, a priori не очевидное, может 
быть оправдано теперь следующим образом. Если бы в q входил член, 
пропорциональный Vр, то в выражении (39,5) для изменения энтропии 
прибавился бы ешб член, содержащий под интегралом произведе
ние VpVT. Поскольку это последнее может быть как положительным, 
так и отрицательным, то н производная от энтропии по времени на была 
бы существенна положительной, что невозможно.

§ 40. Теплопроводность в несминаемой жидкости

Общее уравнение теплопроводности в форме (39,3) или (39,4) 
может быть в различных случаях значительно упрощено.

Если скорости движения жидкости малы по сравнению со скоростью 
авука, то возникающие в результате движения изменения давления на
с т о л ь к о  малы, что вызываемым ими изменением плотности (и других 
термодинамических величин) можно пренебречь. Однако, неравномерно 
нагретая жидкость не является всё же при этом вполне <несжнмаеноЯ| 
в том смысле, как это понималось выше. Дело в том, что плотность 
меняется ещё и под влиянием изменения температуры; этим изменением 
Плотности, вообще говоря, нельзя пренебречь, н потому даже при до
статочной малости скоростей плотность неравномерно нагретой жидкоств 
ftcfi же нельзя считать постоянной. При определении производных от 
1ермодинаммческих величин в рассматриваемом случае надо, следова
тельно, считать постоянным давление, а не плотность. Так, имеем:

$ - & ) , £ .  * - ( * ) " ■  

я поскольку r ( £ f )  есть теплоемкость ср при постоянном давлении,то

T T t =mep i i '

Уравнение (39,3) принимает внд|

^ ( £ + v V r b d ,v ( * ^ + < ^ .

Для того, чтобы в уравнениях движения неравномерно нагретой 
жидкости можно было считать плотность постоянной, необходимо 
(помимо малости отношения скорости жидкости к скорости авука),
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чтобы имеющиеся в жидкости разности температур были достаточно 
малы. Подчеркнем, что здесь речь идет именно об абсолютных значе
ниях разностей температур, а не о градиенте температуры. Тогда 
жидкость можно считать «несжимаемой» в том же смысле, как это под
разумевалось раньше; в частности, уравнение непрерывности для неё 
будет выглядеть просто как d[vv =  0. Считая разности температур 
малыми, мы будем пренебрегать также и температурным изменением 
величин 1], х, £р, т. е. будем считать их постоянными. Написав член
Я‘»'3х’ в том виле< как это сделано в (39,4), мы получим в резуль
тате уравненне передачи тепла в несжимаемой жидкости в следующем 
сравнительно простом виде:

£  +  у Т Г = * Л 7 Ч - ^ ( Ь  +  ! % ) \  (40'2 >

где — есть кинематическая вязкость, а вместо х воедён так наэы- 
Р

ваемый коэффициент температуропроводности, определяемый как

г=~гр- <40-3>
В особенности просто выглядит уравненне передачи тепла в непо

движной жидхостн, где перенос энергии обязан целиком теплопровод
ности. Опуская в (40,2) члены, содержащие скорость, получаем просто:

З Г = х а Г .  (40,4)

Это уравнение называется в математической физике уравнением тепло
проводности или уравнением Фурье. Оно может быть выведено, разу
меется, и гораздо более простым образом, без помощи общего уравне
ния переноса тепла в движущейся жидкости. Согласно закону сохранения 
энергии количество тепла, поглощающееся в некотором объеме в еди
ницу времени, должно быть равно полному потоку тепла, «втекающего» 
в этот объем через ограничивающую его поверхность. Как мы знаем, 
такой закон сохранения может быть выражен в виде «уравнения не
прерывности» для количества тепля. Это уронен не получается прирав
ниванием количества тепла, поглощающегося в единице объема жидкости 
в единицу времени, дивергенции плотности потока тепла, взятой с об
ратным знаком. Первое из них равно здесь должна быть взята
теплоёмкость cf, так как вдоль неподвижной жидкости давление должно 
быть, разумеется, постоянным. Приравнивая это выражение — dlv q =  хДГ, 
получим как раз уравнение (40,4).

Необходимо отметить, что применимость уравнения теплопровод
ности (40,4) к жидкостям практически сильно ограничена. Дело в том, 
что в жидкостях, реально находящихся в поле тяжести, уже малый 
градиент температуры приводит, в большинстве случаев, к возникнове
нию заметчого движения (так называемая конвекция, — см. § 46)-
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Поэтому реально можно иметь дело с неравномерным распределением 
температуры в неподвижной жидкости, разве только, если градиент 
температуры направлен противоположно силе тяжести или же если 
жидкость очень вязкая. Тем не менее, изучение уравнения теплопровод
ности в форме (40,4) весьма существенно, —  мы увидим в дальней
шей (§ 142), что уравнением такого вида описываются процессы теп
лопроводности в твёрдых телах. Имея это в виду, мы займёмся здесь 
и в §§ 41,42 более подробным его исследованием.

Если распределение температуры в неравномерно нагретой неподвиж
ной среде поддерживается (посредством некоторых внешних источников 
тепла) постоянным во времени, то уравнение теплопроводности прини
мает вид

Д7==0. (40,5)

Таким образом, стационарное распределение температуры в неподвиж
ной средд описывается уравнением Лапласа. В более общем случае, 
когда коэффициент х нельзя считать постоянным, вместо (40,5) имеем 
уравнение:

div (у. V7) =  0. (40,6)

Если в жидкости имеются посторонние источники тепла, то к урав
нению теплопроводности должен быть добавлен соответствующий допол
нительный член (таким источником тепла может, например, являться
нагревание электрическим током). Пусть Q есть количество тепла,
выделяемое этими источниками в единице объёма жидкости в единицу 
времени; Q является, вообще говоря, функцией от координат и от вре
мени. Тогда условие баланса тепла в единице объёма, т. с. уравнение 
теплопроводности, напишется в виде

рс„^= ;сД Г-}-< Э. (40,7)

Напишем граничные условия для уравнения теплопроводности, кото
рые должны иметь место на границе двух срсд. Прежде всего, па гра
нице дол жни быть равными температуры обеих сред:

T1==Tt. (40,8)

Кроме того, поток тепла, выходящего иэ одной среды, должен быть 
равен потоку, входящему во вторую среду. Выбирая систему коорди
нат, в которой данный участок границы покоится, можно написать это 
условие и виде:

XlVTt dt =  7 j T t dl

для каждого элемента di поверхности раздела. Написав \T d l =
дТ дТ -=  где ^ —  производная от Т по направлению нормали к поверх

ности, получим граничное условие в виде
_ дТ,
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Если на поверхности раздела имеются посторонние источники тепла* 
выделяющие количество тепла (?<*> на единице площади этой поверхности 
в единицу времени, то вместо условия (40,9) надо написать

З а д а ч а

В неподвижную жидкость, в которой поддерживается постоявныЯ гра
диент температуры, погружен шар. Определить возникающее стационарно* 
распределение температуры в жидкости и шаре.

Р е ш е н и е .  Распределение температуры определяется во всем прострл(- 
стве уравнением Д Г = 0  с граничными условиями

т  -  дТ , дТ,

при г =  У? ( R  — радиус шара; величины с индексами I и 2 относятся соот
ветственно к шару и жидкости)» условием Г Г =  А на бесконечности (А — за
данный градиент температуры). В силу симметрии условий задачи А есть 
единственный вектор, которым должно определяться искомое решение.

Такими решениями уравнения Лапласа являются const. Аг и const А V — .

Замечая, кроме того, что решение должно оставаться ковечиым в центре шара, 
ищем температуры 7j и Г, в виде

7", — С] Аг, Га =: г,А 1% -(- Аг;

постоянные с л и г, определяются на условий при f * / ? ,  и в результате на
ходим:

Г' = ^ Т АГ’ г’ = [ ' + ? т ^ ( г ) ’ ]* '-

§ 41. Теплопроводность в неограниченной среде

Рассмотрим теплопроводность в неограниченной неподвижной среде. 
Наиболее обшей постановкой задачи является следующая. В начальный 
момент времени < =  0 задано распределение температуры во всём про
странств:

7*= TQ[x ,y tz) при < =  0,

где Т й —  некоторая заданная функция координат. Требуется определить 
распределение температуры во всякий последующий момент времени L  

Разложим искомую функцию 7 в интеграл Фурье по координатам:

Г = | г к (/)еЛгЛ к> d-]i= d k xdky dkz, (41,1)

где коэффициенты разложения определяются посредством

7к(*) =  щ з |  T (x ',y ',z ,, t ) e - ^ d V ,  d V ' =  dx'dydz'.



Подстя&ляя в уравнение (40,4) выражение (41,1) для Т, получаем:

К ^ - + * ’ *70 ' л гЛ к = о ’
откуда

_ J L + A»x7ll= 0 .

Иэ этого уравнения находим зависимость Т к  от времени:

Ти —  е - т Т и ь .

Подставляя это в (41,1), получаем:

7*= f 7okf- * V e ^ (fTu. (41,2)

Поскольку при f = 0  должно быть 7"= Tt (x, у ,  z), то ясно, что ?Ь» 
представляют собой коэффициенты разложения функции Тл(х, у, г) 
п интеграл Фурье:

г«  ”  w  J  ^ <*'•у>' г>) *-*r'd V ' ’

Наконец, подставляя это выражение в (41,2), получаем:

т = т к р  J I  г« <*'• У > г>) е~ * 1,‘ л ir ~ n d  * * *  •

Интегрирование по можно произвести. Интеграл по rftk разбивается 
на произведение трёх одинаковых интегралов, каждый из которых 
имеет вид

+ оо _  j !  , + оо _  „
{  е д e-**<M-*‘)dkx=  [ е v ' coskx(х  —  х ')dkt
СО —  00

(аналогичный интеграл с sin вместо соз исчезает в силу нечётности 
функции sin). С помошью известной формулы

+ 00 • г—
j  <“  *** cos fix dx =  у  Y e ^'4' ( 2 ° )

— ОО

получаем окончательно для Т(х, у , я, t) следующее выражение: 

T ix .y ,z , t )  =  j ^ r̂ T 0{x> .yt z,)e  Ъ  dV'* (41,3)

Эта формула полностью решает поставленную задачу, определяя 
распределение температуры в любой момент времени по ее аадаяному 
распределению в начальный момент времени.

1 8 6  ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ В  ЖИДКОСТИ [гд  у
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Если начальное распределение температуры является функцией 
только от одной координаты, скажем, х, то, производя в (41,3) ин
тегрирование по dy'dz\ находим:

+ »
Т(х, t) =  j* Г0 { * )  е ** <Ы. (41,4)

—  00

Некоторые существенные качественные результаты можно получить 
из рассмотрения следующего частного случая начального распределения 
температуры. Пусть прн 1 =  0 температура равна нулю во всем про
странстве, за исключением бесконечно малого объёма в начале коорди
нат, где она принимает бесконечно большое значение, но так, что 
полное количество тепла, пропорциональное интегралу ( T0dV, оста
ется конечным. Такое распределение температуры можно предсташлЪ 
с помощью 8-функций1) в виде

То (■*• У> 2) =  const, i  (х) i  (у) й (л).

*) -̂функция i(x ) определяется следующим образом. При всех х *4 О 
имеем 2(х) =  0, а при х =  0 ! (х) обращается в бесконечность, причем так, 
что её интеграл остается конечным и равным едявмпе:

-♦./«в
I i (x )d x =  1

—  00

(вместе х  оо в этом интеграле можно выбрать любые друтве пределы, тш е, 
чтобы точка дг =  0 находилась между ними]. Вообще

j  Ц х  — a)dx= \,

если точка х*=а заключена между пределами интегрирования; в противном 
случае интеграл равен нулю. Очевидно, что З-функцня является четной: 
J (— х) =  I (х). В применениях особенно важным является следующее свойство

■4 00

2-функцин Рассмотрим интеграл  ̂ f{x )l(x )d x ,  гле/ (х )— некоторая функ-
—"м

пяя, конечная при х=0. Поскольку 2(д-)=0 во всей области интегрирования 
кроме точки хг=0, то в подкнтегральном выражении можно написать / (0) 
Вместо /(х) и вывести /(0) из-под знака внтеграла. В результате получаем:

4- ео
J  f (x )t (x )d x = *f(0).

—  00

Эта формула является частным случаем более общей формулы 
4-ос

 ̂ /(■*)* I-» — a)dx =  /(a).
— 90
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Интегрирование в формуле (41,3) сводится при такой функции Тй (х‘,/ , 2‘) 
просто к замене х\ у '. J  нулями, в результате чего получаем:

T(r, t) =  const. т,е w (41,5)

(г — расстояние от начала координат). По мере возрастания времени 
температура в точке г =  0 падает обратно пропорционально г** Одно- 

j  временно повышается температура в окружающем
пространстве, причём область заметно отличной 
от нуля температуры постепенно расширяется 
(рис. 24). Ход этого расширения определяется 
экспоненциальным множителем в (41,5). Мы видим, 
что порядок величины I размеров этой области 
определяется соотношением Р \'$-*- 1, откуда

/ -  1/-ft, (41,6)

т. е. растет пропорционально квадратному корню 
из времени.

Формулу (41,6) можно истолковать с несколько 
иной точки зрения. Пусть I есть порядок величины 
размеров тела. Тогда мы можем утверждать, что 
если это тело было неравномерно нагрето, то по
рядок величины времени т, в течение которого 
температуры в разных точках тела заметно выра- 
внятся, равен

РТ '— . X Н1.7)

Рис. 24 Время т, которое можно назвать «временем релак
сации» для процессов теплопроводности, пропорцио

нально квадрату размеров тела и обратно пропорционально коэффициенту 
температуропроводности.

§ 42. Теплопроводность в ограниченной среде

Теперь мы рассмотрим некоторые случаи теплопроводности в ограни
ченной неподвижной среде. В таких задачах задание начального распре
деления температуры недостаточно для однозначности решения, н необ
ходимо euifi задание краевых условий на ограничивающей среду 
поверхности.

Мы ограничимся здесь исследованием теплопроводности в среде, 
ограниченной с одной стороны плоскостью х =  0 и неограниченной 
с другой стороны (со стороны * > 0 ).

Рассмотрим сначала случай, когда на граничной поверхности среды 
поддерживается заданная постоянная температура. Эту температуру мы 
примем условно за куль, т. е. будем отсчитывать от пеб температуру
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в других точках среды. В начальный момент времени попрежнему задано 
распределение температуры во всей среде. Таким образом, граничные 
и начальные условна суть:

Т =  О при х = 0 ; Т =  Т0 (х, у, z) прн / =  0, *^>0. (42,1)

Решение уравнения теплопроводности с этими условиями можно свести 
к решению того же уравнения для среды, неограниченной в обоих на
правлениях оси х , при помощи следующего искусственного приёма. 
Представим себе, что среда распространяется и по левую сторону от 
плоскости х  =  0, причём в начальный момент времени распределение тем
пературы в этой части среды описывается той же функцией Тй, но 
только взятой с обратным знаком. Другими словами, в начальный момент 
времени распределение температуры во всём пространстве описывается 
некоторой функцией, нечётной по переменной х, т. е. такой, что

Tc (— x ,y ,z ) =  — TB(x ,y,z). (42,2)

Из равенства (42,2) следует, что T0(0 ,y ,z )= — Г„ (0,j/, z) =  0, т. е. 
требуемое граничное условие (42,1) автоматически выполнено в началь
ный момент времени, и мы увидим из получающегося решения, что оно 
будет выполнено и во всякий другой момент времени.

Таким образом, задача свелась к решению уравнения (40,4) в не
ограниченной среде, с начальной функцией Т0 (х,у, г), удовлетворяющей
(42,2), и без какого бы то ни было граничного условия. Поэтому мы 
можем воспользоваться непосредственно обшей формулой (41,3).

Разобьем в (41,3) область интегрирования no dx' на две части: от 
— оодо 0 и от 0 до — оо, и воспользуемся соотношением (42,2). Мы 
получим тогда:

Т (х ,у , z,t) =  8д ц ц  J J  J  Tt (x ,y  , z ) j e
—  СО О \

(x 4- » (p— t ' f
—  e~  **' \e~  *2' d x 'd y 'd * .  (42,3)

Эта формула полностью решает поставленную задачу, определяя тем
пературу во всей среде, т. е. при всех д;^>0. При х =  Of ояа, действи
тельно, даёт Г *  0.

Если начальное распределение температуры зависит только от х, то 
формула (42,3) приобретает вид

®  / _  (I — *0* _  (Д -4- g'Kv
Г  (* ,/ )— \ Г , (X?) 1» Ч  I  d x \  (42,4)

В  качестве примера рассмотрим распределение температуры в среде, 
если в начальный момент везде, кроме х =  0, температура была равна 
заданной постоянной величине, которую, не ограничивая общности,
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можно положить равной— 1; температура же на плоскости jt =  0 все 
время равна 0. Соответствующее решение получается непосредственна 
подстановкой Т0(х) = —  1 в (4:2,4). Разобьем интеграл в (42,4) на два 
интеграла н в каждом из них проиэпедём замену переменных типа

х* - х

Тогда мы получим для T (x ,t)  следующее выражение: 

где функция Ф  (х) определяется как

Ф(ЛГ): 2

V *Ч -
- V dt (4-2,5)

и называется интегралом Гаусса (заметим, что Ф {оо] =  1]. Поскольку
Ф (— д:) =  —  Ф(дг), 

то мы получаем окончательно!

T ix .IV  * ( ^ ) .  (42,6)

На рис. 25 изображено распре
деление температуры в разные мо
менты времени. С возрастанием t 
оно все более сглаживается. 

Рассмотрим теперь случай, когда граничная поверхность тела тепло
изолирована. Другими словами, на плоскости х=-0 тепловой лоток

дТдолжен отсутствовать, а поскольку этот поток пропорционален g-, 
дТто должно быть j-  =  О. Таким образом, имеем теперь следующие гра. 

ничиые и начальные условия: 
дТ
Тх =  0 при *  —  0; Т  =  7̂  (jc , у, г) при I  =  0, х^>0. (42,7)

Д л я  нахождения решения поступим аналогично тому, как мм делали 
« предыдущем случае. Именно, опять представим себе среду неограни
ченной в обе стороны от плоскости х =  0. Распределение же темпера
туры в начальный момент времени представим себе теперь симметрич
ным плоскости jk = 0. Другими словами, функцию T0{x ,y ,z ) предпо
ложим теперь четной по переменной х:

% Tc{— x,y,z)  =  T0(x,y,z).  (42,8)
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чающегося решения видно, что это условие автоматически выполжется и вс 
все последующие моменты времени.

Производя опять все произведенные выше вычисления, но только 
пользуясь (42,8) вместо (42,2), получим общее решение поставленной 
задачи в виде

П«,л«.Ч-j^ojTT +
—со в

_  .* +■ X» 1 _  ГУ»— у\> + (ж*-ж>«
- f e ”  * *  > ix‘  d x ' d y d z \  (42 ,9 )

Если Тд есть функция только от х, то

I "г - C lr iiL  <*+
**' + •  W  J* * '-  (42,10)

ПереЯдВм теперь к аядачам с другого рода граничными условиями, 
тоже допускающими решение уравнения теплопроводности в общем 
виде. Рассмотрим среду, ограниченную плоскостью i « 0, через кото
рую извне подводнтся поток тепла, являющийся заданной функцией 
времени. Другими словами, имеем граничные и начальные условия:

— f ( t )  при л: =  0' 7 = 0  при t «*■— оо, jc]>0, (42,11)

где / (0  —  заданная функция. Предварительно решим вспомогательную 
задачу, в которой /(/) =  Я (<). -Легко сообразить, что эта задача физи
чески эквивалентна задаче о распространении тепла в неограниченное 
среде от точечного источника, содержащего заданное полное количество 
тепла [т. е. задаче с начальным условием 7=3(лс) при 1 =  0; соиасно
(41,4) решение втой задачи есть

г т 5 ' - ® *
Действительно, граничное условие —  г r i  (<) при х =* 0 физически
означает, что через каждую единицу площади плоскости *  =  0 мгно
венно подводится количество тепла, равное х  В задаче же с условней 
7 = 4 (*) при £ =  0 на той же площади в начальный момент времени 
сконцентрировано количество тепла ер, из которого половина распро
страняется затем в напр аиле нни положительных х (а другая половина —  к 
отрицательным дс). Поэтому ясно, что искомое решение первой задач*'
получится просто путём умножения решения второй задачи на 2 ^- =  2j :

Vе я



Поскольку, в силу линейности уравнений, эффекты от тепла, подво
димого в различные моменты времени, просто складываются, то искомое 
обшее решение уравнения теплопроводности с условиями (42,11) есть

t ________ «*
T { x , t ) =  j  j/ jT T - n / t* )*  (42,12)

—ЭО
В частности, на самой плоскости х  =  0 температура меняется по закону:

/ ______

Г<0,0= j  V ^ r r ^ / W ^ *  (42,13)
1ЭР

С помощью этих результатов можно непосредственно получить ре
шение другой задачи, в которой заданной функцией времени является 
сама температура Т на плоскости х =  0:

Т = Г« ,(0  при х =  0; Г=* 0 при t ~  —  с с , . г > 0. (42,14)
Для этого замечаем, что если некоторая функция T(xyt) удовлетворяет 
уравнению теплопроводности, то этому же уравнению удовлетворяет
и производная С другой стороны, дифференцируя по х  выражение
(42,12), получим:

{  У
oT{x,t) _    | 4с/--» Ит

дх J  3 V'tj (| -  t)l '•“ JO
Это есть функция, удовлетворяющая уравнению теплопроводности, при
чем —  /(/) есть [согласно (42,Н)] efi же значение при х =  0; очевидно, 
что она и дает искомое решение аадачи с условиями (42,14). Напи

сан T {x ,t) вместо ^  и вместо — f ( t ) ,  получаем таким образом:

—ао

Для потока тепла —  у j j j  через граничную поверхность х  =  0 по
лучаем после короткого преобразования:

I
   » f  d7«(T) d i  ,с,
Ч ~ У Ч  J ~ 7 Г ^ г -  (42’16)—00

З а д а ч а

Определять распределение температуры вокруг сферической поверхности 
(радиуса Я), поддерживаемой при температуре Г — 7"о(0-

Реш ение. Уравнение теплопроводности для центрально-симметричного
распределения температуры в сферических координатах есть - 7— —

д х  г  d f *

192 ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ В ЖИДКОСТИ [г л . .у
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п  л т,  ̂ F(r, t) дР &РПодстановкой T(r,t) « —-у— оно приводится к уравнение ”  I уд- типа
одномерного уравнения теплопроводности. Поэтому искомое решение можно 
написать непосредственно на основании решения (42,15) в ннде

„  „  ' _ 1г ~ *  1
т А? (г — а ) г Td (т) у  _  ,j

’ J  Iх — ^—оо

§ 43. Закон подобия для теплопередачи

Процессы теплопередачи в жидкости осложняются, по сравнению с 
теплопередачей в твёрдых телах, возможностью движения жидкости. 
Погружённое в движущуюся жидкость нагретое тело охлаждается зна
чительно быстрее, чем в неподвижной жидкости, где теплопередача 
происходит только с помощью процессов теплопроводности. О движении 
неравномерно нагретой жидкости говорят как о конвекции.

Будем предполагать, что имеющиеся в жидкости разности темпера
тур достаточно малы для того, чтобы ее физические свойства можно 
было считать не зависящими от температуры. С другой стороны, эти 
разности будут предполагаться настолько большими, чтобы по сравне
нию с ними можно было пренебречь изменениями температуры, обуслов
ленными выделением тепла, связанным с диссипацией энергии путём внут
реннего трения (см. § 45). Тогда в уравнении (40,2) может быть опущен 
член, содержащий вязкость, так что остаётся

у  +  0 * ) Г = ХДГ, (43,1)

где у = —— есть коэффициент температуропроводности. Это уравненне 
N

вместе с уравнением Навье-Стокса и уравнением непрерывности пол
ностью описывает конвекцию в рассматриваемых условиях.

В дальнейшем мы будем интересоваться только стационарным кон
векционным движением ’). Тогда все производные по времени выпадают, 
и мы получаем следующую систему основных уравнений:

v V T — x ^ T ,  (43,2)

( v V ) v = — V ~ - j- v iv ,  d lvv  =  0 . (43,3)

В  эту систему, в которой неизвестными функциями являются
v, Т  и — , входят всего два постоянных параметра: v и j. Кроме
того, решение этих уравнений зависит, через посредство гра
ничных условий, ещё от некоторого характеристического параметра 
длины /, скорости U  и характеристической разности температур Т х —  Га.

J) Для того, чтобы конвекция могла быть стационарной, необходимо, строго 
говоря, чтобы в соприкасающихся с жидкостью твердых телах находились 
источники тепла, поддерживающие их прн постоянной температурь
13 Механика сплошных срад



194 ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ В ЖИДКОСТИ [гл . V

Первые два определяют, как всегда, размеры фигурирующих в задаче 
твёрдых тел и скорость основного потока жидкости, а третий — раз- 
ностъ температур между жидкостью и твердыми телами.

При составлении безразмерных величин из имеющихся в нашем рас
поряжении параметров возникает вопрос о том, какую размерность 
следует приписать температуре. Для этого замечаем, что температура 
определяется уравнением (43,2), являющимся линейным и однородным 
по Т. Поэтому температура может быть умножена, вез нарушения 
уравнений, на произвольный постоянный множитель. Другими словами, 
это значит, что единицы для измерения температуры могут быть вы
браны произвольным образом. Возможность такого преобразования тем
пературы может быть учтена формально посредством приписывания ей 
некоторой особой размерности, которая бы не входила в размерности 
остальных величин. Таковой является как раз размерность градуса — 
единицы, в которой температура обычно н измеряется.

Таким образом, конвекция характеризуется в рассматриваемых усло
виях пятью параметрами со следующими размерностями:

М  =  М  == смх\еекл [U ] =  см{сек, [i] =  ем, [Г, — Т„] =  град.
I

Из них можно составить две независимые безразмерные комбинации. В 
качестве таковых мы выберем число Рейнольдса Re =  ~  и так назы
ваемое число Прандтля, определяемое как отношение

Рг =  \ -  (43,4)

Всякая другая безразмерная величина может быть выражема через 
Re и Р г ' ) .

Что касается числа Прандтля, то оно представляет собой просто 
некоторую материальную константу жидкости и не зависит от свойств 
самого потока. У газов это число всегда лорядка единицы (см. § 104). 
Значения же Р г  для различных жидкостей лежат в более широком ин
тервале. У очень вязких жидкостей Р г  может достигать очень больших 
значений. Приведем в качестве примера значения Р г  при 20°С для:

в о л ы .............................  6,75
с п в р т а ......................  16,6
гляцерима....................7250
р т у т и .............................  0,044

Подобно тому, как было сделано в § 17, мы можем теперь заклю
чить, что в стационарном конвекционном потоке распределение темпера
туры и скорости имеет вид

V =  Ш ( f ,  Re, Р г )  , Г — Т0 =  (7\ -  70) /  [ L , Re, Р г )  . (43,5)

J) Иногда пользуются так называемым числом Пекле ( P t c l e t y

Pt — ̂ - =  Re- Рг.
1
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Два конвекционныхпотока подобны, если их числа Рейнольдса и Праидтля 
одинаковы.

Теплопередачу между твердыми телами и жидкостью характеризуют 
обычно так называемым коэффициентом теплопередачи или числом Нус- 
сельта (Nusselt), определяемым как

(43-6>

где q — количество тепла, переходящего в 1 сек. от твердого тела к жид
кости через единицу площади поверхности, а 71, — Тв есть разность тем
ператур тела и жидкости (вдали от тела). Если распределение темпера
туры в жидкости известно, то коэффициент теплопередачи легко определить,

д 7*вычисляя плотность потока тепла q = —  а —  на границе жидкоств (про
изводная берётся по нормали к поверхности тела).

Число Нуссельта безразмерно. Из соображений подобия следует, 
что для каждого данного типа движения оно является определенной 
функцией только от чисел Рейнольдса и Прандтла:

H u = f (R e ,P r ) .  (43,7)

Эта функция приобретает тривиальный вид прн 'конвекции с Доста
точно малыми числами Рейнольдса. Малым Re соответствуют малые ско
рости движения. Поэтому в первом приближении в уравнении (43,2) можно 
пренебречь членом, содержащим скорость, так что распределение тем
пературы определяется уравнением Д 7 = 0 , т. е. обычным уравнением 
стационарной теплопроводности в неподвижной среде. Коэффициент те
плопередачи не может, очевидно, зависеть теперь ни от скорости, ни от вяз
кости жидкости и потому должно быть просто

А/в =  const., (43,8)

причем при вычислении этой постоянной можно рассматривать жидкость 
как неподвижную.

З а д а ч и

Определить распределение температуры в жидкости, совершающей пуа- 
вейлевское течение по трубе кругового сечеяня, температура стенки которой 
меняется вдоль длины трубы по лилейному закону.

Р е ш е н и е .  Условия течения одинаковы во всех сечения! трубы, и рас
пределение температуры можно искать в виде Т = ? A z j  (г), где А г— тем
пература стенки (выбраны цилиндрические координаты С осью г по оси трубы).
Для скорости имеем согласно <15,10) vt = v =  2 em ( 1 — , где vm — сред-

пяя скорость. Подставляя это в (43,2), находим уравнение

13*
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Решение а то го уравнения, не имеющее особенностей при г =  Он удовлетворяю
ще е  условию / з =0 при r =  R, есть

дТ IПаонсять потока тепла равна

AR

Отметим, что она в е  зависит от коэффициента теплопроводности.

§ 44. Теплопередача в пограничном слое

Распределение температуры в жидкости при очень больших числах 
Рейнольдса обнаруживает особенности, аналогичные тем, которыми об
ладает и само распределение скоростей. Очень большие значения Re
эквивалентны очень малой вязкости. Но поскольку число Прандтля Р г = —

X
не бывает очень малым, то вместе с v должен рассматриваться 
как очень малый и коэффициент температуропроводности g. Это соот
ветствует тому, что при достаточно больших скоростях движения жид
кость может приближённо рассматриваться как идеальная, —  в идеальное 
жидкости должны отсутствовать как процессы внутреннего трения, так 
к процессы теплопроводное^.

Такое рассмотрение, однако, опять будет неприменимо в пристеноч
ном слое жидкости, поскольку при нем не будут выполняться на поверх
ности тела ни граничное условие прилипания, ни условие одинаковости 
температур жидкости и тела. В результате в пограничном слое будет 
происходить, наряду с быстрым падением скорости, также и быстрое из
менение температуры жидкости до значения, равного температуре по
верхности твердого тела. Пограничный слой будет характеризоваться на
личием в нём больших градиентов как скорости, так и температуры.
, Что касается распределения температуры ■ основном объеме жид
кости, то легко видеть, что при обтекании нагретого тела (при боль
ших Re) нагревание жидкости будет происходить практически только 
в  области следа, между тем как вне следа температура жидкости не 
изменится. Действительно, при очень больших Re процессы теплопровод, 
ностм в  основном потоке не играют практически никакой роли. Поэтому 
температура изменится только в  тех местах пространства, в которые 
попадает при свобм движении нагретая в пограничном слое жидкость. 
Но мы анаем (см. § 28), что из пограничного слоя линии тока выходят 
в область основного потока только аа линией отрыва, где они поиа- 
дают в область турбулентного следа. Из области же следа линии тока 
в окружающее пространство тоже не выходят. Таким образом, текущая 
мимо поверхности нагретого тела в пограничном слое жидкость попадает 
целиком в область следа, в котором и остается. Мы видим, что тепло 
оказывается распределенным в тех же областях, в которых имеется от
личный от нуля ротор скорости.
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Внутри самой области турбулентного движения происходит весьма 
интенсивный теплообмен, обусловленный сильным перемешиванием жид
кости, которое характерно для всякого турбулентного движения. Такой 
механизм теплопередачи можно назвать турбулентной теплопроводностью 
и характеризовать соответствующим коэффициентом х^рв.. подобно тому, 
как мы ввели понятие о коэффициенте турбулентной вязкости ifcypd. (§ 25). 
По порядку величины коэффициент «турбулентной температуропроводно- 
сти»определяется такой же формулой, как н Ут/б. (25,2);

frype. - 1 Да.
Таким образом, теплопередачи в ламинарной я турбулентном потоках 
являются принципиально различными. В предельной случае сколь угодно 
малых вязкости и теплопроводности в ламинарном потоке процессы тепло
передачи вообще отсутствуют, и температура жидкости в каждом месте 
пространства не меняется. Напротив, в турбулентно движущейся жид
кости в том же предельном случае теплопередача происходит и приво
дит к быстрому выравниванию температуры в различных участках потока.

Необходимо отметить, что когда мы говорим о температуре жкакости, 
совершающей турбулентное движение, то подразумевается усреднённое 
по времени значение температуры. Истинная температура испытывает 
в каждой точке пространства крайне нерегулярное изменение со време
нем, такого же характера, какое испытывает и скорость движения.

Рассмотрим сначала теплопередачу в ламинарном пограничном слое. 
Уравнения движения (32,10) сохраняют свой вид. Аналогичное упро
щение должно быть произведено..теперь и для уравнения (43,2). На
писанное в раскрытом виде это уравнение имеет вид (все величины не 
зависят от координаты z):

дТ , дТ /Э*Г , д*Т\

д*ГВ правой его части можно пренебречь производной по сравнению
* т  жс — , , так что остается

дТ , дТ /ла

Из сравнения этого уравнения с первым иэ уравнений (32,10) ясно, что 
если число Прандтля порядка единицы, то порядок величины 3 толщины слоя, 
в котором происходит падение скоростной изменение температуры Г, будет 
попрежнему определятьсяпол ученными в § 32 формулами, т. о. будет обратно
пропорционален V Re . Поток тепла д =  —  равен, по порядку ве

личины, q ^  7.-^-^—®. Поэтому мы приходим к результату, что q, а
вместе с ним и число Нуссельта, прямо пропорционально V'Rc. Зависи
мость же Nu от Р г остаётся неопределённой. Таким образом, получаем:

Л/а =  >/Я*/(Рг). (44,2)
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В таком виде вта формула применима к конвекции при достаточно боль
ших Re и любых Рг ,

Перейдём теперь к теплопередаче в турбулентном пограничном слое. 
При втом удобно, как и в § 35, рассмотреть бесконечный плоско-па
раллельный турбулентный поток, текущий вдоль бесконечной плоской по
верхности. Градиент температуры ^  в таком потоке ^южет быть опре
делен из таких же соображений размерности, какие были использованы 
для нахождения градиента скорости ^  . Обозначим посредством q

плотность потока тепла вдоль оси у, вызванного наличием градиента тем
пературы. Этот поток шляется, очевидно, такой же постоянной (не за
висящей от у) величиной, какой является поток импульса а, и наряду : 
ним может рассматриваться как заданный параметр, определяющий свой
ства потока. Кроме того, мы имеем теперь в качестве параметров плот
ность р и теплоёмкость ср единицы массы жидкости. Вместо а введем а 
качестве параметра величину va; q и ср обладают размерностями соот-

зрг г врг см* ' Т1 . .ветственно г  =  - т н  ■■ — :--- -г. Что касается коэАЛн-сек-см* сек3 t-град сек^-град •
циентов вязкости и теплопроводности, то они, как всегда при доста

точно больших Re, не могут входить в ^  явно.
В силу упоминавшейся уже в § 43 однородности уравнений по тем

пературе можно изменить температуру в любое число раа без того, 
чтобы нарушить уравнения. Но при изменении температуры должен во 
столько же раз измениться и поток тепла. Поэтому q и Т  должны быть 
пропорциональны друг другу. Но из q, vc, р, ср и у  можно соета-. 
вить всего только одну величину, которая имеет размерность zpadjcjt
н в то же время пропорциональна д. Такой величиной является — ̂  ,
Поэтому должно быть

. * Г = 8  4 1 
р f c pva у  •

где {$ есть численная постоянная, которая должна быть определена 
вкспернментально '). Отсюда имеем:

Гг==?т ^ г ( | п у + С ) ' (44>3)

Таким образом, температура, как и скорость, распределена по лвга- 
рифмическому вакону. Входящая сюда постоянная интегрирования с дол
жна, как и прн выводе (35,7), быть определена из условий в вязком 
подслое. Полная разность Т между температурой жидкости в данной 
точке и температурой стенки (которую мы принимаем условие за нуль) 
складывается иа падения температуры о турбулентном слое и её падения

•) Имеющиеся в настоящее время данные не дают возможности определить 5 
сколько-нибудь точно.
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в вязком полслое. Логарифмическим законом (44,3) определяется только 
первое из них. Поэтому, если написать (44,3) в виде

Г==Р (In~  +  coast ) •
введя под знаком логарифма множителем толщину у0, то const, (умно
женная на множитель, стояШнЯ перед скобкой) должна представлять 
собой изменение температуры в вязком подслое. Это изменение зави
сит, конечно, и от коэффициентов v и Поскольку const, есть величина 
безразмерная, то она должна иметь вид некоторой функции от числа Рг, 
являющегося единственной безразмерной комбинацией, которую можно со
ставить из имеющихся в нашем распоряжении величин v, j. р, vt, ер (что 
касается потока тепла q, то он не может входить в const., поскольку Т 
должно быть пропорционально q, a q входит уже в множитель перед скоб
кой). Таким образом, получаем закон распределения температуры в виде

Г = ? г * к [ ' ° ^ + / Н -  (44-->
С помощью этой формулы легко можно рассчитать теплопередачу 

при турбулентном течении по трубе, теплопередачу от плоской пластинки 
при турбулентном пограничном слое и т. п. Мы не станем останавливаться, 
адесь на этом.

З а д а ч и

1. Определять зависимость числа Нуссельта от числа Прандтля в ламинар
ном пограничном слое при больших значениях Рг (и больших Re).

Реш ение. При больших Рг расстояние S', на котором происходит изме
нение температуры, мало по сравнению с толщиной I слоя, в котором проис
ходит падение скорости vt {У может быть названо толщиной температурного 
пограничного слоя). Порядок величины I' может бЬть получен оценкой членов 
уравнения (44,1). На расстоянии от у  ** 0 до у-^Ь' температура испытывает
изменение порядка ДГ, а скорость vx — порядка V  {полное изменение по

* дТрядка U  скорость испытывает на расстоянии в). Поэтому при j» — 2' член vt
S' ЛГ д*Т &Тв (44,1) — порядка U -у -у, а член](-у-у >. % jt|-. Сравнение обоих выражений

4/ /дает i ’J *»- i  — . Подставляя < -ч. i получаем:

* ! _
“ RehiprVi ■

„  4Т ЬГ  „Поток тепла ? =  — * — *»-* —  и окончательно находим для числа Нусссльта >)

=  const. |/ '/ ft • P r l ! i .

Ч В реальных случаях число Пранзтля обычно не достигает больших зна
чений, при которых мог бы иметь место полученный предельный злкон. Он мо
жет, однако, иметь значении для диффузии, когда вместо изменения темпера
туры надо говорить об изменении концентрации раствора, а роль числа Прандт-
ля играет отношение ^ . где D — коэффициент диффузии. В числе Нуссельта
вместо потока тепла надо подразумевать поток диффундирующего вещества.
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2. Определить предельный вид функции f ( P r )  в логарифмическом законе 
распределения температуры (44,4) при больших значениях Р г .

Р е ш е н и е .  С о гл а с н о  сказанному в примечании  ̂на стр. 161 поперечна* ско

рость в вязком подслое порядка величины ю0 , а масштаб т^Сулевтного'Л  //у ,!
движения — порядка у 0 I “  ) - «Турбулентная температуропроводность», с л ело- 
вательно, — порядка >-У« ■ , , 4 4

(мы воспользовались здесь соотношением (35,5)]. Хгурб. сравнивается по порядку 

величины с обычным коэффициентом j  иа расстояниях порядка у , По

скольку Хтурв. очень быстро ргствт с л1, то ясно, что основное тиснение тем
пературы в вязком подслое происходит на расстояниях от стснхн порядка у , ,  
и его можно считать пропорциональным Таким образом, функция J  { Р г )  бу
дет иметь вид

_  »
/ ( Р г )  =  const. Р г  * , 

где coast. — численная постоянная.

§ 45. Нагревание тела в движущейся жидкости

Термометр, погруженный в неподвижную жидкость, показывает тем
пературу, равную температуре жизкости. Если же жидкость движется, 
то термометр покажет температуру несколько более высокую. Это об
условливается нагреванием благодаря внутреннему трению тормозящейся 
у поверхности термометра жидкости.

Общую задачу можно сформулировать следующим образом. Тело 
произвольной формы погружается в движущуюся жидкость; по истече
нии достаточного промежутка времени установится некоторое тепловое 
равновесие и требуется определить возникающую при этом разность 
температур Г, —  Т0 между ними.

Решение этой задачи определяется уравнением (40,2), в котором, 
однако, теперь уже нельзя пренебречь членом, содержащим вязкость, 
как это было сделано в (43,1); именно этот члеи определяет интере
сующий нас здесь эффект. Таким образом, для установившегося состо
яний имеем уравнение

(уГ ) Г = Х Д Г + ^ ( ^  +  - £ £ ) \  (45.1)

К нему должны быть присоединены уравнения движения (43,3) самой 
жидкости и, строго говоря, еще и уравнение теплопроводности внутри 
твердого тела. В предельном случае достаточно малой теплопроводности 
тела можно пренебречь ею вовсе и температуру каждой точки поверх
ности тела считать просто равной температуре жидкости в той же точке, 
получающейся в результате решения уравнения (45,1) с граничным усло- 

дТ  _вием - = . 0, т. е. условием исчезновения потока тепла через поверх
ность тела. В обратном предельном случае достаточно большой теплопро



водности тела можно приближенно потребовать одинаковости температуры 
во все* точках его поверхности; производная ^  при этом, вообще го
воря, не обращается в нуль на всей поверхности и следует требовать 
исчезновения лишь полного потока тепла через всю поверхность тела
(т. е. интеграла от ^  по этой поверхности). В обоих этих предельных
случаях коэффициент теплопроводности тела не входит явно в решение 
задачи; ниже мы будем для простоты предполагать, что имеем дело 
с одним из них.

В уравнения (45,1) и (43,3) входят постоянные параметры у, * и ер 
и, кроме того, в нх решение войдут размеры тела / н скорость U  на
бегающего потока. (Разность же температур 7", —  Тв не является те
перь произвольным параметром, а должна сама быть определена в ре
зультате решения уравнений.) Из этих параметров можно составить две 
независимые безразмерные комбинации, в качестве которых выберем Re 
и Рг. Тогда можно утверждать, что искомая разность Г, —  Т0 равна
какой-либо величине с размерностью температуры (в качестве таковой
сыберем — ), умноженной на функцию от Re и Рг:

U 1Г , —  Тв =  —  f (R e ,P , ) .  (45,2)
Р

Легко определить вид этой функции в случае очень малых чисел 
Рейнольдса, т. е. достаточно малых скоростей U. Тогда член (vV) Т в
(45,1) мал по сравнению с / Л Г, так что уравненне (45,1) упрощается в

« «• — £ ( & + з Э } ) ' -  ( « Л
Температура н скорость испытывают заметное изменение на протяжении 
расстояний порядка размеров I  тела. Поэтому оценка обеих сторон 
уравнення (45,3) дабт:

Г* СрП’

откуда Т. —  7“0 —  IP .  Таким образом, мы приходим к результату, чте
1ерпри малых Re

Т. —  70 =  const. Рг — , (45,4)

где cons(.— численная постоянная, зависящая от формы тела. Отметим, 
что разность температур оказывается пропорциональной киадрату ско
рости U.

Некоторые общие заключения о виде функции f (P r ,R e )  в (45,2) 
можно сделать и в обратном предельном случае больших Re, когда ско
рость и температура меняются только в узком пограничном слое. Пусть 3 
и 3‘ —  расстояния, на которых меняются соответственно скорость и темпе
ратур а; 8 и У отличаются друг от друга множителем, зависящим от Рг. 
В  1 сек. в пограничном слое выделяется, благодаря вязкости жидкости, ко
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личество тепла, равное (на 1 с л Р  поверхности тела) интегралу от 

по толщине слоя [см. (14,3)]. Этот интеграл— порядкаве-

лнчииы vp ^  i  >ру- .  С  другой стороны, это тепло должно быть равно
4* д Т  Т,  -  Г»

теплу, теряемому телом н рааному потоку q  =  —  -s.

Сравнивая оба эта выражения, приюдпм к результату:

7", —  7*0 =  ~г f ( P r )- (45,5)'■р

Таким образом, и в этом случае функция /  оказывается независящей 
от R e ;  зависимость же ее от Р г  остается неопределённой.

З а д а ч и

1. Определять распределение температуры при малых числах Рейнольдса 
в жидкости, совершающей пуазейлевское течение по трубе кругового сече
ния, стенкн которой поддерживаются при постоянной температуре Г0.

Р е ш е н и е .  В цилиндрических координатах с осью* по оси трубы имеем:

v ,  Z 3 v  =  7 v m  j 1 — J , где v m —  средняя скорость течения. Подстановка

в (45,3) приводит в уравнению

16р ?
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\ _ d _ (  d T \  _  I6p„ v t 
r  d r \ T d r )  ~  \Ct  r

Решение этого уравнения, конечное прн г  =  0 н удовлетворяющее условию 
Т = Т й при г ~ Н ,  есть

2. Определить разность температур между твердым шаром к обтекающей 
его жидкостью при малых числах Рейнольдса;'теплопроводность шара предпо
лагается большой.

Р е ш е н и е .  Выбираем сферические координаты г, в, в с началом в центре 
шара и полярной осью вдоль направления скорости и натекающего потока.

Вычисляя компоненты тензора с помошыо формул (13,17) н фор

мулы (18,9) для скорости жидкости, обтекающей шар, получаем уравнение (45,3) 
в виде

• д  (  щ д Т \  , I  д  {  . ь д Т \  _  ./?«[ 6 /?» 2R * \  ,
jl dr \ or ) ' г* sin #5* ( дй) г* L ( + /* ) + г* J *

g р г
где А  = — о5 — . Ищем Г (г, в) в виде

7  = / ( г) cos1 А _(_£(/■)
л получаем, после отделения частей, зависящей н не зависящей от в, два 

.уравнения для f u g :

r > g ' + 2 r g ' ± 2 f = - A % .
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Из первого получаем:

/е=' ‘ (1 7 Г + 7 * - П 7 « ;+ - 7 Г
(член вила const, г* опускаем как ке исчезающий на бесконечности), после 
чего второе приводит к решению

Л / 3  Я *  1 R* 1 R*\ eiR*«_etR ^ r

Г дТПостоянные Ct.Cj.Cjопределяются из условий Г -= con»L в j  ^r*sinBdei^ =  0 

при r =  R, что эквивалентно требованию / (/ ?)= 0, g, (/?)+ =  иаО
бесконечности должно быть Т =» 7  ̂ Находим:

5 А 2 „ т
ci — ”  з  ' ** *1 — Т  ‘ е> * J

Для разности температур шара [Г1= Г (Я )|  в жидкости (7у получаем:

П - Г , = | Р ^ .

Заметим, что найденное распределение температуры оказывается удовлетво
ряющим к условию =  ® ПРН Г =  Я> т- е- /V?) =  gV?) =0- Поэтому оно
является одновременно в решением той же аадачи в случае малой теплопро
водности шара.

§ 46. Свободная коявекция
Мы видели в § 3, что если в находящейся в поле тяжести жидкости 

имеет место механическое равновесие, то распределение температуры 
в ней должно эависеть только от высоты z: Т =  Т(г). Если же распре
деление температуры ие удовлетворяет этому требованию, являясь в об
щем случае функцией всех трйх координат [ Т T (x ,y tz)]t то механи
ческое равновесие в жидкости невозможно. Больше того, даже если 
Т =  T(z), то механическое равновесие всё же может оказаться невоз
можным, если вертикальный градиент температуры направлен вниз и 
по абсолютной величине превышает определённое предельное значение.

Отсутствие механического равновесия приводит к возникновению 
в жидкости внутренних течений, стремящихся перемешать жидкость так, 
чтобы в ней установилась постоянная температура. Такое возникаю
щее в поле тяжести движение называют свободной конвекцией.-

Выведем уравнения, описывающие конвекцию. Мы буд ем  рассматривать 
жидкость как несжимаемую. Это значит, что давление предполагается 
достаточно мало меняющимся вдоль жидкости, так что изменением 
плотности под влиянием изменения давления можно пренебречь. Напри
мер, в атмосфере, где давление меняется с высотой, это значит, что 
мы не будем рассматривать слишком высоких ев столбов, в которых 
изменение плотности с высотой становится существенным. Что же ка
сается изменения плотности благодаря неравномерной нагретости 
жидкости, то этим изменением, конечно, нельзя пренебречь. Именно оно 
приводит к хоявлемдо сил, вызывающих конвекционное движение.
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Обозначим посредством Т6, р0, рл температуру, плотность и давле
ние жидкости, которые имелись бы при равновесии. Т0 и рв являются 
просто некоторыми постоянными, а рс меняется с высотой согласно 
гидростатическому уравнению:

Напишем переменную температуру T (x ,y ,z )  в виде Т = Т й-\- Т .  Мы 
будем предполагать, что неравномерность V  температуры мала по срав
нению с Тй. Давление и плотность тоже напишем в виде р = р 0~\-р' и 
р =  pe -j р'. Для изменения р1 плотности можно написать ввиду малости V;

Начнём с преобразования уравнения Навье-Стокса, которое при 
наличии поля тяжести имеет вид

получающийся добавлением к правой стороне (13,7) действующей на 
единицу массы силы g. Подставим сюдаР  =  Ро-\-р‘, Р =  Ро +  Р*- С точ
ностью до малых первого порядка имеем:

Подставляя это выражение в уравнение Навье-Стокса и опуская индекс 
у pg, получаем окончательно:

В уравнении теплопроводности (40,2) член, содержащий вязкость, прн 
свободной конвекции, как можно показать, всегда мал по сравнению 
с другими членами уравнения и потому может быть опущен. Таким 
образом, получаем: .. .

£  +  <у?)Г =  ХД Г -  (46,4)

Уравнения (46,3) —  (46,4) вместе с уравнением непрерывности d lvv =  0 
представляют собой полную систему уравнений, описывающих свободную 
конвекцию.

Для стационарного движения уравнения конвекции принимают вод

£  +  „ V ) v — Й + , 4 .  +  ь

!> i  V  
t ft Po t i r *

или, подставляя (46,1) —  (46,2):

g j +  <v7>v =  —  —  pgr. (46,3)

(vil) v =  —  —  g a T ' vAv,

(vi)r =  jf ДГ, dlvv = 0.
(46,5)
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В эту систему пяти уравнений, определяющих неизвестные функшш v,
V ,  входят три параметра: v, j  и Кроме того, в их решение

входит характеристическая длина I  н разность 7*,—  Г0 температур 
твёрдого тела и жидкости (вдали от тела). Характеристическая скорость 
теперь отсутствует, поскольку никакого вынужденного постороншшн 
причинами потока нет и веб движение жидкости обусловливается ей 
неравномерной нагретостью.

Таким образом, стационарная конвекция в поле тяжести характери
зуется пятью параметрами, имеющими следующие размерности:

.см». гт. т . ,  Л Г(, _ , ^  емЫ  —  М  =  т г ‘. [Т  ̂—  Т^ ^ гр ад , [/ ]= сл , [ ^ ] :сек 1 1  VJ г * i i  > i e r i еек'чрад’
Из этих величин можно составить две независимые безразмерные комби
нации. В качестве их обычно выбирают число Прандтля Р г = — и такI
называемое число Грассхофа (Grassbof):

O r „ e S L ^ = S L . ,46.6,

Закон подобия для свободной конвекции гласит, следовательно:

v =  f t ( f ,  Рг, O r), T — {Tt —  7"в) / ( у  , P r . G r ) .  (46,7)

Два течения подобны, если их числа Прандтля н Грассхофа одинаковы.
Теплопередачу при конвекции в поле тяжести, как н без учёта тя

жести, характеризуют числом Нуссельта. Это число является теперь 
функцией только от Рг  и Gr.

• N u = / (P r , Gr). (46,8)
Значение числа Грассхофа является важной характеристикой конвек

ционного движения жидкости. При достаточно малых значениях От 
свободная конвекция не существенна для процесса теплопередачи в 
жидкости; теплопередача осуществляется при этом в основном посред
ством обычной теплопроводности.

Конвекционное движение может быть как ламинарным, так и турбу
лентным. Для свободной конвекции не существует числа Рейнольдса 
(поскольку нет характеристических параметров скорости), и наступление 
турбулентности определяется числом Грассхофа, —  конвекиня становится 
турбулентной при очень больших значениях Or.

Весьма своеобразным случаем конвекции является движение, возни
кающее в жидкости между двумя бесконечными горизонтальными пло
скостями, нагретыми до различной температуры (причем температура Г ,  
нижней плоскости выше температуры 7", верхней плоскости). Если 
разность температур Tt — 7", не слишком велика, то жидкость остаётся 
Неподвижной и возникает режим чистой теплопроводности причем темпе
ратура жидкости является функцией только от вертикальной коорди
наты г. Если же разность Т% —  Г, превышает некоторое критическое 
значение (зависящее от расстояния I между пластинками), то возникает



конвекционное движение, обладающее своеобразным характером, —  вся 
картина движения периодична в горизонтальной плоскости х, у. Про
странство между твердыми плоскостями оказывается разделенным на 
правильно расположенные вертикальные области, в которых жидкость 
движется попеременно вверх или вниз. Критическое значение разности 
7, —  7"| определяется значением произведения Pr-G r; свободная конвек
ция возникает при

P r . G r —  * 'Р  (Г< ~  Г|)- >  1700. 
п

При очень больших Gr это движение становится неустойчивым и пере
ходит в турбулентное.

З а д а ч а

Определить число Нуссельта при свободной конвекции у плоской вертикаль
ной пластинки. Предполагается, что скорость и разность температур Т1 =  Г — Г# 
(Г0 — температура жидкости на бесконечном расстоянии от пластивки) заметно 
отличны от нуля лишь в тонком пограничном слое у поверхности пластинки1).

Реш ение. Выбираем начало координат на нижнем краю пластинки, ось л: 
вертикально в плоскости пластивки, а ось у  — перпендикулярно ей. В погранич
ном слое давление не меняется вдоль оси у  (ср. § 32) и потому везде равно 
гидростатическому давлению у>0(-*)» та* что у *=*0. С обычной для погранич
ного слоя точностью уравнения (46,3) принимают Ьид:

дГ , дТ 0*Г, гпх
(2)

dv to»
(3)

в граничными условиями vr — vy= 0 ,Т= Т\  при> =  0 (7j — температура пла
стинки), vx =  0, 7*= 7*0 при у=.са. Эти уравнения могут быть преобразованы 
с дифференциальные уравнения в полных производных введением в качестве 
веаавнсииой переменной величины

V*
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■-=с т д - с - (4)
Полагаем

v x = b C * V x  т'( 0 ,  Г - Г 0 =  (Г1- Г 0)в(а). (5)

Тогда (3) дает vy=*Cx— '^ ( V  — 3?), а (1) н (2) дают уравневия для f  и #: *

Т" '4 - 3 ТТ'  - 2 t ,a +  e =  0. &* +  ЗРгТ6' =  0 (6)

с граничными условиями у (0) =  г (0) =  0, 0(0) =  ], f ' {e e )  =  0, И(со) =  0
хч*

Ив (4 )— (5) следует, что толщина пограничного слоя — порядка I  -s. —j r -  ♦ 

Условие применимости решения гласит поэтому * •»;, I (где I — высота пластинки)

!) Решение этой вадачи было получено Польгауаеном.



ялн Gr ^>1. Полный поток тепля (отнесбяный и елиииие плошали поверх
ности пластинки) равен

\ Г дт\ , At
ч = ~ 1  *35 dx= - l e'(0; pf) с Ъ - т * > 1 •

i  lr=a
Число Нуссельта равно

Ш = / (Р г )С г '‘*, 
гле функция /(Рг) определяет.я решением уравнений (6).

§ 47] з в у к о в ы е  волны 20Т

ГЛАВА VI 
ЗВУК

§ 47. Звуковые волны

Переходя к изучению движения сжимаемой жидкости (или газа), мы 
пачнбы с исследования малых колебаний в ней; колебательное движе
ние с малыми амплитудами в сжимаемой жидкости называют звуковыми 
волнами. В каждом месте жидкости в звуковой волне происходят попе
ременные сжатия и разрежения.

В силу малости колебаний в звуковой волне скорость v в ней мала, 
так что в уравнении Эйлера можно пренебречь числом (vV)v. По этой 
же причине относительные изменения плотности и давления в жидкости 
тоже малы. Мы будем писать переменные р и р в виде

Р —Ро+ Р1. Р = Р 0+ Р '.  (47,1)
где р0, рй —  постоянные равновесные плотность и давление жидкости,
а р', р' —  их изменения в звуковой волне (р'<^ре, р'<^р0)-

Уравнение непрерывности

| f  +  dlv pv =  0

при подстановке в него (47,1) н пренебрежении малыми величинами вто 
рого порядка (р‘, р', v надо при этом считать малыми величинами лер 
вого порядка) принимает вид

^ + p 0d lvv =  0. (47,2)
Уравнение Эйлера

S + W v — л

в том же приближении сводится к уравнению
дч , ЬрР
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Уравнения (47,2) и (47,3) содержат неизвестные функции v, р\ р'. 
Для исключения одной иэ них замечаем, что звуковая волна в идеаль
ной жидкости является, как и всякое другое движение в такой жидко
сти, адиабатическим. Поэтому малое изменение р' давления связано 
с малым изменением р‘ плотности уравнением

{значение этой производной берется, конечно, прн р =  р0). Дифферен
цируя это равенство по времени:

Два уравнения (47,3) и (47,5) с неизвестными v и р‘ полностью описы
вают звуковую волну.

Для того, чтобы получить уравнения, содержащие только по одной 
неизвестной функции, удобно ввести потенциал скорости из соотноше
ния v=grad<f. Из уравнения (47,3) получим:

{индексу рс и р0 здесь и ниже мы будем дпя краткости опускать), свя
зывающее р’ с у. После этого найдём на (47,5) уравнение

которому должен удовлетворять потенциал if; здесь введено обозначение

Уравнение вида (47,7) называется волновым. Применив к (47,7) опера
цию grad, найдём, что такому же уравнению удовлетворяет каждая иэ 
трёх компонент скорости v, а, взяв производную по времени от (47,7), 
найдём, что волновому уравнению удовлетворяет и давление р1 (а по
тому и р').

Рассмотрим звуковую волну, в которой все величины зависят только 
от одной иэ координат, скажем, от х. Другими словами, всё движение 
•однородно в плоскости у, z; такая волна называется плоской. Волновое 
уравнение (47,7) принимает вид

(47,4)

и подставляя ^  из (47,2), получаем:

(47,6)

(47,7)

(47,8)

(4 7 ,9 )
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Для решения этого уравнения вводим вместо х, t  новые переменные
£ =  д? — ct, =  d.

Легко убедиться в том, что в этих переменных уравнение (47,9) принв» 
мает вид

Интегрируя это уравнение по £, находим:

где / (̂т]) —  произвольная функция. Интегрируя ешб раз, получим 
<Рх = / |  ( ; ) “} - где/, и / , —  произвольные функции. Таким образом,

Функциями такого же вида описывается распределение также и осталь
ных иелнчин [р , р‘, v) в плоский волне.

Будем говорить, для определенности, о плотности р'= f t [x —
-I- / .(х  ct). Пусть, HanpMviep,/j =  0, так что р '= / , (х  —  ct). B : j a ; i i h m  
наглядный смысл этого решения. В каждой плоскости х  »  const, плот
ность меняется со временем; в каждый данный момент плотность различна 
для разных х. Очеиндно, что плотность одинакова для координат х и 
моментов времени t, удовлетворяющих соотношениям;): —  ct —  const., или

Это значит, что если в некоторый момент t =  0 в некоторой точке 
жидкости её плотность имеет определенное значение, то через проме
жуток времени t  то же самое значение плотности имеет место на рас
стоянии ct вдоль оси х  от первоначального места (и то же самое отно
сится ко всем остальным величинам в волне). Мы можем сказать, что 
картина движения распространяется в среде вдоль оси х со скоростью с, 
называемой скоростью звука.

Таким образом, J i (x — ct) представляет собой, как говорят, бегущую 
плоскую волну, распространяющуюся в положительном направлении 
оси х. Очевидно, что /л(х-\-ct) представляет собой волну, распростра
няющуюся в противоположном, отрицательном, направлении оси х.

Из трёх компонент скорости v =grad у в плоской волне отлична от
нуля только компонента vx = ~ -  Таким образом, скорость жидкости в
эзуковоЛ волне направлена по направлению распространения волны. В связи 
с этим говорят, что звуковые волны в жидкости являются про сольными.

В бегущей плоской волне скорость vx =  о связана с давлением р1 
и плотностью р' простыми соотношениями. Написав 9 =  / {х  —  ct), имеем
т  =  ̂ = * / ( х  —  ct) и р =г— р ^ ш тр с/  (x —  d). Сравнивая 9ти выра
жения, находим:

< ? = / i  (■* — rf )  +  / s  {x +  d). (47,10)

х =  const. -|- ct.

(47,11)

14 Мехлмнка сплошных сред



Подставляя сюда согласно (47,4) и (47,8) р' =  с1̂ , имеем:

» — (47,12)

Формула (47,8) определяет скорость звука по адиабатической сжи
маемости жидкости; вводя удельный обтЛм V =  — , имеем:

, = v  V - { % ) , -  w ' s)

Адиабатическая сжимаемость^^-) связана с изотермической сжимае
мостью ^ j- J известной термодинамической формулой:

t d p \  _ С , ! д р  \
\W >  - r 9 \dV ) т '

Поэтому скорость звука можно написать в виде

е =  V  ^  (4^,14)

Вычислим скорость звука в идеальном (в термодинамическом смысл* 
слова) газе. Согласно формуле Клапейрона имеем:

(47,15)

где к — постоянная Бочьимана, a m —  масса одной молекулы газа. 
Тогда ^,1 =«—  и СК0Р0СТЬ звука (47,14) равна

. /  ~5Т 
С= У  t  « *

где посредством у обозначено отношение f = ^ .  Поскольку f  мало
cv

зависит от температуры {при обычных температурах), то скорость звука 
в газе можно считать пропорциональной квадратному корню из температу
ры. Подчеркнем, что при заданной температуре скорость звука ока
зывается не зависящей от давления газа.

Весьма важным случаем волн являются так называемые монохрома
тические волны, в которых все величины являются простыми периоди
ческими функциями времени. Такие функции обычно бывает удобным 
писать в виде действительной части комплексного выражения (см. на
чало § 20). Так, для потенциала скорости напишем:

<р =  Re { рс (ж, у, z) } , (47,16)

где «а есть частота волны. Функция удовлетворяет уравнению

получающемуся прн подстановке (47,16) в (47,7).

2 1 0  з в у к  [ г л . v i

д ? « 4 - ? ? „  =  0 .  (4 7 ,1 7 )



Рассмотрим бегущую плоскую монохроматическую волну, распростра
няющуюся в положительном направлении оси х. В такой волне все величины 
являются функциями только от х  —  d t и потому, скажем, потенциал 
имеет вил

?  =  R e { ^ " “ ( ' " 7 ) } t (47,18)

где А —  постоянная, называемая комплексной амплитудой. Н атсав еб 
в виде А = а е а с действительными постоянными а и а, будем иметь:

в = а с о 5 ( 7 *  —  ■* +  »)• (47,19)

Постоянную а называют амплитудой, а аргумент под знаком cos фазой 
волны. Обозначим посредством и единичный вектор в направлении рас
пространения волны. Вектор

, а 2гк =  уП  =  у 11 (47,20)

называется волновым вектором. Вводя этот вектор, можно написать 
(47,! 8) в виде

<j> =  Re (47,21)
Монохроматические волны являются весьма важным случаем волн 

в связи с тем, что всякую вообще волну можно представить в виде 
совокупности плоских монохроматических ноли с различными волновыми 
векторами и частотами. Такое разложение волны на монохроматические 
является не чем иным, как разложением в ряд или интеграл Фурье 
(о нбм говорят также, как о спектральном разложении). Об отдельных 
компонентах этого разложения говорят, как о монохроматических ком
понентах волны нли как о ей компонентах Фурье,

З а д а ч а

Определить авуковую волну, распространяющуюся в атмосфере (в поле тяже
сти) в вертикальном направленна.

Реш ение. В поле тяжести р¥ р* s, являются функциями вертикальной
дОп

координаты г, причем согласно (3 ,1 )^ -= — р #  Уравнения непрерывности ■ 
сохранения энтропии гласят в рассматриваемом приближении:

•, ^ , . •. dig

а уравнение ЭЛлера:
■ 1 d(pa-bp') _  _  1 dp* _  £
' ?o-hef dz tod* e to‘

Д и ф ф е р е н ц и р уя  п о сл ед н ее  ур авн е н и е  no в р е у е н я  н п о д с т а в л я я  р' иа ур а вн е н и я  
н е п р е р ы вн о сти , п о л уч и м :

i = -  4. ££<?£!ра i t  1 р0 at. •

§ 47] звуковые волны 211
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Для р  пишем:

*- № * № — № *  - &)•'£- OSWT-
дря . Л» - Л»

=  _ o _ _ f . p 0 _  =  f W _ f . ? 0 ^ .

В результате получаем следующее уравнение для скорости v в волне:

_ | д I  , d » \
e e 7 s ^ * d . ;  (i)

(видекс у  ц, опускаем).
Если рассматривать атмосферу как идеальный гаа, находящийся в состс- 

■ним теплового равновесия, то «является функцией только от температуры 7"* 
н поскольку температура постоянна вдоль атмосферы, то с  =  const Для гра
диента плоскости имеем:

dJL ^ - 2 - g f  
ох \ др j тох es

^ где ,  =  ~ У  в,,ося ато в П0'ЛУ,,ИМ следующее уравнение:

d*v . <Fv до ...
А 1 =  ̂ Э ? - ^ 3 7 -  (2>

Ищем решения уравнения (2), пропорциональные *■»<*•’ — н получаем для 
■олпового вектора

С - / И 1 — !/<"•!' 2 е* 7 ? ~

Если , то бегущая вверх волна имеет вид

~ - г  / Г й '--
р  =  const, е  C O S i W  — Г  1 / ---------— J .

\ V  с* Ас* } '
f f

Если же <* <  г~, то имеет место затухающее прижеппе

с .

v f

( I • ’ "  ̂«U 4 Т У 4с* * t* / *

(ва двух значений 4 должно быть выбрано то, которое соответствует болм 
быстрому ватухапию).

§ 48. Энергая и импульс звуковых волн 

выведем выражение для энергии звуковой волны. Согласно общей 
формуле энергия единицы объема жидкости равна Подста
вим сюда p =  p0-j-p', ( s i j - l- e ' ,  где буккм со штрихом обозначают 
отклонения соответствующих величии от их значений в неподвижной жид- 

р̂ хй
кости. Члеи является величиной третьего порядка малости. Поэтому,
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если ограничиться точностью до членов второго порядка включительно, 
получим:

р0# +  ? О* 1 2 4,\ ' .2 *

Производные берутся при постоянной энтропии, поскольку звуковая 
волна адиабатична* В силу термодинамического соотношения^ ш* Тds —
— p d V = T d s — -ydp имеем: =  z — —  w, а вторая произ
води аа равна

/ 6Р<pt] \  f d w \  ( д ю \  ( д р \  л*
\  df 1 ) t \ S f ) t  \ d p ) i \ d f ) i  f  '

Таким образом, энергия единицы объёма жидкости равна
I I I С* , Vs

p0e0+ i» oP + ^ j r  р + Р о у -

Первый член в этом выражении (е0р0) представляет собой энергию 
единицы объема неподвижной жидкости и не имеет отношения к звуко-
пой волне. Что касается второго члена (о^р'), то это есть изменение
Энергии, связанное просто с изменением количества вещества (массы 
жидкости) в каждой данной единице объёма. В полной энергии, полу
чающейся интегрированием энергии единицы объёма по всему объёму 
жидкости,. этот член выпадает; поскольку общее количество жидкости 
остаётся неизменным, то  ̂ p r fV = j  р04У, так что \ф' d V = Q .  Та кич 
образом, полное изменение энергии жидкости, связанное с наличием 
звуковой волны, равно интегралу

Подинтегральное выражение можно рассматривать как плотность Е  зву
ковой энергии:

* = * £ + * £ •  < « w

Это выражение упрощается в случае бегущей плоской волны. В  та* 
кой вояке р< =  р0-у [см. (47,12)], и оба члена в (48,1) оказываются 
одинаковыми, так что

£ «  Ре®’. (48,2)

В  общем случае произвольной волны такое соотношение не имеет места.
Аналогичную формулу можно написать в общем случае для среднего 
(по времени) значения полной звуковой энергии. Она следует непосред
ственно из известной общей теоремы механики о том, что во всякой
системе, совершающей малые колебания, среднее значение полной по
тенциальное энергии равно среднему значению полной кинетической
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энергии. Поскольку последняя равна в данном случае -i f  p0z *d lr, то мы 
находим, что полная средняя звуковая энергия есть “ J

\ ^ d V  =  j  p ^ d V .  (48,3)

Отметим, что если представить неыонохроматнческуто волну в виде 
наложения ряда монохроматических воли, то средняя энергия вопны 
будет равна сумме средних энергий каждой из монохроматических ком
понент. Действительно, если v представлено в виде суммы ряда членов 
с различными частотами, то в v 1 войдут наряду с квадратами каждого 
из таких членов также произведения членов с различными частотами. 
Эти произведения содержат множители вида

являющиеся периодическими функциями времени. Но среднее значение 
простой периодической функции равно нулю, так что члены такого вида 
исчезают. Таким образом, в средней энергии остаются только члены, 
содержащие средние квадраты каждой из мочохроматических компонент.

Далее, рассмотрим некоторый объём жидкости, в которой распрост
раняется звук, и определим средний поток энергии через замкнутую 
поверхность, ограничивающую этот объём. Плотность потока энергии
в жидкости равна согласно (5,3) pv В  рассматриваемом слу
чае можно пренебречь членом с -у как малым третьего порядка. По*
этому средняя плотность потока энергии в звуковой волне есть pvw . 
Подставляя сюда w  =  я>0 -J- w‘, имеем:

ргсгу.= pv 4 - p®'v.
Для малого изменения то' тепловой функции инеем хю' я  j  р'. По

учал ) . rfскольку то w  = J  и. далее,

ptcv =  TB0pv -f- ptv.

Полный поток энергии через рассматриваемую поверхность равен ин
тегралу

<f{WrfV +  'f7v)dl.
Но поскольку общее количество жидкости в данном объеме остаётся в средней неизменным, то усреднённый по времени поток вещества
(fipwdt через замкнутую поверхность должен обращаться в нуль. По
этому поток энергии есть просто

' p 'vdi.
Мы видим, что роль средней плотности потока звуковой анергии играет
вектор _  ___

Q = p 'v .  (48,4)
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Легко нцдеть, что имеет место соотношение

~ - f  <||у^ 'у =  0. (48,5)

В таком виде это уравнение выражает закон сохранения звуковой энер
гии, причём роль плотности потока этой энергии играет как раз вектор 
q = p ‘v. Отметим, кстати, что это выражение справедливо не только для 
среднего значения потока, но и для его значения в каждый данный мо
мент времени.

В бегущей плоской волне изменение давления связано со скоростью 
посредством />' =  ср0г>. Вводя единичный сектор п в направлении рас
пространения волны (совпадающем с направлением скорости v), получим 
q =  £pfl®,n1 нли

q = c£ n . (48,6)
Таким образом, в плоской звуковой волне плотность потока энергии 
равна плотности энергии, помноженной на скорость звука,— результат, 
который естественно было ожидать.

Рассмотрим теперь звуковую нолну, занимающую в каждый данный 
момент времени некоторую конечную область пространства1) («волновой 
пакет»), н определим полный импульс жидкости в такой волне. Импульс 
единицы объема жидкости совпадает с плотностью потока массы j =  pv. 
Подставляя р =  рй~}-р\ имеем J =  p0v-)-p,v. Изменение плотности свя
зано с изменением давления посредством р‘ =  С помощью (48,4) по
лучаем поэтому

j = p 0v +  - J. (48,7)

Поскольку движение в звуковой волне потенциально, то можно написать 
v =  (подчеркнем, что это утверждение не связано с темн пренебре
жениями, которые были сделаны в § 47 при выводе линейных уравне
ний движения, —  решение с ro tv ^=0 является точным решением уравне
ний Эйлера). Поэтому имеем!

J=  РоТ<Р +
Полный импульс волны равен интегралу ( j dV по всему занимаемому
ею объему. Но интеграл от может <?ыть преобразован в интеграл 
по поверхности:

[V f  d V= < fi'9dt

и обращается в нуль, так как вне занимаемого волной объёма <р =  0. 
Таким образом, полный импульс волны равен

*48,8)

') Нигде не ограниченную твёрдыми стенками.
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Эта величина, вообще говоря, отнюдь не обращается в нуль. Но нали
чие не равного нулю полного импульса означает, что имеет место пе
ренос вещества. Мы приходим к результату, что распространение зву
кового волнового пакета сопровождается переносом вещества жидкости. 
Этот эффект является эффектом второго порядка малости (поскольку 
q есть величина второго порядка).

Наконец, вычислим среднее значение изменения р‘ давления а звуко
вой волне. В первом приближении, соответствующем обычным линейным 
уравнениям движения, р‘ является периодический знакопеременной фун
кцией, и среднее значение р' обращается в нуль. Этот результат, од
нако, перестает иметь иесто, еспи обратиться к более высоким прибли
жениям. Еслн ограничиться величинами второго лорядка малости, то 
оказывается возможным выразить р через величины, вычисляемые с по
мощью линейных уравнений звука, так что не приходится прибегать к 
непосредственному решению нелинейных уравнений движения, получаю
щихся при учете величин высших порядков.

Будем исходить из уравнения Бернулли:

w +  T  +  S  =  consL

Усредним 8то равенство по времени. Среднее значение проиэпод- 
ной по времени обращается в нуль1). Наиисав также иг =  ш0-|~ат' 
и включив постоянную в const., получаем

w ' -|- у  =» const.

Булем предполагать, что волна распространяется в неограниченном 
объёме жидкости, но на бесконечности затухает, т. е. v, w' и тому 
подобные величины обращаются в нуль. Поскольку const.4 одинакова 
во всём пространстве, то ясно, что должно быть const. =  0, так что

+  у  =  0. 1 И8.9)

Разложим, далее, w' в ряд по степеням р'\ с точностью до членов вто
рого порядка имеем:

’) По общему определению срелних величия имеем дл  среднего значения 
прояааодной от какой-либо функции /(<):

5 =  На '  Ы т ш  ы  »
at Т - а с ™ }  г , в  57

E c j *  функция / (0 _  остается конечной при всех t, то атот предел равен
df л .нулю, таи что у  = 0.
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( дхв ■

О р )  =  70

( & \
ft) 2Pj \ fy js  Ро 2 с ^ ’

Подставляя это в (48,3), получим:
— м>- рЧ . i 'lf l

 V + ‘3ft* <48*10'
чей и определяется искомое среднее давление. Стоящее справа выра
жение является величиной второго порядка малости и для его вычисле
ния наю пользоваться р' и v, получающимися при решении линейных 
уравнений движения. ДЛя средней плотности имеем:

p'=(S)/+iQ ,?5-
Если в рассматриваемом объёме волну можно считать бегущей плоской,

J  _

то v  =  c — , так что гг =  г, с1, и выражение (48,10) обращается в нуль, 
P. Fo

т. е. в плоской волне среднее изменение давления является эффектом 
порядка более высокого, чем второй. Изменение же плотности

7^ в НУЛЬ не обращается. ^Отметим, что производная

является обычно величиной отрицательной и поэтому в бегущей волне 
р '<^0. ) В этом же приближении имеем для среднего значения тензора 
плотноста потока импульса в бегущей плоской волне

P +  P ^  =  />e +  f W V  
Первый член связан с равновесным давлением и не имеет отношения 
к звуковой волне. Во втором же члене ваоднм единичный вектор о 
в направлении v (совпадающем с направлением распространения волны) 
и, воспользовавшись соотношением (48,2), будем иметь для плотности 
потока импульса в звуковой волне

П « =  £ "/ 1*. (48,12)
Если волна распространяется вдоль оси х, то отлична от нуля только 
компонента l l rz =  Е. Таким образом, в рассматриваемом приближении 
в плоской звуковой волне имеется средний поток только .«-компоненты 
импульса, причём переносится он в направлении оси х.

§ 49. Отражение и преломление звуковых волн

Когда звуковая волна попадает на границу между двумя различными 
средами (жидкостями или газами), с ней происходят явления отражения 
и преломления. Это значит, что наряду с падающей волной возникает 
ешб две; одна из них— отражённая —  распространяется обратно от по
верхности раздела в первой среде, а вторая —  преломлбнааа — рас-
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лространяется от поверхности раздела во второй среде. Следовательно, 
движение в первой среде является наложением двух волн (падающей 
и отраженной), во второй среде имеется одна (преломленная) волна.

Связь между палаюшей, отраженной и преломленной волнами опре
деляется граничными условиями на поверхности раздела между обеими 
средами, требующими равенства давлений и нормальных к поиерхности 
раздела компонент скорости.

Рассмотрим отражение и преломление монохроматической продольной 
волны в случае плоской границы раздела. Плоскость у, г выберем 
в качестве граничной. Легко видеть, что все три волны— падающая, 
отражённая и преломленная—г будут иметь одинаковые частоты ш и 
одинаковые компоненты kt волнового вектора (но не компоненту k 
по направлению, перпендикулярному к плоскости раздела). Действи
тельно, в неограниченной однородной среде монохроматическая волна 
с постоянными к и и) является решением уравнений движения. При на
личии границы' раздела добавляются лишь граничные условия, которые 
в нашем случае относятся к х =  0, т. е. не зависят ни от времени, 
«и от координат у  и г. Поэтому зависимость решения от t и от у, г 
остается неизменной во всвм пространстве и времени, т. е. ш, к , к 
остаются теми же, какими они были я падающей волне.

Из этого результата могут быть непосредственно выведены соотно
шения, определяющие направления распространения отраженной и пре
ломленной волн. Пусть х, у — плоскость падения волны. Тогда в падаю
щей волне 0; то же самое должно иметь место и для отраженной 
и преломленной волн. Таким образом, направления распространения 
ладаюшей, отраженной и преломленной волн лежат в одной плоскости.

Пусть Н есть угол между направлением волны и осью х. Тогда из
вравенства величин ку =  — sin 0 для падающей н отраженной волн сле-

дует- что « != « ; .  (49,1)
т. е. угол паления в, равен углу отражения 6|. Иэ аналогичного жа 
равенства для падающей и преломленной волн следует соотношение

=  3  • 1« . 2)

между углом падения 0, и углом преломления в, (с, и с ,— скорости 
звука в обеих средах). •

Для того, чтобы получить количественное соотношение между ин
тенсивностями падающей, отраженной и преломленной волн, пишем 
потенциалы скорости в этих волнах соответственно в виде

9, =*Л, exp|iw(^- eosOj-j-^- sln8, —

ft  =  А,ехр | ш ( —  ~  cos 9, -f- ^  з)п в,—  t J к  
<р, *  Л, ехр |/о» cos 9t -\-£ sin.9a —  / ) | .



На поверхности раздела (х = 0 )  должны быть равными давления
(р =  — р’р) и нормальные скорости (vx =  д$}дх) в обеих средах; эш
условия приводят к равеистрам

< a t i>i . COS fl, t | art   COS в, ■
Pi (А “Г “  Рг̂ 2> ~~с~ *• — ̂  — 1 Ct

Коэффициент отражения R  определяется как отношение средних (по 
времени] плотностей потока энергии в отражённой и падающей волнах. 
Поскольку плотность потока энергии в плоской волне равна [согласно
(48,2), (48,6)] cpw: , то имеем

Я  — _  М »!1
MiP

Простое вычисление приводит к результату

n _  / h ' i ei  — Pi ‘« ’Л* IV
г  и ,3>

(0, н 62 связаны друг с другом соотношением (49,2)].
Для нормального падения (б, =  0) эта формула даёт просто

R  =  (е^ -Т-й а у .  (49,4)
W t + Р Л /

При угле падения, определяющемся из
• Л Л - 1 А

J Pl 1 (49,5)
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4  1 I K 4 - 4 )
коэффициент отражения обращается в нуль, т. е. звуковая волна це
ликом преломляется, не отражаясь вовсе; такой случай возможен, если 
с, с,, но р,с, (1,с, (или наоборот).

З а д а ч а

Определить давление, оказываемое авуковой волной па граяпиу раздела 
между двумя ж и д к о с т я м и .

Р е ш е н и е  Сумма полных потоков энергии в отраженной я преломлеяиой 
волнах должна Сыть равна падающему потоку энергии. Относя поток энергии 
к единице площади поверхности раздела, напишем это условие в виде

суЕ\ cos •, =  с{Е\ cos 9j -f е5£, cos #2.

гве E it Е\, E t — плотности анергии в падающей, отражённой и преломленной 
волнах. Вводя коэффициент отражения R =  E\jE\, имеем отсюда!

F , = £- ^ i  (1 - R \^  с3 cos О]

Искомое давление р определяется как дг-коыпокента импульса, теряемого 
в единицу времени звуковой волной (отнесенная к единице площади границы
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раздела). С помощью яырлжения (43,12) для телзора плотности потока щ» 
пульса в  звуковой волне найми:

р  =  E i  cos1 flj т  £, cos* 0| —  £ j cosa

Подставляя выражение лля £*, вводя R  л используя (49,2), получим: 

р =  £, sin flj cos |ctg0r (l + R) — ctgfl,-(l — R)\
Для нормального падения (lj =  0) найдем с поыошыо (49,4):

J о?, Г f? gf-*-Pa
[ (ftCl т  P*ei)*

§ 50. Геометрическая акустика

Плоская волна отличается тем свойством, что направление еб рас
пространения и еС амплитуда одинаковы во всем пространстве. Произ
вольные звуковые волны этим свойством, конечно, не обладают. Однако, 
возможны случаи, когда звуковую волну, не япляющуюся 'плоской, 
в каждом небольшом участке пространства можно рассматривать как 
плоскую. Для этого, очевидно, необходимо, чтобы амплитуда и направ
ление волны почти не менялись на протяжении расстояний порядка 
длины волны.

Если выполнено это условие, то можно ввести понятие о лучах как 
о линиях, касательные к которым в каждой точке совпадают с направ
лением распространения волны, и можно говорить о распространен!» 
звука вдоль лучей, отвлекаясь при этом от его волновой природы. 
Изучение законов распространения звука в таких случаях составляет 
предмет геометрической акустики. Можно сказать, что геометрическая 
акустика соответствует предельному случаю малых длин волн, 1— «-О.

Выыедем основное уравнение геометрической акустики —  уравнение,
определяющее направление лучей. Напишем потенциал скорости волны
в виде ...tp =  <ul*. (50,1)

В случае, когда волна не плоская, но геометрическая акустика при
менима, амплитуда а является медленно меняющейся функцией координат 
и времени, а фаза волны 6 есть «почти линейная» функция (напомним, 
что в плоской волне ф =  кг —  arf-4-а с постоянными к и м). В малых 
участках пространства н малых интервалах времени фазу ф можно раз
ложить в ряд; с точностью до членов первого порядка имеем:

Соответственно тому, что в каждом небольшом участке прострянстпа 
(и в небольших интервалах времени) волну можно рассматривать как 
плоскую, определяем водновой вектор и частоту волны п каждой точке как

k =  £ - g r a d $ ,  «  =  - $ .  (30,2)
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mlВ звуковой волне в жидкости имеем — =  А2 =  A* -f- h? -4- <•>. Под
ставляя сюда (50,2), получим следующее основное уравнение геометри
ческой акустики:

£ ) ’ + ( ? > ) • « »
Если жидкость неоднородна, то коэффициент -Jj является, вообще го
воря, функцией координат.

Как известно из механики, движение материальных частиц может 
быть определено с помощью урссиения Гамильтона-Якоби, являющегося, 
как и уравнение (50,3), урлменкем в частных производных первого 
порядка. Аналогичной ф величиной является при этом действие 5 ча
стицы, а проиэво!ные or действия определяют импульс р и функцию
Гамильтона И  (энергию) частицы согласно формулам р =  Н  =  — ~  ,
аналогичным формулам (50,2). Известно, далее, что уравнение Га- 
мильтонз-Якоби эквивалентно уравнениям Гамильтона, имеющим вил: 

д Н  * д Н  0  „р =  — — , v s r  =  ^ .  Венду указанной аналогии между механикой
материальной частицы и геометрической акустикой мы можем непо
средственно написать аналогичные уравнения для лучей:

Ь  %  ‘г =  £ -  <50-4>
В однородной среде м = с *  с постоянным с, так что к =  0, т =  сп. 
(п —  единичный вектор вдоль направления к), т. е., как и должно было 
быть, лучи являются прямыми линиями, вдоль которых звук распростра
няется со скоростью с.

Вторая иэ формул (50,4) определяет скорость распространения воля 
по известной зависимости частоты от компонент волнового вектора. 
Это — весьма важная формула, относящаяся не только к звуковым, но 
и ко всяким волнам вообще (мы уже пользовались, налрнмер, этой 
формулой в § 1 1 в применении к гравитационным волнам). Приведём 
здесь ещб один вывод этой формулы, полезный для уяснения смысла 
определяемой ею скорости. Рассмотрим волну (или, как говорят, вол
новой пакет), занимающую некоторую конечную область пространства. 
Предположим, что волна такова, что в её спектральное разложение 
входят монохроматические компоненты с частотами, лежащими в неко
тором малом интервале; то же самое относится и к компонентам их 
волновых векторов. Пусть ш есть некоторая средняя частота волны, 
а к —  средний волновой вектор. Тогда в некоторый начальный момент 
времени волна описывается функцией вида

<р =  <*т/(г). (50,5)
Функция /(г) заметно отлична от нуля только в некоторой области про
странства. Её разложение в интеграл Фурье содержит, согласно сделан
ным предположениям, компоненты вида где Дк— малые величины.



Таким образом, каждая из монохроматических компонент волны про- 
порииональна в начальный момент времени множителю вила

<?„ =  const. (50.6)

Соответствующая ей частота есть оМк +  Дк) (напоминаем, что частота 
является функиией волнового вектора). Поэтому в момент времени t 
та же компонента будет иметь вид

=  conct. «|(Ь+4Юг-«“ <*+«»-

Воспользуемся тем, что Дк мало, и разложим о)(к-|-Дк) в ряд, 
ограничившись первыми двумя членами:

м (Ь +  Дк) =

где в  =  со(к) есть частота, соответствующая «среднему» волновому 
вектору. Тогда (fk приобретает вид

2 2 2  з в у к  [ гл . „

( г- я 0?li =  const. «г '  (50,7)
Если теперь произвести обратное суммирование всех монохромати

ческих компонент волны со всеми имеющимися в ней Дк, то, как видно 
из сравнения (50,6) и (50,7), мы получим

9 - И * — « / ( г  —  <5 0 .8 >

где / — та же функция, что и в (50,5). Сравнение с (50,51 показывает, 
что за время t вся картина распределения амплитуды в волне передви
нулась в пространстве на расстояние (экспоненциальный множитель
перед /  в (50,8) влияет только на фазу волны). Следовательно, ско
рость ев равна

(50,9)

Эта формула и определяет скорость распространения волны с про
извольной зависимостью (D от к 1). В случае ш =  ck с постоянным с она
приводит, конечно, к обычному результату U  =  В общем же

1) Скорость, определяемую этой формулой, называют также групповой
скоростью волны, а отношение ~  — фазовой скоростью. Надо, однако, иметь
в виду, что фазовая скорость не соответствует реальному физическому рас
пространению чего бы то ни было.

По поводу приведенного в тексте вывода подчеркнем, что выражаемое 
формулой (50,8) передвижение волны без нлменення ее формы является при
ближенным н связано с предположенной малостью интервала Дк. Вообше же 
говоря, прн наличии вависимоств U от м волна по мере своего распростра
нения меняет свою форму; это, как говорят, размазывание волнорого пакета 
пропорционально, как можно показать, квадрату величины интервала Дк вол
новых векторов, входящих в разложение волны.
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случае произвольной зависимости со (к) скорость распространения волны 
•вляется функцией частоты (в таких случаях говорят о наличии диспер
сии) и её направление может не совпадать с направлением волнового 
вектора.

Соотношение ш ^ с к  между частотой и волновым вектором имеет 
место только для монохроматической звуковой волны, распространяю
щейся в неподвижной среде. Нетрудно получить аналогичное соотноше
ние для волны, распространяющейся в движущейся жидкости (и на
блюдаемой в неподвижной системе координат).

Рассмотрим однородный поток жидкости со скоростью и. Назовём 
неподвижную систему координат х , jj, г системой К  и введём также 
систему К ‘ координат je\ у ,  У , движущуюся относительно системы К  со 
скоростью а. В системе fC жидкость неподвижна, и монохроматическая 
волна в ней имеет обычный вид:

Радиус-вектор г' в системе 1C связан с радиусом-вектором г в системе К  
равенством г‘ =  г — и/. Поэтому в неподвижной с.чстеме координат 
волна имеет вид

Коэффициент при t в показателе есть частота ш волны. Таким образом, 
в движущейся среде частота связана с волновым вектором к соотно
шением:

В некотором смысле обратным случаем является распространение 
в неподвижной среде звуковой волны, испускаемой движущимся источ
ником. Пусть и обозначает теперь скорость движения источника. Пе
рейдем от неподвижной системы координат к системе К \  движущейся 
вместе с источником; в системе К  жидкость движется со скоростью —  и. 
6  системе К ',  где источник покоится, частота излучаемой им звуковой 
волны должна быть равна частоте шв колебаний, совершаемых источ
ником. Изменив в (51,1) знак перед и и вводя угол 0 между направле
ниями скорости а и волнового вектора к, будем иметь:

С другой стороны, в исходной неподвижной системе К  частота свяэайа 
с волновым вектором равенством «  =  ck. Таким образом, мы приходим 
к соотношению:

§ 51. Эффект Допплера

<р =  const, е** '—

Ср =  COnSi .  « ' И»  — #

ш =  ck -f ик. (51,1)

(i) , u t1  cos вс
(51,2)

Этой формулой определяется связь между частотой о)0 колебаний дви
жущегося источника звука и частотой м звука, слышимого неподвижным
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наблюдателем. Изменение частоты звука при движении источника на
зывается эффектом Допплера.

Если источник удаляется от наблюдателя, то угол 6 между его ско
ростью и напраиленнСм приходящей в точку наблюдения волной заключён
в пределах <тт, так что cos 0 <  0. Из (51,2) следует, таким образом,
что если источник движется, удаляясь от наблюдателя, то частота слы- 
ши мог о наблюдателем звука уменьшается (по сравнению с ш0).

Напротив, для приближающегося к наблюдателю источника
так что cos0 0, и частота ш '> шп и растбт при увеличении скорости а.
При ucosQ|>c м согласно формуле (51,2) делается отрицательной, что 
соответствует тому, что слышимый наблюдателем зпук бу i c t  в  действи
тельности доходить до него в обратном порядке, т. е. звук, излучённый 
источником в более поздние моменты времени, дой ifii до наблюдателя 
раньше, чем звук, излучённый в более ранние моменты.

З а д а ч и

1. Вынести урапнение, определяющее форму авуког.ых лучей, распростра
няющихся а стационарно дпиж\'шейся жидкости с распределением скоро
стей и |дг, у, /), причвы везде и<£г.

Решение .  Подставляя <51,1) в (50,4), получим уравнения распростра
нения лучей в виде

k =  — (kV) и —  [к rot о],
• к .r = v = ,-  +  п.

С яомощью этих уравнений вычисляем, с точностью ло члепов пер по го по*
tfрялха по п, производную — (tv); при вычисления используем равенство

0 * ^  (vV) u =  (yV) u s s ~  (kV) и. Получаем:

d
— ( * v ) =  —  At'|nr«tul,

где n — единичный вектор в направлении V. С другой стороны,
, Л .. . </п

Поскольку л и взаимно перпендикулярны (на п: =  1 следует, что пп =  С),
то из сравнения обоих выражений находим n =  [rotu-n]. Вводя элемент про
ходимой лучом длины dl =  edt, пишем окончательно:

И*\ 1
■57 =  — Uota-oj.

Этим уравнением определяется форма лучей; л есть единичный вектор кгса- 
тельной к лучу. При иитегриропанин п правой частя равенства следует пи
сать, в том же приближении, «место п единичный вектор Лф, соответствующе! 
прямолинейному распространению луча.

2. Определить форму апуковых лучей в движущейся жидкости с распре
делением скоростей: ия шшАу, и̂  =  ах =  0.
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Р е ш е н и е .  Согласна (51,1) инеем: (<о—  Л у к х)* =  <*#• = < ?  4- к \  4- *?).’ 
Подставляя сюлп (50,2  ̂ получаем уравнение геометрической акустики в виде

M S W - S y + S M » '
Hutev решение этого уравнения r внле ф = — *t -Ь*,* +  V  +  /(>) (с по
сконными », к,) и получаем для f(y\ урав>)енле '

т у _  i 
\*у) -  А*.

Таким образом.

Уравнение луча получается дифференцированном $ по А, н *, и приравнива
нием атнх производных постоянным (подобно тои̂ у, как определяется в иеха- 
нике траектория частицы с помощью уравнения Гаынльтоиа-ЯкоОи):

i f  ( «  — A ykx) A y  +  с Ч жX — — \ -    -  it у
С J  У  (» — Лукж)* — кглс* — **с»

 *» f ____________ dy___________ь г  _____________ ,

С J  V  *•“  АУ кя ? ~  ! & *  —

Интегралы берутся элементарный образом.

§ 62. Собственные колебания

До сих пор мы рассматривали только колебательное движение 
и неограниченных средах. Мы видели, в частности, что в таких средах 
могут распространяться волны с произвольными частотами.

Положение существенно меняется мри переходе к жидкости, нахо
дящейся в сосуде' конечных размеров. Самые уравнения движения 
(волновые уравнения) остаются при этом, конечно, теми же, но к ним 
необходимо добавить теперь граничные условия, которые должны вы
полняться на поверхности тнёрдых стенок (или на свободной поверхности 
жидкости). Мы будем рассматривать здесь только так называемые 
свооогмые колебания, т. е. колебания, происходящие в отсутствии 
переменных внешних сил (колебания, совершаемые иод действием внеш
них сил, называются вынужденными).

Уравнения движения для ограниченной ьмикосш отнюдь не при 
всякой частоте имеют решение, удоклетворяющее соответствующим 
граничным условиям. Такие решения существуют лишь для ряда вгГолне 
определённых значений ш. Другими слонами, а среде конечного объёма 
могут происходить свободные колебания лишь с вполне определёнными 
частотами. Эти частоты называнпся частотами собственных колебаний, 
нли собственными частотами жидкости в данном сосуде.

Конкретные значения собственных частот зависят от формы и раз* 
меров сосуда. В каждом данном случае существует бесконечный ряд
15 Механика сплошных сред
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возрастающих собственных частот. Нахождение их требует конкретного 
исследования уравнения движения с соответствующими граничными 
условиями.

Ч ю  касается первой, т. е. наименьшей, из собственных частот, то 
еб порядок величины очевиден непосредственно из соображений размер
ности. Единственных!, входишиы в задачу, параметром с размерностью 
длины являются линейные размеры / тела. Ясно поэтому, что соответ
ствующая первой собственной частоте длина волны 1, должна быть 
порядка величины /; порядок величины самой частоты ш, получается 
делением скорости звука на Xt. Таким обраиом,

1,-4./, О ) , - - у .  (52,1)

Выясним характер движения при собственных колебаниях. Есла 
искать периодическое ло времени решение волнового уравнения, скажем, 
для потенциала скорости, в виде !p =  ip0(.v,y,z)e~ ‘wf, то для будем 
иметь уравнение

Д’?о +  !?Рс =  0- (52,2)

В неограниченной среде, когда не надо упитывать никаких граничит 
условий, это уравнение обладает как действительными, так и комплекс
ными решениями. В частности, оно имеет решение, пропорциональное <• ■■ 
приводящее к потенциалу вида if =  const. Такое решение представ
ляет собой волну, распространяющуюся с определённой скоростью, или, 
как говорят, бегущую волну.

Но для среды конечного объема комплексные решения, вообще 
говоря, не могут существовать. В у том можно убе.гить:я путём следую
щего рассуждения. Уравнение, которому удовлетворяет <рс, действительно, 
и то же самое относится к граничным условиям. Поэтому, если <а0 (jc, у, z) 
есть решение уравнений движения, то и комплексно сопряжённое д| 
тоже есть решение. Поскольку, с другой стороны, решенне уравнення 
при заданных граничных условиях, вообще говоря, однозначно ’ ) (с точ
ностью до постоянного множителя), то должно быть <р£= c o n s t . где 
const. —  некоторая комплексная постоянная, молуль которой, очевидно, 
равен единице. Таким образом, должно иметь вид

f  о = /(*•> • * ) * ~ и

с действительной функцией /  н действительной постоянной а. Потен
циал <р имеет, следовательно, вид (берём действительную часть 
от ?

<f ~ f { x , y  ,*) cos {«of -|- а), (52,3)

т. е. является произведением некоторой функции координат на простую 
периодическую функцию времени.

Это может не иметь места в случае формы сосуда, обладающей »ы» 
xofl симметрией, например, ■ случае шара.
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Такое решение имеет характер, совершенно отличный от бегущей 
волны. 8 бегущей волне [и =  const.cos(kr—  си̂ -f- а>] фазы кг — ci-J-a 
колебаний в различных точках вдоль тела в один и тот же момент 
времени различны, будучи равными только в точках, удалённых друг 
от друга на расстояние, равное длине волны. В волне же (52,3) 
в каждый момент времени все точки тела колеблются в одной в той 
же фазе (art -j- а). Ни о каком «распрЬстраненнн» такой волны, очевидно, 
нельзя говорить. Такие волны называются «стоячими». Таким обргзом, 
собственные колебания представляют собой стоячие волны.

Рассмотрим плоскую стоячую звуковую волну, в которой все вели
чины являются функцией только от одной координаты, скажем, х 
(и от времени). Написав общее решение уравнения

Т о

в виде <po =  acosf будем иметь:

у=  a cos (otf-f- a) cos (

Надлежащим выбором начала координат и начала отсчета времени 
можно обратить а и ji в нуль, так что будет

9 =  а cos cos у  х. (52,4)

Для скорости и давления в волне имеем:
d? м . . а>v *= V1 =  —  й — cos ш/ sin — х;ох е с '

р —  —  р ~  =  р<о sin (Ы cos у  х.

_  .  «  2мВ точках х  =  0, — , —  , . . . ,  удалённых друг от друга на расстояние
чХ \— = Т 7 , скорость е всегда равна нулю; эти точки называют «узлами»

волны для скорости. Посредине между ннмн (при х =  ^ ,
расположены точки, в которых амплитуда колебания скорости со вре*
ыенем максимальна; эти точки называют. «пучностями» волны. Что же
касае ся давления р1, то для него, очевидно, первые точки являются 
пучностя н, а вторые — узлами. Таким образом, в стоячей плоской зву
ковой волне пучности давления совпадают с узлами скорости, и обратно.

Интересным случаем собственных колебаний являются колебания, 
скажем, газа, находящегося в сосуде, в котором имеется маленькое 
отверстие (такой сосуд называют резонатором). В замкнутом сосуде 
наименьшая из собственных частот, как мы знаем, —  порядка величины
j ,  где / — линейные размеры сосуда. При наличии же маленького отвер
стия появляется новый вид собственных колебания со значительно 
меньшей частотой. Эти колебания связаны с тем, что если между г«эом 
15*
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внутри и вне сосуда появляется разность давлений, то эта разность 
может выравниваться посредством входа и выхода гаэа из сосуда наружу. 
Таким образом, появляются колебания, сопровождающиеся обменом газа 
между резонатором и внешней средой. Поскопьку отверстие мало, то 
этот обмен происходит медленно; поэтому период колебаний велнк, 
а частота Дэответственно мала. Что касается обычных колебаний, 
имеющихся в замкнутом сосуде, то их частоты под влиянием наличия 
отверстия практически не меняются (благодаря малости отверстия).

3  А Л А Ч И

1. Определить собственные частоты авуковых колебаний жидкости в со
суде, имеющем форму параллелепипеда.

Решение .  Ищем решение уравнения (52,2) в пнде
То =  ccntt. cos qx cos ry cos sz.

Причем p14 -0* +  r* =  • На стенках сосуда имеем условия:
df „  пvx=  =  0 ПРЙ *  — о,
Ам

=  0 при у  =  О, Ь\

^  =  0 при г =  0, е, 
дг  '

гле а, Ь, с — длины стороя параллелепипеда. Отсюда яаюдпм q =  —а 1
r= ^ ? , s =  ̂ ,  гле т , л, р — произвольные целые числа. Таким обрааом, 
собственные частоты равны

2. К отверстию резонатора присоединена трубочка (сечения S, длины rf); 
определи<ь собственную частоту колебаний.

Решение .  Поскольку трубочка япляется тонкой, то при колебаниях, 
сопровождающихся входом н выходом газл на рсапплтора, можно считать, что 
вгметнок! скоростью обладает только raj в трубочке, а скорость газа внутри 
сосуда практически раина нулю. Масса глзл я трубочке есть Sed, а сила, 
действующая на него, есть S — р) (/>, />о— давления газа спотиетственно 
внутри резонатора и по внешней среде); поэтому должпобыть Spiv =  S [р — pt) 
(о — скорость газа в трубочке). С другой стороны, для проиэлодноЯ от давле
ния по времени имеем р =  <г*р, а уменьшение — р плотности газа в резонаторе 
в единицу времени можно считать рлпиыы пытекаюшему п единицу времени ко
личеству rasa Spo, деленному на объем V резонатора. Таким образом, имеем 

c*S fр =  у 1 V, откуда
•• e»Sp. f»S( v 
Р=* v  jp ip-po )-

Это уравнение давт р — pfl =  const. cns*,y, где собственная частота «о равна
Г  т
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§ S3. Сферические и цилиндрические волны

Рассмотрим звуковую волну, в которой распределение плотности, 
скорости и т. д. зависит только от расстояния до некоторого центра, 
т. е. обладает сферической симметрией. Такая волна называется 
сферической.

Определим общее решение волнового уравнения, описывающее 
сферическую волну. Будем писать волновое уравнение, например, для 
потенциала скорости:

■ 1 <*» Аа-*--- , =  0.• е’ <Н-

Поскольку у  есть функция только от расстояния г ло центра (и от вре
мени £)• то> воспользовавшись выражением для оне^агира Лариса 
в сферических координатах, имеем;

, а -"
Будем искать решение в виде

Подстановка приводит после простого вычисления к следующему урав
нению для /:

3t* ^Sr*

Но это есть обычное волновое уравнение в одном измерении, в котором 
роль координаты играет радиус л  Решение этого уравнения имеет, как 
мы знаем, вид

/ = / i ( r f — ')+ / *  («* +  ')•
где /,,/4—  произвольные функции. Таким образом, общее решение 
уравнения (53,1) имеет вид

у — % (53,2)

Первый член представляет собой расходящуюся волну, распространяю
щуюся но все стороны из начала координат. Второй же член есть 
волна, сходящаяся к центру. В отличие от плоской волны, амплитуда 
которой остаётся постоянной, в сферической волне амплитуда падает 
обрашо пропорционально расстоянию до центра. Интенсивность же 
волны, определяющаяся квадратом амплитуды, обратно пропорциональна 
квадрату расстояния, как и должно было быть, поскольку полный поток 
энергии в волне распределяется по мере еб распространения по поверх
ности, площадь которой растёт пропорционально гV

Переменные части давления и плотности связаны с потенциалом
посредством р' =  —  р ^ , р' =  —  £  , н их распределение определяется
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формулами того же вида, что и (53,2). Распределение же скорости 
(радиальной), определяющейся градиентом потенциала, имеет вид

. _ < > ( /, ( И Д

Если в начале координат нет излучающего звук тела, то потенциал
(53,2) должен оставаться при г =  0 конечным. Для ьтого необходимо, 
чтобы было /,(<*) =  — /*(<*). т- е- Ч> HMtieT B,W

(53,4)
Если же в начале координат находится излучающее тело, то потенциал
излучаемой им расходящейся волны есть у = .̂{г1~ л) и не должен оста
ваться .конечным при г =  0, поскольку это решение вообще относится 
только к области вне тела.

Укажем ещё, что монохроматическая сферическая расходящаяся 
волна имеет вид /<1Дг—«•/)

* =  — —  (53J5)

(где £ =  Волна же (53,4) с у  конечным при г =  0 есть

<S8,6)

и представляет собой стоячую сферическую волну.
Предположим, что в некоторой конечной области пространства 

возшкает некоторое сферически симметричное звуковое возмущение
(оно может быть создано, например, телом, колебавшимся в течение 
некоторого промежутка времени). По истечении достаточно долгого 
времени волна приобретает характер расходящейся сферической волны,
с распределением потенциала вида ф =  — г). При г —*-0<р должно
оставаться конечным; отсюда следует, что функция / (;) при достаточно 
больших значениях аргумента S (г =  0 » достаточно большие I) должна 
обращаться в нуль. Из этого обстоятельства можно вывести интересное 
следствие, касающееся распределения сгущений и разрежений в сфери
ческой волне. Изменение давления р в волне связано с потенциалом
посредством р' =  —  р ^ .  Если проинтегрировать р‘ по всему времени
при заданном значении г, то мы получим в результате нуль. Действи-ттелы*», | p'di =  —  p [f(- t- o o )— <р(— оо)]; но if ( оа) =  0 по ука-

—  ОО

занным выше причинам, a if (— се) =  0, поскольку при t =  — оо никакой 
волны вообще ешб нет. Таким образом, по мере прохождения сфери
ческой волны через заданную точку пространства, в этой .точке будут 
наблюдаться как сгущения (р1 > 0 ), так и разрежения (р'<^0), причем
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+ 00
так, что полный интеграл \ p'dt обратится в нуль. В этом отноше

нии сферическая волна существенным образом отличается от плоской, 
которая может состоять и из одних только сгущений или одних разре
жений.

Рассмотрим теперь волну, в которой распределение всех величин 
однородно вдоль некоторого одного направления (которое мы выберем 
в качестве оси г) и к тому же обладает полной аксиальной симметрией 
вокруг этой оси. В такой, как гоьорят, цилиндрической волне имеем 
i  =  t ( R , t ) ,  где посредством R  обозначается расстояние до оси г. 
Определим общий вил такого аксиально симметрического решения 
волнового уравнения. Эго можно сделать непосредственно, исходя из 
общего вила сферически симыегричного решения (53,2). R  связано с г 
посредством /•* =  / ? ■ так что <f, определяемое формулой (53,2), 
зависит, при заданных / и R,  также и от z. Функцию, зависящую 
только от R  и / и в то же время удовлетворяющую волновому уравне
нию, можно получить интегрированием ииражения (53,2) по всем значе
ниям z от — се до —1- оо, или, что то же, от 0 до -f- 00. Перейдём от 
интегрирования по г к интегрированию по г. Поскольку r  =  — R }  ,

то А? =  — ; при изменении г от 0 до -j- 00 г меняется в пределах

между R  и оо. Поэтому находим окончательно общий вид аксиально
симметричного решения:

где /,, / ,— произвольные функции. Первый член представляет собой 
расходящуюся, а второй —  сходящуюся цилиндрическую волну.

Наконец, выведем выражение для потенциала монохроматической 
цилиндрической волны. Волновое уравненне в цилиндрических коорди
натах для потенциала if (R, t) имеет вид

В монохроматической волне 1р =  e~ttilf (R )  и для функцнн/получаем урав
нение

Это есть уравнение функций Бесселя нулевого порядка. В стоячей 
цилиндрической волне if должно оставаться конечным при /7 =  0; соот
ветствующим решением является /в (АЯ), где / 0 —  функция Бесселя 
первого рода (обращающаяся при R  =  0 в нуль). Таким образом, в 
стоячей шпиндрнческой волне

—  ОС

Г  +  ъ Г - \ - * / =  0.

<f =  Ae-b°4a№ ) . (*3,8)



При достаточно больших R  функцию /0 можно заменить её известным 
асимптотическим выражением:

_ _  cos (  Rk— j  \

V =  A V 7 е' М  y"R * (53*9>
Решение же, соответствующее монохроматической Ceryineil расходящейся 
волне, есть

f  =  A*-M H # '(kR ), (53,10)

где rt? ' есть функция Ганкеля нулевого порядка первого рода. Прн 
больших R  имеет место асимптотическая формула:

,  / Т ,  **■ •
9 — А У  Т  *  • (53,11)

Мы внлим, что амплитуда цилиндрической полни ладяет (на больших 
расстояниях) обратно пропорционально корню из расстояния до оси,
а интенсивность соответственно ка к-jj. Этот результат является есте
ственным, поскольку но мере распространения нолни полный поток 
энергии а ней распре леляе гея по цилиндрической поверхности, площадь 
которой растёт пропорционально R.

З а д а ч а
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В начальный момент времени газ пн утри сферического пЛгРма (радиуса а) 
сжат так, что /  =  const. ->■ пне этого объема ^ = 0. (Начальная скорость 
равна нулю ло вс См пространств. Определить последующее дпнженне гада. 

Р е ш е н и е .  Начальные услопня д.1я потенциала гл.ссят: f | , =0 =  fl прн
• f t

т |/«о =  ̂  (О, Гд еД г)2̂  прн г >  л «/'(/■Jss — Д—  ПРИ Г < _ а .  Ищем а
F

в виде

, (, . 0

Иа начальных условий получаем:

(г) =  0, Г  ( -  г ) - / •  (г) =  - -  F  (л).

Иэ первого уравнения имеем р  (— г )-J-/* (г) =  0 и вместе со вторым оно 
лавт /'(/•)= — /'(—л) = — ^  F(r). Наконец, подставляя аначенне У (г), полу
чаем для производной р  (£) и для самой функции /(f) следующий результат:

при|Е|>а; /»(Е) =  0, /(Е) =  0,

пр" 1?1 <  «*: /'(Q  -  й  / СО =  г. -  «*).



чем и определяется решение задачи. Рассмотрим точку с г>  а, т. е. вае 
области начального сжатия; для плотности ?  имеем здесь:

при I < -— - : ?' =  0;
С

г — а _ А-а , -1 г — etлри Р ' = т — :

при f' =  0.

Волна проюдит через данную точку в течение промежутка временя, рав
ного — ; другими словами, волна имеет форму шарового слоя толщины 2вС *
ваключЬнного й момент t между сферами радиусов et — a и cf +  a. Внутри 
этого слоя плотность мепяечся по линейному закону, прячем в наружной его 
части {г > et) имеется сжатие ( ?*>0), г за нею следует область (г <  rtj 
разрежения (^ < 0).

- § Б4. Формула Пуассона
Выведем теперь общую формулу, определяющую решение волноаогс 

уравнения в неограниченной жидкости по заданным начальным усло&уям, 
т. е. определяющую распределение скоростей и давления в жидкости 
н произвольный момент времени по их распределению в начальный момент.

Предварительно получим некоторые вспомогательные формулы. 
Пусть будут y {x ,y ,z ,t )  и 6 (jK ,y ,z ,t) — два каких-либо решения 
волнового уравнения, обращающиеся на бесконечности в нуль. Рассмо
трим интеграл

г= [  Ф? ) d  ̂

взятый по всему пространству, и вычислим его производную по врс-* I н
мени. Помня, что <р и <Ь удовлетворяют уравнениям Д ?—  4 ^  =  0 н 

Дф —  -g ф =  0, имеем:

— =  f  — ф£) d V =  с1 Г (а Л']> — b & 'f)dV= c*  С dlv(aV(]>— <bVo)dV.i t  j  * J j
Последний интеграл может быть преобразован в интеграл по беско
нечно удаленной поверхности и потому обращается в нуль. Таким

4! л Iобразом, мы приходим к результату, что — =  0, т. е. / есть не завися
щая от времени постоянная:

^ —  »<£) dV =  const. (54,1)

Рассмотрим, далее, следующее частное решение волнового урав
нения:

q =  l { r  — — (54,2)

где г  расстояние от некоторой заданной точки О пространства,.
t$ некоторый определенный момент времени, в 4 обозначает так вазы-
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ваемую i -функцию (см. сноску на стр. 187). Вычислим интеграл от <Ь 
по пространству. Имеем:

ОО «О
(  фd 1/ =  \ 4 — 4тт \ rb[r —  с (/а —  /)]dr,
” и в1

Аргумент у З-функиии обращается в нуль при r = c i t a —  *) (предпола
гается, что / „< / ). Поэтому в силу свойств 2-функцнм имеем:

j $ r f l '  =  4m: (/, —  /)• (54,3)

Дифференцируя это рапенстно по t , получаем также

 ̂ф d V  =  —  4пс. (54,4)

Подставим теперь в интеграл (54,1) в качестве $ функцию (54,2), 
а под будем понимать искомое c6uiee решение волнового уравнения. 
Согласно (54,1) 1 есть величина постоянная; на этом основании напи
шем выражения для / в моменты времени t* *  0 и t = t a и приравняем
их друг другу. При t  =  t0 обе функции t|i н ф отличны от нуля только 
при г=. 0. Поэтому при интегрировании можно положить г в <р и ф равным 
нулю (т. е. взять значения в точке О) и вынести if и у из-под знака инте
грала: „ . . г

l  —  z ,tn) j  b d V  —  <f (x ,y , z ,t0) \ i\ d V

{посредством x, у , z обозначены координаты точки О). Согласи* 
<54,3)— (54,4) второй член здесь обращается при t =  t0 а нуль, а пер
вой дает . . , */ =  —  4тгс<р(х, > 1 г ,/0).

Вычислим теперь / при/ =  0. Написав ^  =  и обозначая по
средством ? 0 значение функции у при / = 0, имеем:

Элемент объЕма пишем в виде d V = r i drdO, где <Ю—  элемент телес
ного угла, и в силу свойств {-функции получаем:

J ?о i |/=0 d V  =  j  <p0r j  (г —  cl0) dr dO «= ctt j  <p0 |r=rto dO 

тл аналогично для интеграла от if0<]>. Таким образом,

/ = ~  к  ( f/°  I *  L « / ° ) + d# j !p® l = el. d 0 -

Наконец, приравнивая оба выражения для I  и опуская индекс нуль 
у /0> получаем окончательно:

Г (х, у , z, 0  =  1  [ j tt j  f t  dO + t  j  y01шв dO} . (54,5)

234 з в у к  [гл. Vi
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Эта формула, называемая формулой Пуассона (Poisson), определяет 
распределение нотенциапа в пространстве в любой момент времени, 
если затано распределение потенциала и его производной по времени 
(что эиинвалентно заданию распределения скорости и давления) в неко
торой начальный момент времени. Мы видим, что значение потенциала 
в момент времени t определяется значениями <р и », которые они  имели 
в момент времени / =  0 на поверхности сферы с радиусом r =  rf и 
центром в точке О.

Предположим, что в начальный момент времени ®а и были 
отличны от нуля только в некоторой конечной области пространства, 
ограниченной замкнутой поверхностью С (рнс. 26).
Рассмотрим значения, которые будет принимать »  в • J
последующие моменты в некоторой точке О. Эти зна- \
чения определяются значениями <р„, £ 0 на расстоянии \ J T \ D '  
r =  d  от точки О. Но сферы радиусов ct прохо- ' Ч  
дят через область внутри поверхности только при 4 1 ) ' '
— — , где d и D — наименьшее и наиболь- \
шее расстояния от точки О до поверхности С. •■'иС- 26
В  другие моменты времени подинтегральные вы
ражения в (54,5) обратятся в нуль. Таким образом, движение в точие О
начнется в момент t =  — и закончится в момент t =  Распространяю-с с
щаяся из области С  волна имеет два фронта —  передний и -задний.
Движение в жидкости начинается, когда к данной ей точке подходит
поверхность переднего фронта, на заднем же фронте колебавшиеся раме
точки приходят в состояние покоя.

З а д а ч а

Вынести формулу, определяющую потенциал по начальным условиям для 
волны, зависящей только от двух координат х н у .

Решение.  Элемент поверхности сферы радиуса можно, с оляоя
стороны, написать в виде df= c*ttdO, где dO — элемент телесного угла.

('О 5—Р2С другой стороны, проекция df на плоскость х,у равна d x d y= d f  ^ .
где р есть расстояние от иентра шара до точки лг. у. Сравнивая оба выраже
ния, можно написать d O =    Обозначая координаты точкя, в вото-

’ et V le t)'- f»
рой мы ишем значение f, посредством х, у, а координаты переменной 
точки в области интегрирования посредством f, ц. мы можем, следова
тельно, в рассматриваемом случае ааменмть dO в обшей формуле (54,5) на

 — —   vnnouB  опк втом получающеес» выражение,
е,  У — (х — £)* — ( у  —"ч)”  * У
поскольку dxdy представляет собоб проекцию двух элементов поаерж^тно
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сферы, находящихся по разные стороны от плоскости х, у. Таким образом 
окончательно получаем:

где интегрирование проиэподится по поперхпости крута С центром в точке О 
к радиусом г =  е<. Если в начальный момент ?<>, е0 отличны от нуля только 
в конечной области С плоскости х, у  (точное — в некоторой цилиндрической 
области пространства с образующими, параллельными оси z), то колебания

расстояние от О до этой области. Но в дальнейшем круги радиуса 
< центром в точке О всегда будут заключать в себе часть или всю площадь 
области С, и ? будет стремиться к нулю только асимптотически. Таким ofipa- 
эом, п отличие от «трехмерных» поли рассмотренные здесь двухмерные воины 
имеют передний, но не имеют заднего фронта.

Колеблющееся в жидкости тело производит вокруг себя периодиче
ское сжатие и разрежение жидкости и таким образом приводит к воз
никновению звуковых волн. Источником энергии, уносимой этими вол» 
нами, является кинетическая энергия движущегося тела. Таким образом 
моЖ(Ю говорить об излучении звука колеблющимися в жидкости телами.

В общем случае произвольно колеблющегося тела произвольной 
формы задача об излучении звуковых волн должна решаться следую- 
шим образом. Выберем в качестве основной величины потенциал ско
рости ж и д ко с ти  д. Он удовлетворяет волновому уравнению

На поперяностн тела нормальная составляющая скорости жидкости 
дол'жн<1 OiJib раина соответствующей компоненте скорости и тела:

На больших же расстояниях от тела волна должна переходить и рас
ходящуюся сфернче.кую ьолну. Решение уравнения (55,1), удовлетво
ряющее этим граничным условиям и условию на бесконечности, пре
дел кет излучаемую телом звуковую волну.

Рассмотрим более подробно два предельных случая. Предположим 
сначала, что частота колебаний тела настолько велика, что длина излу
чаемой волны очень мала но сравнению с размерами I тела;

в точке О (рис. 26) начнутся в момент времени t = ‘— , где d — ближайше*:

§ 55. Излучение звука

(55,1)

(55,2)

(53,3)

В  таком случае можно разделить поверхность тела на участки, раз
меры которых, с одной стороны, настолько малы, что участки можно 
приближённо считать плоскими, но, с другой стороны, всё же великн
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по сравнению с длиной волны. Тогда можно считать, что каждый такой 
участок излучает при своём движении плоскую волну, скорость жидкости 
в которой равна просто нормальной компоненте ия скорости данного 
участка поверхности. Но средний лоток энергии в плоской волне равен 
(см. § 48) срг>*, где v  — скорость жидкости в волне. Полстанляя 
о  ия и интегрируя по всей поверхности тела, мы приходим к резуль
тату, что средняя излучаемая телом а единицу времени в виде звуковых 
волн энергия, т. е. полная интенсивность излучаемого звука, есть

/ = ср (55,4)

Рассмотрим теперь противоположный предельный случай, когда длина 
излучаемой волны велика но сравнению с размерами тела:

Х> /. (55,5)
Тогда вблизи, тела (на расстояниях, малых по сравнению с длиной 
волны) в общем уравнении (55,1) можно пренебречь членом

в4 «Действительно, этот член — порядка величины у ^ , между тем как Ах

в рассматриваемой области— порядка^ .
Таким образом, вблизи тела движение определяется уравнением

Лапласа Д<р =  0. Но это есть уравнение, определяющее потенциальное 
движение несжимаемой жидкости. Следонательно, вблизи тела жидкость 
движется в рассматриваемом случае как несжимаемая. Собственно зву
ковые волны, т. е. волны сжамя и разрежения, возникают лишь на 
больших расстояниях от тела.

На расстояниях, меньших и порядка размеров тела, искомое реше
ние уравнения Д:р =  0 не может быть написано в обшем виде и зависит 
от конкретной формы колеблющегося тела. Для расстояний же, боль
ших по сравнению с I, но малых по сравнению с X (так что уравне
ние Д-4 =  0 ещё применимо), можно найти общий вид решения, восполь
зовавшись тем, что <f должно убывать с увеличением расстояния. 
С такими решениями уравнения Лапласа нам уже приходилось иметь 
дело в § 10. Как н там, пишем обший вид решения в виде

V - - -----7  +  а ( 7 ! )  5̂5,6)

{г — расстояние до начала координат, выбранного где-нибудь внутри 
тела). При этом, конечно, существенно, что расстояния, о которых 
идёт речь, всё же велики по сраьнению с размерами тела. Только по 
этой причине можно ограничиться в членами, наименее быстро убы
вающими с ростом г. Мы оставляем в (55,6) оба иаиисаккых членя, имея 
в виду, что первый член не во всех случаях присутствует (см. ниже).

Выясним, в каких случаях этот член — у  отличен от нуля i? § 10 

было выяснено, что потенциал приводит к наличию отличного от
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нуля потока жидкости через поверхность, окружающую тело; этот 
поток равен 4-пра. Но и несжимаемо^ жидкости такой поток может 
иметь место только за счет изменения общего объема жидкости, закио- 
чёкной внутри замкнутой поверхности. Другими словами, должно про
исходить изменение объема тела, что и будет приводить к вытеснению 
жидкости из рассматриваемого объёма пространства или, наоборот, 
к «засасыванию» жидкости о него. Таким образом, первый член в (55,6) 
присутствует в тех случаях, когда излучающее тело производит пуль
сации, сопровождающиеся изменением его объема.

Предположим, что это имеет место, и определим полную интенсив
ность излучаемого звука. Объём 4тга жидкости, протекающей через зам
кнутую поверхность, должен бить, согласно сказанному выше, равен

.. dVизменению объёма V тела в единицу времени, т. с. производной т-I at
(объём V  является заданной функцией времени):

4тха=  V.

Таким образом, на расстояниях г, удовлетворяющих условию 
движение жидкости описывается функцией

tfif)

С другой стороны, на расстояниях волна должна представлять
собой расходящуюся сферическую волну, т. е. должна иметь вид

/

Поэтому мы непосредственно приходим к результату, что излучаема! 
волна имеет на всех расстояниях (больших по сравнешио с I) вид

(55,1)*  Av •
• f

получающийся заменой в V {i)  аргумента t на t —  — .
Скорость v =  grad9 направлена в каждой точке по радиусу-век

тору и по величине равна с  =  ̂  . При дифференцировании (55,7)
надо (для расстояний г^>Х) брать производную только от числителя; 
дифференцирование знаменателя привело бы к члену высшего порядка
по— , который следует пренебречь. Поскольку

' /•'(*-7) — 7»('-7 У-
то мы получаем (п —  единичный вектор в направлении г):
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Интенсивность излучения, определяющаяся квадратом скорости, ока
зывается здесь не зависящей от исправления излучения, т. е. излучение 
симметрично по всем направлениям. Среднее значение полной излучае
мой в единицу времени энергии есть

где интегрирование производится по замкнутой поверхности вокруг 
начала координат. Выбирая в качестве этой поверхности сферу ра
диуса г и замечая, что поаинтегр.альное выражение зависит только от 
расстояния до центра, получаем окончательно:

'= ■ & •  <м -9:
Это есть полная интенсивность излучаемого звука. .Мы видим, что она 
определяется квадрлом второй ироизводыой пи времени or объема тола.

Если тело совершает иульсаииониие колебания по гармониче
скому закону с частотой ш, то вторая производная от объёма по вре
мени получается умножением самого объема на ш! , а среднийй ее к в ад» 
рат пропорционален ш4. Таким образом, интенсивность излучения (при 
данной амплитуде колебании) пропорциональна ы<.

Рассмотрим теперь излучение звука телом, колеблющимся без изме
нения объёма. Тогда в (55,6) остается только второй член, который 
мы напишем в аиле .

<p=dlv ( А ( О 7 )  •

Как и в предыдущем случае, заключаем, что общий вид решения н* 
всех расстояниях г^>1 есть

*  а Г ' - Я<р =  d iv----  -----.

То что это выражение действительно является решением волнового

А ( ' - т )уравнения, видно непосредственно иэ того, что функция ---- -----
удовлетворяет этому уравнению, а потому удовлетворяют ему и произ
водные указанной функции по координатам. Дифференцируя опять только 
числитель, получаем (для расстояний г^>Х):

А ( / - Г ) г
<Р = ------- 7 7 Г - -  (55*10)

При вычислении скорости v =  Vp надо опять дифференцировать только 
А. Поэтому имеем согласно известным иэ векторного анализа правилам 
дофферемцироиакия функций от скалярного аргумента;
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я подставляя V — у )  = — с — У *  п<>лучаем окончательно

V —  ̂ п (м А ) .  (55,11)

Интенсивность нллучения, оирелсляюшаяся квадратом скорости 
пропорциональна квадрату косинуса угла между направлением излуче
ния (направление п) и вектором А (такое иллучсаие называют иногда 
«дкпольнымв). Полное же излучение равно интегралу

Опять выбираем в качестве поверхности интегрирования сферу радиуса г, 
причем введем сферические координаты с полярной осью вдоль век
тора А. Простое интегрирование приводит к окончательной формуле для 
полного излучения в единниу времени:

/ = ^ А * .  (55,12)

Компоненты вектора А являются линейными функциями компонент ско
рости и тела (см. § I0J. Таким образом, интенсивность излучения яв
ляется здесь квадратичной функцией вторых производных от компонент 
скорости тела по времени.

Если тело совершает гармоническое колебательное движение с ча
стотой ш, то, как и и предыдущем случае, заключаем, что интенсивность 
излучения пропоринональиа ш4 —  при заданном значении амплитуды 
колебаний скорости. Прн заданной же линейной амплитуде колебаний 
тела амплитуда скорости сама пропорциональна частоте, и потому излу
чение пропорционально шв.

И заключение необходимо сделать следующее замечание. Мы пол
ностью пренебрегали здесь влиянием вязкости жидкости и соответственно 
этому считали движение в излучаемой волне потенииалоным. В действи
тельности, однако, в слое жидкости толщшш мормдка вокруг ко
леблющегося тела движение не является потенциальном (см. § 20). 
Поэтому для применимости формул (55,6)— (55,12) необходимо, чтобы 
толщина этого слоя была мала по сравнению с размерами / тела:

(55,13)

Это условие может не выполняться при слишком малых частотах или 
слишком малых размерах тела.

З а д а ч и

1. Определить полную иы снскннлсть излучении зс.уил niu|.o*;, совершающим 
гармоническое колебательное движение с частотой ®, прич!‘м л л и п я  иолны 
сравнима по ве-ючине с р а д и у с о м  #  шара.

Р е ш е н и е .  Скорость шара пишем я вило и  =  Uye-iat; тогда f  занисит от 
времени тоже посредством множители е - 1̂ 1 и улоплетпоряет уравнению Д| -f



Гле £ =  -2. . Ищем решение в виде ?= u V / (r ) (начало коордииат
выбрано в точке нахождения центра шара в данный момент времени). Для f
получаем уравнение (иГ)(й/ + *■/)= 0, откуда Д / + * 7  =  consL С точностью

до несущественной аддитивной постоянной имеем отсюда / = Л — . Посто-*г
яниая А определяется из условия — при r =  R, ■ в результате полу
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чаем:
• =  (иг) е/АО--*) ( 5 . У  , ----—• \ г  J 2 — Ш К  — к1Ц%'

Излучение имеет, следовательно, дилольный характер. На достаточно больших 
расстояниях от шара можно пренебречь 1 по сравнению с ikr, н ? приобретает 
вид (56,10) с вектором А, равным

А =  — /?> =----________2- 2i k R - k W

Замечая, что (Re {^})* =  -^-L (см. сноску на стр. 85), получаем для полного 
излучения оогласно (55,12):

, 2кр . . Р*т*
3 ?  ,в ° '  •

с*
Прн — /?<^1 это выражение переходит в

•pff*

(это может быть получепо непосредственно подстановкой в (55,12) выражения 
для А из задачи к § 10]. Прв ^-#>1 имеем:

что .соответствует формуле (55,4).
Действующая на шар сила сопротивления жидкости получается инте

грированием проекций сил давления (р? =  — ?т\г*й) Н1 направление и по по- 
всрхностя шара н равна

-  4* . о- I —  ‘kR

2. Определить интенсивность излучения звука шаром, совершающим гармо
ническое колебательное движение, причём рнднус R  шара сравним по вели

чине с / I  (во в то же время !£>#).

Реш ен и е . Если размеры тела иевелихи по сравнению с 1у /  — , то зля
определения излучаемой волны надо исходить не иэ ура|нения Д *= 0, а из 
уравнения движения несжимаемой вязкой жидкости. Соответствующее реше
ние этого уравнения для шара определяется формулами (I), (2) в задаче в
16 Механик* сплошных сред
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§ 20. При переходе к большим расстояниям первый член в (1), экспоненциально 
затухающий с г, можно опустить. Второй же член приводит к скорости

v =  -  Ь (а?) V ~ .

г 3 • ‘1Сравнение с (55,6) показывает, что А =  — = ^  I ) -----.-------- |„r  ̂ l  О — I) а :£(*• j •

где * =  /? / I  , т. е. отличается от соответствующего выражения для идеаль
ной жидкости множителем, стоящий в скобках. В результате получаем:

, трЫл>Я« ,  Л  , 3 , 9 , 9 9 \

При х>1 это выражение переходит в приведенную в задаче 1 формулу, 
а при *<£ I получаем:

, 8Kpuo,# ,v* ...
23

т. е. излучение пропорционально не четвертой, а второй степени частоты.
3. Определить волну, излучаемую шарой (радиуса в), совершающим 

радиальные пульсацконные колебания; радиальная скорость точек его поверх
ности есть произвольная функаая времени «(*)•

Реш ение. Решение ищем в виде f =  —/ '<  — п определяем/
del ...из граничного условия -гЧ = u(t), которое приводит к уравнению: 
о г \ г « а

«■

Решая это линейное уравнение и заменяя о решении аргумент t цз i — —ГТ-_t 
получаем;

- Л _  “ Г^ _г
? ( л О = - у <  "  * [  п ( t )  *  *  dr.

— 00
Если колебания шара прекращаются, например, в момент времени < =  0 (т. е. 
и(т) =  0 при т > 0), то на расстоянии г от иентра, начиная с момента времени

ч  •Г — А — —потенциал как функция временя будет иметь вид ip=coisi.* а,
т. е. движение будет затухать экспоненциально.

4. Определить движение, возникающее в идеальной сжимаемой жад
ности при произвольном движении в ней шара радиуса а (скорость движения 
мала по сравнении со скоростью звука).

Реш ение. Ищем решение в виде

f = d l V - i  (1)

ir расстояние от начала координат, яыбранного в точке нахождения центра
■ , г — а 4шара в момент времени t = t — —-— ; если скорость шара мала по сравне-
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нию со скоростью звука, то эффектом перемещения начала ноордннат можно 
пренебречь). Радиальная составляющая скорости равна

I
с*г <2>

(п — единичный вектор вдоль направления г; ' означает диффереипированне 
вектора f по его аргументу). Граничное условие гласит р,=эип при г я а  
откуда

*4 0  + 7  f'W  +  ^ , (0 - ee,“ (^
Решая это уравнение методом вариации постоянных, получаем для функции f (*) 
общее выражение:

- - ' Г  г“ I u(t)sin — ( ( — t) еа dx. (3)
J  — о»

I г — о \
t  —  вместо L  В качестве

нижнего предела выбрано — оо, так, чтобы было f = 0 при < =  — оо.
5. Шар радиуса а в момент времени < =  0 начинает двигаться с постоян

ной скоростью и =  Uq. Определить движение в жидкости на больших рас
стояниях от шара.

Реш ени е. Полагая в формуле (3) задачи 4 о(т):=0 при /<0 и п (г )~  
= iig при <>0 н подставляя в формулу (2), сохранив в последней только 
третий член (наименее быстро убывающий с расстоянием), получим:

a V 2  " 7 '  v =  — (ЛИо) ----« sin

( ГДе '“ Г }

— I V

6. Точечный источник, нэлучаюший сферическую волну, находится на рас» 
стояпин I от тсСрдой (полностью отражаюшеЯ звук) стенки, ограничивающей 
заполненное жидкостью полупространство. Определить отношение полной ин
тенсивности излучаемого источником звука в интен
сивности излучения, которое имело бы место в neoi-pa* 
ннченной среде, а также зависимость интенсивности 
отнаправления на больших расстояниях от источника. J

Реш ение. Совокупность излучаемой и отра- 16
женной от стеяки волн описывается решением вол- п "  / —• 
нового урявнення, удовлетворяющим условию ра
венства кулю нормальной скорости t/„ — ^  на стенкс.
Таким решением является

1 =  ( £ - + % ) * - "  Рис. 27.

{постоянный множитель для краткости опускаем), где г — расстояние от источ
ника звука О (рис. 27), а т‘ — расстояние от точки 0 ‘, расположенной относи
тельно поверхности стенки симметрично с О. На больших расстояниях от 
источника имеем: т’ я= г — 2/cos б, так что

( | + ,

Зависимость интенсивности излучения от направления определяется здесь 
множителем cos* (W cos б).
16*



Для определения полной интенсивности излучения интегрируем поток 
ввергни q = p 'v s i— ffVj (ем. (4S,4)] по поверхности сферы сколь угодив ма
лого радиусе с центром в точке О. Это дает ( I ~ г-тг^У  В неогра-

ничейной же среде иы нмелв бы чисто сферическую волну j= .----— СП01.
ным потоком ввергни Ir.fka. Таким образом, искомое отношение внтенсив- 
иостеб равно

sfo2W
1 +  w

7. То же в жидкости, ограниченной свободной поверхностью.
Реш ение. На свободной поверхности должно выполняться условие У  =

с= — ff =  0; в монохроматической волне *то эквивалентно требованию f =  Q, 
Соответствующее решение волнового уравнения есть

feikr t tkf\

На больших расстояниях от источника интенсивность излучения определяется 
множителем sin* (Л/cos 0).

Искомое отношение интенсивностей равна
,  в1п 2Д1

2 4 4  з в у к  | г л .  v t

2kl '

§ Б6. Прпнцвп взаимности

При выводе уравнений звуковой волны в § 47 предполагалось, что 
среда, в которой волна распространяется, является однородной. В частно
сти, плотность среды р0 и скорость звука в ней с рассматривались как посто
янные величины. Имея в виду получить некоторые обшие соотношения, 
применимые и в общем случае произвольной неоднородной среды, вы
ведем предварительно уравнение распространения звука в такой среде.

Напишем уравнение непрерывности о виде

37 4* v р +  ? dlv v =  0.

Введем вместо производных от плотности производные от давления и 
энтропии согласно

Подставляя в уравнение непрерывности, получаем:

( S ) .  &  +  vV* )  +  ( Й ) ,  ( £  +  v ^ )  +  Pd»vv =  0.

Но в силу аднабаткчности звука имеем:
ds



и уравнение непрерывности приводится к виду

-f- v Vp -j- pcB div v =  0.

Положим, как обычно, p =  pfl-|-p', причбм p0 является теперь за
данной функцией координат. Что же касается давления, то в р = р 9-\-р* 
должно полрсжнему быть ра =  const., поскольку в равновесии давление 
должно быть постоянно вдоль всей среды (если, конечно, отсутствует 
внешнее поле). Таким образом, с точностью до величин второго порядка 
малости имеем:

-}- р0с* div v =  0.

Это уравнение совпадает по форме с уравнением (47,5), но коэффи
циент рв£а в нём есть функция координат. Что касается уравнения Эйлера, 
то мы имеем, как и в § 47:

<Jv_
~oi ро ‘

Исключая v из обоих этих уравнений (и опуская индекс у р0), получаем 
окончательно уравнение распространения звука в неоднородной среде:

dlvT “ i ^  =  0- <56l1)
Если речь идет о монохроматической волне с частотой ю, то р' =  —  
так что

< H v^ +  ̂ p '  =  0. (56,2)

Рассмотрим звуковую волну, излучаемую источником небольших раз
меров, совершающим пульсационные колебания (такое излучение, как мы 
видели в § 55, симметрично). Обозначим точку, в которой находится источ
ник, посредством А, а давление р' в излучаемой им волне в точке В  !) 
посредством рА (Я). Если тот же самый источник помешается в точку В , 
то создаваемое им в точке А давление обозначим соответственно по
средством р в {А). Выведем соотношение между Р А(В ) и рв (А).

Для этого воспользуемся уравнением (56,2), применив его один раз 
к излучению источника, находящегося в точке А, а другой раз— к излу
чению источника, находящегося в В:

div-^  +  p  Ра =  0> div-7 ^ + ^ i P e == °*

Умножим первое уравнение на рв, а второе на рл, и вычтем второе
из первого. Получаем:

> ^Рл I ^Рарв div — рА div —у 1 =э 0.

§ 5 6 ] п р и н ц и п  в з а и м н о с т и  245

]) Размеры источника должыы быть малыми ло сравнению с расстоянием 
между А и В, а также по сравнению с длиной волны.
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Проинтегрируем это уравнение по объбму, заключённому между беско
нечно удаленной замкнутой поверхностью С н двумя малыми сфе
рами С .  и Сй, окружающими соответственно точки А и В .  Согласно
теореме Гаусса имеем:

'  _  f
с+ < + св

где первый интеграл справа бербтся по трём поверхностям С, Сл, С„. 
При этом интеграл по С обращается в нуль, поскольку на бесконеч
ности звуковое поле исчезает. Применив такое же преобразование

Л
к интегралу от p^dlv-^  и вычитая результаты один из другого, полу

чаем;

f  ( р а ~ у ~ ~ р ' л - у ) ‘̂ жк0- :56,3)
*л+с*

Внутри малой сферы СА давление-/^ в волне, создаваемой источ
ником, находящимся в А, быстро меняется с расстоянием от А, и потому 
градиент Vp‘A велик. Давление же р ‘в , создаваемое источником, нахо
дящимся в В , в области вблизи точки А, значительно удалённой от В, 
является медленно меняющейся функцией координат, так что его 
градиент Грд‘ относительно мал. При достаточно малом радиусе

Г I^p'a
сферы С А интегралом ) pA——d\ можно поэтому пренебречь по сравне-

fнию с интегралом j P g  dt, а в последнем можно вынести почти

сл '
постоянную величину р'в из-под знака интеграла, заменив еб значением 
в точке А. Аналогичные рассуждения применимы к интегралу по сфере Св, 
и в результате мы получаем из (56,3) следующее соотношение;

Р в (А) У ~ т л -

u  dvНо - 7  =  —  ; поэтому это равенство можно переписать в виде



ПРИНЦИП ВЗАИМНОСТИ 247

с
Интеграл \ vAd1 представляет собой количество жидкости, протекающей

А
через поверхность сферы СА в единицу времени, т. е. изменение (в 1 сек.) 
объема пульсирующего источника звука. Поскольку источники в точ
ках А  и В  тождественны, то ясно, что

f =  f Vgdl 
с д

и следовательно:
Р'л (В ) ™  р'в И ).  (56,4)

Это равенство представляет собой содержание так называемого прин
ципа взаимности: давление, создаваемое в точке В  источником, находя
щимся а точке А, равно давлению, создаваемому в А таким же-источником, 
находящимся в В .  Подчеркнем, что этот результат относится, в частности, 
и к тому случаю, когда среда представляет собой совокупность нескольких 
различных областей, каждая из которых однородна. При распространении 
звука в такой среде на поверхностях раздела различных областей проис
ходит отражение и преломление. Таким образом, принцип взаимности' 
применим и в тех случаях, когда на пути своего распространения от 
точки А  к В  и обратно волна испытывает отражения и преломления.

Принцип взаимности в форме (56,4) применим, как это явствует из 
его вывода, только для симметричного звукового излучения. Вывелем 
теперь аналоге(ное соотношение для дилольного излучения, создаваемого 
источником, совершающим поступательное колебательное движение без 
изменения объёма. В этом случае интеграл тождественно равен

ч
нулю, и при вычислении интегралов в (56,3) необходимо учесть следую
щее приближение. Для этого пишем, с точностью до членов первого по
рядка:

Р в ^ Р в  ( А ) - { - т Х р в , 

где г —  радиус-вектор из точки А. В интеграле

К-е Г'шЦ г - А Ц * ) “ '  <5б’5>

оба члена имеют теперь одинаковый порядок величины. Подставляя сюда

лля рв написанное выше разложение и помня, что интеграл 

обращается теперь в нуль, получаем:
J ? -



248 ЗВУК [ г л .  V I

  * •
Далее, вынесем почти постоянную величину \рв =  —  pBv fl из-под знака 
интеграла и заменим её значением в точке А:

fcA

(рв —  плотность среды в точке В ).  Для вычисления стоящего влесь 
интеграла замечаем, что вблизи источника жидкость можно считать не
сжимаемой (см. § 55), и поэтому для давления рА внутри малой сферы С4 
мы можем написать согласно (10,1):

Рл  =  —  Р? = ?7Г- 
_  я* ; ,,Простое вычисление приводит к значению —  у  А для интеграла. Нако

нец, в монохроматической волне v =  —  lav, А =  —  itflA; вводя также 
единичный вектор п4 в направлении вектора А для источника, находя
щегося в точке А, получаем окончательно для интеграла (56,5):

Аналогично, интеграл по сфере Са оказывается равным

—  J « aP^v4 (f l) n8 

и, приравнивая сумму нулю, получаем искомое соотношение:

,56 61
Р» >л

Это равенство выражает собой принцип взаимности для дилольного зву
кового излучения.

§ 57. Распространение авука по трубке

Рассмотрим распространение эвуковоН волны вдоль длинной узкой 
трубки. Под узкой подразумевается трубка, ширина которой мала ло 
сравнению с длиной волны. Сечение трубки может меняться вдоль еВ 
длины как по форме, так и по площади. Важно только, чтобы это из
менение происходило достаточно медленно,— площадь S  сечения должна 
мало меняться на расстояниях порядка ширины трубки.

В этих условиях можно считать, что вдоль каждого поперечного се
чения трубки все величины (скорость, плотность и т. п.) постоянны. На
правление же распространения нолны можно считать везде совпадающим 
с направлением оси трубки. Уравнение, определяющее распространение 
такой волны, удобнее всего вывести методом, аналогичным применён
ному в 8 12 для вывода уравнения распространения гравитационных 
волн в каналах.



§ 5 7 ] РАСПРОСТРАНЕНИЕ ЗВУКА  ПО Т РУ Б К Е 2 4 9

В единицу времени через сечение трубки прохоаит масса Syv жид
кости. Поэтому количество (масса) жидкости в объеме между двумя 
бесконечно близкими поперечными сечениями трубки уменьшается в 1 сек.

<Л р)ж+<1д —  (Л р ),  =  dx

(координата X  вдоль оси трубки). Поскольку самый объем между обоими 
сечениями остаётся неизменным, то это уменьшение может произойти 
только з* счет изменения плотное™ жидкости. Изменение плотности в. 

д»единицу времени есть ^ , а соответствующее уменьшение массы жид
кости в объеме S d x  между двумя сечениями равно!

-да- s TtdX.

Приравнивая оба выражения, получаем уравнение:

 л Г  • <57il>
представляюшее собой «уравнение непрерывности! для жидкости в трубке. 

Далее, налншем уравнение Эйлера, опуская в нём квадратичный По 
скорости член: д .

5 — (а7-2)
Продифференцируем (57,1) но времени; при дифференцировании правой 
части этого уравнения надо считать р не зависящим от времени, так

др до*как прн дифференцировании р возникнет член, содержащий 
и потому малый второго порядка. Таким образом.

S l f l t== — T x [ S f £ )  '

dv .Подставляем сюда для выражение (57,2), а стоящую слева произ
водную от плотности выражаем через производную от давления согласно 
- др- 1 - 
9 ^ д р Р== с~*р'

В результате получаем следующее уравнение распространения авука 
в трубке:

< " - 3 >

В монохроматической волне р 1) зависит от временя посредством мно
жителя и (57,3) переходит в

5 ж - ( * и ) + * , ' - °  ( 5 7 Л

А=-^-— волновой вектор^.

') Здесь н в аадачах к атому параграфу год р подразумевается «езде пе
ременная часть давления (которую мы раньше обоаиачали посредством р').
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Наконец, остановимся на вопросе об излучении звука из открытого 
конца трубки. Разность давлений между газон в конце трубки и газом 
в окружающем трубку пространстве мала по сравнению с разностями 
давлений внутри трубки. Поэтому в качестве граничного условия на от- 
крьгтом конце трубки надо, с достаточной точностью, потребовать обра. 
шения давления р в нуль. Скорость же газа ® у конца трубки при 
этом оказывается отличной от нуля; пусть ®0 есть ей значение здесь. 
Произведение есть количество (объем) газа, выходящего в единицу 
времени из конца трубки. .

Мы можем теперь рассматривать открытый конец трубки как неко
торый «источник» газа с ^производительностью» Sv0. Задача об излуче
нии из трубки делается эквивалентной задаче об излучении пульсирую- 
шего тела, определяющемся формулой (55,9). Вместо производной V от 
объёма тела по времени мы должны теперь писать величину Svt. Таким 
образом, полная интенсивность излучаемого энука есть

г. I
/ =  (27,5)

З а д а ч и

I. Определить коэффициент прохождения звука при переходе г̂о из трубки 
сучения S] п трубку сечения S..

Реш ение. В первой трубке имеем аве волны: падающую рх =  ог‘ 
и отраженную р\ =  а,#— Во второй 1рубкс имеется прошедшая boibj 
р. =  «>Л. В месте соединения трубок (х =  0) должны быть равны»
допления и количества Sv гяза, переходящие из одной трубки п другую. Эи 
условия дают:

в, -{- а\ =  a., Sj (ах — в,) saS.a.,
О С

откуда g> =  a1 . . Отношеиие Т потока энергии в прошедшей волпе к ас*
"Г* ** .    ч

току энергии в падающей волне ( Г  =  ) раоно
1 \  S xf f V x*  S i»!1 /

\ ь + 5 ) -I

2. Определить количество энергии, излучаемой не открытого конца цилин
дрической трубки.

Реш ени е . В граничном условии p=i 0 на открытом конке трубки «окне 
приближенно пренебречь излучаемой волной (мм увилии, что интснсклиосп 
излучения вз конца трубки мала]. Тогда имеем условие рх =  — р\, гле рх а 
р\ — давления в падающей волне и в волне, отраженной обратно в Tpytfsr; 
лля скоростей будем соответственна иметь так что суммарная ско
рость на выходе на трубки есть р0 — v\ =  ̂ vx. Поток энергии в падающе!

волне равен Spr| — С помощью (57,5) получаем для откошеиия кллуч* 
еиой энергии к потоку в иадающей волне:



/?*•*Для трубки кругового сечения (радиуса R )  имеем Т  =  .. Поскольку по

предположению R , то Г ^ 1.
3. Одно из отверстий цилиндрической трубки закрыто излучающей авук 

мембраной, совершающей изданное колебательное движение; другой коней 
трубки открыт. Определить излучение звука на трубки.

Р е ш е н и е .  В общей рсшенни р  =  (в*/** -f- b e - * * * )  е —  определяем по
стоянные а и Ь иэ условий » =  н (и =  ц0*~*“>/— заданная скорость колебаний 
мембраны) на закрытом конце трубки (* =  0) и условия /> =  0 на открыток 
конце {*  =  /)■ Эти условия дают

ае,к1-̂- be- «  =  0, а — b =  tfua.

Определяя а и Ь, находим для скорости газа на открытом конце трубки пе- 

дичину p0 =  j£ j-jу  Если бы трубки ие было, то иатенсивяость излучения ко

леблющейся мемСфаной определялась бы средним воадратом S5Ls =  S: «»ji?  со
гласно формуле (55,9) с S u  вместо С'; S — площадь поверхности мембраны. 
Излучение же иэ конца трубкп пропорционально S * v j m \  Определяя «коэффи-

X  Л  Aияент усиления* звука трубкой как Л —  - , получаем:
У а }

Л =  COi? kl *

Он обращается в бесконечность при частотах колебаний мембраны, равных 
собственным частотам трубки; и действительности, конечно, он вев же ос
тается конечным благодаря наличию пренебрежённых здесь аффектов (напри
мер, трения, влияния излучения ввука).

4. То же для конической трубки (мембрана эакрывает меньшее нэ отвер
стий трубки).

Р е ш е н и е .  Для сечения трубки имеем S ^ S g jr1, меньшему и большему 
отверстиям трубки пусть соответствуют эначения jcj и х, координаты л;, так 
что дойна трубки есть 1 = х л —  л х.  Общее решение уравнения (57,3) есть

р  a* -L ( а е ' ъ *  Ь — U jt ) г - 'ч ';

а  и Ь определяются из условий v s = u  при л т х ]  и р  =  0  при х  =  х г . Для
коэффициента усиления A  as и ж 2. (с/, — значение скорости прн х = х 7 )

ь ^ х ^ и *
получаем:

П  " " < S lO A /  f - f c r j C O S * / ) 5 *

5. То же лл; трубки, сечение которой меняется вдоль ев длины по акспо» 
ненцнальному закону

Р е ш е н и е .  Уравнение (57,4) приобретает вид

откуда
« ,  / „V

р = «  Т  be—***) е—*т1, m =  1/ k* — <

§  57] РАСПРОСТРАНЕНИЕ ЗВУ КА  ПО Т РУ Б К Е  251
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Определяя а в £ из условий » = и  при .г =  0 и р —  0 при х =  1, ыаюдны для
.  S0«*'Oко эф ф и ц и е н та  у с и л е н и я  А =  • — :

pit
А

( т т г - н — }*
прн Л > -у и

прн * < у

л»'
/ a sh «7 , .
U  — + chm/J

д .-  — / т -

§ 58. Рассеяние звука

Если на пути распространения звуковой волны находится какое-либо 
тело, то происходит, как говорят, рассеяние звука: наряду с падающей 
волной появляются дополнительные (рассеянные) волны, распространяю
щиеся во все стороны от рассеивающего тела. Рассеяние авуковой 
волны происходит уже благодаря самому факту наличия тела на efe пути. 
Кроме того, под влиянием падающей волны само тело приходит в дви
жение; это движение, в свою очередь, обусловливает некоторое дополни
тельное излучение звука телом, т. е. некоторое дополнительное рассеяние. 
О д н а к о , если плотность тела велика по сравнению с плотностью среды, в 
которой происходит распространение звука, а его сжимаемость мала, то 
рассеяние, обусловленное движением тела, представляет собой лишь ма
лую поправку к основному рассеянию, обусловленному самым наличием 
тела. Этой поправкой мы будем в дальнейшем пренебрегать и потому 
будем считать рассеивающее тело неподвижным.

Если длина волны звука X мала по сравнению с размерами I тела, 
то рассеяние сводится к простому отражению от поверхности тела. Здесь 
же мы будем рассматривать предельный случай, когда Х^>/. Тогда для 
вычисления рассеянной волны можно воспользоваться формулами (55,7)— 
(55,12). Рассеянную волну мы при этом рассматриваем как волну, излу
чаемую телом; разница заключается только в том, что вместо движения 
тела в ж и д к о с т и  мы имеем теперь дело с движением жидкости относи
тельно тела. Обе задачи, очевидно, экяиоалелтны.

Для потенциала излучаемой волны ыы получили выражение

*  _ А г  1 Звг ct*
[см. (55,7) и (55,10)]. В этой формуле V  было объёмом тела. Теперь 
же объем самого тела остается неизменным и под V  надо подразуме
вать не скорость изменения объема тела, а то количество (объём) жид
кости, которое вошло бы в единицу времени в объем, занимаемый телом 
(этот объвм обозначим посредством !/„), если бы этого тела вообим 
не было. Действительно, при наличии тела это количество жидкости яе 
проникает внутрь занимаемого телом объема, что эквивалентно выбра-,
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сыванию этого же количества из объема V0. Коэффициент же при ^
в первом члене в <f должен, как мы видели в предыдущем параграфе, 
быть равен как раз количеству «выбрасываемой» в 1 сек. из начала 
координат жидкости. Это количество легко вычислить. Изменение массы 
жидкости в единицу времени в объёме, равном объему тела, равно 
Vcp, где функция р определяет изменение со временем плотности жид
кости в падающей звуковой волне (поскольку длина волны велика пс 
сравнению с размерами тела, то на протяжении расстояний порядка situ 
размеров плотность р можно считать постоянной; поэтому мы можем пи
сать изменение массы жидкости в объеме V0 просто в виде У„р, где 
р одинаково вдоль всего объёма V„). Изменение объёма жидкости, со
ответствующее изменению массы pV0, есть, очевидно, V* — . Таким об

. f ;
разом, вместо V  надо писать в выражении для if величину Va — . В па*
дающей плоской волне переменная часть плотности р' связана со ско
ростью посредством р' =  р у ;  поэтому р =  р' =  р-^, и вместо V0-£*

жг ®мы можем писать V0— .
Что касается вектора А, то при движении тела в жидкости он опре

деляется формулами (10,5) —  (10,6): 4-npAt =  mitut г  pVtut. Теперь же мы 
должны писать вместо скорости а тела взятую с обратным знаком ско
рость v жидкости в падающей волне (которую она имела бы в месте! 
нахождения тела, если бы тела вовсе не было). Таким образом,

4 “ — (58,,)
Окончательно получаем для потенциала рассеянной волны:

(58.2)

[с вектором А, определяющимся формулой (58,1)]. Для распределения 
скоростей в рассеянной волне получаем отсюда

(58.3)

(см. § 55; в —  единичный вектор в направлении рассеяния).
Среднее количество рассеиваемой (в 1 сек.) в данном элементе dO 

телесного угла энергии определяется потоком энергии, равным 
cpv<r*ee-J*/-*dO. Полная интенсивность /№*“ •> рассеяния получается интег
рированием этого выражения по всем направлениям. Прн этом интегри
ровании удвоенное произведение обоих членов в (58,3), пропорциональное 
первой степени косинуса угла между направлением рассеяния и направ
лением распространения падающей волны, исчезает и остаётся [см. (55,9) 
и (55,12)]: „ ,  _

и м и  » ___ ' 0  Г  *
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Рассеяние принято характеризовать так называемым эффективным 
сечением рассеяния. Эффективным сечением ds назыоается отношение 
средней (по времени) рассеиваемой в данном элементе телесного угла 
энергии к средней плотности потока энергии в падаюшей волне. Полное 
эффективное сечение а равно интегралу от da по всем направлениям рас
сеяния, т. е. равно отношению полной интенсивности рассеяния к плотно
сти падаюшего потока энергии. Эффективное сечение имеет, очевидно, 
размерность площади.

Средняя плотность потока энергии в падаюшей волне есть cpv1. По
этому дифференциальное эффективное сечение рассеяния равно отношению

т. е.
ffV -

(58,5)у» '

Полное эффективное сечение равно

V*2 , 4* А* /го „
(58<6)

Для монохроматическое падаюшей волны среднее аначение квадрата 
второй производной от скорости по времени пропорционально четвертой 
степени частоты. Таким образом, эффективное сечение рассеяния звука 
телом, размеры которого малы по сравнению с длиной волны, пропор
ционально четвертой степени частоты.

З а д а ч и

1. Определить эффективное сечение рассеяния плоской звуковой волны 
твердым шариком, радиус R  которого мал по сравнению с длиной волны 

Реш ение. Для скорости в плоской волне имеем 0 =  .4cosW (в данной 
точке пространства). Вектор А равен в случае шара (см. задачу к § 10) а  =

= — Для лнфференпиального эффективного сечения получаем:
. ••#*/. . 3cos#\* _

 — ) * 0
(О — угод межау направлением падаюшей волны и направлением рассеяния). 
Полное эффективное сечение равно

2. Опреэелять эффективное сечение рассеяния звука жидкой каплей с уче
том сжимаемости жидкости и движения капли под влиянием падающей лпаиы.

Реш ен и е  При адиабатическом изменении давления гаэл, в котором на
ходится капля, ва // объем капли уменьшается на — ( р' (р.—плотность 

. . .  Ро \ °Р  )•[  др\жядкостн в капле), по есть квадрат скорости авука в ж и д к о с ти ,

изменение давления в плоской волне связано со скоростью посредством 
p’ — v c f  (р — плотность газа). Таким образом, уменьшение объема капли и 1 сек.
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■авно V 0 - -* В выражениям <58.21—(58.3) вместо Vfl —  надо писать теперь раэ-
e£h  _ ’ с

яость V0 Далее,  в выражении для А надо писать теперь вместо— v

разность il — V, где и — скорость тела, приобретаемая им под влиянием падаю
щей волны. Для шара получаем с помощью результатов задачи к § 10 А =

=  R 3 v - k - —.— . Подстановка втнх выражений приводит к эффективному се- 
2pa +  f

чепию

V\ c<?9ol 2ро4-р/

Полное эффективное сечение равно

[Г  A W  , 3 (ft- Pn
9** Н  ô*?oJ ' <5Рот-Р)'-7 *

3. Определить эффективное сечение рассеяния звука твердым шариком

радиус R  которого сравним по величине с V I -
Р е ш е н и е .  В этом случае связанный с вектором А член в общей формуле 

для излучения эвука, а потому и в формуле (58,4) для интенсивности излече
ния рассеяния, должен быть нзмепбн указанным в задаче 2 § 53 образом. Член 
же, связанный с изменением объёма, остается неизменным. Действительно,, 
этот член связан с центрально-симметричным дпнжением жизкостн, в котором 
скорость направлена везде по радиусу и зависит только от т. С другой сто
роны, поскольку жидкость вблизи излучаюшего тела должна рассматриваться 
как несжимаемая (прн выполнении условия то везде, кроме начала ко
ординат, должно выполняться уравнение divv =0 независимо от того, идеальна 
ли жидкость или вязка. Но такое уравнение имеет только одно центрально

симметрическое решение ^в котором v  =  const, . В результате получаев 

для полного эффектввпого сечення:

• = 1 £ ( 28+ ж -т + 54 + 54 + 274 ) ’

1 имеем:

3• iS  ■■ ■--Г

где * =  Я у / ^  . При »<^

4. Определить среднюю силу, действующую на твердый шарик, рассеиваю
щий плоскую звуковую волну.

Р е ш е н и е .  Передаваемый в единицу времени от падающей волны шарику 
импульс, т. е. искомая сила, равен разности импульса, приносимого рассеивае
мой волной, и полного потока импульса в рассеянной волне. Иэ падаюшей волны 
рассеивается поток энергии, равный ec£fl, где Е * —  плотность энергии в па
дающей волне; соответствующий поток импульса получается делением на с ,  

т. е. равен oE q. В рассеянной волпе поток импульса в телесном угле d O  ранен
E ^ ,t t4 r*dO  =  Egio\  проектируя его на направление распространения падающей 
волны (очевидно, что искомая енла имеет это направление) и интегрируя по
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всеы углам, получим Z0  ̂cos ids. Таким образом, действующа! на шаряк сала

f= '£b  ( а —  ̂ сое0 daj .
фавна

Подставляя сюда da и а из задачи 1, получим:
г  tm*R*

F = E °  I F - '

§ 59. Поглощение звука

Наличие вязкости и теплопроводности приводит к днссипаиин энер
гии звуковых волн, в связи с чем звук, как говорят, поглощается, т. е. 
его интенсивность постепенно уменьшается. Для вычисления днссипи-
руемой в единицу времени энергии воспользуемся следующими
общими соображениями. Механическая энергия представляет собой не 
что иное, как максимальную работу, которую можно получить при пе
реходе из данного неравновесного состояния в состояние термодина
мического равновесия. Как известно из термодинамики1), максимальная 
работа совершается, если переход происходит обратимый образом 
4т. е. без изменения энтропии), и равна соответствен иго этому

Е - « .=  Е о —  £ (5 ),
где Е 0 есть заданное начальное значение энергии тела в исходном 
состоянии, а Е  (S) —  энергия тела в состоянии равновесия с той же 
энтропией S, которую тело имело вначале. Дифференцируя по времени 
лолучаем:

£ * « .=  —  £ (S ) =  —  d£ s .
ic

Производная от энергии по энтропии есть температура. Поэтому ^
есть температура, которую имело бы тело, если бы оно находилось в 
состоянии термодинамического равновесия (с заданным значением эн
тропии). Обозначая эту температуру как 70, имеем, следовательно:

£ы«х.== —  TqS  . (59,1)

Воспользуемся для S' выражением (39,5), включающим в себя,воз
растание энтропии, обусловленное как теплопроводностью, так и вязко
стью. Поскольку температура Т  мало меняется вдоль жидкости и мало 
отличается от Г0, то можно вынести ев из-под знака интеграла и писать 
Т  вместо 70:

г 1 w w - f J(
—  С f (d lv v )W .  (59,2)

*) См., «пример, 2-й том «того курса («Статнствчесиая физика»), изд.2-е, 
§ 14.



Эта формула представляет собой обобщение формулы (14,3) на случай 
сжимаемой жидкости и наличия теплопроводности.

Пусть ось х  совпадает с направлением распространенна звуковой 
волны. Тогда

Vx =  T>0 cos (k x  в)/), =  =

Два последних члена в (59,2) дают:

Нас, конечно, интересует среднее по времени значение величин; усред
нение даёт:

(К 0—  объём жидкости).
Далее, вычислим первый член в (59,2). Отклонение Т  температуры 

в звуковой волне от своего равновесного значения связано со скора- 
стью посредством

r = ( © / = & V
(производная берётся при постоянной энтропии в связи с а циабатичио- 
стью звука). Согласно известной термодинамической формуле имеем: 

(др. Г (dV\ _Г
\ д р ) ,- с р \ д т )р*=1 fcpa

(где ® = р ( а ! О р есть коэффициент теплового расширения). Таким

образом, T '= — v, а градиент температуры равен 
ер

дТ еТ dv aeТ . ■ л
Jx  =  a c ~ S i=  ~  Г ^ к ««<**-»/).

Для среднего по времени значения от первого члена в (59,2) получаем:

С помощью известных термодинамических формул

можно переписать это выражение в виде

Собирая полученные выражения, находим среднее значение диссипа
ции энергии в виде

т _  *4r’ vor
£«et. 2

17 Механика сплошных сред

§ 59] п о г л о щ е н и е  з в у к а  257
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Полная же энергия звуковой волны равна

Ввезённый в § 21 коэффициент затухания волны ji определяет закон 
уменьшения интенсивности со временем. В случае звука, однако, фак
тически обычно приходится иметь дело с несколько иной постановкой 
аадачи, в которой звуковая волна распространяется вдоль жидкости и 
е£ интенснвность падает с увеличением прейдённого расстояния х. Оче
видно, что это уменьшение будет происходить по закону е~^х, а для 
амплитуды —  как e~ix, где «коэффициент поглощения* •; связан с J  

I
посредством  ̂=  7-» т- е-

Подставляя сюда (59,3) —  (59.4), находим, таким образом, следующее 
выражение для коэффициента поглощения звука в жидкости:

Отметим, что он пропорционален квадрату частоты звука.
В особенности сильное поглощение звука иронсхоигт прн отражении 

распространяющейся в жидкости звуковой вилны от тисрша стенки. 
Причина этого пвпсиия заключается и следующем.

В звуковой волне наряду с пл ith o c tu o  и давлением испытывает 
периодический .•колебания 0 :<ил0  своего среднего значении также и тем
пература. Поэтому вблизи твёрдой стенки имеется пе/ши.шчеснл меняю
щаяся по величине разность температур между жиякчсм.ю и стенкой, 
даже если средняя температура жидкости равна температуре С1енки. 
Между тем, на самой сюнерхности температуры соприкасающихся жид
кости и стенки должны быть одинаковыми. В результате и тонких! при
стеночном слое жидкое ги возникает большой градиент температуры; 
температура быстро меняется от своего значении в звукоиоЛ молне до 
температуры стенкн. Наличие же больших градиентов температуры при
водит к большой диссипации энергии путём тсилопронодности.

По аналогичной причине к большому поглощению знука приводит 
и вязкость жидкости. Это поглощение, правда, имеет место лишь при 
наклонном падении волны. При таком патении скорость жшкости а 
волне (направленная по направлению распространения иолны) имеет 
отличную от нуля касательную к поверхности стенки комн-jHeiiiy. Между 
тем, на самой поверхности жидкость должна полностью «нрилиплть» к 
стенке. Поэтому в пристеночном слое жидкости возникает большой 
градиент касательной сосгаиляюше.1 скорости'), что и приводит к боль
шой диссипации энергии пут£м вязкости (ср. § 20).

•) Что кагается нормальной составляющей скорости, то на стенке он» 
равна нулю уже в силу граничных условий для идеальной жидкости.
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При поглощении звука соотношение между волновым вектором
и частотой можно, очевидно, написать о виде

*  =  y - (- iM s (59,7)

(где посредством а обозначен коэффициент при ш* в коэффициенте
поглощения •( =  aw*). Легко сообразить, соответственно этому, каким 
образом надо видоизменить уравнение бегущей звуковой волны для 
того, чтобы учесть в нём эффект поглощения. Для этого замечаем, что 
в отсутствии поглощения дифференциальное уравнение для, скажем, 
давления р '=  р ' {х — ct) можно написать в виде

d r f   1 <V
д х  ' ~ Т  ~dt *

Для того, чтобы получить отсюда уравнение, решением которого 
была бы функция г'1*ж-»'0 с 4 из (59,7), надо, очевидно, написать:

«V  I ор' , д'-р?
Г х — 1 Т 1 + а ~5£- t39’8-

Если ввести вместо t переменную т =  /  то это уравнение перей
дёт в

др'   <? V
Ъх — а 1*~ •

т. е. уравнение типа одномерного уравнения теплопроводности.
Общее решение этого уравнения можно написать в виде (сы. § 4])

I. Г 
Р '(х ,  t) =  — r i(t ')«  a t

2У iu z x  J
(59,9)

[где pa (т) =  p' (0, т)]. Если волна излучалась в течение ограниченного 
промежутка времени, то на достаточно больших расстояниях от источ
ника эго выражение переходит в

р ' ( х . т ) ^ — - L = e ~ * Z  (59,10)
l \  t liX  J  u

Другими словами, на больших расстояниях профиль волны опреде
ляется гауссовой кривой. Его «ширинах —  порядка величины ]/~ах, т. е. 
растет пропорционально корню из присланного волной расстояния, «ам
плитуда» же волны падает обратно пропорционально V х .  Отсюда легко 
заключить, чю  полная энергия волны тоже падает как

V x
Легко вывести аналогичные формулы и для шаровых волн; прн этом 

надо учитывать тот факт, что для такой волны  ̂p’di =  0 (си. § 53). 
Вместо (59,10) получим теперь:
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или
-4

(59,11)

3  л л  а ч  и

1. Определить золю энергии, поглощаемой при отражении звуковой волвы 
от твердой стенки. Плотность вещества стенкн предполагается настолько 
большой, что звук практически не проникает в него, а теплоемкость — на
столько большой, что температуру стенки можно считать постоянной.

Р е ш е н и е .  Выбираем плоскость стенки в качестве плоскости jt =  0, i  
плоскость падения в качестве плоскости х,у. Угол пиления (ранный углу 
отражения) есть 0. Изменение плотности в падающей волне в некоторой точл 
па поверхности (скажем, в точке х =  у =  0 )  есть p i - * A e — ‘ u>*. Отраженная 
волна имеет ту же амплитуду, так что у  стенкн в ней р2 =  р'. Реальное из* 
мененке плотности жидкости, в которой распространяются однонремонно обе 
волны (лазающая и отраженная), есть р’ =  2 С к о р о с т ь  жидкости в

б  i  С •
волне определяется согласно v, =  —  р,пь v, =  — р2п2. Полная скорость ва

стенке v =  Vi +  Vj есть поэтому о =  о ,  =  2Л **п 4 —  e — i a t  (вернее, это есть то
Р

значение скорости, которое она имеет без учета верных граничны! условий 
на поверхности стенки при наличии вязкости). Истинны"! хол скорости v y 
вблизи стенки определяется формулой (20,11), а связанная с вязкостью аис- 
силаиня энергии — формулой (^0,12), в которые надо вместо v ^ e — *»> подставить 
полученное выше выражение для о .

О 1клонеиие V  температуры от своего среднего значения (ранного темпе
ратуре стенкн) без «чета правильных граничных условий на стенке получилось 

I дТ \ %
бы равньш V  =  ] В действительности же раелреле-

\ а Р  h  с .о
леяне температуры определяется уравнением теплопроводности с граничным 
условием Р — 0  при i s O  и соответственно этому из мЗраж.'сгея формулой, в 
точности аналогичной (20.11).

Вычисляя связанную с теплопроводностью диссипацию энергии согласно 
первому члену формулы (59.2), получим в результате для полной диссипации, 
энергии, отнесенной к единице плошали понерхностк стенки:

К . . .  =  _  - , )  +  « „ . . у г ] .

Средняя платность потока энергии, падлюшего на единицу поверхности стенси
“  f*/* *

с падающей волной, рапка cpv2 cos в =  cos в. Поэтому доля энергии, п т  jo* 

щающеАся при отражении, есть

Эта формула справедлива только в случае р м п о л п с и н я  условий (20,9). «огда 
только и применим результат (20,11). В этих условиях роль ра.нирш. / играет

теперь длива * =  —  эвуковой волны, так что должно выполняться иеранен-
с1

СТВО т < ? ---- .^ ¥
2. Определить коэффициент поглощения звука, распространяющегося оо цилиндрической трубе.
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Р е ш е н и е .  Основная доля поглощения обусловлена рассмотренный в за
даче 1 эффектом, пронсюляшиы от наличия стенок. Коэффициент поглощения ? 
равен эиергин, диссипируеыой в единицу времени на поверхности единицы 
длины стенки, деленной на удвоенный полный поток энергии через сечевне 
трубы (тогда гиплитуда волны аатухает вдоль длины трубы по закону е — т* 
Ъ ннтенсипность — .чаи «•—*!■»). Вычисление, полностью аналогичное произведен
ному а аадэче 1, приводит к результату:

Второй коэффициент вязкости [ (мы будем говорить о н6м просто 
как о второй вязкости) имеет, виибще говоря, тот же порядок величины, 
что и коэффициент вязкости ц. Существуют, однако, случаи, когда С 
может достигать значений, значительно превышающих значения j). Как 
мы знаем, вторая вязкость проявляется в тех лроиесссх, которые со
провождаются изменением объема (т. е. плотности) жидкости. Прн 
сжатии или расширении, как и при всяком другом быстром изменении 
состояния, в жидкости {или газе) нарушается термодинами 1еское раиновс- 
сие, в связи с чем в ней начинаются внутренние процессы, стремящиеся 
восстановить это равновесие. Обычно чти процессы настолько быстры 
(т. е. их время релаксации настолько мало),что восстановление равновесия 
успевает практически полностью следовать за ходом изменения объема, 
если только, конечно, скорость этого изменения не слишком велика.

Существуют, однако, случаи, когда время релаксации процессов 
установления равнове^я в теле велико, т. е. эти процессы протекают 
сравнительно медленно. Так, если ыы имеем дело с жидкостью кци га
зом, представляющими собою смесь вешеств, между которыми может 
происходить химическая реакция, то при каждых данных плотности и 
температуре существует определенное состояние химического равнове
сия, характеризующееся определёнными концентрациями веществ в смеси. 
Е<.лн, например, сжать жидкость, то состояние равновесия нарушится и нач
нет происходить реакция, в результате которой концентрации веществ бу
дут стремиться принять равновесные значения, соответствующие новому 
значению атотности (н температуры). Если скорость этой реакции не слиш
ком велика, то установление равновесия происходит сравнительно медленно 
и не будет поспевать за изменением сжатия. Процесс сжатия будет сопро
вождаться тогда внутренними процессами приближения к состоянию равно
весия. Но процессы установления равновесия являются процессами необ
ратимыми; они сопровождаются возрастанием энтропии и, следовательно, 
диссипацией энергии. Поэтому, если время релаксации этих проиессон 
велико, то при сжатии или расширении жидкости происходит значитель
ная диссипация энергии, и поскольку эта диссипация должна определяться 
второй вязкостью, то мы приходим к выводу, что С велико1).

]) Медленный процессом, приводящим к большим С, часто является передача 
анергии от поступательных степеней свободы молекул к колебательным (внутри
молекулярным) степеням свободы.

(/•— радиус трубы).

§ 60. Вторая вязкость
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Пусть £ есть некоторая физическая величина, характеризующая
состояние тела, а Ед—  efi значение и с о с т о я н и и  равновесия; £0 является
функцией от плотности и  температуры. Так, для жидких (h im  газовых) сме
сей величиной £ может являться концентрация одного (любого) из веществ 
в смеси, а 5* есть тогда значение концентрации при химическом равновесии.

Если тело не находится в состоянии равновесия, то величина £ бу
дет меняться со временем, стремясь принять значение 1̂ . В состочннях, 
близких к равновесному, разность £—  £о мала, и можно разложить 
скорость £ изменения £ в ряд по этой разности. Член нулевого порядка 
в этом разложении должен, очевидно, отсутствовать, так как £ должно 
обратиться в нуль в состоянии равновесий, т. е. при £ =  ;0. Поэтому 
с точностью до членов первого порядка имеем:

£ =  —  7  (S —  Ео)- (& U )

Коэффициент пропорциональности между £ и £— £0 должен быть от
рицательным, так как в противном случае £ не стремилось бы к конечному 
пределу. Положительная постоянная т имеет размерность ирсменн и мо
жет рассматриваться как время релаксаинн для данного процесса; чем 

больше, тем медленнее происходит приближение к равновесию.
В дальнейшем мы будем рассматривать процессы, в которых жидкость 

подвергается периодическому адиабатическому ') сжатию и расширению, 
так что переменная часть плотности (и других термодинамических вели
чин) зависит от времени посредством множителя речь мижот иттн,
например, о звуковой волне в жидкости. Имеете с плотностью и дру
гими величинами меняется также и положение равновесия, так что £о 
можно написать в виде Ео =  «оо Ч- «<>■ где 0̂0 —  постоянное значе
ние £„, соответствующее среднему значению плотности, а £^—  перио
дическая часть, пропорциональная Написав истинное значение £
в виде £ =  ;м -4-£', мы заключаем из уравнения (60,1), что £' тоже 
Является периодической функцией времени и связано с посредством

e- =  f ^ b -  ( « л

Вычислим производную от давления по плотности при рассматривае
мом процессе. Давление должно теперь рассматриваться как функция 
от значений плотности и величины £ в данном состоянии, а также от 
энтропии, которая предполагается постоянной и которую мы будем для 
краткости просто опускать. Имеем:

J  ( А-£\ *  
д-> Wp / {  ' \ o t / t o f  ‘т

Согласно (60,2) подставляем сюда
1 К  1 *0

др 3$ 1 — l o t  др 1 — /сот S f

>) Изменение энтропии прн процессе (в состояниях, близких к равновесному) 
является величиной второго порядка малости. Поэтому с точностью до величай 
первого порядка можно говорить об адиабатнчкостя процесса.
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% -  г а  { ( * ) , +  ( * ) £ - * «  ( Я } -
Сумма

(<b) I (др\ <Ко
/' g 1 \oi )t д(

есть не что иное, как пронзвсшая от р -по р при процессе настолько
медленном, что жидкость находится всё время в состоянии равновесия;
обозначал её посредством (^ 1  имеем окончательно:\0? j рам.

%  =  Г = Т 7 .  [  { % )  р и я . — ■ ( £ ) .  ]  • ( 6 0 , 3 )

Пусть, далее, рй есть давление в состоянии термодинамического 
равновесия; р0 связано с другими термодинамическими величинами урав
нением состояния жидкости {или газа) и является при заданных плотно
сти и энтропии вполне определённой величиной. Давление же р в ие- 
равноиесном состоянии отлично от р9 и является функцией также и от Е. 
Если плотность получает адиабатическое приращение Зр, то равновесное
давление меняется на ip 0 =  ty* между тем как полное прираше-

«ие давления есть ^ £ р , где определяется формулой (60,3). Поэтому
разность р —  рй между истинным и равновесным давлениями е нерав
новесном состоянии с плотностью р —{— 5р равна

р~Ро= 1?“  (з?)p.- Iгрт[ $),«. ~ ($) ,]**
Нас интересуют здесь те изменения плотности, которые обусловлены 

движением жидкости. Тогда ip связано со скоростью уравнением не
прерывности, которое мы напишем в виде

-f-pdiv v =  0.

Мм вынесли в divpv плотность из-под знака dlv, поскольку v и ip 
должны рассматриваться как малые величины одинакового порядка 
малости, так что выражение vV 2p является малой высшего порядка.
При периодическом движении имеем: ^  =  — iwip, и поэтому

Jp =  £ d lv v .

Подставляя это выражение в р —  р0, получаем;

и получаем:

^ Л - г З й ' « “ *■) dlvv, (60.4J
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где введены обозначения

(60,5)

смысл которых выяснится ниже.
Для того, чтобы связать полученные выражения с вязкостью жидкости, 

напишем тензор напряжений alk. В этот тензор давление входит в виде 
члена —  рьл. Выделяя отсюда давление р0, определяющееся уравнением 
состояния, находи», что в неравновесном состоянии в ал входит допол
нительный член

С другой стороны, сравнивая это с общим выражением (13,2)__
(13,3) для тензора напряжений, в которое d lvv входит в виде Cdivv, 
мы приходим к результату, что наличие медленных процессов установ
ления равновесия макроскопически эквивалентно наличию второй вяз
кости, равной

На обычную же вязкость ij ати процессы не влияют. При процессах, 
настолько медленных, что С равно

С растёт с увеличением времени релаксации т в согласии со сказанным выше. 
Прн ббльших же частотах С оказывается функцией частоты и не является 
постоянной величиной, которая была бы одинакова при всех движениях.

Рассмотрим теперь вопрос о том, каким образом влияет наличие 
процессов с большим временем релаксации (для определённости будем 
говорить о химических реакциях) на распространение звука в жидкости. 
Для этого можно было бы исходить из уравнения движения вязкой 
жидкости с С, определяемым формулой (60,6). Проше, однако, рас
сматривать движение формально как не вязкое, но с давлением р, 
определяющимся не уравнением состояния, а полученными здесь фор
мулами. Тогда все известные нам уже из § 47 общие соотношения оста
ются формально применимыми. В частности, связь волнового вектора с

однако, теперь смысла скорости звука уже хотя бы потому, что она 
комолексна.) Таким образом, получаем 1):

(60,6)

(60,7)

частотой попрежнему определяется формулой £ = ~ , г д е с  

причбм производная ^  равна выражению (60,3). (Величина с не имеет,

*) Эта формула была выведена л общем виде Л. Мандельштамом и М. Jit- 
ситовичем.
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Определяемый этой формулой «волновой вектор* является величи
ной, вообще говоря, комплексной. Легко выяснить смысл этого обстоятель
ства. В плоской волне все величины зависят от координаты х (в направле
нии распространения) посредством множителя е1**. Написав k в виде 

с действительными Л, и к., получаем е,кх =  е1**‘ e~L* l т. е. 
наряду с периодическим множителем «"■•* получается также затухающий 
множитель {kt должно быть, конечно, положительным). Таким обра
зом, комплексность волнового вектора является формальным выраже
нием того, что волна затухает, т. е. имеет место поглощение звука. При 
атом действительная часть комплексного «волнойого вектора) определяет 
изменение фазы волны с расстоянием, а мнимая его часть есть коэффи
циент поглощения.

Нетрудно отделять в (60,8) действительную и мнимую части; в общем 
случае произвольных ш выражения для А, и А, довольно громоздки к 
мы не выписываем их здесь. Существенно, что А, (как и k7) является 
функцией частоты. Таким образом, если в жидкости могут происходить 
химические реакции, то распространение звука (с достаточна большими 
частотами) сопровождается дисперсией.

В предельном случае малых частот (шт<^ 1) формула (60,8) даёт в
первом приближении А =  — , что соответствует распространению звука

fo
со скоростью е0. Так, разумеется, и должно было быть: условие 1 
означает, что период звуковой волны велик по сравнению со време
нем релаксации; другими словами, установление химического равновесия 
практически успевает следовать за колебаниями плотности в звуковой 
волне, и поэтому скорость звука должна определяться равновесной

т. е. появляется затухание с коэффициентом, пропорциональным квад
рату частоты. С помощью (60,7) мнимую часть k можно написать в
виде А„ =  —  ?; это совпадает с зависящей от С частью коэффициента 

2рео
поглощения •{ (59,6), полученного без учСта дисперсии.

В обратном предельном случае больших частот (шт^> 1) имеем в

стыо Cos— результат опять-таки естественный, поскольку при i#r^> 1 
можно считать, что за лремя одного периода реакция вовсе не ycneejei 
произойти; поэтому скорость звука должна определяться производной

производной следуюшем приближении имеем;

(60,9)

первом приближении k =  — , т. е. распространение звука со скоро

взятой при постоянных концентрациях. В следующем приближе

нии имеем:

(6 0 ,1 0 )



Коэффициент поглощения оказывается не зависящим от частоты. При 

переходе от к этот коэффициент монотонно возрастает,
стремясь к постоянному значению, определяемому формулой (60,10). 
Заметим, что величина J  характеризующая поглощение на расстоя
нии, равном длине волны, оказывается в обоих предельных случаях ма

лой она имеет максимум при некоторой промежуточной ча

стоте.
Уже из формулы, например, (60,7) видно, что

0̂0 с0 (60,1 1)
(поскольку должно быть С > 0 ). В том же самом можно убедиться с
лом о шью простых рассуждений на основании принципа Ле-liiJ елье-Ьрауиа.

Предположим, что под влиянием внешнего воздействия обьем системы 
уменьшается (а плотность увеличивается). Этим система выводится из 
состояния равновесия, и согласно принципу Ле-Шателье-Ьрауна в ней 
должны начаться процессы, стремящиеся уменьшить давление. Это зна- 

дрчнт, что величина г- будет уменьшаться, и когда система вновь вер-
9 до . .Htivcfl в состояние равновесия, значение ^  =  с* будет меньшим, чем

оно было в неравновесном состоянии.
При выводе всех формул мы предполагали, что имеется всего один 

медленный внутренний процесс релаксации. Возможны, однако, также и 
случаи, когда имеется одновременно несколько различных таких про
цессов. Все формулы могут быть без труда обобщены на такой случай.
Вместо одной величины £ мы будем иметь теперь ряд величин .....
характеризующих состояние тела, и, соответственно, ряд времён релакса
ции Т,,?4,... Выберем величины £л таким образом, чтоб!.: каждая из 
производных эавнееча только от соответствующего «я, т. е. чтобы 
было

(5 ,- 5 * ,).  (60.12)*л
Вычисления, вполне аналогичные предыдущим, приводят тогда к формуле

‘ * =  ‘£  +  £ г = ? Ь 7 . (“ .'31
Ш

7 f9*\где г* =  [ , , а постоянные ап равны:
“*■ \-г/1

При всего одной величине С эта формула, как в должно быть, перехо
дит в формулу (60,3).

266 з в у к  [гл. vi
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ГЛАВА VU 
РА ЗРЫ ВЫ

§ 61. Угол Маха

Когда скорость движения жидкости делается сравнимой со скоростью 
звука или превышает её, на передний план выдвигаются эффекты, 
связанные с сжимаемостью жидкости. С такого рода движениями при
ходится на практике иметь дело у газов. Поэтому о гидродинамике 
больших скоростей говорят обычно как о газодинамике.

Движения со скоростями, меньшими скорости звука («дозвуковые» 
ско р о сти ), отличаются от движений со «сверхзвуковыми» скоростями не 
только в чисто количественном, 
н о  и в качественном отношении, а 
Наиболее существенным прин
ципиальным отличием стационар
ного сверхзвукового потока 
является возмижностьсущество- 
яания в нём так называемых 
разрывов,свойства которых бу
дут подробно рассмо.рены в р|1С 28. ej,
следующих параграфах. Здесь
же мы рассмотрим другую характерную особенность сверхзвукового 
движения, связанную со свойствами распространения в жидкости малых 
воэмушений.

Если в каком-нибудь месте жидкость подвергается слабому возму
щению, то влияние этого возмущения распространяется затем по жидко
сти со скоростью (относительно самой жидкости), равной скорости 
звука. Скорость же распространения возмущения относительно непо
движной системы координат складывается из двух частей: во-первых, 
возмущение «сносится» потоком жидкости со скоростью v (данного 
элемента объема жидкости) и, во-вторых, распространяется относительно 
жидкости со скоростью с в некотором направлении п. Рассмотрим для 
простоты однородный плоско-параллельный поток жидкости с постоянной 
скоростью V. Пусть в некоторой (неподвижной в пространстве) точке О 
жидкость подвергается малому возмущению,—  например, в этой точке 
может нэхспиться какое-нибудь малое препятствие. Скорость v-f-cn 
распространения исходящего из точки О возмущения (относительно не
подвижной системы координат) имеет различное значение в зависимости 
от направления единичного вектора п. Все возможные её значения мы 
получим, отложив из точки О вектор v, а из его конца как из центра 
построив сферу радиуса с\ векторы, проведённые из О в точки этой 
сферм, н определят возможные величины и направления скорости рас
пространения возмущения. Предположим сначала, что v<^c. Тогда нек- 
торы v-j-cn могут иметь любое направление в пространстве (рмс. 28,а). 
Другими словами, в дозвуковом потоке возмущение, исходящее из не
которой точки, распространяется в конце концов по всей жидкости.
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Напротив, в сверхзвуковом потоке, направления векторов v -рсд,
как видно нз рис. 28,6, могут лежать только внутри конуса с верши
ной в точке О, касающегося построенной из кони а вектора v, как из 
центра, сферы. Для угла раствора 20 этого конуса, который мы будем 
называть «звуковым конусом», имеем, как видно из чертежа;

sln0 = r^ . (61,1)

Определяемый этим равенством угол называется углом Маха1). Таким 
образим, в сверхзвуковом потоке исходящее из некоторой точки 
возмущение распространяется только внутри конуса с углом раствора
тем меньшим, чей меньше отношение — . На всей области потока вне
«звукового конуса» наличие препятствия в точке О не отразится вовсе.

В общем случае произвольного стаинонарного течения поверхность, 
ограничивающая область, куда достигает возмущение, не янллегся уже 
конической во всём объёме потока. Можно, однако, попрежнему утвер
ждать, что эта поверхность пересекает в каждой своей точке линию 
тока под углом, равным углу Маха2). Значение же угла Маха меняется 
от точки к точке соответственно изменению скоростей v и с. Подчерк
нём здесь, кстати, то обстоятельство, что при движении с большими 
скоростями скорость звука различна в разных местах жидкости,— она 
меняется вместе с термодинамическими величинами (давлением, плотно
стью и т. д.), функцией которых она является1). О скорости звука 
как функции координат точки в жидкости говорят иногда как о «мест
ной скорости звука».

Говоря о «возмущении* состояния жидкости, мы подразумеваем 
слабое изменение каких-либо характеризующих это состояние величин —  
скорости, плотности, давления н т. п. По этому поноду необходимо 
сделать одну оговорку. Именно, всё сказанное (о распространении со 
скоростью звука) не относится к возмущениям значений энтропии жидко
сти и ротора её скорости. Эги возмущения, раз возникнув, не распро
страняются вовсе относительно жидкости, а относительно неподвижной 
системы координат переносятся вместе с жидкостью со скоростью, 
равной скорости каждого данного её элемента. Для энтропии это яв
ляется непосредственным следствием закона её сохранения (в идеаль
ной жидкости); ^ B ^ - f - ( v r ) s  =  0, что как раз н означает, что эн
тропия каждого элемента объёма жидкости остаётся неизменной при 
его перемещении, или, другими словами, каждое значение s переносится 
вместе с той точкой жидкости, к которому оно относится Для роторе 
скорости то же самое следует из закона сохранения циркуляции.

. >) Самое же отношепие ~  лаэысают числом Маха (или иногда числом
Бзрстоу, Balrsfow).

*) Такие поверхности называют поверхностями Маха; no-амглнйски употре
бителен термин wavelet

*) При изучении эвухоаых волв в гл. V I мы могла считать скорость звука 
постоянной велвчнной.
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§ 62. Поверхности разрыва
До сих пор мы рассматривали только такие движения жидкости 

(или газа), прн которых распределение всех величин (скорости, давления, 
платности, температуры и т. д.) в жидкости непрерывно. Возможны, 
однако, и такие движения, при которых возникают разрывы непрерывности 
и распределении этих величин. Обычно приходится иметь дело с такими 
разрывами мри движении газов; поэтому мы будем говорить ниже о газах.

Разрыв непрерывности в движении газа имеет место вдоль некоторых 
поверхностей; при прохожзении через такую поверхность указанные 
величины испытывают скачок. Эти поверхности называются поверхно
стями разрыва. Прн нестационарном движении газа поверхности разрыва 
не остаются, во ;бще говоря, неползижными; необходимо при этом под
черкнуть, что скорость движения поверхности pajpuua не имеет ничего 
общего со скоростью движения самого газа. Частииы газа грн своём 
движении могут проходить через эту поверхность, пересекая её.

На поверхностях разрыва должны выполняться определённые гранич
ные условия. Для формулирования этих условий рассмотрим какой-нибудь 
элемент поверхности разрыва и воспользуемся системой координат, 
движущейся вместе с этим элементом ')■ Ось х выберем по направле
нию нормали к рассматриваемому элементу.

Во-первых, на поверхности разрыва должен быть непрерывен поток 
вещества: количество газа, входящего с одной стороны, должно быть 
равно количеству газа, выходящему с другой стороны поверхности. 
Поток газа через рассматриваемый элемент поверхности (отнесённый на 
единицу площади) равен р®г. Поэтому должно выполняться условие 

=  где индексы I и 2 относятся к двум сторонам поверх
ности разрыва.

Разность значений какой-либо величины с обеих сторон поверхности 
разрыва мы будем ниже обозначать посредством квадратных скобок; так,

I f » J= P i® u  —  Р Л *  
и полученное условие нагишется в виде

0. (62,1)

Далее, должен быть непрерывным поток энергии. Поток энергии 
определяется выражением (5,3). Поэюму мы голучаем условие

( т + » ) ] ~ 0. (62.2)

Наконец, должен быть непрерывен лоток импульса, т. е. должны
быть равны силы, с которыми действуют друг на друга газы по обеим 
сторонам поверхности разрыва. Поток импульса через единицу площади 
равен (см. § 6)

ргi( - f P W V

Ч Если движение нестационарно, то мы рассматриваем элемепт поверхно
сти в течение бесконечно малого интервала времени.
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Вектор нормали п направлен по оси х. Поэтому непрерывность лс-компо- 
ненсы потока импульса приводит к условию

[/» +  Р»!1 —  ° .  (62,3)

а непрерывность у- и г-компонент дабт

[?***,] =  °« t Р vxv 2 =  °- (€2,4)

Уравнения (62,1) —  (62,4) представляют собой полную систему гра
ничных условий на поверхности разрыва. Иэ них можно сразу сделать 
вывод о возможности существования двух типов поверхностей разрыва.

Предположим, что через поверхность разрыва мет поюка вещества. 
Это значит, что p,t>,x =  pi®»**" 0. Поскольку р, к pj отличны от нуля, 
то это значит, что должно быть =  =  Условия (62,2) и (62,4)
в этом случае удовлетворяются антимагически, а условие (62,3) дабт 
ру— рг. Таким образом, по поверхности разрыва в этом случае непре
рывны нормальная компонента скорости и давление газа: .

^  =  ©^ =  0, [р] =  0. (62,5)

Тангенциальные же скорости vf,v t и плотность (а также другие термо
динамические величины, кроме давления) могут исшлыпэть произволь
ный скачок. Такие разрывы мы будем называть т.чнгеншмяьиыии.

Во втором случае z>1x и отличны от нуля. Тогда из (62,1) и
(62,4) имеем:

[t»r ] =  ° ,  [ot] =  0, (62,6)

т. е. тангенциальная скорость непрерывна на поверхности разрыва. 
Плотность же, давление (а потому и другие термодинамические вели
чины) и нормальная скорость испытывают скачок, причем cicjmkh этих
величии сиязаны соотношениями ((>2,1), (t>2,2), (62,3). 13 ус/киши (62,2) 
мы можем в силу (62,1) сократим» &vt, а иместо V- можно, и силу не
прерывности т>г и v t , писать V* T jk i iu  «/'разом, на понерхиости pdapuaa 
в рассматриваемом случае должны иметь место условия:

[fw,] =  0, [ j  +  w  | s  0, [р +  =  0. (62,7)

Разрывы этого типа называют ударными волнами.
Если теперь вернуться к пени шнжиоЛ системе копртинат, то вме

сто vM наю ветле онсать разноси», между нормальной к one,)xni>cm 
разрыва компонентой т>я скорости газа и скоростью и само.') минерхио- 
сти, направленной, ло определению, но нормали к ней:

vx* * v „  —  u. («2,8)

(Скорости v„ и а берутся относительно неподвижной системы отсчета.) 
Скорость vM есть скорость движения raja относительно иосерхности
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разрыва; иначе мижно сказать, что — vx =  u —  vH есть скорость рас
пространения самой поверхности разрыва относительно газа. Обращаем 
внимание на то, что эта скорость различна по отношению к газу с обеих 
сторон поверхности (если vz испытывает разрыв).

Из двух описанных типов поверхностей разрыва реально осущест
вляется только второй. Тангенциальные разрывы оказываются, как будет 
здесь показано, неустойчивыми. Мы произьедём соответствующие вычис
ления полностью для тангенциального разрыва, в котором скачок ско
рости мал но сравнению со скоростью зиука.

В разрыве рассматриваемого тика скирости газа по оиеим сторонах 
поверхности направлены по касательный к этой поверхности. Пусть эп. 
скорости суть v, и vs. Не ограничивая общности, можно считать, чти 
одна из них равна нулю; этого всегда можно добиться соответствую
щим определением системы коортинат (если бы v, и v, имели также и 
нормальную компоненту, тб нельзя было бы выбрать систему коорди
нат так, чтобы в ней рассматриваемый элемент поверхности покоило; к 
в то же время v, или v, было равно нулю). Пусть, например, 
v3 =  0, a v, обозначим просто как v; направление v выберем в каче
стве оси у. Будем рассматривать небольшой участок газа около дан
ного элемента поверхности разрына; в малом участке скорость v можне 
считать нооояиной.

Для того, чтобы убедиться в неустойчияости поверхности разрыва, 
достаточно .inказать эту неустойчивость хотя бы по отношению к воз
мущению какого-нибудь одного типа. Пусть поверхность разрыва испыты
вает слабое во :мущение. при котором все величины —  координаты TCit:; 
самой поверхности, давление и скорость газа —  являются периодическими 
функциями, пропорциональными множителю типа е‘ (завися
щему только от одной координаты у) со сколь угодно большим «вол
новым вектором» к. Функция e*if быстрj  меняется на протяжении рас
сматриваемой маЛйй области газа, «то и даЕт возможность рассматри
вать неиочыушённые скорости v ,, v2 как постоянные.

Поскольку скорость газа предполагается малой по сравнению сс 
скоростью звука, то газ можно рассматривать с каждой из сторон от 
поверхности разрыва как несжимаемый. Рассмотрим газ с той стороны 
от поверхности разрыва, где его скорость равна v. Обозначим посред
ством v' чалие изменение скорости при возмущении. Тогда истинная 
скорость газа есть v + v ‘, Уравнение непрерывности для несжимаемого 
газа гласи! div(v -}-v') =  0 или, в силу постоянства V,

§ 63. Устойчивость тангенциальных разрывов

dlv v '=  0. J6 3 .U

По той же'причине в уравнении Эйлера

14 ^  +  <V +  ','>T <V +  V'>='--



остаются только члены

{член (vT ) v ' опускаем как малую величину второго порядка). Поскольку 
v направлено по оси у, то vV =  t>^, так что

дм' . дм' Тр>
ot > v  ду р '  (^3,2)

Если применить к обеим сторонам этого уравнения операцию dlv, то 
слева мы получим в силу (63,1) нуль, так что р‘ должно удовлетворять 
уравнению Лапласа

ДР' =  °- (63,3)

Пусть (  =  С(^,/) есть смешение вдоль оси х  точек поверхности раз
рыва при возмущении. Производная ^  есть скорость изменения коорди
наты С поверхности при заданной координате у. Воспользуемся тем, 
что в тангенциальном разрыве нормальная к его поверхности компонента 
скорости жидкости равна скорости перемещения самой поверхности. 
Соответственно этому имеем, в требуемом приближении:

Ti =  v ' . ~ v %  <63*4>
(для d  и v надо, конечно, брать их значения на самой поверхности). 

Будем искать р' в виде
р' =

Подстановка в (63,3) даёт для / ( х ) уравнение

г з - * * / = « .
откупа / =  cons*, е* **. Пусть пространство с рассматриваемой стороны 
поверхности разрыва соо1катствуег положительным х. Тогда мы должны 
взять /  =  const. е~кх, так что

р‘ =  Ае' (*>*— •) г 11. (63,5)

Полставляя это выражение в дг-компонснту уравнения (63,2):
дт>'± 1 л >'4 1 др'
~dt Т  *  ду  р д х  1

иайдбм ]):

* - = т < в д

272 р азр ы вы  [гл. V»

>) Случай to =  «, принципиально возможный, нас не может интересовать, 
тав как неустойчивость может быть связана только с комплексными, а не 
деВствктедьньилечастотамн» и.
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Смещение С тоже ищем в виде, пропорциональной такому же экспо
ненциальному множителю н получаем из (63,4):

v ‘x — Ci (kv —  ю).
Вместе с {63,6) это даёт:

<63.7>

Значение р' должно быть взято здесь на самой поверхности разрыва, 
т. е. при х =  (. Однако, в рассматриваемом приближении можно взять 
в р' *с * 0 вместо

Наконец, ыы должны определить самую частоту ш. Это легко сде
лать мз условия равенства давлений на обеих сторонах поверхности 
разрыва, которое должно выполняться в тангенциальных разрывах.

Вводя в (63,7) индекс 1 у р ‘ и р для обозначения области газа с 
соответствующей стороны поверхности разрыва, напишем:

Pi

Давлепе р\ по другую сторону поверхности выразится такой же фор
мулой, в которой надо теперь положить к в  0 и, хроме того, изменить 
общкв т а к  (соответственно тому, что в этой области лс< 0 и все величины 
должны быть пропорциональны а не Таким образом,

(бз,9)

Из уежовня равенства р | и р'2 на поверхности разрыва получаем:

Pi (*»— ш)а =  —  р2ш5,
откуда

в =  . (63.10)
Pi+Pt

Мы видим, что ш оказывается комплексной величиной, причем всег
да имеется «о с положительной мнимой частью. Но это значит, что 
ыножитель е-,ш1 в С будет неограниченно возрастать со временем, т. е. 
возмущение будет стремиться увеличиться. Таким образом, тангенциаль
ные разрывы с малым по сравнению со скоростью звука скачком скоро
сти оказываются абсолютно неустойчивыми; они неустойчивы уже по 
отношению к бесконечно малым возмущениям ').

Этот результат оказывается, однако, неприменимым, если скорости 
газа настолько велики, что газ не может рассматриваться как несжи
маемый. Аналогичное исследование (см. задачу в конце этого пара
графа) показывает, что когда скачок v  скорости в разрыве становится 
больше некоторого определённого значения vt , то тангенциальный раз

*) Это не относится к тем тангемииа.'.ьным разрывам, в которых наряду с 
нормальной скоростью и давлением непрерывна также и тангенциальная ско
рость, а скачок испытывают только плотность, температура н т. о.
18 Механика сплошных сред



2 74 РАЗРЫ ВЫ [г л . V II

рыв делается устойчивый по отношению к бесконечло малым возмуще
ниям; значение vk —  порядка скорости звука.

Однако, даже при v'^>vh тангенциальные разрывы возможно остаются 
неустойчивыми по отношению к возмущениям конечной величины. Эта 
неустойчивость подобна той, которой обладает, например, пуазсйлевское 
течение по трубе при R e ^ R e Mр.

Неустойчивость тангенциальных разрывов приводит к тому, что в 
тех местах, где согласно уравнениям движения должен был бы возник
нуть такой разрыв, в действительности образуется область турбулент
ного движения. Примером может являться смешение двух потоков, 
текущих вдоль сторон угла, образованного двумя пересекающимися 
плоскостями; возникающая прн таком обтекании угла турбулентная 
область была рассмотрена в § 29.

З а д а ч а

Вывести усчовие устойчивости тангенциального разрыва о сжимаемом газе. 
Газ рассматривается как идеальный, с не зависящей от температуры тепло
емкостью, причем отношение одинаково для газов с обеих сторон ло*

cvверхности разрыва ■).
Реш ени е . В гаяе 2 (со скоростью г, =  0; х < 0) давление pj удовлетво

ряет волновому уравнению &pj - р3 =  0 |вмссто уравпення Лапласа (63,3),

имевшего место в несжимаемом газе]. Ишем р\ в аиле 
р\ =s const. +

(если Xf комплексно, то оно должно быть выбрано так, чтобы мнимая часть была 
отрицательна). Волновое уравнение приводит к соотношению

Совершенно так же, на* и в тексте, получаем теперь вместо (63,9):
I ш вч «0*

* - « .  7 - .

В гяэе 1 (лг>0) ищем р'х в виде
р\ =COnst.«-bf>«Jf-;i,jt;

соотяошеиие между и, к и ч  не может быть найдено непосредственно иэ 
волнового уравнения, так как последнее справедливо только в неподвиж
ной, как целое, среде. Если перейти от системы координат х, у к си
стеме х '^ х , y4= y  — vt, то в этой новой системе газ 1 будет покоиться и 
Волновое уравнение применимо. Для р\ имеем в этих координатах р\ = 
=  court.« я волновое уравнение дает

]) Эта задача была мшена Л. Ландау.



Вместо (63,8) получаем теперь
_  г ( “  —  Щ *  PiP i ----------—  .

§ 6 4 ) АДИАБАТА ПОГОННО 2 7 5

На условия рл = р г получаем:

‘ М -=0. (3)Р, (й) — Ав)а 1

Для идеального газа е =  'у/ поскольку давления с обеих сторон
разрыва должны быть одинаковыми, a y одинаковы по условию, to =j pŝ |. 
Учитывая 9то, получаем после исключения х., из (1) — (3) следующее урав
нение длй и:

(4)

Это уравнение четвертой степенн имеет всегда два действительных корня, 
а другая пара корней действительна только при v, превышающем некото
рое значение иш при «г=г* имеется кратный корень. Значение можно по
лучить, исключая и на уравнения (4) н уравнения, получающегося дифферен
цированием (4) по м. В результате получаем условие устойчивости тангенци
ального разрыва по отношению к бесконечно малым возмущениям 
в виде

3/3. 2,3 . 2'Э *v > «  +  «2 . (5)

Если температура с обеих сторон разрыва одинакова, то e i= ct ssc и разрыв 
устойчив при о > 2у'Т«г.

§ 64. Адиабата Гюгонио

Таким образам, реально осуществляются лишь разрывы вто
рого из рассмотренных в § 62 типов. Мы видели, что в этих 
разрывах (ударных волнах) тангенциальная компонента скорости газа 
непрерывна. Можно поэтому выбрать такую систему координат, в ко
торой рассматриваемый элемент поверхности разрыва покоится, а 
тангенциальная компонента газа по обе стороны поверхности равна 
нулю. Тогда можно написать вместо нормальной компоненты ол просто v, 
и условия (62,7) напишутся в виде

—  (б4.*) 
Л + Р « ® | “ Л  +  Ря*& (64.2)

Т о 1 +  Т  = ® а + Т '  ( 6 4 >3 )

Буквой j  мы будем обозначать плотность потока газа через поверхность 
разрыва. Мы будем считать / положительным, если газ переходит со 
стороны 1 на сторону 2 (т. е. поверхность разрыва движется от газа 2 
к газу /).
18*
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и, подставляя в (64,2): 

или

Выведем ряд соотношений, являющихся следствием написанных усло
вий. Введбм удельные объемы У, =  1/р,, Уа=  1/р* газа. Из (64,1) имеем:

» 1= у И ,, v t — JV 2 (64,4)

Pt +  /* ~ Р г ~ \ г Р  Кп (64,5)

^ Е т ,  • (64,6)

Эта формула [вместе с (64,4)] связывает скорость распространения 
ударной волны с давлениями и плотностями газа по обеим сторонам 
поверхности.

Поскольку Р  —  величина положительная, то мы видим, что должно 
быть одновременно ц У, >  У, или р7<^Р\. ^  <С V*. Таким об
разом, если давление возрастает при переходе через поверхность раз
рыва, то удельный объём падает, и наоборот.

Отметим етб следующую полезную формулу для разности ско
ростей с, —  vt. Подставляя (64,6) в с , — ® а = / (У ,—  Vj), получаем:

»! —  ®i =  / (/ ’* —  P i)  — У»)- (64,7)
Далее, пишем (64,3) в виде

, г- V- , r v l
-------- —  ТЯ_ _ (64,8)

и, подставляя j 3 из (64,6), получаем:

» | — « I  '\ - ^ {V l + v t)(p t — pi) =  0. (64,9)

Если ввести вместо тепловой функции внутреннюю энергию е со
гласно s =  w  -4~ р V, то полученное соотношение можно написать в виде

е, -  Ц +  у  ( Vt -  ^ а) (Рх + f t )  =  0- (64,10)

Эти соотношения определяют связь между термо
динамическими иеличинами по обе стороны поверх
ности разрыва.

Прн заданных/>,, У, уравнение (64,0) или (64,10) 
определяет зависимость между/?, и V  Об этойзавв- 
симости говорят как об адиабате Гюгонио (Hugo- 

ynlot). Графически она изображается (рис. 29) а
Рис 29 плоскостир, V кривой, проходящей через заданную

точку р%, Vt [прн p j= p t, Vx=  Vt имеем также 
£ ,= * „  так что (64,10) удовлетворяется тождественно]. Отметим, 
что адиабата Гюгонио не может пересечь вертикальной прямой V  =  У, 
нигде, кроме только точки p t, V v  Действительно, наличие такого пе
ресечения означало бы, что одному и тому же объему соответствуют 
два различных давления p v pt, удовлетворяющих уравнению (64,10).



§ 64] АДИАБАТА ПОГОННО 277

Рис. 30.

Между тем, прн 1/ =  V, имеем из (64,10) также н е, = е а, а при оди
наковых объемах и энергиях давления тоже должны быть одинако
выми. Таким образом, прямая V =  Vx делит адиабату Гюгонио на две 
частн, нэ которых каждая находится целиком по одну сторону от этой 
прямой. По аналогичной причине адиабата Гюгонио 
пересекает только в одной точке (/),, l/j) также 
и горизонтальную прямую p =  pv

Пусть аа' (рис. 30) есть адиабата Гюгоиио, про
веденная через точку р „  Vx в качестве состояния 
газа /. Выберем на ней какую-нибудь точку Vy 
н проведбм через неб другую адиабату (ЬЬ'), для 
которой бы значения pt, Va соответствовали со
стоянию газа /. Очевидно, что пара значений р,,
V, будет удовлетворять также и уравнению этой 
второй адиабаты. Таким образом, адиабаты аа‘ и
ЬЬ' пересекутся в обеих точках pv V{ и pt,V t.
Подчеркнем тот фзкт, что обе эти адиабаты отнюдь 
не совпадают полностью друг с другом, как это
имело бы место для адиабат Пуассона, проведенных через заданную точку.

Укажем здесь на следующее удобное графическое истолкование
формулы (64,6). Если соединить хордой точку р и У, на адиабате
Гюгонио (рис. 29) с некоторой произвольной точкой pi ,V i  на ней,
т0 7 1 У  = — У2 есть не что иное, как тангенс угла наклона этой хорды
к оси абсцисс (к ее положительному направлению). Таким образом, 
значение /, а с ним и скорости ударной волны, определяются в каж
дой точке адиабаты Гюгонио углом наклона хорды, проведенной в эту 
точку из точки /»,, V,.

Наряду с другими термодинамическими величинами испытывает раз
рыв также и энтропия л газа. В единицу времени через единицу пло
щади поверхности разрыва проходит количество газа ]. Это .количество 
газа обладало сначала энтропией js x, а после прохождения через по
верхность разрыва —  энтропией Js t . Поэтому изменение энтропии в 
единицу времени, отнесенное к единице площади поверхности разрыва, 
равно f (s 2 —  5Т). Но энтропия может согласно второму закону термо
динамики только расти. Следовательно, должно выполняться неравен
ство

j ( s t —  s ,)>  0.

В  дальнейшем мы условимся считать J  всегда положительным, т. е. бу
дем называть газом 1 тот, в сторону которого движется поверхность 
разрыва, а газом 2 —  газ, остающийся за поверхностью. Тогда мы мо
жем переписать полученное неравенство в виде

(64,11)

Таким образом, энтропия (отнесенная к единице массы газа) возрастает 
при прохождении газа через поверхность разрыва.
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Подчеркнем здесь следующее обстоятельство. Наличие разрывов 
приводит к возрастанию энтропии даже при отсутствии процессов теп
лопроводности и вязкости. Возрастание энтролни означает необрати
мость движения, т. е. наличие диссипации энергии. Таким образом, раз
рывы являются механизмом, коюрый приводят к диссипации энергии при 
движении «идеальной жидкости!.

В о зр а ст а н и е  энтропии в разрыве оказывает ещё н другое влияние 
на движение. Полученный нами в § 7 результат, что totv^^O вдоль 
всей линии тока, если io tv =  0 хотя бы в одной ее точке, был осно
ван на п о сто ян ст в е  энтропии жидкости (именно, мы пользовались урав
нением Эйлера с членом — у ,  написанным в виде — Vie, что возможно
лишь при s =  const.). Но при распространении разрыва энтропия газа 
меняется, увеличиваясь на з, —  s, прн его прохождении через поверх
ность разрыва, причем —  5, различно в разных точках этой поверх
ности. Поэтому указанный результат в данном случае теряет силу. Прн 
распространении поверхности разрыва в потенциально движущемся газе 
движение газа за этой поверхностью делается, вообще говоря, вихревым.

Рассмотрим разрыв, в котором все величины испытывают лишь не
большой скачок; о таких разрывах мы будем говорить как о разрывах 
слабой интенсивности. Преобразуем соотношение (64,9), произведя в 
нём разложение го степеням малых разностей и р ,— р,. Мы
увидим, что при таком разложении в (64,9) сокращаются члены пер
вого и второго порядка по рл — р,; поэтому необходимо производить 
разложение по р ,— р, до членов третьего порядка включительно. По раз
ности же s. —  л, достаточно разложить до членов первого порядка. Имеем:

+ ( Ц )  ,р‘ - р' ) + т  ( S f )  {г' - р ' +

Но согласно термодинамическому тождеству dw =*Т d s V dp имеем 
для производных

Поэтому
®*— i,)4- У|(р,—/М+4-(^г) </ч—/М’ -Ь

+ Т  (£ > - *• • ■  ‘ '
Объбм Vt достаточно разложить только по р ,—  р,, нискольку во вто
ром члене уравнения (64,9) имеется уже малая разность р ,— р, 
и разложение по st —  s, дало бы член порядка {* ,—  £j) (р ,— р}), не 
интересующий нас. Таким образом.



Подставляв эти разложение в (64,9), получим следующее соотношение:

* '— * ^ Т П г1 { д % )' ̂  ~ Рх)%- (64-12>

Таким образом, скачок энтропии является малой величиной третьего 
порядка по сравнению со скачком давления.

Во всех известных случаях адиабатическая сжимаемость —
f  &V\падает с увеличением давления, т. е. производная j  положительна:

{ т & ) > 0' (б4.^ )

Подчеркнем, однако, что это утверждение не является термодинами
ческим соотношением и не может быть получено термодинамическим
путвм. Поэтому принципиально возможны случаи, когда отрн-

~  ̂ f & V \  1цательно. В дальнейшем мы будем всегда считать \^~^г J положительным.
Проведем через точку p t, У, на р, V-днаграмме две кривые —  

адиабату Гюгонио и адиабату Пуассона. Уравнение адиабаты Пуассона 
есть х, —  s, =  0. Из сравнения этого уравнения с уравнением (64,12) 
адиабаты Гюгонио вблизи точки p v  V, видно, что обе кривые касаются 
в этой точке, причём имеет место касание второго порядка —  совпа
дают не только их первые, ио и вторые производные. Для того, чтобы 
выяснить взаимное расположение обеих кривых вблизи точки p Jt V/,, 
воспользуемся тем, что согласно (64,12) —  (64,13) при рг'^>р1 на ади
абате Гюгонио должно быть и st ̂ >5,, между тем как на адиабате Пуас
сона остаётся t̂ =  i , .  Потому абсцисса точки на адиабате Гюгонио 
должна быть, при той же о’рдинате pit больше абсииссы точки на адн- 
абате Пуассона. Это следует непосредственно из того, что согласно 
известной термодинамической формуле

/ЙК\ TfdV\
\dJ с, УОТ!р

энтропия растет с увеличением объема при постоянном давлении,—  
для вссх тел, которые расширяются при нагревании, т. е. у которых

) положительно. Аналогично убеждаемся в том, что ниже точки ри V,
(т. е/ирн /7, абсциссы точек адиабаты Пуассона должны быть
больше абсцисс адиабаты Гюгонио. Таким образом, вблизи точки своего 
пересечения адиабаты Гюгонио и Пуассона расположены указанным на 
рис. 31 образом (НН ' есть адиабата Гюгонио, а Р Р ‘ —  адиабата Пуассона)1).

f d V \•) В тех немногих случаях, когда f j u  ) отрицательно, вааимпое располо
жение обеих крипых обратно: ка рнс. 31 /?/У* есть тогда адиабата Пуассоча, 
а Р Р ' — адиабата Гюгопяо.
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Прн малых /?4 —  рл и Vi — V 1 формулу (64,6) можно написать, в 
первом приближении, в виде:

/* =  - ( & ) ,

(мы пишем здесь производную при постоянной энтропии, имея в виду, 
что касательные к адиабатам Пуассона и Гюго
нио в точке pv  V, совпадают). Дааее, скоро
сти в, и т>2, в том же приближении, одинаковы 
и равны

/ - * * 0 0 , -  / Щ -

Н о |/  есть не чТ0 иное. К31< скорость зву-
k i с. Таким образом, скорость распространения 
уд ар н ы х  волн слабой интенстивностн равна, i  пер
вом приближении, скорости звука:

«=*с. (64,14)
Вблизи точки р и Vx адиабата Гюгонио вогнута. Это видно уже не

посредственно из того, что в разложении Vt Vj единственные 
член второго порядка есть член, проиорииональный (pt ’ Р ,)1, а коэф
фициент при —  р,)а в этом члене положителен в силу (64.13). Да
лее, из того, что адиабаты Пуассона и Гюгонио имеют в точке р „ V, 
касание второго порядка, следует, что вблизи этой точки имеет место, 
с точностью до членов второго порядка, равенство первых производных 
вдоль них

( & ) » = ( & ) „  (в4’15)
(индекс И  условно обозначает дифференцирование вдоль адиабаты 
Гюгонио).

Из полученных свойств адиабаты Гюгонио в окрестности точки рь V{ 
(точка /) можно вывести ряд существенных следствий. Поскольку я удар
ной волне должно выполняться условие то должно бьеть н

P i> P i .
т. е. точки р2, V , (точки 2) должны находиться выше точки 1. Далее, 
поскольку хорда 12 идёт круче касательной к адиабате и точке / (риг.29),

угла наклона этой касательной равен производной . тол таягеис 

имеем:

/ * > - ( & ) .
Умножая это неравенство с обеих сторон на V иаходим:



Но ( $ ) ,  есть квадрат скорости звука, соответствующей f04Ke /. 
Таким образом.

Наконец, из того, что хорда 12 расположена менее круто, чем каса
тельная в точке 2, аналогичным образом следует, что

В следуюшем параграфе будет показано, что эти неравенства1) справед
ливы для ударных волн произвольной интенсивности; там же Судет билее 
подробно обсуждён их смысл.
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§ 65. Теорема Цемплсна

Дальнейшие обшие свойства разрывов можно получить исследова
нием их устойчивости. Прн этом для ударных волн оказывается воз
можной неустойчивость нового (по сравнению с неустойчивостью танген
циальных разрывов, —  см. § 63) типа. Именно, оказывается, что прн 
некоторых условиях от поверхности разрыва могут излучаться звуковые 
волны. Ясно, с другой стороны, что если в некотором состоянии системы 
возможно самопроизвольное излучение, то такое состояние является 
абсолютно неустойчивым. Поэтому для устойчивости разрыва необхо
димо, в частности, чтобы от него не могли излучаться звуковые волны.

Пусть поверхность разрыва движется, как было условлено, от газа 2 
в сторону газа /, а направление этого движения выберем в качестве 
положительного направления оси х. Предположим, что скорость и, по
верхности относительно газа I  превышает скорость звука с, в газе /, 
а скоросчь «,■<£,, где сг —  скорость звука в газе 2 (поскольку термо
динамические величины газов / и 2 различны, то различны, конечно, 
к скорости звука в них). Тогда в газе /, т. е. впереди поверхности 
разрыва, не может быть распространяющейся вдоль оси х, звуковой 
волны, так как поверхность разрыва при своем движении «перегоняла» 
бы такую волну. В газе же 2 возможна звуковая волна, распространя
ющаяся назад от поверхности разрыва [скорость этой волны относи
тельно неподвижной системы координат равна — с „  а относительно раз
рыва равна — (с, Однако, с помошью всего только одной волны
невозможно удовлетворить всем граничным условиям на поверхности 
разрыта, н потому в рассматриваемом случае излучение волны вообще 
невозможно.

Предположим теперь, что Тогда по направлению
впербд от поверхности разрыва попрежнему не может происходить из
лучения звуковой волны. В газе же 2 возможны теперь две волны, из
лучаемые поверхностью разрыва. Эти волны распространяются относительно 
газа со скоростями — ct и а относительно разрыва —  со скоростями.

1) Для точек адиабаты Гюгояно, лежэшт вблизи точкя 1, но ниже нее. 
вмела бы место обратные неравенства.
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v,>c, vt <ct

J ) ,  ) C j vt >e2

Рис. 32.

соответственно равными— (Cj +  ̂ s) и — (®a—  £i)l o(5e эти последние 
скорости отрицательны, т. е. волны действительно распространяются 
назад от поверхности разрыва. Аналогично, если ■и| <С с|» г»<Сс1. то воз
можно излучение тоже двух волн, однако, одна из них распространяется
вперёд в газе 1 со скоростью f>L— сг относительно разрыва, а другая__
в газе 2 назад. Наконец, если tf, < [(,, о. £,, то возможны три различные 
излучаемые волны: одна в газе / и дне в газе 2 (все перечисленные

четыре случая изображены схематически на 
уг<с2 рис. 32).

„ Во всех трёх последних случаях число раз
личных возможных излучаемых волн оказы
вается достаточным для того, чтобы удовле
творить граничным условиям на поверхности 
разрыва, т. е. такое излучение действительно 

vt )c2 возможно. Стедовательно, во всех этих трёх 
. ,  случаях поверхности разрыпа абсолютно не- i
  устойчивы и реально существовать не могут.

Таким образом, в реально осуществляю
щихся разрывах скорость распространения 
разрыва относительно газа, ы сторону кото
рого он движется, всегда больше скорости 

звука в этом газе, а скорость относительно газа, остающегося позади 
оззрыва, всегда меньше скорости звука в этом втором газе:

< ci (65,1)
Отметим сразу же существенное следствие из полученного резуль

тата. Мы знаем, что всякое возмущение состояния газа может распро
страняться в нём со скоростью не большей, чем скорость звука. Поэтому, 
из следует, что наличие поверхности разрыва вовсе не отра
жается на состоянии газа, находящегося впереди ней (до того момента, 
конечно, пока поверхность не дойдёт до рассматриваемого места в газе).

Что касается вопроса об устойчивости ударных воли, удовлетворяю- 
лих необходимому условию (65,1), то для его решения необходимо ис
следовать устойчивость ло отношению к возмущениям рассмотренного 
в § 63 типа (эти возмущения характеризуются периодичностью в на
правлении вдоль поверхности разрыва и представляют собой как бы 
<рябь> на этой поверхности). Мы не будем приводить здесь соответствую
щих вычислений (аналогичных вычислениям в § 63, но только более гро
моздких) и укажем лишь, что ударные волны практически всегда устой
чивы по отношению к таким возмущениям; неустойчивость может иметь 
место лишь при некоторых весьма специальных формах адиабаты Гюгонио, 
которые, кстати сказать, практически, повидимому, никогда не осущест
вляются в природе.

Таким образом, ударные волны должны всегда удовлетворять усло
вием, выражающимся неравенствами: г , с , ,  t>,< et. Ниже мы
увндиы, что практически во всех реальных случаях все эти три условия 
по существу экинвалентны, т. е. выполнение одного (любого) иэ них ав
томатически приводит к выполнению также и остальных двух.



§ 6 5 ] ТЕОРЕМА ЦЕМЛЛЕНЛ 283

Для этой цели произведем предварительно следующее вычисление. 
Продифференцируем соотношения (64,5) и (64,8) по величинам, относя
щимся к газу 2, считая состояние газа 1 неизменным. Это значит, что 
ри Uj, u>, рассматриваются как постоянные, в дифференцируются pit 
Уг, т л и / (поток j  тоже аависит от величин pit У,). Из (64,5) получаем:

или

а из (64,8):

v , d у » )= аРг + /  dVt + V i d  (р), 

dpi + /* =  ( V, —  V») (р ), (65,2)

t/2 _  uf v\ wt d (P ).d w t + p V i d V ^  2

или, рдскривая’дифференциал dtw2:
V? -  V*

Ta dst - f Vt dp,, +Г- Vt dV t —  - i j - l d ( P ) .  

Подставляя это равенство в (65,2), получим соотношение 

Tt dst =  d (p ).
Отсюда видно, что

"2*Г
Ш > о ,

(65.3)

(65.4)

т. е. р  растет с увеличением sz.
Покажем теперь, что на адиабате Гюгонио не может быть точек, 

в которых бы она касалась проведённой из точки рх, У, пряной (как 
это имело бы место в точке О на рис. 33). р 

В такой точке угол наклона хорды (проие- ' 
денной из точки Рр У ,) инеет минимум, а р —  со
ответственно максимум, и потому

« а - о .dpt

Из соотношения (65,3) видно, что в таком 
случае будет и

j a - o .  иdp* Рис. 33.
Далее, подставив в соотношение (65,2) дифференциал dV* в виде

взяв для dst выражение (65,3) и разделив всё равенство ка dpit по
лучим:

d i n
dPt *



Отсюда видно, что прн d : ^  =  0 должно бить
ар1

(d V .\  . v\ Л

, + n ^ s , i = 0 ’

т. е. иг =  с,; обратно, нз -о, =  г, счсдует, что^- ^ s O 1).
Таким образом, асе три раьенства:

Ш=0‘ , e w >

являются следствиями друг друга и имели бы одновременно место 
в точке О на кривой рис. 33. Наконец, для производной от /‘ (0 * ^  =

=  —  н точке О имеем:
м

284  р а з р ы в ы  [ г *  V II

Ввиду предполагаемой везде положительности проиэсодной “ «ем,
следовательно, в точке О:

4 ( й < ° -  <“ •«»
Теперь уже легко доказать невозможность существования на адиа

бате Гюгонио такой точки. В  точках, лежащих вблизи точки 1 (р,, V,)
над нею, имеем ^<^1 (см. конец предыдущего параграфа). Поэтому

сз
равенство — =  I может быть достигнуто только прн увеличении — ; дру-

е1 • . f*Л (  вк \гимн словами, в точке О должно было бы быть —  J  ^>0, между тем
как согласно (€5,6) ыы имеем как раз обратное неравенство. Совер
шенно аналогичным образом можно показать, что невозможно обраще
ние в единицу и на нижней части адиабаты Гюгонио, под точкой /.

Имея в виду доказанную таким образом невозможность существова
ния точек типа точки О, мы можем заключить непосредственно из гра
фика адиабаты Гюгонио, что угол наклона хорды из точки р „  V] в 
точку pt , Vt уменьшается с передвижением вверх по кривой, а р  соот
ветственно увеличивается. Из этого свойства адиабаты Гюгонио и из 
неравенства (65,4) непосредственно следует, что при соблюдении необ
ходимого условия имеет место к

 _________  <65,7)

М Одновременное с vt = e t обращенное нуль яыраження, стоящего в нвал- 
ратаых скобках, могло Сы произойти лишь часто случайно и потому неве
роятно.
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Мы приходим к результату, что через ударную волну газ движется 
от стороны с меньшим к стороне с ббльшим давлением. Иначе монно 
сказать, что сама ударная волна передвигается относительно газа от 
большего давления к меньшему. Этот результат известен как т е о р е м а  
Це  и пл е н a (Zemplen). Графически теорема Цемллена означает, что реаль
ным смыслом обладает только верхняя (над точкой I )  часть адиабаты 
Гюгонио; ударные волны, соответствующие точкам на нижнеЛ части 
кривой, существовать не могут.

Легко, далее, убедиться в том, что на верхней части адиабаты Гю
гонио справедливы также и неравенства t/s <[ с2, с,. Первое следует
непосредственно из того, что оно справедливо вблизи точки I ,  а сде
латься равным единице отношение ^  нигде не может. Второе следует
из того, чю  ввиду невозможности такого перегиба адиабаты, какой изобра
жён иа рис. 33, всякая хорда иэ точки 1 в нахо
дящуюся над нею точку 2 расположена более круто, 
чем касательная к* адиабате в точке 1.

Таким образом, на верхней части адиабаты 
Гюгонио выполняются все три условия (64,11),
(65,1). Наоборот, на нижней части адиабаты они 
не выполняются. Таким образом, все эти три Рис. 34.
условия эквивалентны одному условию Р 2 ^>РХ, 
а потому эквивалентны друг другу, что и требовалось доказать.

Укажем здесь ещё одно следствие теоремы Цемплеиа. Иэ замечания, 
сделанного по поводу формулы (64,6), и иэ формул (64,4) следует те
перь, что должны иметь место также и неравенства:

V ' t C W  V j O , .  (6 5 ,8 )

Рассмотрим какую-нибудь линию тока, проходящую через поверх
ность разрыва (ab на рис. 34). Тангенциальная составляющая скорости 
газа не меняется при прохождении через поверхность разрыва. Нормаль
ная же составляющая согласно второму иэ неравенств (65,8) падает. 
Поэтому ясно, что угол а, на рис. 34 будет больше угла аа. Таким 
образом, при прохождении через ударную волну линии тока «прибли
жаются* к ней.

З а д а ч а

Определить соотношение межау скачками различных величин в разрыве 
в длинной гравитационной волне, распространяющейся по каналу прямоуголь
ного сечення.

Решение.  В разрыве в длинной гравитационной волне, распространяю
щейся по каналу, испытывают скачок скорость v и глубина жидкости к. Поток 
жидкости через поперечное сечение канала равен pavh (л — ширина канала, 
А— глубина жидкости в нем). Иэ равенства потоков по обе стороны плоско
сти разрыва имеем:

® Л  =  М »  (Ч
(в силу несжимаемости жидкости р1 =  р}). Плотность потока импульса в на
правлении вдоль длины канала есть р 4- f ж. f g z ft»’ (2 — высота точки над 
дном канала). Интегрируя по площади сечення канала, находим, что полный
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поток импульса есть a?g Л, -ф-врг’Л; отсюда получаем второе условие п разрыве;

v\hi +  ~Y =  *1*3 +  Т  (2)
[равенства (!) н (2) относятся, конечно, к системе отсчета, движущеПся вместе 
с разрывом]. Соотлошення < 1) — <2) определяют связь между четырьмя вели
чинами: vh о,, А„ А,, две из которых могут быть заданы произвольно. Выражая 
скорости Pi, Dj через высоты А], Л«, получаем:

t ' ? = y ^ ( * i 4-A;)' =  ^ Ч Л1 +  Л1>- (3)

Соображения, в точности диалогичные приведенным в тексте об устой
чивости разрывов (причем только пало говорить об излучении гравитационных 
волн вместо звуковых), показывают, что скорость разрыва относительно жидко
сти, в сторону которой оа распространяется, должна быть больше, чем спо
рость длинных гравитационных волн на жидкости соответствующей глубины, 
а относительно жидкости, остающейся свади, — меньше соответствующей ско
рости. Пусть разрыв движется от жидкости 2 в сторону жидкости 1. По
скольку скорость распространения длинных гравитационных воля равна 
то мы приходим к неравенствам:

»1 >  Vffiъ «Ъ <  V&4- (4)
Из сравнения с формулами (3) заключаем теперь, что

А , > Л Ь (5)

т. е. разрыв движется от стороны большей на сторону меньшей высоты.
Потоки энергии по обе стороны поверхности разрыва веодинаковы; их 

разность определяет количество энергии, дисенлируемой (в 1 сек.) в разрыве.
Плотность потока внергин есть ( ^ + т ) ' в =  ( * + ? ) " •  так что полный

лоток энергии через сечение канала есть (£А* +Aos) pva. Разность по
токов можно написать с помошью (2) в виде

ft  — =  £/(*» — Ai X a J + aJ), (3)

где ]  =  favh — полный поток жидкости. Жидкость движется через разрыв со 
стороны 1 на сторону 2; тогда тот факт, что энергия я разрыве поглощается, 
означает, что должно быть q, — у, > 0, откуда опять получаем неравенство (б),

§ 66. Ударные волны в идеальном газе
В применениях полученных выше общих соотношений '(в также тех, 

которые будут выведены в дальнейших параграфах этой главы) особое 
место занимает идеальный газ *). Для идеального газа известны из тер
модинамики все соотношения между различными термодинамическими 
величинами, выражающиеся к тому же весьма простыми формулами. Это 
даёт возможность во многих случаях полностью решать конкретно 
общие уравнения газодинамики.

I) Во избежание недоразумений напомним, что слово «ядеаль!'ыЯ» упот
ребляется здесь в известном из термодинамики смысле, а не в смысле «иде
альности! жидкости в гвдродинамкке.



Выпишем здесь для справочных целей соотношения между различ
ными термодинамическими величинами идеального газа, имея в виду, что 
нам придется часто пользоваться ими в дальнейшем. Говоря об идеаль
ном газе, мы будем всегда (за исключением только случаев, оговорён
ных особо) считать, что имеем дело с газом, теплоемкость которого 
является постоянной величиной, не зависящей от температуры. Внут
ренняя энергия а такого газа равна е =  ев7, где с0 —  теплоёмкость- 
единицы массы газа при постоянном объеме (аддитивную постоянную 
в е опускаем как несущественную). Согласно уравнению Клапейрона

p V = £ = N k T ,
?

где N = — число молекул в единице мзссы (ш —  масса молекулы),
/71

a k —  постоянная Больцмана. Далее, для идеальных газов имеет место 
соотношение с .—  с ж  Nk, так что можно написать 7 = ~ j  =  — —

Вводя, как это обычно принято, отношение Y =  —, имеем для вну-
ев

тренней энергии идеального газа:
* =  evT = T±1 p V. (66,1)

Для тепловой функции имеет место аналогичная формула

w = cPT = ~ n P V ' (66,2)
5Число f всегда больше единицы; для одноатомных газов у =  у ,  а для

двухатомных Y =  (пРи обычных температурах).
Скорость звука в идеальном газе была вычислена в § 47. Её можно 

написать в различных видах:

c* =  r £ = r f = ' , ( T - 1) 7-- (66,3)

Если выразить 8 и w через с, то получим:

£ ~  «, =  -£ !-. (66,4)
T ( f —  I )  Т  — 1

Наконец, приведем соотношения между объёмом, давлением и тем
пературой идеального газа, совершающего адиабатический процесс
(т. е. уравнение адиабата Пуассона):

р Vt =  const., TV 't-1 =  const., Т1/»1 ~т =  const. (66,5)
После атих предварительных замечаний перейдем к'применению по

лученных в § 64 общих формул к разрывам в идеальном газе. Под
ставляя (66,2) в (64,9), получаем после простого преобразования формулу

^ _ (у<-Пр-, +  ( т - 1) л  <66,61
и-»>л-Нт+»)л
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По этой формуле можно определить по трём нз величин p lt V,, р41 
четвёртую (например, V* оо pv  Vit pt). Отношение -р? является моно
тонно убывающей функцией отношения стремящейся к конечному 
лрсделу I n i .  Кривая, изображающая зависимость между р2 и Vt при 
заданных р!", V. (адиабата Гюгонио), представлена на рис. 35. Это есть 
равнобочная гииСрбола с асимптотами ^ = 1- ^  и - | = — 1^--. ре. 
ллышм смыслом обладает, как мы знаем, только верхняя часть кривой

над точкой 1, изображенная на* 1 Р i
рис. 35 жирной линией.

Для отношения температур с обеих сто
рон разрыва имеем согласно формуле 
Клапейрона и формуле (66,6):

N  Г(т-Н>/><-Нт — 1)а« ]
Р\ |.(Т— 1)Л4- 1т+ О/»»
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(66,7)

Отношение Т2(Т } неограниченно растет
вместе с А ,  т. е. скачок температуры,

как и скачок давления, может быть сколь угодно большим, в яро- 
тивоположность скачку плотности.

Для потока J  получаем из (64,6) и (66,6):
^ (T - n / v H T  +  O/b (в68)

н отсюда для скорости распространения ударной волны относительно 
газов впереди и позади неё соответственно
г*  И л  1 fT I п  л 1 гг* П М 1 + П * + С Т - Ц * | *  .f f 0
*1 —  - J l l T —  ‘ ) p ,  +  ( y + l ) M  ® » - Т ц , - М л  Г ( т  +  1 )л1  • ( ,9)

Наконец, выпишем предельные формулы для ударных волн очень 
большой интенсивности, в которых р% очень велики по сравнению с рх. 
Имеем из (66,6) и (66,7):

v 1 Т- 1  Т, Y— !/>,
v , ~ T T Т* Г - т " Т Т а ‘ {6Sl10'

Таким образом, отношение удельных объёмов с обеих сторон ударной 
волны постоянно /не зависит от так, для одноатомного газаV '  P i /
Vt =; Vx, для двухатомного V* =  -g- Vv  Отношение же температур

пропорционально отношению давлений. Скорости распространения удар
ной волны большой интенсивности равны

' * = <66|П)  
Они растут пропорционально квадратному корню из давления р,х.
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З а д а ч а

Определить отношение — do заданный температурам Ть Т2 ш  разрыва
• нжеалкном газе с непостоянной теплоемкостью.

Решение .  В общем случае идеального газа с непостоянной тепло
емкостью можно лишь утверждать, что w (как в е )  есть функиня только от 
температуры и что р, V, Т связаны уравнением Клапейрона pV= RT. Решая
уравнение (64,9) относительно получаем:

Л

где t»j =  « (Т -,), о», =  ы>('Л)].

§ 67. Ширина разрывов

Мм говорили до сих пор о поверхностях разрыва как о некоторых 
геометрических поверхностях, не обладающих толщиной. Рассмотрим 
теперь вопрос о структуре реальных физических поверхностей разрыва 
Мы увнднм, что разрывы с небольшими скачками величин представляю) 
собой в действительности переходные слон конечной толщины, умень
шающейся прн увеличении величины скачков. Нели же скачки величии 
в разрыве не малы, то, действительно, разрыв происходит настолько 
резко, что не имеет смысла говорить о его толщине.

Для определения структуры и толщины переходного слоя надо учесть 
вязкость и теплопроводность газа, влиянием которых мы до сих пор 
пренебрегали.

Соотношения (64,1) —  (64,3) на поверхности разрыва были получены 
из условий постоянства потоков вещества, импульса и анергии. Если 
рассматривать поверхность разрыва как слой конечной толщины, то вти 
условия надо писать не в виде равенства соответствующих величин по 
обе стираны pa >рыва, а в виде их постоянства вдоль всей толщины раз
рывного слоя. Первое из этих условий (64,1) не меняется:

fu s sy  =  const. (67,1)

В двух же лругих условиях надо учесть дополнительные потоки импульса 
и энергии, обусловленные внутренним трением и теллипроводностыа.

Плотность потока импульса (вдоль оси х), обусловленного внутренним 
трением, определяется компонентой а'хж вязкого тензора напряжений) 
согласно f  mviу выражению (13,3) для этого тензора ииееи:

' - - ( 4  " + ' ) « •
Условие , приобретает теперь вид

Р +  Р®2 —  ( 4  ri +  Й  ”  const-

10 М еяам ы ка сплошных сг«Д



Как и в S 64, нведвм вместо скорости v удельный объем V  согласно
, d o  .d V  

v = j V .  Поскольку/ =  const., то j ,  =  / • так <lT0

Р  +  г  у -  ( т  Ч +  ф  п  — const-

На большом расстоянии от поверхности разрына термодинамические
d Vвеличины постоянны, т. е. не зависит от х\ в частности, и —  =  0. Обо

значим буквами с индексом 1 значения величин на большом расстоянии 
от поверхности разрыва по одну из её сторон. Тогда в написанном усло
вии можно положить const. =  р, -\-р У,, так что оно приобретает вид

P - P i + P W -  Vx) —  ( j Ч +  ' ) >57 =  °- (67,2)

Далее, плотность потока энергии, обусловленного теплопроводностью, 
ИТесть — % Поток же энергии, связанный с внутренним треннем, равен
т Х

a' <af или, поскольку скорость направлена тоже вдоль оси х, равеи

1 -(Ь+О'й*
Таким о б р >:, условие (64,3) напишется в виде
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pv (®  ■+ %) -  ( т  ч +  <)’  Т х х £ =  const-
Вводя опять v «  jV ,  пишем окончательно это условие в Ънде

/»И» /4 \ dV  х dT  . i 'V ?
’ +  —  / ( т ч  +  с ) ^ ; - —  J i i  =  w \ - r  ~ г -  (67.3)гр-

Мы будем рассматривать здесь разрывы, в которых все величины испы
тывают небольшой скачок. Тогда и все разности: V — V,, р —  /», и т. д, 
между значениями величин внутри переходного слоя и вне него тоже малы.

Разложим в (67,2) V  —  Vt по степеням р — р, и s —  s,, выбрав да
вление и энтропию в качестве основных независимых переменных. Из
получающихся ниже соотношений видно, что -i- (где 3—  ширина раз
рыва) есть величина первого порядка малости по р —  p v а разность 
s —  £, является малой величиной второго порядка >). Поэтому с точ
ностью до величин второго порядка пишем:

Полный скачок энтропии st — i- является, как мы видела в § 64, вели
чиной третьего порялиа по сравнению со скачком давления рг— р„ между тем 
как з — j, всего лишь второго порядка по р — рх. Это связано с тем, что, им 
будет ниже показано, давление в переюдпом слое монотонно меняется от 
значеиая р, до значения рь в то время как ход наиексния энтропия не 
является монотонным; при своем изменении энтропия обнаруживает махеаыум, 

tдостигая наибольшего яначеняя внутри слоя.
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Во всех коэффициентах подразумеваются, конечно, нх значения вне пе
реходного слоя (т. е. прн p=zpit £ =  .*,). Подставляя это разложение 
в (67,2), имеем:

Производную напишем здесь ■ виде

*Р , (0 V \  4J 
ях \ор )  t dx^~ \ds ) f dx"

Дифференцирование по х  увеличивает порядок малости величин на еди
ницу (поскольку 4-— первого порядка^ ; поэтому производная ^  \ • J л л

dsесть величина второго порядка малости, а производная —  —  третьего
порядка. Ввиду этого член с производной от энтропим можно спустить. 
В результате получаем условие (67,2) в виде

Далее, умножим уравненне (67,2) почленно на — (У-|- V\) и вычтем 
нз уравнения (67,3). Тогда мы получим:

Третий член здесь, содержащие произведение (V —  У,) маяяется 
малой величиной третьего порядка н может быть опущен:

Первые два члена представляют собой как раз то выражение, которое
мы разлагали по степеням р —  /?, и s— s, в § 64 при выводе фор
мулы (64,12). Члены первого и второго порядков no р —  pt в этом раз
ложении выпадают и с точностью до членов второго порядка остаСтся 

, „  dTпросто 7 (s— 5|). Производную же —  пишем в виде

dT (дТ\ dp ^  (6Т\ dj_ (дГ\ dp 
d x * * \ o p ) ,d x  1 \ds)p dx  ~~ \H p )sdx ’

В результате получаем:

(w — • ,)  — у ( р — p1) ( V r+  V,) —

L  
~~ 2



Подставляя это выражение для 5 —  t, в (67,4), получаем следующее 
уравнение:

= н с л с й + ( h + < m } &  *»
Потоку равен в первом приближении/ =  рг [см . (64,14)]. Это

выражение можно подставить в правую сторону (67,6). В левой же 
стороне оно недостаточно, и нужно учесть члены следующего порядка 
в у*. Эти члены можно было бы получить, например, из (67,2). Проше 
однако, воспользоваться следующими соображениями. На больших рас
стояниях по обе стороны от поверхности разрыва правая сторона (67,6)
обращается в нуль вместе с На этих расстояниях давление равно
соответственно р, и pt. Другими словами, можно сказать, что квадрат
ный (по р ) трбхчлен, стоящий в левой стороне (67,6), имеет корни 
р = р х и р -р г-  Согласно известной теореме алгебры он может быть 
поэтому написан в виде произведения (р —  р ,){р  —  Pi), умноженного «а
коэффициент ^ [ ^ р ]  . стоящий перед р2 в трёхчлене.

Таким образом, получаем окончательно следующее дифференциаль
ное уравнение, определяющее функцию р{х):

~ Л )  {р ~ Рг) =  { ( '3 'т*+ сJ + т  Тх'
Согласно термодинамическим формулам преобразования производных 

=  • л€гко вилеть. чт0 коэффициент при — ^  в правой сто
роне этого уравнения равен 2 V^a, г дед связано с коэффициентом оо- 
глощения звука f  (59,6) соотношением y=*«»>5. Тмким образом,
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d p  _
dx 4 И* а

Интегрирование даёт:

х = 4 Via (• tip

( S w l C W - t ' - W i
4 aV*

Pi — Pi [ aK, h P-

P\ -*-Pt

2 \ д р г ) г

Полагая const. =  0, имеем:

■   -  -J- const.
—  / » ,  1
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Этом определяется ход изменения давления между значениями р, и ра, 
которые оно имеет иа больших расстояниях по обе стороны разрыва. 
Точка х =  0 соответствует месту, в котором давление равно полу
сумме . При jc — +  >3 давление быстро приближается аснма-
тотическн к значениям рл и р, (рис. 36, 
где изображён график функции =  th jc).
Практически веб изменение от р, ло р, про
исходит на лротяжении расстояния порядка 
величины

*aV'  (67,9)г =

которое можно назвать шириной разрыва.
Мы видим, что ширина разрыва тем меньше, чем больше его интенсив
ность, т. е. скачок давления р2— р, в нём.

Для хода изменения энтропии внутри разрыва инеем из (67,5) и (67,8):

\bcaVT г TTrtiTs 7- (67,10)г /м\г\
...I да)/*"**!
с| L*  5 JP  J

Отсюда вкдно, что энтропия меняется не монотонно, а имеет максимум 
внутри разрыва (при дс =  0). При дс =  ± о о  эта формула даёт одина
ковые значения s =  s,; это связано с тем, что полное изменение эн
тропии s2 — является величиной третьего порядка по ра— р, 
[ср. (64,12)], в то время как s —  s, —  второго.

Формула (67,8) применима количественно только при достаточно 
малых разностях ра—  р,. Однако, качественно мы можем применить 
формулу (67,9) для определения порядка величины ширины разрыва 
и в тех случаях, когда разность pt — р, порядка величины самих дав
лений р,, р; . Сделаем это для идеального газа. Здесь скорость звука
с -ч. | / — , т. е. порядка тепловой скорости v  молекул. Кинематнче- 

!>ская вязкость — •>- lv  — 1с. где I —  длина свободного пробега молекул
 ̂ I

(см. § 104). Поэтому (оценка члена с теплопроводностью даёт

то же самог). Наконец, (^£5 j , "4" )}S к p V ^ c ‘i . Внося эта выражения 
в (67,9), получаем:

(67,11)

Таким образом, ширина разрывов болыноП интенсивности оказывается 
порядка величины длнны сиободного пробега. Но в макроскопической 
газодинамике, и которой газ рассматривается как сплошная среда, 
длина свободного пробега должна рассматриваться как равная нулю. 
Другими словами, разрывы большой интенсивности должны трактоваться 
как не имеющие ширины.
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Наряду с поверхностями разрывов, на которых испытывают скачок 
величины р, р, т и т. п., могут существовать также и такие поверх
ности, на которых эти величины как функции коордннат обладают 
какими-либо особенностями, оставаясь сами непрерывными. Эти особен
ности могут быть самого разнообразное характера. Так, на поверхности 
разрыва могут испытывать скачик первые производные по координатам 
от величин р, р, v и т. и. нли же эти производные могут обращать* 
в бесконечность. Наконец, то же самое может иметь место не для пер
вых, а для более высоких производных. Все такие поверхности мы будем 
называть поверхностями слабого разрыва в противоположность сильный 
разрывам, в которых испытывают скачок сами величины р, p,v,...

Легко убедиться при помощи простых рассуждений в том, что поверх
ности слабого разрыва распространяются относительно жидкости (по обе 
стороны поверхности) со скоростью, равной скорости звука. Дейст
вительно, поскольку функции р, р, v,... сами не испытывают скачка, то 
их можно югладкть», заменив функциями, совпадающими с ними везде, 
кроме окрестности поверхности разрыва, а в этой окрестное ш отличаю
щимися лишь на сколь угодно малые величины, но так, что «сглажен
ные> функции не имеют уже никаких особенностей. Истинное распре
деление, скажем, давления, можно таким образом представить в виде 
наложения совершенно плавного распределения рй без всяких особен
ностей и очень малого нарушения р‘ этого распределения вблизи по
верхности разрыва. Последнее же, как и всякое малое возмущение, 
распространяется отноентельио жидкости со скоростью звука.

Подчеркнём, что в случае сильного разрыва сеглаженные» функции 
отличались бы от истинных на величины, вообще говор», отнюдь не 
малые, и предыдущие рассуждения поэтому неприменимы. Однако, если 
скачок величин в сильном разрыве достаточно мал, то эти рассуждения 
вновь делаются применимыми, к такие разрывы тоже должны распро
страняться со скоростью .звука, —  этот результат был ywt* получен 
в § 64 другим способом.

Будем рассматривать теперь движение поверхности слабого разрыва 
относительно некоторой неподвижной системы координат, а не относи
тельно жидкости, которая сама может совершать независимое движение. 
Каждый элемент поверхности разрыва обладает относительно жидкости 
скоростью, равной по величине скорости увука с и направленной по 
нормали п к поверхности, а кроме того, переносится с жидкостью со 
скоростью, равной проекции скорости жидкости v на нормаль л 1). 
Полная скорость и равна

и — с 4 -«„. (68,1)

Если движение стационарно относительно данной системы коордннат, 
то поверхности разрыва неподвижны относительно этой системы, а̂ жнд-

') Скорость каждого элемента поверхности направлена, по ооределеввю, 
по нормали к нему. Скорость, напрапленная в каждол точке такгеникзлмо 
к поверхности, вообще ве привела бы к перемещению поверхности.

§ 68. Слабые разрывы
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кость «протекает» через ннх. Скорость же поверхности разрыва отно
сительно жидкости, с одной стороны, равна в этом случае го величине 
и противоположна по знаку нормальной компоненте жидкости и, с дру
гой стороны, должна бьгть равна по величине скорости звука. Если 
обозначить посредством Ь угол между направлением скорости жидкости 
и касательной плоскостью к поверхности, то должно быть v  sin 6 =  с, нлн

s«nO =  £ ,  (68,2)

т. е. направление поверхности слабого разрыва определяете! углом 
Маха.

Поскольку sin0 ^ 1 ,  то мы видим, что должно быть Мы при
ходим к важному выводу, что при стационарном движении слабые раз
рывы могут появиться только при скоростях, равных или превышающих 
скорость звука.

В отношении способов возникновения слабые разрывы существенно 
обличаются от сильных. Мы увидим, что сильные разрывы могут обра
зовываться сами по себе, непосредственно а результате движения жид
кости, при непрерывных граничных условиях (например, образование 
разрывов в звуковой волне —  § 77). В противоположность им слабые 
разрывы не могут возникать сами по себе; их появление всегда связано 
с какими-либо особенностями в граничных или начальных условиях дви
жения. Особенности эти могут быть, как и сами слабые разрывы, самого 
различного характера. Так, причиной образования слабого разрыва, 
может являться наличие излома поверхности обтекаемого тела, т. e.j 
наличие углов на ней; к образованию слабого разрыва приводит также 
и скачок кривизны поверхности тела без излома на ней (т. е. скачок 
вторых производных от координат точек поверхности) и т. п. Нак\меи, 
всякая особенность в изменении движения со временем влечёт за собой 
возникновение слабого разрыва.

Касательная к поверхности слабого разрыва компонента скорости 
протекающей через неб жидкости направлена всегда по направлению 
от того места (например, угла на поверхности тела), откуда исходят, 
возмущения, вызывающие возникновение этого разрыва; можно сказать, 
что разрыв «исходит» из этого места. Это связано с тем, что при 
сверхзвуковом течении возмущения, исходящие из некоторой точки про
странства, могут распространяться в жидкости только по направлениям, 
лежащим внутри конуса с вершиной в данной точке и осью, направлен
ной по течению.

Наличие вязкости и теплопроводности приводит к возникновению 
<ширины> у слабого разрыва, так что слабые разрывы, как и сильный, 
представляют собой в действительности некоторые переходные слон. 
Однако, в отличне от сильных разрывов, ширина которых зависит только 
от их интенсивности и постоянна во времени, ширина слабого разрыва 
растёт со временем, начиная от момента образования разрыва. Легко 
определить закон, по которому происходит это возрастание. Для этого 
сновд воспользуемся сделанным в начале этого параграфа замечанием 
о том, что движение каждого участка поверхност{| слабого разрыва
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происходи! по тем же уравнениям, как и распространение любого сла
бого возмущения в жидкости. При наличии вязкости и теплопроводности 
возмущение, сконцентрированное первоначально в малом элементе объ
ема («волновой пакет»), по мере своего перемещения с течением яре- 
мени расширяется; закон этого расширения был определен в конце 
§ 59. Поэтому мы можем сразу заключить, что ширина 3 слабого раз
рыва —  порядка величины

b-^Vact, <68,3)
гдв / —  время, прошедшее с момента волшмиження разрыва, а а__
коэффициент при квадрате частоты в коэффициенте поглощения звука. 
Если мы имеем дело со стационарной картиной, в которой разрыв по
коится, то вместо времени t надо говорить о расстоянии I от места, 
нз которого «исходит» разрыв (например, для слабого разрыва, возни
кающего в результате нарушения непрерывности плавности формы об
текаемого тела,/есть расстояние от этого тела); тогда Таким
образом, ширина слабого разрыва раствт пропорционально корню из 
временя с момента его возникновения или корню из расстояния от 
места, откуда он исходит.

В заключение этого параграфа необходимо сделать замечание, ана
логичное сделанному в конце § 61. Там было отмечено, что среди 
различных возмущений состояния движущейся жидкости исключительными 
яо своим свойствам являются возмущения энтропии н ротора скорости. 
Эти возмущения покоятся относительно жидкости, а не распространяются 
со скоростью звука. Поэтому поверхности слабого разрыва, на которых 
испытывает какой-либо «слабый» разрыв непрерывности энтропия жид
кости, покоятся относительно жидкости, а относительно неподвижной 
системы координат переносятся вместе с самой жидкостью. Что ка* 
сается возмущений ротора скорости, то нм соответствуют здесь поверх* 
носгн, на которых испытывает слабый разрыв касательная к этой по
верхности компонента скорости жидкости (например,'может испытывать 
скачок производная от касательной скорости, взятая по направлению 
нормали к поверхности). Такие «тангенциальные» слабые разрывы тоже 
покоятся относительно жиякости и проходят через линии тока. В этом 
отношении они вполне аналогичны сильным тангенциальным рззрыьам, 
на которых нормальная компонента скорости жидкости тоже должна 
всегда исчезать.

§ 69. Движение вблизи особой линяя

Две поверхности сильного разрыва могут пересекаться друг с дру
гом; это пересечение происходит вдоль некоторой линии. Линия пересе
чения сильных разрывов является в математическом отношении особой 
линией для функций, описывающих распределение всех величии в газе. 
Оказывается возможным исследовать свойства движения газа вблизи 
этой особой линии в самом общем виде.

Всю область вокруг линии пересечения можно разбить на ряд по* 
следоватсльных участков, каждый из которых расположен вокруг одного
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из малых участков длины линии. Но малые участки линий могут рас
сматриваться как прямые. Поэтому достаточно рассмотреть случай пря
мой линии пересечения; в общем случае произвольной линии пересечения 
получаемые ниже результаты надо применять к отдельным достаточно 
малым её участкам.

Булем рассматривать пересечение в той системе координат, в ко
торой линия пересечения неподвижна, и выберем эту прямую в качестве 
оси z цилиндрической системы координат г, ад, г. В непосредственной бли
зости от линии пересечения разрывов все величины (скорость, давление, 
плотность) существенным образом зависят от угла меняясь в преде
лах между своими значениями иа различных сторонах поверхностей раз
рыва. Напротив, от координаты г все эти величины зависят лишь слабо 
н вблизи оси г, т. е. при достаточно малых г, можно считать их вовсе 
не зависящими от г. Несущественна также зависимость величин от 
координаты г\ если картина движения меняется вдоль оси z, то доста
точно рассматривать отдельные малые участки этой оси, на протяжении 
которых величины можно считать не зависящими от z. (Заметим, что, 
пренебрегая зависимостью величин от расстояния г от оси как эффектом 
высшего порядка, мы тем самым пренебрегаем и возможным вращением 
поверхностей разрыва вокруг неподвижной линии их пересечения; дей
ствительно, линейная скорость такого вращения пропорциональна г, т. е. 
мала при малых г.)

Таким образом, мы должны исследовать стационарное движение, при 
которо^все величины являются функциями только от ip1). Уравнение
сохранения энтропии vVs =  0 даёт =  откуда $ =  const. *). По

этому в уравнении Эйлера можно писать Vw вместо — : ( v V ) t  =  — V-^. 

В цилиндрических координатах получаем три уравнения:

О 1 dm v dv*=s0
Г dt г ' г da ' Г ' Г dy * * "3f *

Иэ последнего имеем vf =  const.; без ограничения общности можно 
■оложить vt =  0, —  это сводится просто к соответствующему выбору 
скорости движения системы координат вдоль оси z. Первые два урав
нения переписываем в виде

* 6 9 .1 )

)  i i ; _____ " .  « е м )
йч ^  r )  f  d<( d fV.

>) Излагаемое ниже решение принадлежит Прапвтлю и Майеру (Meyer).
*) Если положить о? =  0 ^вместо T°i как легко аакло-тть иэ

паписанныя ниже уравнений движения, подучится v, =  0, v2 Ф 0. Такое дви
жение соответствовало бы пересечению поверхностей тангенпиальных раз
рывов (со скачком скорости vz) и ввиду неустойчивости таких разрывов не 
представляет интереса.



Подставляя (69,1) в (69,2), получаем:
dvv ) dv, dtf

S  dt df 1
или, интегрируя:

о? + vlw -j- —  =  const. 6̂0,3)

Заметим, что равенство (69,1) означает, ' i rorotv =  0, т. с. движение
потенциально; в связи с этим и имеет место уравнение Бернулли (69,3).

Далее, уравнение непрерывности div(pv) =  0 дабт:

= 0 ♦бе-4)
Комбинируя (69,4) и (69,2), можно получигь:

Но производная^, которую правильнее писать в вгае ^  есть 
квадрат скорости звука. Таким образом,

( ^ + « v ) ( , - y ) ” e- <и -5|
Этому уравнению можно удовлетворить двумя способами. Во-первых, 

.может бить .(IV т

Тогда нз (69,2) и (69,4) имеем р =  const., р =  const., а иа (ЬУ,2) и (69,3) 
получаем, что и v* =  —  const , т. с. скорость постоянна по абсо
лютной величине. Легко видеть, что и направление скорости в этом 
случае постоянно. Угол £, образуемый скоростью с некоторым задан

ным направлением в плоскости z =  const., равен 
v (рис. 37)

*> 1 =  4 + ardS J  - (69,6)
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О

V  Дифференцируя это выражение но <р и используя (69,1)
± L  Л *    и (69,:4), получаем после простого преобразования:

=  —  - Vf -  . (69,7)
Рис. 37.

При р =  const, имеем, действительно, 7 =  coast. Таким образом, 
приравнивая нулю первый множитель в (69,5), мм получаем просто три
виальное решение —  движение с постоянными скоростью н давлением. 
Л  Во-вторых, уравнению (69,5) можно удовлетворись, положив

3 —  ^  =  0, т. е. tf, =  4 ;c . Радиальную же скорость можно определят»
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из (69,3). Обозначая в этом уравнении const, посредством w4, полу
чаем: _______________

«9 =  ± С , t>r =  =fcV2 (w0 —  « ) —  с*. (69,8)

В этом решении перпендикулярная радиус-вектору составляющая к . 
скорости в каждой точке равна по аеличнне местной скорости звука. 
Полная скорость v очевидно, больше местной скорости
звука. Как абсолютная величина скорости, так и её направление ме
няются от точки к точке. Поскольку скорость звука не может пройти 
через нуль, то ясно, что непрерывная функция (<р) должна быть 
равна везде -(-с или же везде — с. Выбирая соответствующим образом 
яаправление отсчета угла у, мы можем условиться считать, что v  =  
=  -{-£. Отметим, чю  прямые ^ =  const. пересекают в каждой точке
линии тока под углом, равным углу Маха (его синус равен ^  =  .

Легко видеть, что решение (69,8) не может иметь места во всей 
области вокруг особой липни. Действительно, согласно (69,1) имеем
^ = с ^ > 0, т.е. v f есть монотонно возрастающая функция «а. Поэтому
прн полном обходе вокруг оси z, т. е. при изменении <? на 2л, мы бы 
получили для vr значение, отличное от исходного, что нелепо. Ввиду 
этого истинная картина движения вокруг особой линии должна пред
ставлять собой совокупность областей, разделённых плоскостями <f =  
=  const., являющимися поверхностями разрывов. В каждой из таких 
областей происходит либо движение, описываемое решением (69,8), 
либо движение с постоянной скоростью. Число и характер этих обла
стей будут установлены в следующем параграфе. Сейчас отметим только, 
что граница между областью движения (69,8) и областью движения 
с v =  const, должна быть непременно поверхностью слабого разрыва. 
Действительно, эта граница (плоскость <р =  const.) не может быть по
верхностью тангенциального разрыва (разрыва скорости vr), так как на 
ней не обращается в нуль нормальная к ней скорость v9 =  c. Она не 
может также быть поверхностью сильного разрыва, так как нормаль
ная компонента скорости (v?) по одну сторону от такого разрыва 
должна быть больше, а по другую сторону меньше соответствующей 
скорости звука, между тем как в данном случае по одну из сторон от 
поверхности раздела мы во всяком случае имеем vf =  c, так что нн то, 
нн другое из этих условий не выполняется. Таким образом, если при 
пересечении сильных разрывов образуется область движения (69,8), то 
при этом должны возникнуть два новых слабых разрыва.

Из сказанного можно вывести важное следствие. Возмущения, вы
зывающие появление слабых разрывов, исходят, очевидно, от оси г 
и распространяются по направлению от неб. Поэтому (см. § 68) в рас
сматриваемом движении радиальная скорость должна быть положитель
на, н мы должны выбрать знак 4- перед корней в (69,8).

Займёмся теперь более подробным исследованием решения (69,8),
Из уравнения непрерывности (69,4) имеем ds> — — а 1 . Подставляя
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