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Настоящая книга является первым томом задуманного 
мною большого трактата по Алгебраическому Анализу.

Алгебраический анализ я понимаю не в устаревшем 
смысле слова, как науки о решении уравнений высших 
степеней, а в более широком смысле слова, как, если так 
можно выразиться, классическую математику, проходящую 
мощным потоком через всю историю науки, от древних 
времен до наших дней.

Понимаемая в этом смысле классическая математика 
вызвала к жизни следующие дисциплины:

1. Арифметику древних.
2. Классическую теорию чисел.
3. Высшую алгебру.
4. Теорию групп.
5. Теорию Галуа.
6. Алгебраические функции и числа.
7. Абелевы интегралы.
8. Классические трансцендентные функции.
9. Высшую теорию чисел в связи с идеальными 

числами.
10. Группы непрерывные.
11. Приложение обобщенной теории Галуа к линейным 

диференциальным уравнениям.
Возможно, что ввиду моего преклонного возраста 

моей жизни не хватит для выполнения полностью всей про
граммы, но я надеюсь, что мои ученики доведут начатое 
дело до конца.



ОБОБЩЕНИЕ ПОНЯТИЯ О ЧИСЛЕ

§ 1. Основой всей математики являются ч и с л а  н а т у 
р а л ь н ы е ,  образующие бесконечный ряд:

1, 2, 3, 4, 5 , . . .

и являющиеся результатом простого счета предметов.
Уже на самых первоначальных стадиях развития математики 

было ясно, что эти числа не достаточны для решения практи
ческих задач.М атематика пошла по пути о б о б щ е н и я  п о н я 
т и я  о ч и с л е .  Кроме чисел натуральных стали еще называть 
числами новые предметы.

§ 2. Первым по времени обобщением явились ч и с л а  д р о б 
ные или просто — д р о б и ,  как их называют в арифметике.

Эти часла имеют вид
т
п

где m a n  числа натуральные. Число от носит название ч и с л и 
т е л я  д р о б и ,  а я  — е е  з н а м е н а т е л я .

При дробных числах обнаруживается новый факт, что пред
ставление дробного числа при помощи дроби н е  о д н о 
з н а ч н о .

Например
£  _  6_=  9_ 1 2 _
Д. 4 6 8 '*•

Поэтому мы различаем понятие о дробном числе и понятие
о соответствующей ему дроби.

Дробные числа вводятся для того, чтобы сделать возможным 
всегда деление одного натурального числа на всякое другое.

5
Напр., от деления числа 5 на число 3 получается дробь 

§ 3. Вторым обобщением явились числа о т р и ц а т е л ь н ы е :
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вводимые обыкновенно в началах алгебры. Отрицательные числа 
вводятся для того, чтобы сделать возможными вычитание боль
шего числа из меньшего.

Например, если вычесть 5 из 3, то получится — 2.
§ 4. Совокупность чисел натуральных

1, 2, 3, 4, . . .

по своему отношению к первым четырем арифметическим дей
ствиям: с л о ж е н и я, в ы ч и т а н и я ,  у м н о ж е н и я, д е л е н и я 
подходит под понятие, которое называется в настоящее время 
р и й г о м  (кольцом) чисел.

Рингом называется такая совокупность чисел, которые воспро
изводятся через действия, которые мы будем называть с л о 
ж е н и е м  и у м н о ж е н и е м .

Что это значит, что числа воспроизводятся? Это значит, что 
каковы бы ни были два элемента а, b ринга, то их сумма а-\-Ь  
и произведение ab представляют элемент того же ринга.

Этого мало. Действия над элементами ринга должны удо
влетворять известным свойствам, которые можно назвать з а к о 
н а м и  действий ринга.

Эти законы суть:
I. З а к о н ы  с л о ж е н и я :

1) ассоциативный закон а -f- (b - f  с) =  (а +  Ь)-\-с
2) коммутативный закон a-\-b  =  b-\-a.

II. З а к о н  у м н о ж е н и я :
1) ассоциативный закон a(bc) =  (ab)c.

III. Р а с п р е д е л и т е л ь н ы е  з а к о н ы :
1) а (Ь-\- с) — ab ас
2) {Ь-\-с) а =  Ьа-\-са

и еще дополнительный закон:
К о м м у т а т и в н ы й  з а к о н  у м н о ж е н и я .

ab =  Ьа

Если этот последний закон существует, то ринг называется 
к о м м у т а т и в н ы м .

§ 5. Рассмотрим теперь отношение ринга к обратным дей
ствиям д е л е н и я  и в ы ч и т а н и я .

Действие деления не применимо к рингу 1, 2, 3, 4, . . . ,  
потому что, если мы возьмем, например, элементы 5 и 3, то



деление одного на другое даст дробное число которое не
принадлежит к элементам ринга.

Если мы желаем ринг пополнить числами, так чтобы дей
ствие деления сделалось возможным, то мы должны к рингу 
присоединить все дробные числа. Если мы в ринге будем пред
полагать число 0, то оно даст единственное исключение, ибо 
на него делить нельзя. Л

Подобным образом если мы присоединим отрицательные

числа — а, — то действие вычитания сделается всегда воз-
ц

можным.
Такое пополнение ^инга натуральных чисел числами дроб

ными и отрицательными приводит нас к совокупности'чисел, 
которую мы будем называть п о л е м * )  (Кбгрег), о б . л а с т ь ю  
р а ц и о н  а л ь и о с т и.

Мы пришли, таким образом, к простейшему полю R, к полю 
так называемых р а ц и о н а л ь н ы х  ч и с е л .  Элементами этого 
поля являются взятые с тем или другим знаком числа целые 
или арифметические дроби, числители и знаменатели которых 
суть »исла целые. К полю принадлежит также нуль, который 
является границей между положительными и отрицательными 
■числами.

Понятие о поле подлежит широким обобщениям. Могут су
ществовать поля, элементы которых—не числа рациональные, 
и даже более того, могут существовать поля, элементы кото
рых суть не числа, а предметы другой природы. Если дело 
идет о нечисловых полях, то для элементов таких полей надо 
установить действия, которые надо назвать действиями сложения, 
вычитания, умножения и деления. Для того чтобы можно было 
назвать совокупность таких предметов полем, необходимо, чтобы 
действия удовлетворяли формальным законам, изложенным в § 4, 
причем надо добавить только закон о действии деления.

Обобщенные поля рассматривал серьезно Steinitz **). Необхо
димо подчеркнуть, что поле R  будет входить как часть во вся
кое другое поле.

*) Термин .поле* введен мною. Есть авторы, которые называют поле корпу. 
сом  в связи с немецким термином Кбгрег.

**) Есть изданный на русском языке перевод его мемуара о полях в виде 
отдельной книги.
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Пусть, например, мы имеем какое-нибудь более общее число
вое поле. Возьмем какой-нибудь отличный от нуля элемент а„

тогда в поле должно находиться число —, т. е. единица. Далее,.а
складывая число 1 сколько угодно раз с самим собой, получим,, 
что в поле должны находиться все натуральные числа, а деле
ние одного натурального числа на другое дает все дроби. Вы
читание из нуля полученных чисел дает отрицательные числа» 
Таким образом, все поле R  находится в заданном поле как часть. 
Ее называют делителем поля.

Сказанное относится также к нечисловым полям, только

тогда — = 1  не будет числовой единицей. Но все элементы а
поля Ri, полученного предыдущим способом, будут между со
бою относиться как числа поля R.  Говорят, что поля R  и R t 
и з о м о р ф н ы .  В теории полей изоморфные поля считаются 
равными Ri — R.

§ 6. Поле R  можно у п о р я д о ч и т ь  с точки зрения понятия 
б о л ь ш е  — м е н ь ш е .

Если разности а — b положительна^ то элемент поля а больше 
элемента Ь, что можно выразить знаками:

а >  Ь, Ь<^а
Далее мы увидим, что поле R  можно упорядочить более 

общим образом. А именно, можно расположить все числа пола 
в одну последовательность, причем будет точно установлено, 
который элемент следует за другим.

ЧИСЛА НЕСОИЗМЕРИМЫЕ

§ 7. Числа поля R  не могут решать все прикладные задачи;, 
есть потребность ввести еще новые числа, так называемые 
н е с о и з м е р и м ы е  или и р р а ц и о н а л ь н ы е .

Потребность в этих числах является с самых начал мате
матики. Например, число

V 2
не* есть соизмеримое с единицей.

Соизмеримыми с единицей мы называем дробные числа поля R '
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где Р  и Q суть целые числа, потому что число (1) имеет с еди
ницей общую меру-^-, которая Q раз заключается в единице

(1 =  Q ~ )  и Р  раз в числе (1).
V

Чтобы доказать, что j /2  число несоизмеримое, допустим 
обратное:

, / о -  Р -  Р*'Рг-.-РЪк (2)
V2 Q qbqh' . .  д», ’ ( }

где pi с} ть простые множители целого числа Р, a q{ простые 
множители целого числа Q; эта дробь не может сокращаться 
и обращаться в целое число, ибо j /2  не может равняться це
лому числу.

Возведем равенство (2) в квадрат; получим:

p \ay l a‘. . . p l ° k ' 
q f iq f* . . .  q f i  ’

но новая дробь не может сокращаться и обратиться в целое 
число 2.

Итак, число Y 2  есть несоизмеримое.
§ 8. Существуют три способа трактовать числа несоизмери

мые: 1) способ Дедекинда, 2) способ десятичных дробей, 3) спо
соб Кантора.

Я изложу вкратце все три способа. Способ Дедекинда важен, 
потому что он основан на мысли знаменитого греческого мате
матика Эвклида. Способ десятичных дробей важен как самый 
естественный, ибо в математике все числа изображаются деся
тичными дробями. Наконец, способ Кантора связывается с те
орией пределов.

АЛГОРИТМ ЭВКЛИДА

§ 9. В геометрии число является как отношение между 
отрезками.

Если __
АВ
C D ’
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где АВ  и CD два отрезка, то если мы принимаем отрезок CD 
за е д и н и ц у  д л и н ы ,  то число а является длиной от
резка ~АВ.

Нахождение отношения двух отрезков подробно и обсто
ятельно изложено в бессмертной книге греческого математика 
Эвклида (2 век до нашей эры) под заглавием Erofyeta (Начала).

Весьма важно обратить внимание на то, что Эвклид не огра
ничился рассмотрением отношения двух отрезков, а рассматри
вал также отношение двух целых чисел и получил замечатель
ное правило для нахождения о б щ е г о  н а и б о л ь ш е г о  д е 
л и т е л я  двух целых чисел при помощи последовательного 
деления. Под этим названием правило Эвклида сохранилось 
в средней школе до настоящего времени.

Начнем с правила, относящегося к целым числам, а потом 
перейдем к отрезкам.

Пусть заданы два натуральных числа а, b и пусть о > & .  
Делим а на Ь. Если деление происходит нацело, т. е.

а =  bq,
где q число целое, то очевидно, что b есть общий наиболь
ший делитель двух заданных чисел, так сказать, о б щ а я  м е р а  
этих двух чисел: Ъ заключается о д и н  р а з  в с а м о м  с е б е  
и <7 раз в числе а. Вычисление общего наибольшего делителя 
закончено.

Если деление а на b происходит с остатком г, так что г < 6, 
то мы имеем:

a =  bq-\-r
Очевидно, что общий наибольший делитель чисел а и b бу

дет и общим наибольшим делителем b и г. Тогда продолжаем 
процесс последовательного деления. Пусть от деления b на г 
получается частное q{ и остаток Г1 <^Г:

b=rq\ +  ri
Продолжая процесс последовательного деления далее, мы 

приходим к равенствам:
a =  bq-\-r
b — rqK-\- Y i
r  —  r t q a - { - r t  ( 1)

Гл-2=
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Последовательны* остатки г, ги г2... следуют у б ы в а я .  Но 
целых чисел, меньших г, конечное число, следовательно, наш 
процесс последовательного деления должен закончиться, и мы 
приходим к остатку г„, равному нулю. Тогда, очевидно, пред- 
идущий остаток гп_ 4 должен быть общим наибольшим дели
телем чисел а и Ь.

Параллельно мы замечаем, что г„_! будет наибольшим общим 
делителем каждых двух рядом стоящих остатков

г к, rk+\

В математике каждый процесс действий, приводящий оконча
тельно к решению некоторой задачи,называется а л г о р и т м о м ,  
решающим задачу. Процесс Эвклида есть алгоритм нахождения 
общего наибольшего делителя.

Равенства (1) можно переписать так:

а . г
7  =  1 ,+  7

-  =  ». +  s -Г 4 1 Г
(2)

Г , Г2— — q% -|----г, 1 г{

Гп- i
'■ Qn i f п  0 )Гп- i

Равенства (2) приводят к непрерывной дроби 

а 1
=  ? +

Ян +  •

Поэтому алгоритм Эвклида носит название также алгоритма 
н е п р е р ы в н ы х  д р о б е й .

Алгоритм непрерывных дробей имеет, конечно, большое 
практическое значение, например для сокращения дробей. Но 
его теоретическое значение гораздо выше и выясняется вполне 
в науке, называемой т е о р и е й  ч и с е л .
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ОТНОШЕНИЯ ПО ЭВКЛИДУ

§ 10. Перейдем теперь от чисел к отрезкам.
Пусть а и b длины отрезков, тогда, если Ь, мы откла

дываем на отрезке а отрезок b столько раз q (целое число), 
чтобы остался отрезок г  < 6.

Тогда, подобно случаю целых чисел, мы приходим к ряду 
равенств:

а =  bq -j- Г\ 
b ^ r q l -\-ri 

r =  rtq2-\-r2

■.....................  (1>
rn~2 =  r„-i qn +  Гп

Здесь q, qu q2, . . . ,  qa, . . .  — числа целые, все же остальные 
буквы обозначают длины отрезков. Остаточные отрезки г, rit 
Г2, • •, г„, . . убывают. Но т е п е р ь  может существовать беско
нечное число отрезков, меньших г. Поэтому нет обязательности, 
чтобы один из отрезков сделался равным нулю, что бывает лишь 
в редких случаях, а обычно процесс продолжается до беско
нечности. Если случится, что г„ — 0, тогда r„_i будет общей 
мерой двух отрезков. В этом случае отрезки называются с о 
и з м е р и м ы м и .  Их отношение, как в случае двух целых чисел, 
выразится конечною непрерывною дробью, величина которой 

'р
будет гДе Р  и Q — целые числа.

Соизмеримые с единицей числа называются также р а ц и 
о н а л ь н ы м и .

В случае отсутствия общей меры отношение “  расклады

вается в бесконечную непрерывную дробь:

а . 1
=  Я +

b . 1 (2)

• "  +  ?>. н—
т, а
В этом случае отношение является числом несоизмери

мым или иррациональным.
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§ 11, Всякая бесконечная непрерывная дробь (2) § 10, у ко
торой неполные частные q, q i, q2, . . . — числа целые и положи
тельные, представляет к о н е ч н о е  иррациональное число.

В самом деле, из элементарной теории непрерывных дробей 
следует, что подходящие дроби нечетного порядка:

. 1  , 1  , . . .  и т. д.
Я, я-\---------- г  > Я +

q 2  I 1------------ (1)
+  —

Я*

меньше величины всей непрерывной дроби, а подходящие 

дроби четного порядка:

, 1  , 1  , . . .  и т. д.
ч + т ,- я + ~ т

<7Н----------- - (2)
^ 2+  —Яг

больше Кроме того числа (1) возрастают и приближаются

снизу к величине , а числа (2) убывают и приближаются 

асверху к - у .

Продолжая достаточно далеко числа рядов (1) и (2), получим 

числа сколь угодно близкие к числу ~  .

Итак, мы получаем способ вычислять иррациональное число
а

- у  с какою угодно степенью точности при помощи рациональ

ных чисел (1) или (2).
§  12. Покажем теперь на одном простом примере случай 

несоизмеримого отношения.
Покажем, что сторона квадрата Ь =  А Е  несоизмерима се г о  

диагналью а =  АС.
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Проведем окружность ЕВ из точки А, как из центра, радиусом, 
равным Ь, до пересечения с диагональю; таким образом мы 
откладываем на диагонали отрезок АВ, равный стороне квадрата:

АС =  АВ +  ВС,
или

а — Ь +  г

Рис. 1.

Сторона ЕС  касается в точке Е  проведенного круга; про
ведем с другого конца дуги ЕВ  касательную BD, которая 
будет перпендикулярна к диагонали. Мы получим другой, мень
ший квадрат, сторона которого будет г =  ВС. Мы имеем,, 
очевидно,

ED  =  DB  =  ВС
■J

Проводим из точки D  дугу круга BF  радиусом, равным сто
роне г малого квадрата. Другими словами, мы отложим на 
диагонали DC  малого квадрата его сторону г.

Мы получаем:
DC =  DF-\- FC,

или
СЕ — ED  - f  - D F  -f - FC,

т. е.
b — 2 r + r it

где Г{ =  FC.
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Продолжая подобные построения для все меньших и мень
ших квадратов, получим ряд равенств:

а — b -\-г  

Ь — 2г-{-Г\ 
г == 2r{ -J- га 

г, =  2 r2 - f  Гз

Этот процесс построения будет бесконечен, ибо существуют 
все меньшие и меньшие квадраты.

Мы приходим к бесконечной непрерывной дроби с постоян
ным неполным частным 2:

а
Т 1 -f-

1

2 +  -

2 +  -

аОтношение рказывается несоизмеримым. Нетрудно e ra

вычислить. П усть-у =  л:, тогда

х  =  1
1 г Ь ! + 2 +  «

1
1 + х '

откуда
х  — ]/2

Вычислим теперь приближенно >/ 2. Возьмем пятую подхо
дящую дробь:

2 +

41
29: 1,413...,

2 +
2 +  4

а настоящее значение | /  2 =  1,4142. . .



Если взять 7-ую подходящую дробь, то получим:

_ OQO
^ 2  = ^ - = 1 , 4 1 4 2 0 1 . . .

ОШИБКА У ДАВЫДОВА

§ 13. Эвклид развил свою теорию отношения отрезков 
в связи с основной теоремой геометрии, что параллельные пря
мые отсекают на сторонах уг«а отрезки пропорциональные.

Мой покойный учитель, профессор Петербургского универси
тета А. Н. Коркин обратил мое внимание на то обстоятельство, 
что в элементарном курсе геометрии профессора Давыдова 
при доказательстве теоремы для случая иррациональных от
ношений допущена довольно грубая ошибка, к о т о р о й  н е т  
у Э в к л и д а .

Я воспроизведу доказательство Давыдова.
Доказав теорему для случая соизмеримых отношений, Давы

дов переходит к случаю отношений несоизмеримых.
Итак, требуется доказать, что существует пропорция:

АО А \0
ВО  5 , 0
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Давыдов хочет вести доказательство от противного. Он рас- 

суждает так: пусть не равно Предположим, чтоtj\J 4 /5|U

АО А,О
ВО ^  В,О

Чтобы достичь пропорциональности, увеличим -р -1— ; для этой
Jj \ U

цели можно, например, уменьшить знаменатель B tO, заменив 
точку-В) на точку х, так что

АО А \ 0  ^
ВО хО

Разделим линию OAi на столь большое число равных час
тей, чтобы одна из точек деления попала между точками В\ 
и х. Пусть это будет точка К. Проведем через точку К  пря

мую KL, параллельную АА,. Так как отношение соизме

римо, а теорема для случая соизмеримости доказана, то мы 
имеем пропорцию

А О _ /г,ч
LO ~ ~ К О  1

Из (1) и (2) через деление получаем

что невозможно, ибо

LO КО 
ВО хО

1 0  < i - ж . > ,

Порочность этого доказательства состоит в том, что пред
полагается существование точки х, исправляющей пропорцию. 
Если же мы предположим, что такой точки не существует, то 
все доказательство падает.

§ 14. У Эвклида никакой ошибки нет и доказательство 
самое простое.

Эвклид дает определение пропорциональности четырех ве
личин, которое годится как для соизмеримых, так и для не
соизмеримых отношений. Он прилагает это определение к до-
2. At  ад,  Д.  О.  Г рсве. 550.
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казательству теоремы, что площади треугольников, имеющих 
одну и туже высоту, относятся как основания. Когда он уста
новил эту пропорциональность, он переходит к доказательству 
теоремы. В книге 6-ой „Начал" мы видим теорему 2-ую такого 
содержания.

„Если в треугольнике провести прямую, параллельную одной 
стороне, то она разделит пропорционально две другие стороны, 
и обратно".

Д

Рис. 3.

На основании доказанной пропорциональности оснований 
площадям треугольников мы имеем

АД __тр. АДЕ АВ _ т р . А Д Е
ДВ “  тр. ДЕВ ' ЁГ тр~ ДЕГ ’

но тр. ДЕВ =  тр. ДЕГ, ибо эти треугольники имеют одно и то 
же основание ДЕ, а их вершины Г и В лежат на прямой ВГ, 
параллельной основанию ДЕ.

Итак, получаем:
АД АЕ 
ДВ ~  ЕГ ’

что и требовалось доказать.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПРОПОРЦИОНАЛЬНОСТИ

§ 15. Обращаемся теперь к знаменитому определению 
Эвклида пропорциональности четырех величин.

Эго определение имеет поистине мировой характер, потому 
что оно в продолжение 2000 лет не подверглось изменению 
и привело в последнее время к ряду блестящих следствий.

Я приведу это определение в подлиннике и дам его пе
ревод с комментариями. Вот это определение (5-ое определе
ние, 5-ая книга. Издание August’a, Berlin 1826):

s. ’ E v  тф аитф  Хбуф X ly e ta i e lya t, rcpwtov яр о ; geutspov %at
tpi'tov  ярЬс tsx a p to v , o ta v  та  too jcpcitou x a i  tpi'too la a x t ;  яоХХаяХасна tw v  
той Ssutspou x a t  te ta p to u  io a x t ;  7roXXajcXaot(ov x.aO’ orcoiovoov rcoXXajtXaaiaa- 
|i6v e xa tep o v  sx a te p o u , y] ajxa ojrepe'/ig, afj.a Гоя •fl, 15 ajxa eXXstjtiQ 
Xr(cp$£vta хагаХХт)Ха. ,

В переводе:
Говорят, что (четыре) величины имеют одно и то же отно

шение—первая (а) ко второй (Ь), как третья (с) к четвертой 
(d), когда одинаковые кратности первой и третьей (am, cm) от
носительно одинаковых кратностей второй и четвертой (bn, dri) 
по произвольной кратности (целые .числа т  и п произвольны) 
или одновременно больше {am>  bn, cm^>dn), или одновременно 
равны (am =  bn, cm =  dn), или одновременно меньше (ат<С.Ьп, 
cm<^dn), т. е. если существуют одновременно неравенства:

>  >  
a m -^b n ,  c m ^ d n  (1)

при всяких целых т и п, то существует пропорция:

-  =  -  ^(2) Ь d  ( ’

§ 16. Для доказательства пропорциональности площадей 
треугольников с одинаковыми высотами их основаниям Эвклид 
рассуждает так.

Возьмем два треугольника ГВА и ГДА с одинаковой высо
той АГ. Отложим несколько раз основание ВГ, например ВН, 
Н0; тогда длина Г 0 будет некоторою кратностью ВГ:

Г0 =  /гаВГ
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Треугольники ВГА, ВНА, ©НА будут равные, а потому тре
угольник Г0А будет одинаковою кратностью треугольника:

Г0А =  т ВГА

Рис. 4.

Подобным же образом отложим несколько раз сторону ГД( 
т.-е. ГД, ДК, КЛ; тогда получим:

ГА =  яГД, 

и соответственным образом:
ГА А == /г ГДА

Но если

ГЛ §5Г0,

то будет, очевидно,

Г Л А ^ Г б А ,

а тогда по определению Эвклида:

ГД ГДА 
ГВ ГВА ’

что и требовалось доказать.

ТЕОРИЯ ДЕДЕКИНДА

§ 1?. Перейдем теперь к изложению теории чисел иррацио
нальных, следуя Дедекинду.

Теория Дедекинда интересна тем, что она примыкает к из
ложенным мыслям Эвклида.
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Изменим несколько формулировку § 15. Перепишем не
равенства (1) § 15 так:

a gg п с >  п '
b <  т ’ d т ’

тогда мы можем сказать, что существует равенство двух чисел:

а с
b ~ ~  d ~  ’

если всякая р а ц и о н а л ь н а я  дробь
п
т

или одновременно больше о б о и х  чисел,или равна им, или же 
меньше их.

Отсюда мы сразу приходим к знаменитой теории Дедекинда 
иррациональных чисел.

Дадим этой теории геометрическое толкование.
Возьмем на прямой линии произвольную точку О за начало.

j -------------j ________I________I_______I_________ I______ I_________I_________ ' „
•k ~-3 -2 -1 0 1 2 3 k

Рис. 5.

Возьмем произвольный отрезок за единицу длины и отло
жим его произвольное число раз от точки О в обе стороны. 
Получим точки, соответствующие числам целым:

. . .  — 4, — 3, — 2, -  1, 0, 1, 2, 3, 4 , . . .

Если каждый из этих отрезков мы разделим пополам, то 
получим точки, соответствующие дробным числам со знамена
телем 2. Вставляя точки, соответствующие дробным числам со 
знаменателями 3, 4, 5 , . . .  и продолжая так далее до бесконеч
ности, заполним прямую точками, соответствующими всем рацио
нальным числам. Назовем эти точки р а ц и о н а л ь н ы м и .  Со
вокупность рациональных точек равносильна совокупности 
рациональных чисел. Мы обозначим обе эти совокупности 
буквою R. Точечная совокупность дает хорошее наглядное 
представление.

Прежде всего мы замечаем, что совокупность R  заполняет 
прямую в с ю д у  п л о т н о  (uberall dicht). Это значит, что между
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точкмаи R  не существует пробелов конечной длины. В самом 
деле, допустим, что между точками R  существует пробел 
длины 5, не заполненный точками. Возьмем натуральное число п 
столь большое, что

тогда § > — . Возьмем рациональные числа, образующие ариф- tv

метическую прогрессию с разностью тогда по крайней

мере одна из соответствующих этим числам точек попадет 
внутрь нашего пробела, что указывает на то, что этого пробела 
не существует.

§ 18уЯвляется важный вопрос, исчерпывают ли точки R 
все точки прямой. Ответ на этот вопрос должен быть отри
цательный. В этом можно убедиться на простом примере.

А

Рис. 6.

Построим на отрезке (1, 2), как на основании, квадрат, тогда, 
по доказанному в § 12, диагональ (2, А) будет иметь длину ирра
циональную. Проведем из точки 2 окружность круга радиуса 
(2, А). Эта окружность пересечет прямую (0,1) в точке К, причем 
точка К, как иррациональная, не принадлежит к R. Итак, окруж
ность наша проходит через какой-то разрез между точками R. 
Этот разрез должен иметь длину, равную нулю, ибо, как мы 
уже видели, между точками R  не могут существовать разрезы 
конечной длины. Мы приходим к заключению, что в каждом 
разрезе длины нуль находится только одна и р р а ц и о на л fa- 
на я точка. Если мы к точкам R  присоединим все иррациональ
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ные  точки, то получим совокупность так называемых в е щ е 
с т в е н н ы х  или д е й с т в и т е л ь н ы х  точек (чисел) W.

Совокупность точек W  заполняет прямую уже без пропус
ков, или, как говорят, н е п р е р ы в н о .

§ 19. Теория Дедекинда чис|л иррациональных может быть
изложена так.

Каждое рациональное число а рассекает всю совокупность 
чисел R  на два класса

А и В,

причем все числа класса А меньше а, а все числа класса В 
больше а.
*■ Точки класса А  находятся слева от точки а, а точки В  — 
справа.

В классе А нет наибольшего числа, ибо, если мы допустим, 
что такое наибольшее число существует, пусть оно будет а{,

, а — а.\ е 
тогда оч <  а, но число a 2 =  a i - | ---------^------ — больше a t, но

меньше а. Значит а 2 принадлежит к классу А  и больше 
чем я ь так что a f не наибольшее число класса А. Подобным 
же образом покажем, что в классе В нет наименьшего числа.

Таким образом, рациональное число а есть граница между 
двумя классами А и В. Мы получаем такое сечение всех чисел 
/? на два класса, если присоединим границу а к классу А или 
к классу В, безразлично:

(Аа, В) — (А, Ва)\

граница а будет наибольшим числом категории Аа  и наимень
шим числом категории Ва.

Иррациональное число а, как находящееся в промежутке 
между двумя категориями, может быть определено сечением

(А, В)
\

всех рациональных чисел, не имеющим границы.
§ 20. Соображения начала § 17 привели Дедекинда к такому 

определению равенства двух иррациональных чисел а и р .
Эти числа должны определяться одним и тем же сечением

a =  (А, В), р =  (А, В)
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Такое определение упорядочивает иррациональное число а 
в смысле величины его, в смысле б о л ь ш е  и м е н ь ш е  
среди чисел рациональных.

Если возьмем две точки, безразлично рациональные или 
иррациональные, то очевидно, что точка, лежащая справа, 
должна соответствовать большему числу.

Иррациональное число а — {А, В) должно считаться большим 
всякого 'рационального числа категории А и меньшим всякого 
рационального числа категории В.

Если мы сравним два иррациональных числа

а — (А, В), р =  (Л(,5)),

то очевидно, что для неравенства
а < р

должно существовать по крайней мере одно рациональное 
число k, большее чем а и меньшее чем р. Т. е. число k 
должно принадлежать к классу В и в то же время к классу А\. 
Около каждой точки а должны существовать по разные ее 
стороны две точки а 0<  а, &о>а, такие, что разность

Ьо — Яо
может быть сделана сколь угодно малою.

§ 21. Чтобы ввести сечения как вычислительный элемент, 
надо определить четыре арифметических действия над ними. 

Определим правило сложения двух сечений

( Д Я )  +  (Л „Я ,) (1)

Под суммой этих сечений придется разуметь сеченцр

(А +  А и В +  В {), (2)

где под A - \ - A t надо разуметь все суммы элементов Л и Л, 
и точно так же под В В ( — суммы элементов В и В{. Если 
оба заданные сечения представляют числа рациональные а и аи 
то можно считать, что а есть наибольший элемент Л, а а (—наи
больший элемент Л ь тогда очевидно, что а -{■ at будет наиболь
ший элемент А -\-А \.  Сечение (2) будет равно, очевидно, 
рациональному числу a - \ -a t и будет действительно суммой 
сечений (1).

Мы тогда вводим как о п р е д е л е н и е ,  что (2) есть сумма 
сечений (1), также и когда они иррациональные.



Обращаясь к правилу вычитания, мы можем рассуждать так. 
Если мы изменим знаки -+- на — и обратно во всех элементах 
сечения

и оно равно взятому со знаком минус числу, определенному 
сечением (Л, В), т. е.

Отсюда получаем непосредственно правило вычитания:

(Аи в,) -  (А, В) =  (Аи В) +  ( -  В, -  А) =  (Л, - В ,  В , -  А)

где знаками А А 1 и ВВ\ указывается совокупность чисел, кото
рые получаются от перемножения всевозможных элементов А 
и В с элементами At и Ai.

Для указания правила деления обратим внимание на то об
стоятельство, что если (А, В) =  а, то

§ 22. Покажем теперь, что совокупность всех вещественных 
чисел есть совокупность непрерывная.

Это утверждение Дедекинд высказывает в виде теоремы, 
которую называет б о л ь ш о й  т е о р е м о й  Д е д е к и н д а .

Эта теорема такая:
В с е  с е ч е н и я  с о в о к у п н о с т и  в е щ е с т в е н н ы х  - чи

с е л  и м е ю т  г р а н и ц ы .
Т. е. для произвольного сечения (31, 93) чисел веществен

ных существует всегда число рациональное или иррациональное, 
которое является или наибольшим числом в категории 91 или 
наименьшим в категории 58.

{А, В),

то это можно обозначить так:

{ - А , - В )

Последнее сечение надо переписать так:

{ - В ,  — А)

( - В , - А ) = - ( А , В )

Так же просто определяется правило умножения 

(А ,В ) . (А 1г B t) =  (AAu BBt),
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Для доказательства, что сечение совокупности чисел рацио* 
нальных

(А, В), (1)

(которое получается из сечения (91, 93) таким образом, что А • 
представляет все рациональные числа из категории 91 и 93 — : 
все рациональные числа из категории 93),—будет границей сече- 
иня (91, 93). Будет ли число (1) рациональным или иррациональ- i 
ным, оно обязательно должно входить в одну из категорий , 
91 или 93, ибо эти категории обнимают все вещественные числа.

Пусть число
« =  (Л,5)

входит в категорию 91; тогда можно показать, что оно есть 
большее в этой категории. Допустим обратное, что существует 
в категории 91 число р, большее числа а. Между числами а и р  
будет существовать рациональное число / такое, что

а < / < ( 3

Рациональное число I должно входить в категорию А, что не
возможно, ибо по определению сечения все числа А меньше а.

ИРРАЦИОНАЛЬНЫЕ ЧИСЛА И ДЕСЯТИЧНЫЕ ДРОБИ*)

§ 23. Мы выяснили теорию Дедекинда с точки зрения ее 
происхождения из гениальных соображений Эвклида.

Теория Дедекинда на вычислительной практике слишком 
громоздка, а потому действия над числами иррациональными 
удобнее производить через определение иррациональных чисел 
непериодическими десятичными дробями. Такой способ изложе
ния некоторые авторы называют Вейерштрассовым. Я считаю, 
что этот способ стар, как стара арабская**) десятичная система 
исчисления, как старо употребление десятичных дробей.

*) Способ изложения теории иррациональных чисел, который мы здесь при
водим, был введен еще в начале 90-х годов прошлого столетия В. В. Марковым 
в 5-ой гимназии в быв. Петербурге.

**) Я должен обратить внимание читателей на то обстоятельство, что совре
менные арабские цифры отличаются по внешнему виду от наших, они суть

О . Г . Г ^ . о Л . Ш



По Способу десятичных дробей я изложил теорию иррацио- 
нальных чисел в моем курсе элементарной алгебры, напечатан
ном в 1915 году*) под заглавием „Начала алгебры",

ч Я изложу вкратце мои мысли, не придерживаясь строгости 
'изложения.
1 Мы придем самым простым и естественным путем к числам 
иррациональным, если будем рассматривать бесконечные деся
тичные дроби.

Из всего, что известно из арифметики, мы приходим к за
ключению, что положительные рациональные числа расклады
ваются или в к о н е ч н ы е  или в п е р и о д и ч е с к и е  десятич
ные дроби.

Можно себе'представить з а д а н н у ю  бесконечную н е п е 
р и о д и ч е с к у ю  дробь. Задать подобную дробь значит 
указать правила, по которым можно было бы узнать, какая 
цифра стоит на любом указанном месте.

Например, дробь

можно считать заданною. Единицы стоят на первом месте 
после запятой, на третьем, на шестом, на десятом, на пятнад
цатом и так далее, вообще говоря, на месте 1 +  2 -f-3 +  . . .  +  я 
Остальные цифры нули.

Дробь (1) непериодическая, следовательно, она не может 
быть разложением рационального числа; она представляет число 
новой природы.

§24. В с я к а я  б е с к о н е ч н а я  н е п е р и о д и ч е с к а я  д е 
с я т и ч н а я  д р о б ь  п р е д с т а в л я е т  п о л о ж и т е л ь н о е

Наши цифры могут быть названы арабскими, ибо все арифметические 
действия над ними совершаются по тем же правилам

■j =  0,75 , j  =  0, (714285) =  0,714285714285...

0,1010010001000010000010. . . О)

Определение иррационального числа

Например

^ • ? Г  — Д092

*) Существует украинский перевод етого курса.



и р р а ц и о н а л ь н о е  ч и с л о .  Та  ж е  д р о б 'ь ,  в з я т а я  с о /  
з н а к о м  м и н у с  в п е р е д и ,  п р е д с т а в л я е т  о т р и ц а т е л ь 
н о е  и р р а ц и о н а л ь н о е  ч и с л о .

Определение равенства иррациональных чисел

Д в а  и р р а ц и о н а л ь н ы х  ч и с л а  мы б у д е м  с ч и т а т ь  
р а в н ы м и  т о г д а  и т о л ь к о  т о г д а ,  к о г д а  о б а  и м е ю т  
о д и н а к о в о е  п р е д с т а в л е н и е  в в и д е  б е с к о н е ч н о й  
д р о б и  и о д и н а к о в ы е  з н а к и .

Например:

— 3,1415926.. . =  -3 ,1 4 1 5 9 2 6 . . .

Если мы захотим распространить это определение на пери
одические Десятичные дроби, т. е. на числа рациональные, то 
тут встретилось бы одно и с к л ю ч е н и е ,  а именно дроби 
с периодом 9 равны конечным дробям, например,

0,567 =  0,5669999...

Если мы согласимся не писать дробей с периодом 9, то можно 
будет установить определение равенства как чисел рацио
нальных, так и иррациональных при помощи тождественности 

‘ их представлений десятичными дробями.
Дальнейшие определения будут ^относиться одновременно 

и к числам рациональным и к числам иррациональным.

Определение неравенства

Д в а  ч и с л а  не  р а в н ы ,  е с л и  их  р а з л о ж е н и я  в д е с я 
т и ч н у ю  д р о б ь  не  о д и н а к о в ы .

Т о  и'З д в у х  н е р а в н ы х  ч и с е л  б о л ь ш е ,  у к о т о р о г о  
п е р в а я  с л е в а  н е о д и н а к о в а я  ц и ф р а  о д н о г о  и т о г о  
ж е  р а з р я д а  б о л ь ш е .

Например:
142,56789412 . . .  <  142,56789583...

Мы не встретим никакого затруднения в установлении Дей
ствий над числами иррациональными, если сохраним для чисел 
иррациональных те же самые правила, которые относятся 
к действиям над периодическими десятичными дробями.

—  --
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§ 25. Чтобы проще изложить действия над иррациональными 
числами, -вернемся к самым началам арифметики и скажем 
несколько слов о производстве действий сложения и вычитания 
над многозначными целыми числами.

В арифметике даются правила для сложения целых чисел, 
причем действие совершается справа налево: начиная склады
вать единицы, мы переходим к сложению десятков, сотен, тысяч 
и т. д., причем получающиеся единицы высшего разряда при
бавляются к сумме следующих слева цифр. Точно так же 
производится и вычитание.

Лица, которым приходится много вычислять, находят более 
практичным складывать ч и с л а  по дв а ,  причем сложение при 
некотором навыке можно производить с удобством с л е в а  
н а п р а в о .

То же самое относится также к вычитанию.
Вследствие привычки европейских народов писать слова 

слева направо является удобным сразу писать цифры суммы 
или разности в привычном направлении.

Небольшого упражнения достаточно, чтобы привыкнуть 
складывать и вычитать числа слева направо. Будем называть 
такое сложение и вычитание действием, п р о и з в е д е н н ы м  
в о б р а т н о м  н а п р а в л е н и и .

Определение сложения

Д л я  тог-о  ч т о б ы  с л о ж и т ь  д в а  ч и с л а  р а ц и о н а л ь 
н ы х  и л и  и р р а ц и о н а л ь н ы х ,  п р е д с т а в л е н н ы х  д е с я 
т и ч н ы м и  д р о б я м  ир н е о б х о д и м о  п р о и з в е с т и  н а д  их  
ц и ф р а м и  с л о ж е н и е  в о б р а т н о м  н а п р а в л е н и и :  
Например,

, 135,67089267541 
+  72.3660988W45

208,0369915...

Цифры шестого разряда после запятой в заданных числах 
суть 2 и 8. После сложения они дадут цифру 0 суммы, но насто
ящая шестая после запятой цифра суммы будет 1, ибо следу
ющий разряд имеет цифры 6 и 8.

Из данного определения сложения следует, как теорема, то 
обстоятельство, что вычитание иррациональных /шсел должно



Производиться как обычное вычитание целых чисел в обратном 
направлении.

Например:
_  135,67089267541...

72,26609883145.. .
63,30479384

Пусть положительное иррациональное число разложено 
в десятичную дробь

А  =  . . . ,

где а0 целая часть числа А, а буквы a it а2, а3, . . .  представляют 
цифры дробной части числа.

Число а0 есть или нуль, или натуральное число, которое может 
быть и многозначным. Цифры же а%, а 2, а 3, . . .  суть натураль- 
ные числа, меньшие 10, или нули.

Пусть Ак обозначает конечную десятичную дробь, которую 
мы получим из иррационального числа А, если бесконечную 
дробь оборвем на к -ой цифре после запятой:

Ak — Яо^ОаОв . • Mk
Так как

А — Ак =  0,00.. .0 a*-)-i
k  нулей

то эта разность положительная*
Далее

1
10* 

к— \ нулей

С увеличением значка k Ак приближается к числу А. Пусть 
рассматриваются две бесконечные дроби

A =  a0)aia2a 3a4. . .
В =  b0,b{b2babi. . .

Пусть приближения будут

Ак и В к
Их произведение

Ak Вк (1)
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может быть вычислено по правилам арифметики как произве- 
дение двух конечных десятичных дробей.

Если мы вычислим следующие произведения:

Ak+iBk+\, Ak+iBk+ь (2)
то мы увидим, что число общих цифр произведения (1) со всеми 
следующими произведениями (2) увеличивается с возрастанием 
значка k.

Например, рассмотрим два числа:

А =  2,3409050137...

В =  3,4500867042...

Получаем:

Л0В0 =  2,3 = 6

Л,Я, =  (2,3) (3,4) =  7,82
ЛгВ2 =  (2,34) (3,45) =  8,0730

АвВ3 =  (2,340) (3,450) =  8,073000
(2,3409) (3,4500) =8,07610500 

А ЪВЪ ^=8,076292720

ЛвВв '  =  8,076323567
А 7В7 =  8,076325206

Л,Я8 =  8,076325240

Определение умножения

П о д  п р о и з в е д е н и е м  АВ д в у х  ч и с е л  Л и В, о п р е 
д е л я е м ы х  д в у м я  б е с к о н е ч н ы м и  д е с я т и ч н ы м и  д р о 
б я м и ,  р а з у м е е т с я  ч и с л о ,  с о с т а в л е н н о е  из  б е с к о 
н е ч н о  п р о д о л ж е н н о г о  р я д а  с о х р а н я ю щ и х с я  п р и  
в о з р а с т а н и и  з н а ч к а  к ц и ф р  п р о и з в е д е н и я  Л*В*.

В нашем примере получаем:

Д £  =  8,0763252...

Что касается действия деления, то нам остается немного 
прибавить к тому, что сказано относительно умножения.

Действие деления бесконечных десятичных дробей не отли
чается по существу от деления целых чисел.
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Например:

5,20315426... 
0,6037

и т. д.

ПРИБЛИЖЕННАЯ МАТЕМАТИКА

§ 26. Все, что мы до сих пор говорили об обобщенном по
нятии о числе, относится, если так можно выразиться, к т е о 
р е т и ч е с к о й  м а т е м а т и к е .  Но та же самая математика 
имеет другой вид, когда мы ее применяем к конкретным прак
тическим задачам. Так как в этих случаях приходится изобра
жать числа десятичными дробями, а бесконечное число цифр 
писать нельзя, то приходится ограничиваться конечным числом 
цифр, обыкновенно не очень большим, и наша математика об
ращается в п р и б л и ж е н н у ю .

Отношение окружности к диаметру есть известное иррацио
нальное число, которое обозначают греческой буквой я (пи). 
Лудольф Ван-Цейлен вычислил это число с 35-ю десятичными 
знаками.

Это число есть:

3,14159265358979323846264338327950288,

которое называют „лудольфовым".
Последующие математики вычислили это число с большею 

степенью точности. Дазе нашел 200 цифр, Рихтер—500, а Шелке 
даже 700. Однако такое точное вычисление не имеет ни теоре- 

. тического, ни практического значения.
Вообразим шар, радиус которого равен расстоянию Сириуса 

от Земли (около 132 биллионов километров), наполненный 
микробами так тесно, что в каждом кубическом* миллиметре 
их помещается целый биллион (1010). Вообразим далее, что 
все эти микробы выравнены на прямой, и расстояние между 
каждыми двумя соседними равно расстоянию Сириуса от Земли. 
Примем теперь эту прямую за диаметр круга и вычислим длину

3.14159262...
3.12189255...

197000...
156094...

4090....
3642....
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окружности этого круга при помощи я со 100 десятичными 
знаками. Полученное число даст длину этой окружности с ошиб
кой против истины лишь в одну миллионную миллиметра..

Ясно, что столь большое число цифр брать не имеет смысла. 
При приложениях обычно редко приходится брать более 5 цифр, 
так как ошибка заключается уже в данных, полученных из на
блюдений и измерений.

Разность между истинным значением а некоторой величины 
и приближенным ее значением и, полученным или по измере
ниям илр по вычислениям, называется а б с о л ю т н о й  п о г р е ш 
н о с т ь ю  величины и.

Абсолютная погрешность недостаточно характеризует до
стоинство результата. Необходимо указать процентное отно
шение абсолютной погрешности к самой величине а. Т. е. 
необходимо указать отношение-

а — и 
а ’

которое называется о т н о с и т е л ь н о ю  п о г р е ш н о с т ь ю .
Относительная погрешность есть о т в л е ч е н н о е  ч и с л о .  

Чем меньше относительная погрешность, тем больше точность, 
с которой величина известна, поэтому относительная погреш
ность и принимается за меру точности результата.

Если относительная погрешность мала, то она оставляет без 
изменения несколько первых цифр величины а и отражается 
только на некоторой &-ой цифре. По мере увеличения k  отно
сительная погрешность уменьшается.

Можно высказать основной принцип всех приближенных вы
числений.

1. В с я к а я  н е в е р н а я  ц и ф р а  е с т ь —о ш и б к а .
2. В с я к а я  л и ш н я я  ц и ф р а  е с т ь —п о л о ш и б к и .
§ 27. Во время моей научной деятельности я встретился 

один раз с математиком, который сказал мне, что он признает 
только теоретическую математику и презирает приложения. 
Чаще мы встречаемся с математиками, которые держатся 
противоположного мнения. Это суть обычно механики, физики 
и техники. Обе эти крайности, конечно, неправильны.

Великий Эйлер был другого мнения. Он сделал массу откры
тий теоретического характера, которые двинули вперед дифе-
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ренциальное и интегральное исчисления и в то же время он 
был феноменальным числовым вычислителем.

Характерна деятельность гениального немецкого математика 
Карла Фридриха Гаусса (1777— 1855).

В возрасте 24 лет он выступил со знаменитым трактатом 
по теории чисел „Disquisitiones arithmeticae“. По богатству ма
териала, ряду прекрасных открытий, разнообразию и остроумию 
доказательств это сочинение до сих пор считается основным 
при изучении теории чисел. Между прочим, в нем содержится 
прекрасная теория двучленных уравнений, из которой вытекает, 
что можно вписать при помощи циркуля и линейки в круг пра
вильный семнадцатиугольник. Тут находится глубокая теория 
квадратичных форм, в которой, между прочим, Гаусс провидел 
действия над идеальными числами, которые были открыты пол
века спустя.

Несмотря на массу теоретических открытий в разнообраз
ных частях математики, Гаусс, как профессор астрономии, был 
неутомимый числовой вычислитель, который оставил потомству 
новый способ вычислять логарифмы сумм и разностей.

Дело в том, что логарифмы упрощают действия, заменяя 
умножение и деление сложением и вычитанием.

При вычислении сумм и разностей дело до Гаусса происхо
дило несколько громоздко. Приходилось вычислять логарифмы 
сначала всех слагаемых, далее по этим логарифмам вычисляли 
самые слагаемые, далее их складывают и, наконец, находят ло
гарифм суммы.

У Гаусса явилась мысль сразу по логарифмам слагаемых 
получить непосредственно логарифм суммы. Он предложил для 
этого составить особые таблицы, которые до настоящего вре
мени называются т а б л и ц а м и Г а у с с а с у м м  и р а з н о с т е  й’).

Таблица для сложения отличается от таблицы для вычита
ния. Положим, что числа А  и В  известны лишь по своим ло
гарифмам, и требуется найти логарифм их суммы: lg (^ - | -5 ) .

Пусть будет  ̂ 1
А > В

Тогда имеем:

lg (Л +  В) =  lg А (1 +  А )  =  ig А +  lg (1 +  ^

J. Z e c h ,  Tafeln der Additions- uud Subtractions-Logarlthmen, Berlin 1863.



Так так логарифмы чисел Л и В заданы, то нам известно 
число:

lg« =  lg Л — lg #

Гауссова таблица так составлена, что по числу lga можно 
получить прямо:
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l g  (  1 +  - j - ) =  >g Р;А
тогда окончательно:

IgA  -f-lg|3 =  lg(A + В )

Покажем, как составлена Гауссова таблица для вычитания. 
Мы имеем:

lg (Л В) =  lg Л ( l  -  §  )  =  lg Л- I g  д

Пусть будет
А
в ~ а'

тогда
lga =  Ig Л — lgB 

Для аргументов lga вычислена таблица величины

i g — l- j - i g

Таблица имеет вид:

1e a i

TI a S
Из равенства =  p следует, что « ~  ^  ̂> поэтому,

если за аргумент lg -g -принять lgS, то соответствующая вели-
£J

чина lg ^ “ найдется в столбце lga. Кроме того, a =  р =  2,

' - X
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а потому:
Iga ■ Igp
0 со

0,3010300 0,3010300

§ 28. В технике дело обычно не идет дальше четырех зна-. 
ков, а то часто достаточно бывает трех и даже двух знаков. 
Поэтому в технике имеют распространенное применение так 
называемые л о г а р и ф м и ч е с к и е  л и н е й к и ,  дающие два 
знака и при умении ими пользоваться — даже три знака.

Для четырехзначных таблиц можно порекомендовать:
Г л а з е н а п ,  „Карманная таблица логарифмов" (существуют два издания— 

русское и украинское).
.  Из пятизначных таблиц очень практичны: Е. П р ж е в а л ь с к и й ,  .Пяти

значные таблицы логарифмов". В этой книжке, несмотря на ее малый объем, 
приведено много таблиц, полезных на практике.

Существуют шестизначные и семизначные логарифмы, Семизначные лога
рифмы' были введены в гимназиях и реальных училищах при старом режиме.

Объем таблиц быстро возрастает по мере перехода к большему числу 
знаков.

■ Существуют еще восьмизначные логарифмы, изданные во Франции по 
распоряженю военного министра:

„Service gdographique de Гагтёе. Tables de logarithmes a hult decimales des 
nombres entlers de 1 a 120.000 et des sinus et tangentes de dix secondes e n ' dix 
se'condes d’arc dans le systeme de la division cenWsimale du quadrant publiees 
par ordre du ministre de la guerre MDCCCXCI".

Эта книга'имеет большой объем, она издана in folio, около 600 страниц. 
Этот объем помешает ее-распространению. Квадрант делится на 100 частей, так 
что 90rf =  100е.

О ПРЕДЕЛЕ ПЕРЕМЕННОЙ

■ § 29. Пусть будет задана совокупность вещественных чисел:

S  (а, Ь, с, ;..),

причем безразлично, будет ли в этой совокупности конечное 
или_.бесконечное число чисел. Числа а, Ь, с , . . .  могут быть 
произвольные.

Если одно из чисел совокупности S, н е  у к а з ы в а я  к о т о 
р о е  и м е н н о ,  ми обозначим одной буквой х, то эта буква 
выражает п е р е м е н н у ю  в е л и ч и н у .  Каждое из чисел а, Ь, с, . !. 
совокупности называется ч а с т н ы м  з н а ч е н и е м .
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Если написано равенство х  — а, то говорят, что переменная х  
п р и н я л а  частное значение а.

Обычно устанавливается процесс изменения переменной ве
личины, т. е. мы приводим ее численные значения в такой 
порядок, что знаем, которые значения беременная принимает 
р а н е е ,  которые п о з д н е е .  .

Если все частные значения переменной одинаковы, то пере
менная называется п о с т о я н н о ю .  Постоянной величиной 
можно назвать каждое отдельное заданное число.

§ 30. Назовем через х '  какое-нибудь из значений, прини
маемое переменной х  в некоторый момент процесса изменения, 
любое же позднейшее значение х  мы обозначим через х".

Определение. Ес ли  в с я к о м у  п о л о ж и т е л ь н о м у  чи'слу е 
( к а к  бы м а л о  о н о  ни б ы л о )  м о ж н о  с о п о с т а в и т ь  
т а к о е  з н а ч е н и е  х' п е р е м е н н о й  х, ч т о  б у д е т  и м е т ь  
м е с т о  н е р а в е н с т в о * )

I •*" — я | <  s (1)
п р и  в с е х  п о з д н е й ш и х  з н а ч е н и я х  х?', т о  п о с т о я н н о е  
ч и с л о  а н а з ы в а е т с я  п р е д е л о м  п е р е м е н н о й  х.

Если предел переменной х  есть нуль, то переменная х  на
зывается б ес к о н е ч н о"”ма л о ю.

Тогда, подставляя а  =  0 в неравенство (1), получим нера
венство

\ х \ < г  (2)
при всяком малом s после известного момента в изменении х.

Предел переменной л: можно определить, как такое посто
янное число а, что разность х — а есть б е с к о н е ч н о ,  м а л а я '  
величина.

Примерами бесконечно малых величин могут быть

1— или ах, п
если п есть бесконечно возрастающее целое число, а <  1, а х  
бесконечно возрастающее по абсолютной величине положи
тельное число.

Переменная, которая в процессе своего изменения может 
сделаться и остаться б о л ы й  е любого положительного числа, 
называется б е с к о н е ч н о  б о л ь ш о ю .— ■■_____ _ *

*) Знак | 6 1 есть знак абсолютного значения числа Ь.
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Например, если мы обозначим через р какое-нибудь п р о 
с т о е  натуральное число из ряда:

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23........

то р  будет величина бесконечно большая при возрастании р, 
ибо существуют в ряду сколь угодно большие числа, так как 
число простых чисел бесконечно большое (Эвклид).

То обстоятельство, что переменная х  стремится к пределу а, 
обозначается одним из знаков

Иш х  — а, пр. х  — а

(Jim — от латинского слова limes — предел).
Бесконечно малая величина может быть обозначена формулой

lim * =  0

Бесконечно большая величина может быть обозначена од
ним из знаков:

lim х  =  00 или l i mx =  — оо

Второй знак показывает, что бесконечно большая величина х  
о т р и ц а т е л ь н а  и беспредельно возрастает по абсолютной 
величине.

Если переменная х  стремится к пределу а, то для всякого 
положительного е мы будем писать:

—  [ * " _ а | < у

при достаточно далеких х' i х". г
Тогда

| (*  — а) — (х* — a ) j < 8,
или

Замечательно, что существует теорема обратная.

ТЕОРЕМА КОШИ

§ 31. Е с л и  п е р е м е н н а я  х  т а к о в а ,  ч т о  в с я к о м у  п о 
л о ж и т е л ь н о м у  м а л о м у  з н а ч е н и ю  е м о ж н о  у к а з а т ь  
т а к о е  з н а ч е н и е  х'  п е р е м е н н о й ,  ч т о  п р и  в с е х  д а л ь 
н е й ш и х  х"  и м е е т  м е с т о  н е р а в е н с т в у

| х ' — х" \  О ,  (1)
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т о  п е р е м е н н а я  и м е е т  п р е д е л ,  т. е. с у щ е с т в у е т  т а 
к о е  ч и с л о  а, ч т о :

Доказательство. Малое положительное число г будем пред
ставлять в виде десятичной дроби и пусть будет

так что его значащие цифры еь е2, . . .  начинаются после п  ну
лей за запятой.

Тогда у значения х" на основании неравенства (1) будет та
кая же целая часть, как у х', и кроме того некоторое число т 
одинаковых цифр после запятой. Эти цифры сохраняются при 
всех значениях х" при дальнейшем процессе х.

Число сохраняющихся цифр увеличивается с увеличением п. 
Продолжим до бесконечности сохраняющиеся цифры, тогда 
получим бесконечную десятичную дробь, которая даст неко
торое число а. Очевидно, что а будет пределом переменной. 
В самом деле, в числе \х '  — а\ будет целая часть нуль и не
которое число нулей после запятой. Так как число этих нулей 
будет возрастать, то число х  — а будет бесконечно малое, 
и следовательно, lim х  =  а.

Из этой теоремы, как следствия, вытекают следующие теоремы.
Теорема I. Предел алгебраической суммы конечного числа 

переменных равен алгебраической сумме пределов слагаемых:

Теорема II. Предел произведения конечного числа перемен
ных равен произведению пределов множителей:

Теорема III. Предел частного равен частному пределов:

lim х  — а

е =  0,00 . . .  Osi £2,
п нулей

11т  (х -\-у  — г) =  lim х  -|~ lim у  — lim z

lim (xyz ) =  lim x  • lim у • lim z

lim x  
lim у

При этом предполагается, что lim у  отличен от нуля.
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ПОЛЕ W  ЧИСЕЛ ВЕЩЕСТВЕННЫХ

§ 32. Иррациональное число есть предел рациональной пере
менной.

Рассматривая разность

А — Ак =* 0 ,0 0 . . .  0 йк-\-2. . . ,
k нулей

видим, что эта разность будет меньше

j J S - 0,00^ 1;
1 нулей

мы замечаем, что эта разность есть бесконечно малая величина, 
следовательно,

А = \ \ т А к, (1)

т. е. и р р а ц и о н а л ь н о е  ч и с л о  е с т ь  п р е д е л  с в о е г о  
п р и б л и ж е н и я  по  н е д о с т а т к у  п р и  у в е л и ч е н и и  ч и 
с л а  k.

Равенство (1) отяосится ко всякой бесконечной дроби А 
даже в том случае, когда она выражает рациональное число.

Необходимо подчеркнуть, что теорема Коши справедлива 
только в том случае, когда мы будем рассматривать полную 
систему всех чисел вещественных—как рациональных, так и ир
рациональных.

Она перестает быть справедливой, если мы ограничимся 
полем R  чисел рациональных, потому что предел а, определя
емый бесконечною дробью, может оказаться иррациональным 
числом, которого нет в поле R, и тогда придется сказать, что 
в поле R  предела не существует.

Существование теоремы Коши в совокупности W  всех ве
щественных чисел, как рациональных, так и иррациональных, есть 
важное свойство совокупности IV, которое выражает свойство 
н е п р е р ы в н о с т и ,  о которой мы уже упоминали в § 22.

Поле R, как мы уже видели, всюду плотное, но не непре
рывное.

§ 33. Свойство, выражаемое формулой (1) § 31, позволяет 
очень просто убедиться, что совокупность чисел W  есть поле. 
Для этой цели надо показать, что действия над 'числами ир
рациональными удовлетворяют тем же формальным законам
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что и над числами рациональными. В § 4 мы перечислили все 
формальные законы действий в поле. Рассмотрим сначала дей
ствия над положительными числами.

Пусть для двух чисел А и В их приближения будут A* i Вк. 
Так как числа A* i B k рациональные, то справедливы формулы

Ак-\-Вк=* Bk +  Ait

A k B k — BhAk

Переходя к пределу, получим

Л +  5  =  5  +  А
АВ — ВА

Подобным же образом покажем справедливость сочетатель
ного и распределительного законов, ибо из формул:

(Л* +  Вк) +  С* =  Л* Н- (В* +  С*)

(А/с Вк) С/е =  Ак {Вк Ск)

(А*-}-Вк) Ck — АкСк-\-Вк Ск,
справедливость которых уже доказана для чисел рациональных, 
получаются, при k — oo, формулы:

(А +  Я) +  С = А + ( Б  +  С)
(A£)C =  A(fiC)

(А +  5 ) С = А С + 5 С ,

справедливые для всяких чисел, определяемых бесконечными 
дробями, представляющими безразлично как числа иррациональ
ные, так и числа рациональные.

Расширение этих законов для отрицательных иррациональных 
чисел не представляет затруднения.

^Например, формула

Л  - j-  (— В) =  (— В) - j-  А

следует из
Ак - j-  ( —  Вк) =  (—  Вк) "Ь  Ак

• Профессор Коркин определял предмет элементарной алгебры, как совокуп
ность двух дисциплин: общей арифметики, как науки обобщения понятия 
о числе, и формальной алгебры, которая занимается преобразованием выкладок 
над буквами. Он это делал, очевидно, под влиянием своего учителя, парижского 
академика Бертрана, который нанисал два курса: арифметики и алгебры, при-

3 . Акад, Д. О. Гржве. 55».



_  42 —

чем все числовые соображения помещены им в арифметику, а алгебра посвящена 
формальным преобразованиям над буквами. При этом он в алгебре ничего не 
говорит о числах иррациональных.

Н. И. Билибин в 80-х годах прошлого столетия издал перевод алгебры 
Бертрана, но прибавил от себя большие по объему главы о числах иррацио
нальных. Этими прибавлениями он испортил книгу, потому что его соображе
ния о числах иррациональных были полны логических ошибок. Пирожков 
переиздал перевод алгебры Бертрана без дополнений Билибина.

Можно сказать, что поле R  рациональных чисел принадле
жит вполне к арифметике. Алгебра кроме поля R  берет также 
более широкое поле W  всех вещественных чисел. Алгебра 
берет, наконец, самое широкое поле /  всех чисел как веще
ственных, так и мнимых. Об этом поле /  мы будем говорить 
далее.

ПОЛЕ КОМПЛЕКСНЫХ ЧИСЕЛ

§ 34. Последнее обобщение понятия о числе, которое вво
дится в обиход обыкновенной математики, составляют числа1 
м н и м ы е  и к о м п л е к с н ы е .

Мнимые числа возникли под влиянием задачи извлечения 
корня квадратного из отрицательного числа

1 / = а  ;

так как квадраты вещественных чисел в с е г д а  п о л о ж и 
т е л ь н ы е ,  то задача в области вещественных чисел невозможна. 
Нужны какие-то новые числа:

( /— о =  (/а | / —1 =  J/ а  i,
где ___

г =  | / —1, г'2 — — 1

есть м н и м ы й  з н а к .
Числа вида

а +  Ы,

где а и b вещественные числа, носят название чисел к о м 
п л е к с н ы х .

Посмотрим, нельзя ли над числами комплексными произво
дить все алгебраические действия, считая i как обыкновеннее 
число и имея в виду только основное равенство, определяющее 
мнимый знак:

i2 — — 1



Это даст нам формулы для нахождения целых степеней знака: 

i» =  p - i  =  — it i* =  i3. i  =  — /./==_(_ i,
i т. д.

Покажем теперь, как выразится равенство двух комплексных 
чисел:

а bi с -j- di
Предполагая, что с мнимым знаком можно производить все 

действия алгебры, получим

с — а 
l ~  b - d  '

выходило бы, что мнимый знак был бы вещественным числом, 
а потому должно быть

с — а =  0, b — d =  0,
т. е.

с =  а, b =  d,

т. е. у двух равных комплексных чисел должны равняться как 
вещественные части, так и коэфициенты при мнимом знаке. 

Правило сложения и вычитания, очевидно, даются формулами

(a -f- bi) (с -f- di) =  (а -)- с) +  (b -j- d) i ( 1)

(а +  bi) — (c-\-di) =  (а — +  — d) i (2) -
Правило умножения получим, если перемножим два комплекс

ных числа как двучлены, предполагая i числом, которое допу
скает все действия алгебры, т. е.

(а +  bi) (с -f- di) — ас -|- bci -f- adi -f- bdi2;
здесь надо заменить iг — — 1.

Получаем правило перемножения комплексных чисел:

(а -\-Ы ) (с di) = ас — bd -f- (be -|- bd) i (3)

Комплексные числа
а -f- bi, а — bi,

отличающиеся знаком при i, называются мнимыми сопряжен
ными; их произведение равно п о л о ж и т е л ь н о м у  числу:

(а bi) (а — bi) =  а2 — Ь2 • i2 =  а2 -|- Ь2
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Для получения правила деления пишем:

a -j- bi bi) (с — d i )_ас +  bd , be — ad .
c - \-d i с2 -J- d* ~  c* d2 c2 -{- d l 1 ■

Существует в совокупности комплексных чисел только одно 
число, на которое делить нельзя; для этого числа должно быть:

+  =  О

Так как e n d  вещественные числа, то должно быть:

с — 0, d =  О

Это единственное число, на которое делить нельзя, есть 
обыкновенный нуль:

0 +  0г =  0

§ 35. Приведенный способ рассуждения считается нестро» 
гим и полагается рассуждать так: знак

а -\-.bi

представляет число новой природы, в котором (-J-) пока не 
есть знак сложения, bi не есть произведение, i считается чи
слом новой природы, о котором мы пока ничего не знаем, а 
и b суть вещественные числа.

Далее мы устанавливаем. правило сложения, как определе
ние сложения новых чисел при помощи равенств ( 1), а за опре
деление умножения возьмем равенства (3). Тогда, как и можно 
было ожидать, получим, что (-}-) можно считать знаком сложе
ния, ib произведением, а !* =  — 1.

Указанное временное скрытие значения знаков напоминает 
несколько игру в прятки. Но эта игра в ее полном объеме за
ключается в книге E d p i u n d  L a n d a u ,  „Grundlagen der Ana- 
lysis“ (1930).

Изложение комплексных чисел начинается на странице 92 
этой книги и продолжается до конца книги, т. е. до страницы 133. 
При этом автор означает комплексное число знаком

[Н„ Еа]

Надо, конечно, по.нимать этот знак, как Ei +  S2i, но этого он не 
говорит. При этом автор приводит мелкие теоремы, вроде того,

— 44 —
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что х  — х, от теоремы №  206 д<? теоремы № 301. И лцшь на 
последней теореме раскрывает карты и пишет:

„Satz 301. Fur reelle и,, и2 ist

Ui 4 - и2г =  [«), н2]
Zu jeder komplexen Zahl x  gibt es also genau ein Paar reel- 

ler Zahlen щ, u2 mit
х  — щ -\ -и 21'

Все его изложение ведется в трудно читаемых формах, при* 
чем он вводит свои новые знаки:

-т|— один из знаков +  »—

S  вместо S  или ^

ОСНОВНОЙ ПРИНЦИП АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ

§ 36. Мы видим, что вещественные числа однозначно сопо
ставляются точкам прямой без всяких пропусков. На этом 
свойстве основан принцип так называемой а н а л и т и ч е с к о й  
г е о м е т р и и  определять положение точки на прямой при по
мощи некоторого вещественного числа, называемого к о  о р д  и- 

. н а т о ю. , , . • •
Координата представляет взятое с тем или другим знаком рас

стояние точки от определенной точки, называемой н а ч а л о м  
к о о р д и н а т .  Знак (+ )  соответствует точкам, лежащим по 
одну сторону начала, а знак (—) — точкам по другую сторону.

ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ КОМПЛЕКСНЫХ ЧИСЕЛ

§ 37. Возьмем на плоскости прямоугольную систему коорди
нат. Всякое комплексное число

х - \ - i y
можно геометрически представлять точкою М, имеющею коор
динаты х  и у .

Вещественным числам х  будут соответствовать точки Р, ле
жащие на оси абсцисс, а чисто мнимым числам iy будут соот
ветствовать точки оси ординат.

Абсолютная величина |х| каждой вещественной координаты х  
точки Р  на оси ОХ  представляет расстояние ОР  этой точки Р  
от начала координат.
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Хотя понятие о больше и меньше для чисел комплексных 
н е  у п о‘т р е б л я е  т ся , но понятие абсолютной величины с ве
щественных чисел переносится также и на мнимыё. Под а б с о 
л ю т н о й '  в е л и ч и н о й  м н и м о г о  ч и с л а  р а з у м е е т с я  по-

Y

л о ж и т е л ь н о е  ч и с л о ,  в ы р а ж а ю щ е е  д л и н у  ОМ  р а с 
с т о я н и я  т о ч к и  М  д о  н а ч а л а  к о о р д и н а т ,  т. е.

Для обозначения абсолютной величины употребляется тот же 
знак, что и для чисел вещественных

1*+*у|
Мы получаем:

\x +  iy\ =  +  V x * + y *

Абсолютную величину комплексного числа называют часто 
м о д у л е м  этого числа.

Угол 6 =  МОР, который образует модуль ОМ  с осью х-ов, 
называют а р г у м е н т о м  комплексного числа. Мы имеем

6 — arc tg — 
х

§ 38. Покажем теперь, что совокупность /  образует поле. 
Это следует непосредственно из нашего способа введения чи
сел комплексных в § 34, где мы полагали, что все наши 
числа и мнимый знак позволяют производить над собою все 
алгебраические действия по законам поля. Но, конечно, риго
ристы (вроде Ландау) доказывают отдельно справедливость для 
чисел комплексных всех равенств § 4.
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Так, например, для доказательства справедливости переста
новочности сложения можно написать:

1 ' {a-\-b i)-\-{c-\-d i)— (a-{-b)-\-{b-\-d)i
(с -f- di) -(- (а -(- bi) =  {с а) {d -\- b) i\

но для вещественных чисел а - ( -с = = с - |-а ,  b-\-d  — d-\~b\ следо
вательно,

(a -f- bi) -f- {с +  di) =  (с -f- di) -f- (a +  bi)

Подобным же образом мы проверим справедливость всех ра
венств законов поля для чисел комплексных.

Три поля R, W, I  суть основные поля всей математики. 
Лоле W  заключается в поле /  и есть, как говорят, его дели
тель. В § 5 мы видели, что R  есть простейшее поле, входящее 
делителем в какое угодно другое поле.

В дальнейшем мы будем рассматривать, так называемые, 
алгебраические поля, которые все будут делителями поля /.

' АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ ЗАМКНУТОСТЬ ПОЛЯ I

§ 39. Если мы возьмем уравнение:

а0х а +  a tхп~' +  агх п~ г ------- [- ап- 1 х-\- ап — 0 (1)

какой угодно (целой) степени, в котором все коэфициенты
а 0, а\, ............ап-\,а-п суть произвольные элементы поля I, то
все корни его принадлежат к полю I и, значит, для решения 
уравнения (1) никаких новых чисел, не входящих в I, вводить 
не нужно.

Это свойство можно назвать а л г е б р а и ч е с к о ю  замкну
тостью поля /. Оно было доказано Карлом Фридрихом Гауссом 
в его докторской диссертации (1799)*).

Гаусс показал, что всякое уравнение вида (1) имеет по край
ней мере один корень. Эту теорему доказывали также пред
шественники Гаусса, но Гаусс указал недостатки в доказатель
ствах своих предшественников д’Аламбера, Эйлера, Фонсене 
и Лагранжа. В 1815, 1816, 1849 г. Гаусс опубликовал три новых 
доказательства**). В дальнейшем я приведу новое доказательство.

*) Ges. Werke, 3, 1.
**) G a u s s ,  Ges. Werke, S. 31, 57, 71.
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Алгебра в ее широких и глубоких обобщениях и приложе
ниях, особенно к теории чисел, вводит новые числа, о которых 
будет Сказано в дальнейшем. Но приближенная математика 
в ее приложениях к диференциальным и интегральным урав
нениям, в механике, физике и технике до сих пор не вводит 
новых чисел, а потому поле чисел /  является исчерпывающим 
материалом числовых вычислений, так сказать, о б ы ч н о й  м а 
т е м а т и к и .

КВАТЕРНИОНЫ

§ 40. Рассмотрим так называемые высшие комплексные 
числа:

й-ге% -J-------\-cinen) (1)<
где at, аг, , ап —  вещественные числа.

Подобные выражения называются к о м п л е к с н ы м и  ч и 
с л а м и  с п е д и н и ц а м и  el te2, . . . , e n- Разобранные нами ком
плексные числа а1 -\-а21 — простейший частный случай' чисел (1), 
а именно а1е1~^-а2е2< где в\ — \, e2 — v, поэтому мы их будем 
называть п р о с т е й ш и м и .

Д в а  к о м п л е к с н ы х  ч и с л а  с п  е д и н и ц а м и  е1ге2, . . .  , е п 
б у д у т  с ч и т а т ь с я т о г д а  р а в н ы м и ,  к о г д а  о д и н а к о в ы  
к о э ф и ц и е н т ы  с о о т в е т с т в е н н ы х  е д и н и ц .

Ч и с л о  (1) т о г д а  и т о л ь к о  т о г д а  р а в н о  н улю ,,  
к о г д а  в с е  к о э ф и ц и е н т ы  аг р а в н ы  н у л ю.

Для сложения двух комплексных чисел надо сложить ко
эфициенты при соответственных единицах, т. е.

(cii +  #2 £2 -(-••• Ч- ап еп) +  (Ь{ в\ -f- Ъ% е% -|-------(- Ьп еа) =

=  (#i ) е\ Н~ (а 2 ~Ь bt) е% -J------- (- (ап -|- &п) е„
Сложение ассоциативно и перестайовочно и допускает одно

значное обращение, т.-е. вычитание.
Для определения умножения ладо дать для произведения- 

двух единиц ei е* его выражение в виде числа (1). В простей- ' 
ших комплексных числах существует одна только формула:

i2 —  — 1
Здесь же мы устанавливаем формулы:

£»£*= -f- Н------- \- ч̂к 6п,
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где xS*5 суть вещественные числа. ^Тогда определяют произ
ведение двух чисел:

п п

У  a-iSi И ^  Ь ц вк
“ l <Ь=1

следующим образом:
п п п

S  a ie ‘ • X  b ^ k  =  S  щ Ь к в 1 е к
1=1 f t= l  /, А=1

Это умножение в соединении со сложением обладает рас
пределительным законом. Для того чтобы существовал соче
тательный закон, необходимо и достаточно, чтобы удовле

творяли уравнениям

V i W i W - V i W i WЫк •'km Ыъ
t!— l t>«=l

(г, k, m, r =  1, 2 , . . . , r i )
Для того чтобы умножение было к о м м у т а т и в н о  (пере

становочно), необходимо и достаточно, чтобы было

т. е.

Если мы выберем из нашей системы (1) комплексных чисел 
п  чисел

ik =  оц* -j-a2k -j- *— [-алА^я ^

( k = \ ,  2, . . . ,  л)
таким образом, чтобы определитель*), составленный из чисел aift 
был отличен о т ' нуля, тогда п уравнений (2) можно решить 

относительно еи е%,. . . ,  еп и выразить эти числа через 4 , так 
что наше число (1) примет вид:

b\i\ -j- bii% -j- . . .  -j- baia (3)
Говорят, что система комплексных чисел (3) с п единицами 
h , . . . , i n происходит из нашей начальной системы (1) ч е р е з  

л и н е й н о е  п р е о б р а з о в а н и е  (2). И обратно, система (1) 
происходит из системы (3) через обратное преобразование.

') См. главу Определители, стр. 97.
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Существует весьма важная теорема Вейерштрасса (1863):
Теорема. И з  в с е х  к о м п л е к с н ы х  с и с т е м  с д в у м я  

и б о л е е  е д и н и ц а м и  п р о с т е й ш и е  ч и с л а  и п р о и с х о д я 
щ и е  из  них при п о м о щ и  л и н е й н о г о  п р е о б р а з о в а н и я  
с у т ь  е д и н с т в е н н ы е ,  к о т о р ы е  п р е д с т а в л я ю т  к о м 
м у т а т и в н о е  п о л е ,  п р и ч е м  п р о и з в е д е н и е  ч и с е л  

t т о г д а  и т о л ь к о  т о г д а  о б р а щ а е т с я  в н у л ь ,  к о г д а  
о д и н  из  м н о ж и т е л е й  р а в е н  н у л ю .

§ 41. Из других систем комплексных чисел ближе всего 
к системе /  простейших чисел находится замечательная система, 
введенная в рассмотрение Гамильтоном (Dublin 1853) и названная 
им системой к в а т е р н и о н о в .  Формальные законы действий 
над кватернионами те же, что и у поля, только одно исклю
чение— умножение не к о м м у т а т и в н о .

Кватернионы суть числа с четырьмя единицами:

1, i, /, k
и имеют вид

а “4“ Ы —|— cj —|— dk

Равенства, выражающие законы умножения мнимых единиц, 
такие:

*’ =  - 1, У2 ~  — 1 > £2 =  - l
t

i j — k , j i  — —  k, j k  =  i, kj =  — i, ki  = y ,  i k =  — j  ( 1)

Таким образом, при умножении кватернионов надо точно 
принимать во внимание, в каком порядке кватернионы умножа
ются, ибо при перестановке множителей произведение меняется:

А В ф В А

Мы имеем важную теорему Фробениуса *):
Теорема. И з  в с е х  с и с т е м  к о м п л е к с н ы х  с д в у м я  

и л и  б о л е е  е д и н и ц а м и ,  к р о м е  к в а т е р н и о н о в  и п р о 
и с х о д я щ и х  из  н и х  п р и  п о м о щ и  л и н е й н о г о  п р е о б 
р а з о в а н и я ,  не  с у щ е с т в у е т  д р у г и х  с и с т е м ,  к о т о 
р ы е  бы о б р а з о в а л и  п о л е  б е з  к о м м у т а т и в н о г о  
з а к о н а .

*) Crelle Journ., 84, 59, 1878.



§ 42. Рассмотрим некоторые выкладки с кватернионами.
Назовем кватернион а — bi — cj — dk, получаемый от изме

нения знаков у всех мнимых единиц, сопряженным с заданным:
v a - \-b i - \ -c j- \ -d k

Покажем, что произведеие двух взаимно сопряженных ква- 
терионов—положительное число:

• (ct -j- bi —j— cj -J— dk) (a — bi — cj dk) =
=  a1—(bi -|- cj -j- dk) (bi -j- cj +  dk) —

=  a2 — [b2i 2 -j- bcij-f- bdik -j- cbji -f- clj 2 -f- cdjk -j- dbki -j- dckj -f- d̂ k'*]

Но все произведения уничтожаются на основании формул 
(1) § 41 и, значит,

(а +  bi +  cj-\- dk) (а — bi — cj — dk) — a 1 +  b2 +  c2 -f- d2

Корень квадратный из последней формулы, взятый со зна
ком (-J-), носит название м о д у л я  кватерниона:

- mod (а +  bi +  c j d k ) =  -j- +  b2 -f- сг
Если

А  —j— Bi —(— Cj — D k  =  (я -J— bi -j— cj -}- dk) (я, —J- b\i C\j -j- d\k),

то, меняя знаки мнимых единиц, получим:

А — Bi — Cj — D k =  (а{ —bd  —ctj  —d\k) (я — bi —cj —dk),

ибо непосредственная проверка показывает, что сопряженная 
величина произведения двух кватернионов равна произведению 
сопряженных величин множителей, но только эти множители 
надо п е р е с т а в и т ь .

Мы получаем:

A2 +  B*-\-C2 +  D 2 =  (A +  B i-\-C j +  D k ) (A  — Bi — Cj —  Dk) =  
=  (я -}- bi -j- cj -J- dk) -j- b\i -j- C\j -J- dih) (cj — b\i 

— cij — dik) (a — bi — cj — dk) =

— (a? -f- b\ cl d2i) (a -\-b i- \-  cj +  dk) (a — bi — cj — dk) =

— (rti -f- b\ -j- с? -f- di) (a2 -j- b2 -j- c2 -)- d2), 

и окончательно:
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V a 2+  fi* + C* +  D 2 =  V a 2 +  b2 +  c2 +  d2 V a \  +  b]-\-c\ +  d{ >
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т. е. м о д у л ь  п р о и з в е д е н и я  р а в е н  п р о и з в е д е н и ю  
м о д у л е й  м н о ж и т е л е й . -
§ 43. Существуют квадратные, так называемые, о р т о г о- ' 

н а л ь н ы е  матрицы*):
о Ц \ J I )  <*2 > „ (1) • • • у О-а

«<2) « 1  ,
_(2) 
а 2 , > )  . . . »  wn

г,(п) a i У
„(л) 
«2 >

„(п)
. . . »  у

обладающие свойствами, выраженными равенствами:

a?* +  a P + . . .  +  a S * - l ,  a'Pa\k' +  'a$''P +  . . .+ cg > cS > ~ 0
•  ... ( 1 ) .

' a ^ ’ +  a ^ ’ +  ••• +  “«^  1 . (г, k =  1, 2, . . п)

■ Одновременно с. этими равенствами существуют такие же 
равенства, относящиеся к вертикалям:

<*{k + a (ft2> +  .. . +  о4л> =  1 - (£*= 1 , 2 . 

ttk] +  a-k} а(г2) 4 - . . .  4" a<A) а;"5 — 0 (k, I — 1, 2, . . . ,  п)
Эйлер указал примечательные рациональные выражения д л я ' 
элементов <44) для случаев л =  3 и п — 4.

Для случая л =  3, его матрица такая:

0* +  А* —  5 2 — С, 2 (AB —  CD), 2(AC +  BD)
2{AB~\-CD), - Dz — А г -\~Вг — С2, .2  (ВС— AD)
2 (A C ~ B D ) ,  ■ 2 (ВС 4* AD), D 2 — А г — В 1-\-Сг

Для этой матрицы суммы квадратов по горизонталям и верти- * 
калям равны: ■ . '

, • (Л г4 -Л 2+ В г4 -С 2)а

Легко сделать, чтобы эти суммы были равны единице, стоит 
. только разделить все числа,на D'i.-\-A'>-{-B2-{-Cl.

Клейн в своем известном четырехтомном сочинении под назва
нием „О т е о р и и  в о л ч к а ” приводит матрицу Эйлера и назы
вает величины А, В, С, D  к в а т е р н и о н н ы м и .

*) Матрицей называется всякая картина из чисел, расположенных в квадрат 
или прямоугольник.
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Для случая re — 4 Эйлер дал такую матрицу:

М Bt Q Dt
А% Вг Сг d2
А$ в3 Сг D3
А4 Bt Ci Do

где

A t =  ар -f- bq -f- сг 4* ds,
В, —  — aq-\-bp  -{-Vs — dr, 
Ct =  ar-{- bs — cp — dq,
Dt — — as +  br — cq +  dp, 

At — — as — br-\-cq-\-dp,  

B & — ar — bs +  cp — dq,

C3 == <xq -I- bp 4~ cs —(— dr,
Ds — — ap 4 - bq cr — ds,

А^ — аг — bs — cp 4- dq,
B% =  as 4" br —|— cq 4 - dp,
C2 =  — a p b q  — cr ~\- ds, 
D 2 — — aq — bp -f- cs ~j- dr, 

A t — aq — bp -j- cs — dr,
B± =  ap-\-bq  — cr — ds,
Ct =  as — br — cq +  dp>

Dt =  ar -j- bs 4- cp ~f- dq

(3)

При этом Эйлер пишет: „Solutio haec eo majorem attentionem 
meretur, quod ad earn nulla certa.methodo,-sed potius q u a s i  di - '  
v i n a n c l o  sum perductus; et quoniam-ea adeo octo numeros ar- 
bitrarios implicat, qui quidem facta reductione ad unitatem, ad 
septem rediguntur, vix dubitare licet, quin ista solutio sit univer
salis et omnes prorsus solutiones possibiles in se complectatur. S i ’ 
q u i s  e r g o  v i a m  d i r e c t a m  a d  h a n c  s o l u t i o n e m  ma-  
n u d u c e n t e m  i n v e s t t g a v e r i t ,  i n s i g n i a  c e r t e  s u b s i -  
d i a  a n a l y s i  a t t u l i s s e  e r i t  c e n s e n d u s .  Utrum autem si
miles" solutiones pro amplioribus quadratis, quae numeris 25, 36 et 
majoribus constant expectare liceat, vix affirmare ausim. Non solum 
autem hinc algebra communis, sed etiam methodus Diophantea 
maxima incrementa adeptura videtur“.

В переводе:
„Это решение заслуживает тем большего вниманая, что я при-, 

шел к нему не при помощи какого-либо определенного метода, 
а к а к  бы д о г а д к а м и ;  а так как оно к тому же содержит 
8 произвольных чисел, которые после приведения к единице 
приводятся к семи, то едва ли можно сомневаться, что решение 
это универсальное и заключает в себе все возможные решения.
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Е с л и  к т о - н и б у д ь  н а й д е т  п р я м о й  п у т ь  к п р о в е д е 
н и ю  э т о г о  р е ш е н и я ,  т о  б у д е т  с ч и т а т ь с я ,  ч т о  о н  
о к а з а л  а н а л и з у  в ы д а ю щ у ю с я  п о м о щ ь .  Существуют 
ли подобные решения для более широких квадратов, которые 
состоят из 25, 36 и т. д. чисел, я едва ли решусь утверждать. 
Тут не только обыкновенная алгебра, но и Диофантов метод, 
кажется, получит огромный вклад"-

Для решения (1) все суммы квадратов по горизонталям 
и вертикалям равны:

(а2 +  Ь2 +  с2 +  d2) (р2 +  q2 +  г2 +  s2)

и следовательно, если мы хотим сделать эти суммы квадратов 
единицами, то должны все числа разделить на

V ia г +  b2 - f  с2 +  d 2) (р2+  q2 +  г2 +  s1)
М н е  у д а л о с ь  р е ш и т ь  з а д а ч у  п р и  п о м о щ и  к в а 

т е р н и о н о в .
§ 44. Рассмотрим такие кватернионы:

p i  -j- a j  -j- rk s

di —J“  bj —J— ck —|— d

(ai -J-  bj ck d) i =  di cj —  bk —  a 

(ai bj —|-  ck  - j -  d ) j  :===‘ —  ci —J— dj —J— ak  —  b 

(ai - \-b j  +  ck-\- d )k  — bi — a j- \-d k  — с 

Вычисляя произведения, получим:

(ai b j -\-ck-\-d) (pi +  qj -\-rk — s ) ~  D d  — C,j — B tk — A ,
(di +  cj — bk —  a ) (pi - \-q j-\-rk  — $) =  D 3i — C3j  — B3k — As 

(— ci - j-d j -j- ak — b) (pi -|- q j - \ - r k  — s) — D-J — C2j  — B2k  — A2 
(bi — aj -f-dk — c) (p i-f■ q j-\-rk  — s ) ~  —  D ti - f  C4j - j-B tk +  Л4 

Эти формулы показывают:

А 1 -)- В\ -}- Ci -j- D; — А 2 -f- B 2 -j- C\ -j- D2 =
=  Al +  Bl +  Cl +  D\ =  A\ +  B\ +  Cl +  D l =
— (a2 -}- b2 c2 -f- d2) (p2 -j- q2 -f- r2 -f- s2)

Нетрудное вычисление показывает, что
AkAi -j- BhBi -f- CkCt -j- DkDi — 0 

(A, /  =  1, 2, 3, 4)



В самом деле, докажем, что

Аз Аг ВгВ% -]- С3С2 —)- D%Dz =  О

Для этого возьмем два уравнения:

| (ai -J- bj -j- ck -}- d) i (pi ~f- qj -)— rk — s) =  D d  — Сз/1— Bzk — A *

(ai -j- bj -j' ck -j- d)j (pi -j- qj -j- rk — s) =  D%i — Ctj — BJi — A2

Изменим в первом уравнении знаки у мнимых величин i, j r 
k и умножим полученное уравнение на второе; тогда будем 
иметь

(— D 3i -J- Сз/ -j- Bsk — As) (D%i — С2} — B%k — А2)

Надо доказать, что вещественная (скалярная) часть этого 
произведения будет равна нулю.

В левой части получаем произведение сопряженной вели
чины от

(a i-f- bj-\- ck-\- d) i ( p i - \-qj-\- r k — s) —

=  (ai +  bj +  c k - \ -d )(— p +  qk — rj — si), 

т. e. произведение величины

(— p  — qk -j- rj +  si) (— ai — bj — ck +  d)
на

(ai -f- bj -f- ck +  d) j  (pi -f- qj-\- rk  — s)

Мы получаем:

(a2 4 - b2 +  с2 +  d2) (— p  — qk +  rj - f  s i) j  (pi +  qj 4 - r k  — s) =

=  (a2 -f- b2 -{- c2 -f- d2) (— p j  -f- qi — r +  sk) (pi~\-qj-\-rk  — s)

И действительно, вещественная часть этого выражения равна 
нулю, ибо она равна:

РЧ — pq-\-rs  — rs — О

Чтобы убедиться, что сумма квадратов постоянна и по го
ризонталям, рассмотрим умножение таких кватернионов.
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Переставим порядок множителей
(p i- \-q j- \-r k  — s )(a i-\-b j-\~ ck-\-d ), 

а  затем левый множитель умножим справа на i, j ,  k; получим: 

(pi -j— qj —(~ rk — s) (ai -J— bj -J- kc -}- d) =  A^i -J- A%j —• A ik  — A\
(— si -}- rj — qk  — p ) (ai -J— bj —J— kc —J— d) =  -J— D$i. D ij — D^k ■—. Di 

(  — ri — s j -{— p k  — q) (ai -j— bj -j— kc —f— d) =  — C&i — C^j -j— C±k -}- C\
(qi — p j  — sk — r) (ai -{- bj -j- kc -j- d) =  — B$i — B%j -J- Bik  -J- B\ 
Отсюда сразу получаем:

Al +  Al +  Al +  A l ^ B l  +  Et +  Bl +  B ^
=  C\ +  Cl +  C\ +  Cl==[% +  D l +  Dl +  Dl== . . •
=  (a8 -j- b* -j- с'* -)- d 2) (p'1 -f- q* +  +  sa)

Если взять сумму квадратов по диагоналям, то, полагая, что эта 
•сумма квадратов должна быть

(а1 -\-Ьг -\- с* -f- d2) (р2 +  <7г +  r2+  s2)>
получим:

abpq -j- abrs -j- q.cpr -f- acqs -f- adps -f- adqr -f- 
-)- bcqr -f- bcps bdqs -)- bdpr -j- cdrs -|- cdpq =  0
— abpq — abrs -f- acpr-1- acqs — adps — adqr —
— bcqr — bcps -f- bdqs r\- bdpr — cdrs — cdpq — 0

Из этих^двух соотношений выводим два таких:

(ас -f- bd) (pr-{- qs) =  О 
(ab -f- cd) (pq +  rs) +  (ad -\- be) (ps -j- qr) — 0

или

I. p r-\-q s  =  Q, и a ==— d ( p g Jrrs)  — b(ps-]r qr) 
с b (pq ^ \-rs)-\-d  (ps -j- qr)

Эйлер подобрал все числа так, чтобы удовлетворить этим 
двум равенствам и получить квадрат: ’

+  68 — 29 +  41 — 37

-  17 +  31 +  79 +  32 •

+  59 +  28 — 23 +  61

— 11 — 77 +  8 +  49
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Общая сума черырех квадратов будет 8515. Можно приба
вить, что такова же будет сумма квадратов .угловых и внутрен-, 
них, т.-е.

68* -f- 37* +  49* -J- 1 I s =  31» +  79* +  23* +  28* =  8515

§ 45. Кватернионы являются из всех высших комплексных 
чисел самыми близкими к полю I. Можно сказать, что они обра
зуют н е к о м м у т а т и в н о е  поле, т. е. единственное отличие 
от /  составляет отсутствие перестановочности умножения.

К

Рис. 8.

Это объясняется происхождением кватернионов из геометри
ческих' соображений. Они основаны на теории векторов, при
чем вектор представляется трехчленом вида:

x i + y j  +  zk, ( 1)

где х, у ,  z  суть проекции вектора на три прямоугольные оси 
координат в пространстве, а /, j ,  k —символы, обозначающие на
правление осей.

Если мы вектор (1) разделим на его Гдлину y/x 2-{-y'i -{-z‘l, 
то получим трехчлен:

cosX /4-cos[iy '4 'cosv »̂ (2)

где X, {a., v углы вектора с осями координат.
Выражение (2) носит название о р т а  кватерниона. Кватернион

xi'Vyj-^-zk равняется произведению длины вектора j/x* у 2-\-& 
на орт.
<• Акад. Д. О. Граве. 556.
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Рассмотрим произведение двух кватернионов: 

а =  xi-)r y j z k ,  ai =  X i j+ J V  +  Zt£ 

aai = — x x t — y y i — zz^ -\-(yZi —zyS)i-\-{zx ( — xz\)j-^-{xyi— yX i)k
Мы видим, что нельзя органичиваться трехчленным кватер

нионом, а потому Гамильтон ввел четырехчленные. Веществен
ная часть кватерниона — x x t —у у { — zz\ названа с к а л я р о м .  
Под этим названием понимается всякое вещественное число.

Трехчлен же:

(.y z t — zy t) i  +  (zxi — x z , ) / +  (xy\ — yxO  k

представляет вектор, изображающий линейный момент вокруг 
начала координат вектора аь отложенного от конца вектора а.

В последнее время кватернионы остаются несколько в сто
роне, ибо главную роль играет теория векторов. Это не совсем 
правильно, ибо нельзя забывать,что в руках Гамильтона кватер
нионы привели к открытию конической рефракции в кристаллах, 
что особенно важно, так как это есть один из характерных фак
тов, когда физическое явление было предсказано математикой.

О кватернионах помещена целая глава в книге 3. Чезаро „Эле
ментарный учебник алгебраического анализа“ *).

МНОЖЕСТВА

§ 46. В § 29 мы рассматривали совокупность

S  (а, Ь, с, . . . )

значений переменной и мы предполагали, что переменная при
нимает эти значения одно за другим; в последнее время в ма
тематике рассматривается новое понятие: когда мы рассматри
ваем все значения переменной одновременно, то эти значения 
составляют так называемое м н о ж е с т в о  (Menge, ensemble).

Мы видели уже ряд числовых множеств: поля R, W, /, ква
тернионы; для геометрии важно рассмотрение точечных мно
жеств (Punktmengen).

Множесто может быть обобщено на случай каких угодно 
предметов, не обязательно чисел или точек. Необходимо только, 
чтобы были даны правила, по которым можно узнать отно

*) Русский перевод — Москва 1936.
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сительно всякого определенного предмета, принадлежит он 
к множеству или нет.

§ 47. Множества разделяются на конечные и бесконечные, 
или т р а н с ф и н и т н ы е .

Конечные множества имеют целое число п элементов, кото
рые можно перенумеровать, т. е. снабдить его элементы 
целыми нумерами. Можно указать, который элемент мы будем 
считать первым, который — вторым и т. д.

В жизни так мы перенумеровываем предметы, например, при 
составлении каталога книг библиотеки.

Поднимем вопрос о возможности перенумеровать трансфинит
ное множество. С первого взгляда могло бы показаться, что это 
всегда возможно, ибо хотя число элементов множества беско
нечно велико, но и число чисел целых бесконечно велико. На 
самом деле это не так. Покажем примеры множеств, которые 
нельзя перенумеровать.

Совокупность точек на отрезке (0, 1) нельзя перенумеровать. 
Все эти точки изображаются числами рациональными или ирра
циональными, которые можно представить десятичными дробями
с равною нулю целою частью. Допустим, что мы эти числа пе
ренумеровали:

1 0^cL\b\C\d\ . . .

2 0 ,а 2Ь2сгй2 . . .
3 0,asbsc3db . . .

Составим теперь такую десятичную дробь

О.очРгТв.-., ( 1)

цифры которой составлены так: цифра щ взята отличной от a )f 
цифра р2 — отличной от Ь2, уз — отличной от Сз,...  Дробь (1) 
дает число, которое заключается между 0 и 1, и следовательно, 
оно должно встречаться где-нибудь в нашей колонне дробей, но 
это невозможно, ибо число ( 1) не может равняться ни одной 
дроби нашей колонны.

Итак, существуют множества не исчислимые.
Что касается множеств исчислимых, то, во-первых, таково 

множество натуральных чисел.
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Далее множество рациональных положительных чисел, заклю
чающихся между 0 и 1, исчислимо.

Стоит эти рациональные числа разложить в таком порядке:

2 ’ 3 5 3 ’ 4 ' 4 ’ 5 ’’ 5 ’ 5 ’ 5 ’

чтобы видеть их исчислимость.
Перечислимое количество исчислимых множеств само ис- . 

числимо. Расположим элементы этих исчислимых множеств 
в таком порядке

11ц «12 « )8  • •

/ / /
• i /

«21 « 2  2 «23 • •

/

«31 «32 «33 . .
/

Эта фигура показывает способ исчисления. .
§ 48.Два множества э к в и в а л е н т н ы ,  если элементы одного 

однозначно можно сопоставить с элементами другого. Два мни-, 
жества, эквивалентные с третьим, эквавалентны между собой.

Совокупность эквивалентных между собой множеств указы
вает определенную м о щ н о с т ь .  За мощность конечных мно
жеств можно принять число их элементов. Таким образом, 
мощность есть понятие, обобщающее число членов конечного 
множества на случай множеств трансфинитных. Так как мощности 
множеств тогут быть различные и так как можно определить 
действия над ними, то мощности являются бесконечными числами, 
так называемыми т р а н с ф и н и т н ы м и ,

Исчислимое множество входит в состав всякого другого 
множества как часть. В самом деле, начнем над элементами 
бесконечного множества производить нумерование, т. е. ста
вить нумер 1, 2, 3 , . . .  над произвольно взятыми элементами 
множества. Мы нумерование произведем до конца, так как в дан
ном множестве существует бесконечное число элементов. Если 
перенумерованные элементы исчерпывают множество, тогда 
оно исчислимое, но может случиться, что множество будет 
неисчислимым.
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Итак, мощность исчислимого с а м а я  м а л а я  из возмож
ных мощностей. Георг Кантор — творец всей теории множеств— 
обозначает ее через

х0 (алеф с нулем)-

Обозначим мощности двух множеств М  и N  буквами ш, п.
Если множества М  и N  эквивалентны, то

ш =  п

Если же М  и N  не эквивалентны, то либо tn>  rt, либо m < п.
§ 49. Действия над мощностями определяются по аналогии 

с множествами конечными.
Предполагая, что два конечных множества М  и N  не имеют 

общих элементов, можно составить так называемое с о е д и н-и- 
т е л ь н о е  м н о ж е с т в о  (Vereinigungsmenge), в состав кото
рого будуть входить все элементы обоих множеств. Ясно, что 
число элементов соединительного множества будет равно сумме 
чисел элементов обоих множеств.

Перенося наши рассуждения на трансфинитные множества, 
мы определяем мощность соединительного множества, как сумму 
мощностей заданных, т. е.

in +  n

Это действие обладает свойствами с о ч е т а т е л ь н ы м и  и 
к о м м у т а т и в н ы м и .

Для определения умножения мощностей начнем опять с-ко
нечных множеств. Введем понятие о с в я з ы в а ю щ е м  м н о 
ж е с т в е  (Verbijidungsmenge).

Возьмем из множеств М н N  элементы по одному из каждого 
множества т и п ,  Множество всех комбинаций пар (т, п) мы 
назовем связывающим множеством. Очевидно, что число комби
наций (т, п) будет равно произведению числа чисел т  на число 
чисел п.

Перенося наши рассуждения на трансфинитные множества, 
мы определяем мощность связывающего множества как про
изведение мощностей заданных, т. е.

* m ■ п

Это умножение с о ч е т а т е л ь н о е ,  к о м м у т а т и в н о е  и 
р а с п р е д е л и т е л ь н о е  в отношении сложения.
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§ 50. Трансфинитное множество может иметь ту же мощность, 
что и его часть. В этом можно убедиться на таком примере: 
множество четных чисел:

2, 2-2, 2 -3 ,  . . . ,  2 -п , . . .

эквивалентно с множеством всех натуральных чисел:

1, 2, 3, . . . ,  ft, •. . ,

если за закон сопоставления выберем 2 >и соответственно п.
Ригористы теории множеств выбирают за определение беско

нечного множества его свойство быть Эквивалентным с частью, 
Л чего нет при конечных множествах.

§ 51. В отличие от обыкновенной алгебры мы имеем:

к0 +  кв « к 0, х0 -к0 =  х0, * (О

ибо соединительное множество двух исчислимых — само ис
числимо:

(°i> 0-2, a3t• • •)"4" (bi, bi, b3). . . )  — (cit, b\, an, b2t йз, bg,...)

Точно также связывающее множество двух перисчислимых само 
исчислимо, ибо мы имеем картину:

a\bi a tb2 аф3 . . .
/  ✓ 

atb{ а2Ь2 а2Ьв . . .
/  /

Qsb\ dzb-x dabs . , .

Неудивительно, что равенства (1) имеют место для транс
финитных чисел.

Покажем пример ко-нкретной алгебры, у которой существуют 
свойства (1).

Конечно, такал алгебра имеет место не с числами, а с неко
торыми другими предметами.

Рассмотрим множество, безразлично конечное или трансфи
нитное, каких-нибудь определенных предметов. Пусть буквы 
а , Ь , с , . . . ,  над которыми мы производим действия, суть части 
нашего множества.

Всякий элемент мы будем считать индивидуально отличным 
от всех остальных. В каждую букву будет входить каждый 
элемент только с>дин раз.
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Будем под суммой двух букв разуметь соединительное мно
жество этих букв, а под произведением— совокупность общих 
элементов этих букв. Тогда, очевидно,

й - \-а  — а, а - а — а,

ибо при сложении и умножении каждый элемент не может 
входить два раза.

Кантор назвал множество „wohlgeordnet” (вполне упорядо
ченное), если каждая его часть имеет первый элемент, при 
известном порядке расположения его элементов.

,Он был убежден, что всякое множество эквивалентно не
которому— вполне упорядоченному.

Он называл мощности вполне упорядоченных множеств 
а л е ф а м и х  и относительно их он нашел ряд важных свойств.

Он показал, что алефы в порядке их возрастания могут быть 
расположены в рядг

хо, “а , . . . ,  *«

который продолжается до бесконечности. '
Предположение Кантора об эквивалентности множеств мно

жеству вполне упорядоченному было доказано Е. Цермело *). 
Это доказательство вызвало большую полемику, его находили 
неудовлетворительным следующие математики: Борель, Бер, 
Лебег, Шенфлис, Пуанкаре. Цермело им подробно отвечал.

Далее необходимо указать на предположение Кантора, что
есть мощность к о н т и н у у м а ,  т. е. мощность всех точек 

прямой.
Л И Т Е Р А Т У Р А

А л е к с а н д р о в  П. С., К о л м о г о р о в  А. Н., .Введение в теорию функ
ций действительного переменного*. — В а л л е-П у с с е н Ш. Ж., ,  Курс ана
лиза бесконечно малых.” — Г р е л л и н г В. И., „Теория множеств.* — Г о у с- 
Д°РФ> .Учение о множествах".

ПОНЯТИЕ О ФУНКЦИИ

§ 52. Рассмотрим два эквивалентных множества 91 и 33. 
Элементы множества *31 могут быть частными значениями неко
торой переменной х, а соответствующие элементы © — частными 
значениями переменной у .  Если выбор частных значений х

*) Math. Ann., 65, стр. 111,1907.
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зависит от нашего произвольного выбора, то переменная х  назы
вается н е з а в и с и м о й ,  соответствующие значения переменной^ 
уже указываются по соответствующим значениям х  и тогда 
переменная у  называется з а в и с и м о ю  п е р е м е н н о ю  или 
ф у н к ц и е ю ,  что обозначается так:

У =  f №

и читается: у  есть функция /  от х. Какие действия надо про
извести над частными значениями х, чтобы осуществить функ
ц и ю / , — зависит от закона сопоставления элементов множеств 
91 и 93.

Ясно, что можно было бы принять у  за независимую пере
менную, тогда х  будет ее функция. Эта функция называется об
ратной относительно /  и обозначается знаком:

х  —/ ( у )  - —1 .

Если сопоставление элементов множеств 91 и 53 взаимно 
однозначно (biunivoque), то обе функции /  и / f называются о д - . 
нозначными. .

Если среди элементов множеств 91 и 93 находятся одинако
вые, то мы приходим к функциям многозначным.

§ 53. Наиболее важным является случай, когда функциональ
ная зависимость обозначается формулами. Ц е л о й  функцией от 
нескольких переменных независимых называется такое выра
жение, которое получается, если над переменными независи
мыми произвести в конечном числе действия сложения, вычи
тания, умножения и, как частный случай умножения, возвыше
ния в целую положительную степень, но н е 'д е л е  ни я.

Ясно, что целой функцией будет всякий полином:

S ^ z v . . . r ,

где А —произвольные коэфициенты, х, у ,  z , . . . ,  t —независимые 
переменные, показатели X, {х, v , т—некоторые произвольные 
целые числа или нули. Сумма ^  распространяется на конечное

- число членов.
Сумма X —(— р. —(— v -{ - .. .  -f- т называется с т е п е н ь ю  члена. Наи

большая из степеней отдельных членов представляет с т е п е н ь  
ф у н к ц и и .
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Если степени всех отдельных членов одинаковы, то целая 
функция называется формой, напр.,

х 8 +  х 2у  -f-xyz

Формы 2-ой и 3-ей степени называются соответственно к в а 
д р а т и ч н ы м и  и к у б и ч н ы м и ,  формы от двух и трех неза
висимых переменных называются б и н а р н ы м и  и т р о й н и ч 
н ыми .

Так, например,

ах2 -f- 2 bxy -f- су* 

есть бинарная квадратичная форма, а
Х Я у Ъ  2 з з Ху 2

есть тройничная кубичная.
А л г е б р а и ч е с к и м  у р а в н е н и е м  называется всякое урав

нение вида:
U =  О,

где U  есть целая функция от ряда переменных х, у ,  z , . . . ,  
и ,  V , . . .

Если выражение функции задано прямо череа независимые 
переменные, то такая функция называется я в н о ю .  Если же 
для получения выражения функции через независимые пере
менные нужно решить одно или несколько уравнений, то в та
ком случае функция называется н е я в н о й .  Так, например, если 
функция v  от двух переменных х  и у  задана уравнением:

V2 — 2xv  —у 2 =  О,

то v  будет, очевидно, неявной функцией. Эту неявную функцию 
мы обратим в явную, если решим уравнение относительно г>. 
Получим:

v  =  x +  У х*-\-у2

Если функция может удовлетворять алгебраическому урав
нению, связывающему ее с переменными независимыми, то она 
называется а л г е б р а и ч е с к о ю .  В обратном случае она назы
вается т р а н с ц е н д е н т н о ю ,  т. е. другими словами функция 
называется трансцендентною, если нельзя подобрать никакого 
алгебраического уравнения, которому она удовлетворяет.
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Р а ц и о н а л ь н о ю  называется такая алгебраическая функций, 
которая удовлетворяет уравнению первой степени. Если функ
ция не удовлетворяет никакому уравнению первой степени, то 
функция называется и р р а ц и о н а л ь н о ю .

Рациональная функция v  должна удовлетворять уравнению

Qv — P  — 0,

где Q и Р  целые функции независимых переменных. Мы по* 
лучим:

если Q сводится к постоянному числу, то рациональная функция: 
есть целая.

Если уравнение, которому удовлетворяет иррациональная 
функция, будет второй, третьей и четвертой степени, то мы 
можем его решить и найти явное выражение этой функции.

Когда уравнение выше четвертой степени, то задача при
ведения неявной функции в явную делается в общем случае 
невозможною и может решаться только в известных частных 
случаях.

§ 54. Вейерштрасс определяет функцию комплексного пе
ременного рядом:

do Ч- azZ1 -j- Оз£3 -j- • . . ,  (l)

где a0, at, ai t . . .  — произвольные коэфициенты из поля / ,  
a z  =  х  -f- iy.

До Вейерштрасса также определял функцию Лагранж (1813), 
но Лагранж органичивался вещественными значениями, и его 
соображения были недостаточно строги.

Прежде чем определить функцию f ( z )  рядом (1), надо дока
зать, что этот ряд с х о д я щ и й с я ,  т. е. что сумма п первых 
его членов:

ао -}~ a iz  4~ ' • ~Ь апгп

имеет определенный предел при возрастании п до бесконечности..
Точка зрения Вейерштрасса вошла во всеобщее употребле

ние. Образовалась серьезная теория ф у н к ц и й  к о м п л е к с 
н о г о  п е р е м е н н о г о ,  которую вследствие ее известности 
называют просто т е о р и е й  ф у н к ц и й .
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В последнее время разрабатывается параллельно теория 
функций вещественного переменного. Здесь мы имеем большой 
труд Каратеодори. Теория функций вещественного переменного 
основывается на изучении свойств поля W. В ней большую 
роль играет теория множеств.

§ 55. Так как мы начали говорить о теории функций ком
плексного переменного, то мы должны теперь выяснить, что 
значит извлечь корень целой степени п из комплексного числа

j /a - f -  bi
и какое значение имеет логарифм от комплексного числа. Функ
ция:

v  — У а -\-  bi

есть иррациональная алгебраическая, как корень алгебраиче
ского уравнения:

v" =  a bi
Это уравнение называется д в у ч л е н н ы м .

Перемножим два комплексных числа в их тригонометриче
ской форме:

^(cosSi -{- г sin вi) - p2(cos 62 -f- / sin 62) —
■■pipa{[cos6i cos 6а — sin sin 02] -\-i  [cos 0i sin 0a+  cos 02 sin 6(]} =

— pip a {cos (0j -f- 02) -j- i sin (6i 4“ }

Мы приходим к теореме:
М о д у л ь  п р о и з в е д е н и я  д в у х  к о м п л е к с н ы х  ч и с е л  

р а в е н  п р о и з в е д е н и ю  их м о д у л е й ,  а а р г у м е н т  п р о 
и з в е д е н и я  р а в е н  с у м м е  а р г у м е н т о в  м н о ж и т е л е й .

Применяя эту теорему к случаю нескольких одинаковых 
множителей, получим:

[p(cos 0 -J- г sin Ь)]п =  pn(cos tib +  i sin я0) (1)

Отсюда получаем весьма важную формулу М оавра* .

cos nb -f г sin /г0 =  (cos 0 -|- i sin 0)

Покажем, что для каждого числа a-\-b i  соответствует п и 
только п различных значений радикала п̂ а - \ -Ы .  Обозначим че
рез а и 8 модуль и аргумент заданного комплексного числа a-\-bi,
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а через р и 0 модуль и один из аргументов искомого ради
кала:

а +  bi =  a (cos § ~f- i sin S) 
v  =  p (cos 6 г sin 6)

Тогда уравнение
v n =  a-\-b i  (2)

приводится к такому:

p”(cos яб +   ̂sin я 0) == a (cos § г sin S),
откуда:

р" =  а.

лО =* 8 2Air,

где & произвольное целое число 
Получаем:

« / -  3-|-2йя

Здесь | / а  есть арифметическая величина корня степени п из 
положительного числа а, т. е. также некоторое положительное 
число. И мы находим окончательно выражение:

”/~ Г и; п/  j t - \ - 2 k z  I . , 8 -)- 2k it 1y a - \ - b i  =  v = y a  j cos— — --------- [-г s in — 1

Из бесчисленного числа значений различными будут только числа 
при k , равном:

О, 1, 2, 3, п —  1

Эти значения и будут корнями двучленного уравнения (2).
§ 56. Для выяснения вопроса о значении логарифма от мни

мого числа, рассмотрим важное для всей математики иррацио
нальное число:

е — 2,718281828459045...

Это число есть предел выражения

“"“ О + Чг) (1)
когда целое число л  возрастает до бесконечности. Покажем 
прежде всего, что выражение ( 1) возр%:тает при возрастании п.
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Покажем, что разность ип + \ — Чп есть положительное число. 
В самом деле:

1 + » + i )  + , - ( 1  +  v )  ( 1  +  ^ — ~ г ) =  ( 2 )

где

Й = Н --------- Г Т ~ »  А  =  1 +  — ; ■1 п + 1  ’ 1 п ’

так как А  > 5 ,  то можем применить неравенство, известное из 
элементарной алгебры*):

Л »  +  1 —  Я «  +  ‘ < ( Л  —  5 ) ( я + 1 ) А »

Для нашего случая получаем:

1 1 1А — В- п п - \ - 1 ' /*(«-{-1)

—  ( l + — У•п \  1 п )
Итак, во второй части равенства (2) первые два члена 

Вп+1— А^ 1 дают отрицательное число, меньшее по абсолют
ной величине, чем третий положительный член

значит:
Мл 4.1 Чп ^> О,

что и требовалось доказать.

*) Доказательство неравенства такое:

А п +  1 — В п +  1 =  {А — В )  (  А "  +  А п ~  1 В  +  А п “  2 Я2 +  • • #); 

заменяя во второй части В  бблылим числом А, получим неравенство.
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Раскладывая по формуле бинома Ньютона, получим:

Л  I 1 V . , . 1 , rn{n —  1) 1 . п{п— 1) ( « - 2) 1
[1 +  — ]  « 1+ я _  +  — рта-----ЙГ+ --------------------------- Г ^ а ------- - я Г -

,_JL Л _ А )
=  1 +  1 + ______ ! i -  +  - i _____2- А _____W ,

~  ~  1-2 ^  1 -2-3  т - - * ^

< 1  +  1 +  JT2 "Ь t-2-З +  '*•<

< 1 + 1  +  - - - + —г + - ^ г  +  . . . <

<  1 Ч---------Ц , или 3

' - - Г у
Итак, выражение ия возрастает, но остается меньше чем 3, 

значит, оно приближается к пределу, не превосходящему числа 3.
Я считаю, что следует доказать теорему:
Если переменная и„, возрастающая с возрастанием значка п, 

остается меньше определенного числа А, то она стремится к не
которому пределу.

Допустим, что переменная не имеет предела; тогда не должно 
удовлетворяться свойство теоремы Коши, а именно, что вся
кому $ можно сопоставить такое п, что при всяком р  будет:

+ Р.— 11п <  ®
Если мы хотим это отрицать, другими словами, если не вся

кому е можно сопоставить число л, то должно существовать 
по крайней мере одно число е(, которому нельзя сопоставить 
требуемое п. Что же значит, что числу ef нельзя сопоставить 
число п такое, чтобы независимо от числа р  имело место не
равенство:

Ил -),/> — Un

Это значит, очевидно, что какое бы число п мы ни выбрали, 
будет по крайней мере при одном целом числе pi противоре
чие этому неравенству, т. е., другими словами, всякому числу п 
можно будет сопоставить по крайней мере одно целое число р \ , 
при котором

+ Pi ~ ' Чл
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Подобным же образом для числа п-\-р \  можно найти новое 
число pit чтобы было

Мы видим, что при достаточно большом k  наша переменная 
может сделаться сколь угодно большой, что противоречит пред
положению, что она всегда остается меньше А.

Очевидно, что предел будет больше всякого значения ип и 
что этот предел не может превосходить А.

Итак, мы доказали существование числа е.
Вычислим величину

Сначала вычислим ех, где х —вещественное число. Покажем, 
что

Нетрудно убедиться, что при возрастании « через дробные 
значения, как полржительные, так и отрицательные,

U n + P i  +  р ,  —  Ч-n +  P i  «5-

и т. д.; мы получим неравенство:

+ +Л+/)1 + SlJ

отсюда, складывая, получим:

& п  +  р ,  +  р ,  +  . . .  +  р к  >  и п  - j -  k  ei

e x +  yl

(3)

X  1Положим, —  =  —  , где а будет беспредельно возрастать,п  а

проходя через дробные значения. Тогда:

и, значит,
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Эта формула дает возможность нам определить функцию е* 
для того случая, когда х  число комплексное, а потому мы 
будем определять еа + $1 при помощи равенства:

e3 + ftf =  lim
п =  о о \  1 п  J

Сделаем предварительно весьма важное замечание. Если 
we =  w, где а» какое-нибудь вещественное число, то

lim (1 -f-e)n =  lim ^1 +  — ew,

и можно показать, что тот же предел е <° получится, если т  
не равняется точно о>, а только стремится к пределу <о. Мы 
можем взять два каких-нибудь вещественных числа а и b так, что

b >  we >  а

. ( > + - t ) ”> 0  +  -)”> ( i + - f ) ' .
откуда

e6> l i m ( l  -fe) 'I> £ a

Если е п стремится к пределу to, то можно подобрать числа 
Ь и а сколь угодно близкие к to, удовлетворяющие неравенствам:

b >  со >  а,
а тогда, следовательно, е° и еь будут отличаться от еш сколь 
угодно мало, и

lim (l-j-e)n =  em (4)
п=оо

Обращаемся к вычислению lim ^1

Обозначим через р и 0 модуль и аргумент числа 1 +  

и мы получим:

p c o s 0 =  14- — , р s in0=  — г п  п

Применяя формулу Моавра, получим:

=  Pn(cos.w0-f-* sinwfj)
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Чтобы найти искомый предел, надо найти пределы, к кото
рым приближаются числа ря и яб; тогда limp* будет модулем 
искомого предела, а Нщгеб— его аргументом:

отсюда

Н О + т У + й " 1
полагая .п «= 2т, получим:

р I ^  т '  4т3 

Применяя формулу (4), получим:

а , a? -f- ft8
т 1 4 от*

В данном случае

, +  Ра .тг a ------г1 4т
отсюда

Нш И г = * «
т—оо

Итак, мы видим, что
- limpn =  £a

Остается теперь найти предел аргумента «0. Мы имеем:

tg e =

1
re

1- f - -  1 п
отсюда

р е
л0=  r i g e  ’

1  - f -  —  s

так что
Пш л 6 =  р,

ибо малая дуга почти равна своему тангенсу.



Мы получаем знаменитую формулу Эйлера:
еа+р( _  есс (cos ц i gin p) (5)

Мы имеем отсюда формулу для логарифма при основании е от 
комплексного числа:

l g  е 3 ( c o s  3 4 -  /  s i n  р )  =  o - f -  p i

Комплексное число не меняется, если к р присоединим еще 
2k п, где k  произвольное целое число.

Следовательно логарифм произвольного комплексного числа:

l g p ( c o s p  +  * s I n p )  =  l g p  +  ( p  +  2 * i t ) / ,  ( 6 )

r f l e l g p  есть вещественный логарифм от положительного числа р .

Логарифмы при основании е называются н а т у р а л ь н ы м и ,  
и имеют постоянное применение в анализе.

Мнимые логарифмы при других основаниях не рассматриваются, так как 
они приводят к разным затруднениям.

РЕШЕНИЕ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

§ 57. Начнем с двучленного уравнения третьей степени

■к3- 1 = 0, (1)
или

(х — 1) (х * -J- х  -j- 1)== 0 

Корни уравнения л:2 — л: —J— '1 =  0 суть:

___ - 1 + < | / Г  „ - 1 - > У з
“ ------------------2-----------' -------------2-----------

Тогда три корня уравнения (1) суть:

1 ,  а ,  р

Между этими корнями существуют соотношения:

1 -}-а 4 -р  =  0, 1 а* 4~ Р* =  0, а(В =  1, а =  Р*, р =  а*

§ 58. Перейдем теперь к общему уравнению третьей степени:
z3 +  ctz2 +  bz -j- с — 0

Подстановка
аz =  з-

приводит это уравнение к такому:
х * + р х  +  д =  0 (1)



Положим
X =  и -|- V-,

откуда
u%-{-v*-\-q-\-(%iiv-\-p)(u-\-v)-=Q  ( 2 )

Так как вместо одной неизвестной мы ввели две, и и v, то
можно ввести какое-нибудь новое соотношение.

Положим
3 u v - \-p  — 0-, (3)

тогда уравнение (2) обращается в такое:
и?- \-v8 — — q

и кроме того

Величины и3 и г>3, как определенные по их сумме и произ
ведению, суть корни уравнения:

— (4)

Получаем:

“- - I + / W  f - ] / ^
откуда

— 75 —

р !
2 7 ’

£ 1
27

Так как всякому корню кубическому можно дать 3 значения, 
то получается 9 корней уравнения (1); но не надо забывать, 
что надо удовлетворить соотношению (3), и мы получим только 
три комбинации:

*1 •“  в +  v
ха =  0.11-\-§v (5)
*8 =  pK +  az>;

здесь а и v  произвольно выбранные значения кубических ра
дикалов, удовлетворяющие условию (3).



Формулы (5) получили название формул Кардана. 
Ограничимся случаем вещественных р  и q.

I.

Тогда и и v  можно выбрать вещественными: 

ЛГ| =  и -j- V

Хъ =  — 2"(« +  г/)-f-t | /3  — -—

1 / I \ • л г  и — vХ а = т - - 5-(и +  ® ) - » К З  ~ j —

Получается один вещественный корень и два мнимых сопря-

Все корни вещественные.
Мы видим, что уравнение третьей степени (1) приводится 

к уравнению второй степени (2), которое называется р е з о л ь 
в е н т о й  (разрешающей уравнение).

Формулы Кардана позволяют вычислять корни и при мни
мых р  и q.

§ 59. Обращаемся к уравнению четвертой степени:

женных.

п:

х { =  2 и, х 2 — v, x s — u 

Все три корня вещественные, из них два одинаковых.

III.

Тогда и и г» — величины мнимые сопряженные: 

и =  X г [I, -г» =  X — г (х;

л4*=2X, х % » — Х +  цу^З, х я *  — X — jj.j/3

г*-{-Лг8 +  +  Сг +  D  =  0 ;
подстановкой

А



уничтожим козфициент при Xs, и мы можем рассматривать 
уравнение:

х* -J- ах2 _Ьх +  с =  0 (1)

Представим полином 4-й степени в виде произведения двух 
квадратных:

х* +  ах2-\- Ьх с — (х2 а.х-\- р) (х'г — а.х ?),
т. е.

— aa +  P +  Y =  а, а (т — p) =  ft, pY =  c (2)

Решим эти три уравнения относительно трех букв а, (3, у.
Для этой цели исключим две буквы т и р .  Выразим р и ] «з
двух первых уравнений (2):

p-f-T =» а -f-а», y — р =  А ;

отсюда:
а +  а* b а-\-о.2 . b

— - 2Г '  ■>=— г - + - & Г  . (3)

Заданное уравнение (1) получает вид:_

Мы привели задачу к решению двух квадратных уравнений. 
Остается только найти число а. Подставляя выражения (3) 
в третье уравнение (2), получим:

, 4р7 =  4с =  (сг — а)2 ~

Это уравнение, по освобождении от дробей, получает вид:

ав -{-2аа*-|-(а2— 4с) а2— Ь% =  0

Полагая а2— у,  мы -придем к кубическому уравнению:

у г 2ау* -j- (а2 — 4с) у  — Ь% =  0 (4)

Мы привели решение уравнения (1) к решению кубической 
резольвенты (4). Достаточно знать один корень этой резоль
венты, а тогда, вычисляя л — у у ,  решим вполне заданное урав
нение.



§ 80. Покажем, как применить формулы Кардана к случаю 
комплексных коэфициентов заданного уравнения:

Здесь:
Xs +  (2 -}- i) х  -f- 1 +  i — 0

/> =  2 +  /, q = \  -\-i

p 3 8 —j— 3 • 4г — 3-2  — * 2 . 11 .
27 ~  27 27 27 *

p 3 , q% 2 . 11 . . i 4 . 49 .
27 +  X  =  2 f  +  27 Z =  54 +  54 ' =

”  (cos8502(y+ 1 sln85020'̂  4*+ 49*= 2417 

j / .T 7 =  - v i L - (cos 42° 40' +  i sin 42° 40') 
у  54

Будем обозначать знаком

{9,97983}

число, логарифм которого есть 9,97963.

)/ГГТ= {9,97963} (cos 42°40' + / s i n 42°400

=  {9,84610} +  / {9,81069} =  0,70161+ /0,64669

— Y  +  ~ Y - Y i  + °,70161 + ; i 0,64669 =

=  0,20161+ /0,14669

— ±  - у'ТТГ =  — - 1  — i - i  — 0,70161 - 10,64669 =

— 1,20161 — /1,14669

+ 1/  . . .  =  | /  0,2161 +  /0,14669 <

=  V iW 9 W 7 T ( c o s Ш ™ -  +  , « ,  - 3g | . ? g ' ) , 

=  {9,79892 } (cos 12° O' 47" + / sin 12е O' 47")



\ f  ~ T ~  V 777^  — V +  1,20161 +  1 1 ,14669- 

= -  V w p r  + ,  Sin 1 ^ 1 )  -

=  — {0,07345} (cos 14° 33' 10" +  i sin 14° 33' 10")

Проверим теперь произведение u v :

uv  =  — { 9,87236} (cos 26° 33' 57" +  i sin 26° 33' 57") =

=  \  _ Z -
3 V|/5 Y b  i )  3

Итак, вычисленные величины можно принять: 

x, =  » +  ® = { 9,79892} (cos 12° O' 47" +  i sin 12°O'47"} —

— 0,07345 {cos 14° 33' 10" +  i sin 14° 33' 10" } =

= - — 0,5307 — /0,16657 

;e3 =  ом +  p® =  {9,79892}(cos 132° O' 47" +  i sin 132° O' 47" } —

— {0,07345 } {cos 254° 33' 10" +  i  sin 254° 33' 10"} =

=  -  0,10582 +  П ,60912 

* 3 -  рм +  o.v =  {9,79892} {cos 252° 0' 47" +  i  sin 252° O' 47" } -

— {0,07345} {cos 134°33' 10"+* sin 134°33' 10"} =

=  0,63649 — i 1,44265

Подобным же образом можно по формулам § 59 вычислять 
корни уравнения четвертой степени в случае мнимых ко- 
эфидиентов.

§ 61. В 1770 году Лагранж опубликовал мемуар под заглавием 
„Reflexions sur la resolution algebrique des equations". В этой заме
чательной работе Лагранж подверг обсуждению предложенные 
до его времени методы решения уравнений третьей и четвер
той степени для того, чтобы догадаться, как надо поступать 
с уравнениями высшей степени.

Лагранж показал, что если прилагать метод составления 
резольвенты к общему уравнению выше четвертой степени, то

”  I  Sf
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резольвента выходит степени более высокой, чем заданное урав
нение.

Он высказал мнение, что, вероятно, общие уравнения степени 
выше четвертой не могут иметь корней, алгебраически выражаю
щихся в функциях от коэфициентов.

Абель показал (1826), что это действительно так.
Еще раньше доказал невозможность .алгебраического реше

ния общего уравнения выше четвертой степени Руфини (1799).
Лагранж показал, что резольвента для уравнения пятой 

степени имеет степень шестую. Мальфати вскоре послб мемуа- 
ра Лагранжа вычислил коэфициенты резольвенты в целых 
функциях от коэфициентов заданного уравнения; он по
лагал в заданном уравнении коэфициент при четвертой степени 
равным "нулю.

Кели вывел резольвенту для общего уравнения, когда не 
равен нулю коэфициент при четвертой степени. Вывод ре
зольвенты Кели можйо найти в книге: Д. Граве „Элементы выс
шей алгебры", 1914.

ГРУППЫ

§ 62. Теория групп настолько же старая по ее внутреннему 
содержанию, как сама математическая мысль. Она получила 
окончательную формулировку лишь в последнее время.

В основе ее лежит понятие о так называемой группе одно
родных предметов, понятие, давшее возможность сблизить самые 
разнородные части математики.

Формулируем понятие о группе в его современном, самом 
общем виде. Рассмотрим совокупность 2R некоторых однород
ных предметов. Эти предметы могут быть самой разнообразной 
природы: числа, формулы, аналитические операции, геометри
ческие фигуры, механические движения и т. д. Число предметов 
совокупности 9Л может быть как конечное, так и бесконечное.

Установим понятие об операции с о п о с т а в л е н и я  или 
к о м п о з и ц и и  предметов совокупности«.ЗП.

Предположим; что указаны правила, по которым каждым 
двум предметам А и В совокупности 9К соопоставляется некото
рый элемент С той же совокупности. Такое сопоставление мы 
назовем с и м в о л и ч е с к и м  у м н о ж е н и е м  и будем обоз
начать:

А-  В — С



— 81 —

Композицию мы будем предполагать, вообще говоря, дей
ствием не перестановочным, т. е. будем считать два результата 
композиции А.  В  и В.  А,  вообще говоря, различными.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ГРУППЫ

§ 63. Группой называется всякая совокупность G предме
тов 9Я, обладающая следующими четырьмя свойствами:

I. Композиция всяких двух предметов совокупности О дает 
предмет той же совокупности.

II. Композиция предметов совокупности G обладает сочета
тельным (ассоциативным) законом:

А - ( В С )  =  (А -В )-С

III. Существуют в совокупности О предметы /  такие, что 
для всякого предмета А из совокупности G имеет место ра
венство:

А - 1 =  А

Предмет /  носит название п р а в о й  единицы группы.
IV. Для некоторой определенной из единиц I  и для всякого 

предмета совокупности G существует в совокупности G другой 
лредмет X,  удовлетворяющий равенству:

А- Х ~  I

Предмет X  носит название п р а в о г о  о б р а т н о г о  относи
тельно А.

Предметы, входящие в состав группы, носят название ее 
э л е м е н т о в .  Если число элементов группы конечное, то груп
па называется к о н е ч н о ю ,  в обратном случае — б е с к о 
н е ч н о ю .

Число элементов конечной группы называется ее п о р я д к о м .
Сделаем из наших четырех постулатов прежде всего необ

ходимые выводы.
Покажем, что существует только одна единица в группе.
Допустим, что существуют две единицы /  и / f. На основа

нии постулата IV можем единице U сопоставить элемент X  та
кой, чтобы было:

5. Акад. Л. А. Граве. 556.

h - x = i (1)
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Умножаем в смысле композиции это равенство слева на I

X) =  h - I

но /  и /j — единицы, следовательно,

h  ■ h  = / ) ,  h ' I ~ h \
мы получаем:

h - X  =  h
Сравнивая с (1), мы видим, что

h  =  l

Покажем, что единственная правая единица /  есть в то же 
время и левая.

Положим, что
I . А =  В  (2)

Докажем, что В =  А
Умножим (2) справа на элемент Y, обратный А:

I ■ A - Y = В - Y,
где

A- Y = I
I ■ 1 = В  ■ Y — I  (3)

Сравнивая с (3), получим:

A- Y — B- Y

Умножая справа на элемент обратный Y, получим:

А =  В

Покажем, наконец, что правый обратный элемент есть в то 
же время и левый обратный, т.-е. из равенства

А - Х  — 1 (4)
следует:

X- А =  1 (5)

В самом деле, умножим равенство (4) слева на X:

Х - А - Х = Х

и, наконец, умножая справа на элемент правый обратный X, 
получим равенство (5).
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Если композиция всяких двух элементов перестановочна, т. е.

то группа носит название а б е л е в о й ,  или к о м м у т а т и в н о й .
§ 64. Покажем примеры групп. Во всяком числовом поле 

все поле есть группа относительно с л о ж е н и я  (в обыкновен
ном смысле). Ее единица групповая есть обыкновенный нуль, 
а всякому элементу А  соответствует обратный— А. Эта груп
па носит название а д д и т и в н о й .

Если мы откинем из поля 0, то останется группа относи
тельно у м н о ж е н и я  (в обыкновенном смысле). Ее групповая 
единица есть обыкновенная арифметическая единица 1, а вся

кому элементу А  будет соответствовать обратный —■.

Эта группа называется м у л ь т и п л и к а т и в н о й .

Меняя расположение предметов, мы можем получить 

N — 1 - 2 - 3 . . .  п =  п! 
п е р е м е щ е н и й  этих предметов, которые обозначим:

П о д с т а н о в к о й  мы будем называть действие перехода от 
одного перемещения 5* к другому Si. Это действие состоит 
в изменении значка каждого предмета.

Если мы будем обозначать подстановку знаком

то мы будем иметь полную систему подстановок п предметов:

Если под композицией подстановок S  и Т  мы будем раз
уметь результат производства подстановок одной вслед за дру

А - В =  В • А,

ПОДСТАНОВКИ

§ 65. Рассмотрим п предметов:

аи # з , . . . ,  &п

\
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гою, сначала подстановку S, а потом Т, то окончательная под
становка, которая получится, и будет ST:

U

Итак, общая совокупность всех N  подстановок обладает 
свойством группы.

Внутри группы всех подстановок существуют меньшие груп
пы, так называемые д е л и т е л и ,  или п о д г р у п п ы .

Родоначальником теории . групп подстановок был Лагранж. 
В мемуаре 1770 года он рассматривает группы подстановок 
корней xi, х 2, . . . ,Х п  уравнения я-ой степени в связи с рацио
нальными функциями от этих корней:

<p(Xj, Х %,. . . ,  Х п) 
в

Лагранж ограничивался б у к в е н н ы м и  уравнениями, в ко
торых коэфициентам не придается никаких численных значе
ний и, значит, корни которых суть независимые переменные.

Исследования Лагранжа вдохновили Галуа к открытию глу
бокой теории, которая обнимает как буквенные, так и численные 
уравнения, в которых коэфициентам заданы численные значе
ния.

Далее мы посвятим особую главу теории Галуа, а пока 
ограничимся буквенными уравнениями.

§ 66. Всякой рациональной функции от п независимых пере
менных соответствует некоторая группа подстановок этих пе
ременных, не изменяющих в и д а  этой функции.

Это совершенно очевидно, ибо если две подстановки S  и Т 
не изменяют вида <р, то, очевидно, и подстановка S T  не будет 
менять вида ср.

Существует обратное свойство, что всякой группе подста
новок соответствует своя функция.

Возьмем выражение:

У  —  Щ Х \  - j -  &2Х 2 - f -  0.3X 3 - j - . . . ,

где аь а2, a3, -------различные между собой коэфициенты.
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Применим к переменным х и х 2, х 3, . . .  подстановки заданной 
группы:

S u S2, S 3, . . . , S le (1)

Пусть значения у, которые получаются при подстановках, 
суть:

У и У * ,.-- ,  У к (2)

Тогда функция:

(е -  jm) ( г ( г - м  (3)

очевидно, не будет меняться при подстановках (1), а будет
меняться от всякой новой подстановки. Функция (3) соответ
ствует группе подстановок.

Я буду рассматривать свойства групп подстановок, следуя 
Лагранжу, в связи с рациональными функциями.

§ 67. Предполагая далее рассмотреть теорию Галуа, ограни
чимся пока уравнениями буквенными и, следуя Лагранжу, свя
жем теорию групп подстановок с рассмотрением рациональных 
функций от корней:

<р (xt, х 2, . . . ,  х„)

Мы получим ряд свойств групп подстановок, так сказать,
наглядно; эти свойства будут относиться к общего вида груп
пам, не подстановкам.

Если рациональная функция <р не меняется от подстановок 
группы G, а меняется от всех других, то говорят, что она и р и- 
н а  д л е ж и т  к группе G.

Так, например, существуют функции:

Хц  - J -  Х% - j -  . . . - j -  Х п, Х \  Х 2 . . . Х п ,

которые не меняют своего вида при всех п\ подстановках. Они 
называются с и м м е т р и ч е с к и м и .  Отсюда полная группа под
становок называется также с и м м е т р и ч е с к о ю .

С другой стороны, можно составить функцию, которая не 
меняется только при одной тождественной подстановке и ме
няется при всех остальных. Одну такую функцию мы видели:

X\-\-a2X i- \- .
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Эта функция принадлежит к группе, состоящей только из 
одной единичной подстановки. Ее обыкновенно называют функ
цией Галуа.

§ 68. Пусть функция <р принадлежит к группе:

' G =  1, Si, . . . ,  S r—1 '

порядка г, где г < я !
Кроме значения tp =  cpi (происходящего от подстановок груп

пы G), от подстановок, не принадлежащих к группе G, получаются 
другие значения функции. Пусть всех значений функции будет q :

?  =  <pi. <?*• <рз,• • • ,

Пусть одна из подстановок, которые переводят «pi в < р б у 
дет 7*,-—j ,  тогда мы получим все подстановки, которые дают 
значение «р/, умножая все подстановки группы G на ь

■“Итак, все подстановки симметрической группы распадаются 
на q систем:

0 . 1  =  1, Si, s% , . . . , Sr-\

о II SiTu 5,7*1, ..., Sr—i T i

GTt=*Tit s , r 2, SzTz, ' . . . ,  Sr—1 n
GT q_i — Т q—j, Si Tq—i , S2 Tq—j, . . . ,  Sr—iTi

значит, число всех подстановок будет:

r - q  — n\ (2)

Итак, произведение порядка группы G и числа д* различных 
значений функции равняется порядку всей симметрической 
группы.

Это дает разложение симметрической группы на так назы
ваемые с о п р я ж е н н ы е  системы. Из этих систем только пер
вая G. 1 есть группа, а остальные же—не группы, потому что в них 
не г̂ единицы.

Можно было бы разложить иначе симметрическую группу на 
сопряженные системы. Будем рассматривать подстановки, которые 
переводят <р* в <р(; за такие подстановки можно принять обрат
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ные подстановки 7’,_ь  обозначим эти подстановки £/,_1; мы 
получим тогда системы:

1 . G =  1, S u S i t . . . ,  Sr-i 
U,G — Uu U iSi, U i S i , . . . ,  U\Sr—i

Uq—\ G — Uq—lt Uq—\S\t Uq~\Si, . . . ,  Uq—\Sr~\

Разложение данной группы P  по сопряженным системам 
-относительно подгруппы Q совершается таким же способом 
при произвольных конечных группах (не подстановках). Полу
чается общая теорема, что если порядок группы Р  есть т 
а порядок подгруппы Q есть q, то

q r = m ,
так что порядок подгруппы есть делитель порядка группы. 
Число г носит название и н д е к с а  подгруппы. При подстанов
ках индекс, как мы видели, имеет конкретное значение.

Возьмем произвольный элемент А конечной группы и соста
вим бесконечный ряд степеней:

А, А 2, А3, . А " , . . .  (4)

Так как все степени суть элементы группы, а число таких 
элементов конечное, следовательно, среди степеней ряда (4) 
должны быть одинаковые; пусть

А1 =  А1+я,
откуда, умножая на элемент обратный А', получим:

1 =  (5)
Пусть будет q наименьшее из чисел, при которых имеет 

место равенство (5); тогда степени:

А ° =  1, А, А2, . . .  ,Ач~1 (6)

все различны и образуют, очевидно, группу, порядок которой
•есть q. Возвышая обе части равенства (5) в степень г, получим:

Am =  1 (7)
Мы получаем важное свойство, что возвышение произволь

ного элемента группы в степень показателя, равного порядку 
группы, дает единичную подстановку. .

{



Применим формулу (7) к одному вопросу теории чисел. 
Рассмотрим так называемые положительные в ы ч е т ы  па 

модулю k, где k  натуральное число. Будем называть вычетом 
числа х  такое натуральное число а, что

х — Ik а,

причем а <  k, а I — известным образом выбранное положитель
ное или отрицательное целое число.

Следуя обозначению Гаусса, будем писать:

Я Е = а ( т  od £) (8)

Э т о т  знак называется с р а в н е н и е м  и выражает делимость 
разности х — а на А. Словами сравнение (8) можно выразить так; 
„х сравнимо с а  по модулю 

Система вычетов:
• • * , Ctq

по модулю k  взаимно простых с k  образует группу относи
тельно умножения, ибо всегда

a,o/ =  as (mod k)

Порядок q этой группы обозначается через <р (k).
Эта функция ср выражает число чисел меньших k и взаимно 

простых с k. Эйлер показал, как вычислить для всякого k функ
цию <р(&).

Применяя формулу (7), получим известную формулу Эйлера::

ачм =  1 (mod k),

где а число взаимно простое с k.
Если k = p ,  где р  простое число, то

( ар~1 зз  1 (mod р),

где а не делится на р. Последняя формула выражает так на
зываемую м а л у ю  т е о р е м у  Фермата, в отличие от большой,
о которой будет сказано во втором томе.

Если р  =  5, то 
14=  1 е= 1 (mod 5), 24=  16 н= 1 (mod 5), 34 =  81 == 1 (mod 5),

44 =  256 Ез 1 (mod 5)
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ИНВАРИАНТНАЯ ПОДГРУППА

§ 69. Введем в рассмотрение так называемое преобразо
вание подгруппы при помощи подстановки Т. Опять возьмем 
наглядный пример рациональной функции.

Пусть подстановка Т  переводит функцию ер в другую <pt ; 
очевидно, что Т  не принадлежит к групе G функции «р.

Найдем, к какой группе будет принадлежать функция epj. 
Эта функция сводится к функции ер при помощи подстановки 
обратной Т, которую мы можем назвать Т~г ; далее приме
няем к функции ер все подстановки группы G и, наконец, при
меним подстановку Т, которая вернет функцию epi.

Итак, все подстановки, не изменяющие функцию ерь суть:

1 =  г-» • 1 • Т, Т - ' S iT , Т~г S 2T  Г- 1 S qT, (1)

что можно сокращенно обозначить:
T - 'G T

Подстановки (1) суть подстановки, принадлежащие к группе Н  
функции <рь которая происходит из функции ер через п р е 
о б р а з о в а н и е  переменных при помощи подстановки Т.

Поэтому называют п р е о б р а з о в а н и е м  подстановки 5  при 
помощи подстановки Т  такую новую:

U =  T~l S T  (2)

Название „преобразование S при помощи Ти оставляют за под
становкой U  вида (2) и в общей теории групп.

Подстановки системы (1) образуют группу, ибо, если

B i = T - 4 S iT ,  В, =  Г- 1 Sj Т,
то

Bi Bj =  г - 1 Si тт-' S jT =  Т - 1 SiSjT 

и если по законам действий в группе G:

S i S j ^ S i ,  (3)
то будет:

B iB j= B t (4)

Итак, система подстановок Bi есть группа.
Мы видим, что законы композиции в группах О и Н  одина

ковы. Это выражает так называемый и з о м о р ф и з м  двух групп. 
Так как в теории групп природа элементов группы не играет
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никакой роли, а все дело состоит в законе композиции, то две 
изоморфные группы считаются за одну.

Если мы имеем коммутативную трупу, то

Bi =  Г- 1 SiT =  T~l TSi =  Si,

т. е. подстановка не меняется от преобразования.
Итак, обе группы тождественны по изоморфизму:

G =  H

Всякая подгруппа коммутативной (абелевой) группы инва
риантная.

Часто бывает другое обстоятельство, что группы Н  и G 
совпадают в целом, причем элементы Н  пробегают элементы G 
в другом порядке, т. е . ,

T ~ 'S tT =  S, (5)

Мы можем назвать в случае (5), если Т  пробегает всю.симме- 
трическую группу, трупу G и н в а р и а н т н о й  п о д г р у п п о й .

Если G подгруппа группы Gb то мы назовем ее инвариантною, 
если будет:

G — Т~ЮТ,

когда Т  пробегает все элементы группы 0 4.
§ 70. До сих пор мы рассматривали такие свойства групп 

подстановок, которые непосредственно переносятся на группы 
общего характера. Теперь мы перейдем к изучению некоторых 
важных обстоятельств, которые отно
сятся исключительно к подстановкам.

Введем в рассмотрение понятия о 
ц и к л е  и о т р а н с п о з и ц и и .

Разделим круг на несколько равных 
частей и в точках деления укажем пе
ременные независимые:

^1, Х2, Х%, • • •,
причем так, что увеличение значка 
должно соответствовать движению по 
кругу в сторону движения часовой рис. 9.
стрелки.

Мы будем называть к р у г о в о й  п о д с т а н о в к о й  или 
ц и к л о м  подстановку, в которой Х\ переходит в х 2, х%
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в х 3, х 3 в x t и, наконец,ос4 в М, причем цикл замыкается. Кру
говую подстановку записывают знаком:

(*ь *2, л:3, x t)
Каждая буква цикла переходит в следующую справа и по

следняя дбуква переходит в первую.
Всякую подстановку можно переписать в виде произве

дения циклов.
Пусть 5  будет некоторая подстановка. Берем одну из букв, 

перемещаемых этой подстановкой, например а. Пусть эта буква 
заменяется некоторою другою Ь. Пусть затем буква b заменя
ется на с и т .  д. Продолжая следить за рядом последовательных 
‘букв а, Ь, с , . . . ,  необходимо дойдем, наконец, до такой буквы/,  
которая заменяется первой буквой а. Получим, таким образом» 
цикл:

С\ =  (я, Ь, с , , f )
Если этим циклом исчерпываются все буквы, перемещаемые 

подстановкой S, то сама S  есть не что иное, как цикл. Если же 
цикл не исчерпывает перемещаемых букв, то берем какую- 
нибудь из остальных букв, и, оперируя попрежнему, составляем 
новую группу букв, образующих новый цикл С2.

Продолжая далее выделение циклов, исчерпаем все буквы, 
так что будет:

S  =  С{С2С з . . .

Полезно вводить в рассмотрение циклы из одной буквы

(«),
причем знак (а) указывает, что буква а не меняется.

Например, подстановка

s== ( f b a e d 8 c \
\ a b c d e f g J

дает такое разложение на циклы:

S  — i f l f g  c)(de)  (b)

§ 71. Цикл, состоящий из двух букв

(ab)

носит название т р а н с п о з и ц и и .  Тут буква а  заменяется на Ь, 
а b на а.



Всякую подстановку можно представить в виде произведения 
транспозиций.

Мы видели, что всякая подстановка может быть разложена 
на произведение циклов.

Покажем, что цикл можно заменить произведением транспо
зиций. Например,

(а b с . . .f) =  (а Ь) (ас ) .  ..(af)\

число транспозиций на единицу меньше порядка цикла. Цикл, 
перемещающий нечетное число букв, равносилен четному числу 
транспозиций. Разложение подстановки на произведение транс
позиций может быть сделано различными способми.

В самом деле:

1 =  (a b) (b а);

такую единицу, состоящую из двух транспозиций, можно ввести 
в произведение где угодно между множителями.

§ 72. Все подстановки разделяются на ч е т н ы е  и н е ч е т -  
н ы е.

Четные подстановки состоят из произведения четного числа 
транспозиций, а нечетные—из нечетного.

Совокупность четных подстановок составляет группу (кото
рую мы назовем через “31), потому что в произведении четных 
подстановок будет опять четная подстановка.

Найдем функцию ср, имеющую группу 91. Эта функция есть:

V = {X i—  —  x a)(xt — x t) . . .  (х{ —  х„)

(х2 —  x s)(x2 — X i) .. . (х2 — х а)

(Хз —  Xt). . . (Х3 — Хп) ( 1 )

— 92 —

(Ха- ] Хп )

Нетрудно усмотреть, что транспозиция (хи х 2) изменяет 
знак V, подобным образом транспозиция всяких двух букв 
(xi, x k) меняет также знак V, ибо всегда изменением названия 
букв можно xi и х к заменить на x t и х 2.

Итак, от четных подстановок функция V  не меняется, а от 
нечетных она обращается в — V.
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Поэтому функция V  называется з н а к о п е р е м е н н о й .  Она 
принадлежит к группе 91, которая также называется з н а к о п е 
р е м е н н о й .

Укажем ряд свойств знакопеременной группы.
I. З н а к о п е р е м е н н а я  г р у п п а  з а к л ю ч а е т  в с е  т р о й 

н ы е  ц и к л ы .
Все подстановки *21 могут быть представлены в виде произ

ведения тройных циклов. Справедливость этого следует из 
того, что всякая пара транспозиций дает в произведении или 
один или два тройных цикла:

II. З н а к о п е р е м е н н а я  г р у п п а  е с т ь  п — 2 р а з  т р а н 
з и т и в н а я .

Группа называется п — 2 раз транзитивной, если произволь
ные п — 2 буквы:

могут быть заменены на другие произвольно указанные:

Итак, подстановка, дающая указанную замену, может быть 
такая:

где a„-i, а„, Ьп—остальные перемещаемые буквы. Пишем
в нашей подстановке эти остальные буквы в произвольном по
рядке. Если подстановка оказывается нечетною, то достаточно 
переставить буквы Ьп- и  Ьп , т. е. умножить подстановку на 
транспозицию, и мы получим подстановку из группы 91.

1 .
III. П о р я д о к  г р у п п ы  91 е с т ь  — п\

В самом деле, назовем порядок 91 через k, а число подста
новок нечетных—через k\, тогда

k -f- k { =  п\

(.a b) (a c) =  (ab с)

(а Ь) (с d) — (ac d) (а с Ь)
(2)

Ct\CL% • .  • Cin —2

Ьфг . ..Ьп-2
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но через умножение всех подстановок на транспозицию под
становки системы четных подстановок перейдут в нечетные, и 
обратно, значит:

k  =  k\ и & =  — п\
2 ♦

IV. Г р у п п а  51 е с т ь  и н в а р и а н т н а я  п о д г р у п п а  
в с е й  с и м м е т р и ч е с к о й .

Возьмем произвольную подстановку Т  симметрической 
группы, тогда

Т ~ ^ Т = %
потому что, если

Т  =■ (a b )(b c ) . .  .(иг),
то, очевидно,

Т~ 1 =  ( u r ) . . . ( b c )  (а Ь),

т. е. число транспозиций в Г  и Т ~ 1 одинаково, и тогда o r  
умножения подстановки на Т  справа и на Т~1 слева прибавля
ется четное число транспозиций и, следовательно, четность под* 
становки не меняется.

Группа называется п р о с т о ю ,  если она не имеет отличной 
от единицы инвариантной подгруппы, в обратном случае она 
называется с о с т а в н о ю .  Симметрическая группа есть всегда 
составная, ибо она всегда имеет инвариантную подгруппу 31.

Покажем, что знакопеременная группа 31 при п > 4  простая. 
На этом свойстве основывается доказательство того, что общие 
уравнения выше четвертой степени не решаются в радикалах.

Пусть Q будет инвариантная подгруппа группы 31 из п эле
ментов 1, 2, 3 п.

При « >  4 группа Q не может заключать среди своих под
становок е д и н и ч н о г о  т р о й н о г о  ц и к л а .

Допустим обратное, пусть в группе Q заключается подста
новка (123), но в группе 31 должна заключаться подстановка 
f a b c d e .  .Л
VI 2 34 5 у Пре°(>РазовЬ1вая цикл (123) при помощи подста

новки Т, мы должны заменить в цикле элементы 1, 2, 3 на а,
Ь, с, и в группу Q должен входить цикл (a b c ), но при 4 
три элемента а, Ь, с могут быть произвольно выбраны. Значит, 
в группу Q входят все тройные циклы, а следовательно, она 
совпадает со всей группой 31 и не может быть ее подгруппой.
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Пусть в Q входит какая-нибудь подстановка 5, а Т  пусть 
будет произвольно взятая подстановка из всей группы ЭД.
В группу Q должны входить обе подстановки 5  и T—'ST ,  как 
в инвариантную подгруппу 91, а следовательно, и подстановка ,

U =  S -* T ~ lS T

Мы докажем, что Q не может быть инвариантной подгруппой, 
показав, что можно во всех случаях подобрать S  и Т  так, чтобы 
U  был о д и н о ч н ы й  т р о й н о й  ц и к л .

Рассмотрим все возможные случаи.
I  случай. В подстановку 5  входит цикл из более чем трех 

элементов:
5  =  (1 2 3 4 . . .  /га) ( . . . ) ( . . . ) . . .

Возьмем подстановку Г==(12 3), тогда:

T - 'S  =  S - ‘( 1 3 2 )S =  (2 4 3),
и

U  =  (243) (1 2 3) =  (1 2 4)

II  случай. Пусть в подстановку 5  входят только тройные и 
двойные циклы. Если в подстановку входит только один тройной 
цикл и кроме того двойные циклы, то квадрат такой подста
новки обратится в одиночный тройной цикл.

Остается рассмотреть случай, когда в подстановку 5  входит 
более одного тройного цикла:

5 = ( 1 2 3 ) ( 4 5 6 ) ( .  . . ) ( . . . ) . . .

Возьмем подстановку Т = (  134), тогда:

S - i  T - 'S  =  S ~ \  1 4 3)5 =  (2 5 1), U =» (2 5 1) (1 3 4) =  (1 2 5 3 4),

и мы приходим к разобранному уже случаю I.
III случай. В подстановку 5 входят только двойные циклы. 

Случай одного двойного цикла нечего рассматривать, ибо тогда 
подстановка 5  нечетная и не входит в группы ЭД и Q.

Случай двух циклов можно не рассматривать, ибо тогда на 
основании (2) § 72 дело тогда сводится к одному или двум трой
ным циклам, т. е. к случаю II.

Остается случай более двух двойных циклов:

5  =  (1 2) (3 4) (5 6).
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Возьмем 7"=  (13 5), тогда:

и
S~* T~*S =  s - f(15 3)5 =  (2 6 4), 

£ / = ( 2  6 4) (13 5).
и мы приходим к случаю II.

Итак, во всех случаях при я >  4 мы приходим к противоре
чию. Значит группа 31 простая.

§ 73. Группы разделяются на н е п р е р ы в н ы е  и дискрет
ные. Непрерывные группы суть бесконечные, среди элементов 
которых находятся бесконечно близкие.

К числу таких групп принадлежат, например, указанные 
нами уже аддитивная и мультипликативная группы поля /.

Дискретными называются группы, когда условия бесконеч
ной близости между элементами не существуют.

Всякая конечная группа, очевидно, дискретная.
Во второй половине XIX столетия происходила конкуренция 

двух сильных математиков Клейна и Софуса Ли, Клейн раз
рабатывал дискретные группы, а Софус Ли—непрерывные и при
менял их к преобразованию диференциальных уравнений.

В заключение нашего изложения но теории групп мы рас
смотрим пример непрерывных групп нечисловых.

Рассмотрим все возможные перемещения в пространстве твер
дого тела. Они образуют группу относительно композиции, ко
торая состоит в последовательном выполнении перемещений 
одного за другим.

Рассмотрим движение твердого тела в пространстве, при
чем будем принимать во внимание только два положения тела:

7
Рис. 10. Рис. 1).
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начальное А и конечное В. Соединим мысленно эти положения 
жестким стержнем I, предполагая его укрепленным также жест
ко как к А, так и к В.

Мы получаем мысленно жесткое тело, состоящее из А, I и В, 
и будем его мысленно перемещать как угодно в пространстве. 
Как бы тело А1В ни было передвинуто в пространстве, будем 
его считать одним п е р е м е щ е н и е м  от Л к В.

Композицию перемещений мы представим себе так: мы при
ставляем перемещение А \^В \  к перемещению А1В таким образом, 
чтобы тело Л) было вполне отождествлено с В, а тогда положение 
Bi, которое мы будем называть С, даст окончательное перемеще
ние АтС, происходящее от композиции двух перемещений А1В и 
A\l\Bi.

Под т р а н с л я ц и е й  мы будем называть такое перемещение 
AIB, когда всякая прямая тела будет в двух положениях Л и В 
давать две параллельные прямые.

Пусть 5  будет одна из трансляций и возьмем произвольное 
перемещение Т, тогда перемещение S t, полученное из S’ от 
преобразования перемещением Т, т. е.

5 , =  T - 'S T ,

будет, Очевидно, также трансляцией.

ОПРЕДЕЛИТЕЛИ

§ 74. Мы будем заниматься решением систем уравнений 
первой степени, так называемых линейных.

Решая систему двух уравнений:
aiX-\-biy =  ki

a2x-\-b2y  =  k2 

относительно х  и у ,  мы получим:

kjb%— b\k 2 a\k2 —k\a2
X ~ a sb2— bid2 ’ У ~  a{b2—bta2

Имеем систему трех уравнений:
а\Х - f -  biy - } -  ctz =  ki 

a2x - f -  b2y  — j —  c2z =  k2 

ctiX - j -  b»y - j -  c$z =  kz,
P. Акад. Д . А. Граве, 556.
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Решая, получим:

кфгСъ ■х  =
■ k { b 3 c 2  —  b i k i C s  b \ k z C %  —  C j k j b j  C \  k 3 b 2

d\b2c3 — d ib a C t  — bid2c3 +  b\d3c2-\- C \d 2ba —  C \d 3b 2

_  d ik2C3 — djk»C2 — k td2C3 -f- k\d3C% +  C{d2ka — Cjdjkj 

У  ~  flib2c3 — dibsc3 —  bidiCa -j- b\d3c2 -j- C{diba —  C\dab2

d\b%k% — d\bak% — b\d2k3 “Ь b id3k2 -f- k\d2ba — k\d3b2 

d\b2C3 — d\baCi — b\d2C3 -j- b\d3C% -f~ C\d2b3 '— C\dab2

Обращаемся теперь к общему случаю п уравнений с п не-

dfXi -J-  btX2 -j- C\Xa —J— • * - — eiXn — k\

d2X\ -j- b2X2 -|~ ̂ г^-з 4 -  " ’ * "f” t'zXn =  k2

известными:

0 )

d ttX \  -j-  b n X 2 ’- \ -  CnXa “ t-  ‘ ’ ’ - f"  &nXn  —  k n

Решением мы, как увидим дальше, получим формулы вида:

А2 Дя
Х\ =  ~~ > Х2 =  —г  » • • • ,  х„ =  ■ (2 )д . д , д

причем вторые части k t, k 2, . . .  , k „  входят в Дь AJ( Д„, а 
общий знаменатель заключает только коэфициенты перед не
известными.

Общий знаменатель Д будет функцией от коэфициентов, 
которую мы обозначим:

btа{

d2
с I

Сг
et
е2

=  Д (3)

dn Ьп Сп ••• &п
Мы эту функцию определим так, что она равна сумме членов:

+  dibttCi,. . .  ein,

где iu i2, ia, . . . , i n всевозможные перемещения индексов 1, 2, 3 п, 
совершаемые при помощи подстановок симметрической группы. 
Мы будем ставить перед буквенным выражением знак (+ ) ,  если 
подстановка

/ l\ l2 la .. ■ 1п\
М 2 3 . . .  я /  

четная, и знак (—) — при нечетной подстановке.



— 99 -

Итак, мы будем считать:

д =  S  ( ±  я ;А л -  • •*/„)

Это выражение мы будем называть о п р е д е л и т е л е м  (Deter
minant).

Рассмотрим основные свойства определителей. 
О п р е д е л и т е л ь  м е н я е т  с в о й  з н а к  п р и  п е р е м е щ е 

н и и  д в у х  г о р и з о н т а л е й :

a* bi Сь . . .  вк

a, bt ci . . .  et ,

потому что такое перемещение соответствует транспозиции

(k I),

а от применения транспозиции подстановки четные переходят 
в нечетные, и обратно, следовательно, члены, имеющие знак 
(+), получают знак (—), и обратно.

Итак, перестановка двух горизонталей обращает А в —Д. 
О п р е д е л и т е л ь  р а в е н  н у л ю ,  к о г д а  д в е  г о р и з о н 

т а л и  о д и н а к о в ы .
С одной стороны, от перестановки одинаковых горизонталей 

определитель должен был бы менять [знак, но так как он не 
меняется, то:

Д =  — Д 
2Д =  0 

Д =  О

О п р е д е л и т е л ь  не м е н я е т с я ,  к о г д а  к ч л е н а м  одной  
г о р и з о н т а л и  п р и б а в л я ю т с я  с о о т в е т с т в е н н ы е  чле
ны д р у г о й  г о р и з о н т а л и ,  у м н о ж е н н ы е  на п о с т о я н 
н ый  м н о ж и т е л ь .

Т. е. если в определителе вместо i-ой горизонтали:

щ Ь{ ct . . .  ei (4)

напишем такую горизонталь:

ai-\-maj, bi +  tnbj, ci +  tncj, . . . ,  е,-\-те) (5)

Но так как все буквы определителя входят в первой степени,
то новый определитель будет состоять из суммы двух опреде
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лителей. В одном из них i-ая горизонталь будет прежняя (4), а в 
другом— она обратится в

tnaj, mb), mCj . . .  mej;
число m можно вывести общим множителем за определитель, 
и у нас остается определитель, в котором строка (4) заменя
ется такой:

а, Ь, с, . . .  е,, (6)

так что в определителе оказывается две равных горизонтали.
§ 75. Мы обозначали буквами а, Ь, с, . . .  колонны, а цифрами

1, 2, |3, . . .  горизонтали. Изменим тепер способ обозначения, 
причем будем буквами а, р, у. • • • обозначать горизонтали, 
а цифрами 1, 2, 3, .. . — колонны. Мы очень легко придем к за
ключению, что те свойства определителей, которые мы дали для 
горизонталей, можно будет перенести на колонны, а именно, 
перемещение двух колонн изменяет знак определителя; опре
делитель равен нулю, если две колонны одинаковы и т. д. Это 
показывает, что в определителе можно горизонтали опроки
дывать и писать в виде колонн:

а, bi С1 а{ а2 а 3

(Л% Ьг С2 = Ь х Ь2 Ьз

Яз Ьг Сз С\ Си Сз

Чтобы яснее выразить мою мысль, рассмотрим пример опре
делителя 3-го порядка:

at b i Ci <*1 а» а 3

а2 b 2 Си = Pi рг ре
аз Ьз Сз Ti Т2 Г8

так что:
=  Ь\ =  а2, Ci— а8, a a =  Pi, b<i =  $i, сг =  р8, 

а з  =  Т ь  Ьз =  Ъ> Съ — чз 

Возьмем какой-нибудь член определителя:

-|- азЬ\С2 (1)
и перепишем его в новых обозначениях:

+  Ti «* Ре
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или в естественном порядке букв:

"Ь«2рзТ1 (2)
/3  1 2\

Подстановка члена (1) есть i j 2 ЗУ’ а п°Дстановка члена (2)

есть Q .

Эти подстановки взаимно обратны, ибо

/3  1 2 \ /2  3 1 \ _/1 2 3\ _
\1 2 ЗУ VI 2 3 /  =  VI 2 3У =  1

Но обратные подстановки состоят из одинакового числа 
транспозиций (только в обратном порядке. Обе обратные под
становки принадлежат к одинаковой четности, и значит, знак 
члена сохраняется.

Например, в нашем случае:

( т )  =  (13К,2)' ( 1 2 з ) “ (12)(13>

Перейдем к общему случаю:

а , b i c t ... а , 0*2 а 3 . .  .

«2 Ьч С-г . . . Pi Р» pa ...
йъ Ьз Сз . . . т» 7з • • •

Рассмотрим какой-нибудь член определителя:

±  « /А Л  • • • (3)

Выразим его в новых обозначениях

±  • ■ • (4)

/  i\ i% i% • ..  \
Подстановка члена (3) есть I j 2 з  )  Перепишем эту под

становку так, чтобы верхний ряд ii i2. . .  обратить в 1 2 3 . . . ,  
тогда в нижнем ряду будут некоторые числа j i j t j t ,  так что:

ft\ к h " Л _ _  ( 1 2 3 . . Л
\1 2 3 . . . /  v i y » j 3 . . . /
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Очевидно, что j u j t j e ,  •••,  будут значки в произведении (3), 

но подстановка (4) будет г^з* она будет обратной*)

( \  2 3 . . Д  
для данной . . .  ).

\ j i  J i J 8 • • •/

РАЗЛОЖЕНИЕ ОПРЕДЕЛИТЕЛЯ ПО ЭЛЕМЕНТАМ ГОРИЗОН
ТАЛИ (КОЛОННЫ)

§ 76. Рассмотрим главную букву определителя a t, находя
щуюся сверху диагонали а{ Ь2 св . . .  еп.

Возьмем а\ за скобку во всех членах, где эта буква входит. 
Тогда в состав определителя войдет сумма:

a t M t (1)

Члены выражения (1) будут:

+  CL\bitCit . . . в{п

Подстановка, соответствующая этому члену, будет:

/1 it н  . •. in\ f  h  h  • • • *л\
Vl  2 3 . . .  и /  ( 4 2  3 . . .  n ]

Мы видим, что подстановки:

/1 h  is • • A  ( h  h  • • Д 
\ 1  2 3 . . . )  И \2  3 . . . /

будут иметь одинаковую четность, значит, сумма:

2 ( ± * / А . . . б | я)
будет также определитель, который мы можем обозначить:

ь% Сг . . .  6%

Ьг Сз . . .  еъ

Ьп Сп • . .  Сп

Этот определитель имеет на единицу меньшее число гори
зонталей и колонн;он называется м и н о р о м .  Он происходит от

*) Мы согласно со сказанным в § 65 под подстановкой разумеем переход 
от нижнего перемещения к верхнему.
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откидывания первой горизонтали и первой колонны, т. о. 
как раз тех, на пересечении которых находятся элемент а\, 

Итак, в состав определителя Д входят члены:

ь2 Сз . . ез

Ьп сп . еп
таким образом, выражение M t в (1) есть минор.

Найдем теперь члены Д, в состав которых входит аг, для 
этого передвинем l-ую горизонталь на [верхнее место, чтобы 
сделать главным элементом щ. Мы получим от такого пере
движения последовательно на одно место множитель:

( - 1)'-»

для определителя. Итак, если мы обозначим через

aiMi

совокупность членов, которые заключают мы будем иметь:

bi С i . е1

Ьг Сз . е3

bi-i Ci-1 . . e/_i
bi+i 0+1 . ei+i

Ьп Сп . еп

где у нас получается минор определителя после выкидывания 
первой колонны и /-ой горизонтали.

Итак, мы будем иметь:

Д =  diMi -|— CL2AI2 ~f". . .  -f” dnMn (2

b\M{ -}- Ь2Л42 • . .  “I-  ЬпМп =  0
С\М{ -(- с2Мг —|— - . .  —f~ спМ п — 0 
........................................................  (3)

e\Ni\ -f- —f- . . .  —f— впМп =  0

Уравнения (3) получаются из выражения (2) через замену эле
ментов а 1( я», , , .  первой колонны элементами других колонн
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b\, b2, c u c2.........ei, e2, . . . ;  тогда получается определитель,
имеющий две одинаковые колонны, что дает нуль.

Теперь мы можем показать решение линейных уравнений 
(1) § 74. Умножим эти уравнения по порядку на М\, М 2, . . . ,  М„, 
получим:

Ал: ^  k \ М \  - j— k 2N i2 - j -  . . .  - j -  k aM f i t
т. e.

Дх =  Д), (4)

где Д) k\M\ -j— k2M2 -j- . . .  -J- knM т т. e. получается определи
тель, где первая колонна, соответствующая неизвестному х, 
заменяется колонной вторых частей уравнения.

Если мы желаем найти неизвестное и, соответствующее I ой 
колонне, то можно рассуждать так: перенесем l-ую колонну на 
первое место, тогда коэфициент г займет главное место. 
Рассуждая подобно раньше сказанному, мы разложим опреде
литель Д по элементам:

1*2, Га, . . . ,  Тп

/-ой колонны, которая теперь есть первая слева. Мы получим 

Д =  И-  гi R i  . • • -j- тn R n ,

и неизвестную и мы найдем так:

Д и  =  k \ R i  -j- k ^ R i  —f—. . .  —j— k n R n >

или
Ди =  Д/,

где Д/ получается из определителя Д заменой I-ой колонны 
колонной вторых частей k t, k 2, . . . ,  k n .

Итак, мы решили систему (1) § 74:

Дх =  Дь Ду =  Да, . . . ,  М — Ап (5)-

§ 77. Рассмотрим теперь систему так называемых одно
родных уравнений, когда вторые части все равны нулю:

(i{X -j- b\y -j— C\Z - j - . . .  —}- в\ t  =  0
ci2x  -)- b%y -f- c2z  -j- . . .  +  e2t  =  0 ^

anx  +  b„y +  c„z +  . . .  - f  e„t =  0
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На основании равенств (5) предыдущего параграфа мы по
лучим:

Ах =  0, Ду =  0, . . . ,  At =  0

Тогда происходит одно из двух.
1. Определитель А отличен от нуля, и тогда все н е и з в е с т 

н ы е  р а в н ы  н у л ю:

* =  0, у  ~ 0, z =  0, . . . ,  t  — 0

2. Или же определитель равен нулю, если существуют 
отличные от нуля неизвестные:

Д =  0

Рассмотрим еще случай п — 1 однородного линейного урав
нения от п неизвестных:

ах by -j- сг =  0
а\Х +  bty  -\-ctz  =  0 ;

тогда неизвестные определяют пропорцию:

х ______ у  г____
Ь с с а а b

bt ct Cl flt а\ Ък

в чем нетрудно убедиться подстановкой вместо х, у, г  им 
пропорциональных определителей.

ИСЧИСЛЕНИЕ МАТРИЦ

§ 78. Совокупность я2 произвольных чисел, расположенных 
по следующей квадратной системе:

«и
a-i 1 «22

а\п
а% п

а„ 2 ап

образуют так называемую к в а д р а т и ч н у ю  м а т р и ц у  по
рядка п. В определителях мы рассматривали подобную схему, 
но там мы по элементам а1к находили число, которое называли 
определителем,здесь же мы рассматриваем самое картину рас-
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положенных в квадрат чисел и считаем эту картину как зй 
объект математического рассуждения, не совмещая с этой кар
тиной никакого обыкновенного числа. Чтобы отличить матрицу 
от определителя, мы будем с двух сторон писать двойную черту, 
тогда как для обозначения определителя мы будем писать по 
одной черте.

Кели*) первый обратил внимание на то> что можно матрицу 
рассматривать как одно к о м п л е к с н о е  число. Можно уста
новить правила для сложения и умножения, откуда появится 
новая алгебра действий над матрицами,

Будем рассматривать всю совокупность /  комплексных чисел 
обыкновенной алгебры; кроме этих чисел будем рассматривать 
всевозможные матрицы порядка п, элементами которых явля
ются числа I. Эти матрицы вместе с числами i образуют сово
купность 9tft, в состав которой входит совокупность /  как часть. 
Для совокупности 9К числа I  называются с к а л я р н ы м и ,  а мат
рицы — величинами к о м п л е к с н ы м и .

Будем обозначать матрицы прописными готическими буквами:

91, ®, <£,...

Определение равенства матриц

Две матрицы:

9 1 = Ж и >

называются равными, если они тождественны, т. е. если каждый 
из п2 элементов матрицы 91 равен соответственному элементу 
матрицы ©, т. е.

91 =  93,
если

Cllk “  btk 

(/, k ,=  l, 2

Определение нуля

Матрица называется н у л е м  тогда и только тогда, когда 
все ее элементы равны нулю.

*) Coll. math, papers, 2, с. 475.



Определение сложения матриц

По соответственным элементам а i bik двух матриц 91 i 93 
составляется элемент:

Stk — cLik -f- bik
новой матрицы 6 . Эту матрицу называют суммой 91 и 93 и пишут:

6  =  91 +  93 

Разность 91 — 95 будет, очевидно, такая:

|| Clik — bik ||

Мы видим, что матрицы представляют относительно сложе
ния абелеву группу, ибо из определения сложения следует 
как перестановочный закон:

91 +  93 =  93 +  91,
так и сочетательный:

91 +  (93 +  (С) =  (91 +  93) +  (£

Об умножении матриц

§ 79. Обращаемся теперь к определению понятия об умно
жении матриц, но предварительно скажем несколько слов 
о так называемых л и н е й н ы х  преобразованиях. Для большей 
наглядности ограничимся случаем матриц третьего порядка:

Xi — ацХ\ +  flj2̂ 2 +  Я\гХг

Х% =  (iziXi +  CI22X2 -4" йаз-̂ з 

■Ve =  tfaiXi +  аггХг +  Язз-*з 
Это преобразование переводит переменные Хь х г, лг3 в новые 

х \ , x<i, х 3. Это обстоятельство можно записать символически так:

*  =  91 (л'),
где 91 есть матрица Ца^Ц из коэфициентов.

Возьмем другое преобразование, переводящее переменные 
х[, х\, в новые х { ,  х " , х'3':

Xi =  bu xi +  b\2X2 +  b\ 3X3

X% =  Ь г \Х \  +  Ьз 2X 2 +  ^28*3 $ )

■*3 —  b a tX l  +  ЬмХ% +  ЬвзХз
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Эти уравнения можно символически обозначить:

х' =  93(х"),
где

93 H I M
Подставим x'i, л'2) х'з из (2) в уравнения (1), тогда получим 

линейное преобразование, дающее перевод от первоначальных: 
переменных x t, х 2, x s к окончательным х" ,x'l> х$ в таком виде

Xi =  С\iXt -f- С12*2 "f" Й’з^з

х 2 =  с2iXi -j- с^Хч -j- ^2з-̂ з (3)

Хд =  CaiXi -j- сыХ2 4* f 33*3,

что мы обозначим:

х  — <1 (х'%
где

£  =  1Ы 1

Мы можем написать символически: 

так что:

(£ =  21©

Проделав на самом деле преобразование (2) в уравнениях (1), 
получим:

си — CLllbn ЛцЬц - J -  # 13^81 

2 =  йцЪ\г - f "  а\чЬ2ч - f -  Д 13&32 

С{ 3 =  Clllbl3 ~ f "  # 12^23 - j ~  ^ 13^ 33>

C2i = « 2 1 ^ 1 1  О-ъФгк - j-  й ‘ц Ь ъ \

с22 — а2\Ьц-\- й22Ь22 -}- йгз^зг (4)

С%3 =  й 2ф ц  - f "  Л22&23 ~j“  й 2фъъ,

С81 =  Й 81& Ц  - j -  ^ 82^21 “ Ь  ^ 38^31 

Сзг =  Л ъ \Ь \2 - j -  ^32^22 ~Ь Й33^32 

СзЬ =  « 31^18 # 32^23 ~ j ~  ^ 88^88



Так как по нашим обозначениям элемента матрицы

aik
левый индекс обозначает номер горизонтали, а правый k  — номер 
колонны, то легко увидеть закон составления с/*: умножается 
элемент г-ой горизонтали п е р в о г о  множителя 91 на соответ
ственный элемент А-ой колонны в т о р о г о  множителя 93, а 
именно:

Cih — dnbik -j- Clftbih 4 “ CLubik

Такой же закон сохраняется и для общего случая перемно
жения матриц я-го порядка.

Умножение матриц есть действие, вообще говоря, не пере
становочное.

Хотя умножение матриц обладает свойствами сочетательным 
и распределительным:

91 (93(E) =  (9158) С

91(93 +  (Е) =  9193 +  91(£,
но совокупность 9И не есть коммутативное поле. Отличием 
является не перестановочность умножения. Еще более важное 
отличие представляет то обстоятельство, что произведение не
скольких матриц может равняться нулю, тогда как ни один из 
множителей не равен нулю.

Например,

а п  а , а  О

Й21 ^22 О

0-3\ Я 32 О

§ 80. Будем называть м о д у л е м  м а т р и ц ы  соответствен
ный ей определитель.

Покажем, что произведение двух определителей матриц 91 
и 58 равно определителю матрицы G =  9l-93, что можно запи
сать так:

|G| =  m-|93l
Ограничимся разбором случая определителей 3-го порядка; 

соображения будут одинаковыми и для общего случая опреде
лителей порядка п\

й ц Ь и  4 "  й ц Ь н  - j - . . . ,  а ц  bt a -f- а\ Ф ю  , а ц Ь \з  -\-<ХцЬзз - |-  • • •

й ц Ь ц  - j-a aa ^ a i 4~ • • • ,  #2)^12 4~ ЯццЬц - ( - • • • ,  С1%\Ь\з 4 “ ЯцЬ-ж +  . . .

&а\Ьц -J- #82^21 -}- . . . Яз1^12 4~ 082^22 • • • , 031^18 4 "  й 32^23 4~ •• •

0 0 0 0 0 0
0 0 0 — 0 0 0 =  0

Ь з 1 Ь з 2 Ь з з 0 0 0



Очевидно, что этот определитель будет суммою всевозмож
ных таких:
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йцЬ\\ й\\Ь\2 а^Ьгъ Ян «И а ,а
а.\\Ь\\ «22̂ 23 =  bubitb23 «21 «21 «22
«ц&ц «31̂ 12 «32̂ 23 Яз! «31 «32

Это выражение равно нулю, так как две колонны равны нулю. 
Итак, надо брать только такие комбинации, где первые знач

ки при b различные.
В сумме определителей будет, например, такая комбинация:

tf)2  Ь ц  СЦ\Ь\2 «13^33 « 1 2  « Ц  «13

«22«21 (1г\Ь \г  «23^33 —  Ь ц Ь ц Ь з з « 22  «21 #23

Я з г Ь ц  Ч г\Ь \1  «зз̂ зз « 3 2  #31 «33

«н «12 й ( з

—  —  bnbubn «21 «22  ^23 = ----Ь ц  Ь ц Ь зз |91|
«31 «82 #33

Итак, наш определитель |(Е| будет равняться сумме:

I СI = 2 ( +  bv  )| 911 =  1911 S ( ±  Ь,г bv  bt..),
где знак зависит от четности перемещений i{ ia i3. Значит:

!<E| =  | 9 1 M ® I

§ 81. При выводе правила умножения матриц мы умножали 
элементы горизонтали первого множителя на элементы колон
ны второго. Мы могли бы установить правило умножения 
четырьмя различными способами, а именно: умножить горизонтали 
первого множителя на горизонтали второго, умножить горизон
тали на колонны, колонны—на горизонтали, и наконец, колонны — 
на колонны. В матрицах будут получаться разные результаты. 
Но определитель не будет изменять своей величины, ибо ко
лонны можно опрокидывать, а горизонтали также обратить 
в колонны.

Рассмотрим теперь умножение двух матриц не квадратных, 
по правилу умножения горизонталей на горизонтали. Рассмо
трим сначала, когда число колонн меньше числа горизонталей:

d\ ал Я) <*2
Ьх Ьг • Pi Р2
с, сг Г1 72



-  t i l  -*■

Умножай, как сказано, получим:

а,\<Х\ -f- а^аа й\ pi 4~ а* рг #i Yi 4" Ys
а1 4~ ^2 й2 Ь\ р) -f- р2 ^)Yt4~^Y2

Ci« )-f-саа2 CiPi-j“ C2p2 ^iYi4~f 2Y2

Определитель подобной матрицы всегда равен нулю. В са
мом деле, этот определитель может быть переписан т а к :

ai а г <*2 00 fli pi 4 “ Яг р2 4" 00 (i\ Yi 4~fl,2 y«4~oo

b\ «14~ Ьг «г 4~ oo bi P) 4~ bi 4" oo yi 4~ ь% у2 4~ 00 ;
C) a, 4~ C-х 4~ 00 Ci (3) 4“ c2 P2 4~ 00 Ci Y) 4~ 2̂ 72 4~oo

он равен произведению двух определителей:

а 1 а.г 0 \а, «2 0

bi bi 0 • Р. Р* 0

Cl Ci 0 1 Yi Y2 0

из которых каждый равен нулю.
Если мы будем перемножать по горизонталям две матрицы 

с числом горизонталей, меньшим числа колонн:

II a Ъ с IIя Р Y♦ I)
bi с,

и"!l«i 1 ai Pi Yi
то результат умножения будет:

a а 4 ~̂Р 4- су a i*  -\-b{ $ -\-c,y II
аа-\ 4” b pi -\-с Yi ai °л 4* b\ Pi ~i~Cf yi II _

Эта матрица имеет определитель, который на основании 
соображений, подобных изложенным в § 80, может быть пред
ставлен в виде суммы произведений определителей:

а Ь а р а с а. у b с Р т• 4- • 4- •a, bi «1 Р di Сц «1 Yi bi с, Pi Yi
ч О ПРОИЗВОДНЫХ

§ 82. Рассмотрим задачу о проведении касательной к кри
вой, определяемой функцией /(* ) .  Уравнение этой кривой будет:

y*=f(x)



Возьмем на кривой точку М,  соответствующую значению х 
независимой переменной. Координаты этой точки будут х  и у.  
Координаты бесконечно близкой точки М\ на кривой будут:

х +  Ах, у  +  Ау,

где Ах и Ау  суть приращения х  и у.
Возьмем на секущей, проведенной через точки М  и М\,  ка

кую-нибудь произвольную точку N  с координатами £, Г{. Тогда 
будем иметь пропорцию:

0 )

Рис. 12.

При переменных € и т) мы получаем уравнение первой сте
пени для секущей.

Это уравнение можно написать так:

yj ~ у , Ау
Ах ( € - * )

Если мы будем приближать Ах к нулю, то секущая, повора
чиваясь около точки х, у ,  будет стремиться совпасть с к а с а 
т е л ь н о ю  М К  к кривой, с точкой касания в М.



_  и з  -

Если при приближении Ах  к нулю предел существует,

то он называется п р о и з в о д н о ю  от функции f ( x ) .  Так как 
этот предел зависит от значения х  независимой переменной, 
то он будет функцией от х, и его обозначают так : '

/(■*)
Существование производной сопровождается существова

нием касательной. Мы будем иметь:

A y = f ( x  +  A x ) - f ( x ) ,  /'(*) =

Приложим правило вычисления производной к функции

f { x )  =  x n,

где п целое положительное число.
Мы имеем по формуле Ньютона:

[х +  Дл)" =  х п -|- пхп~1 Ах +  х"~2 +  •' ’ '

тогда:
(л -f-Ах)п —х п _ , , а п { п —  1) „ , .- — —  --------- =  пхп~1 -4- Дл; — - . ■ vr  — х  -4-----Ах  ' 1 • 2 '

Приближая Ах  к нулю, получим:

f  (х) =  (хп)' =  пхп~х

Если мы от первой производной возьмем еще раз производ
ную, то получим вторую производную, которую будем обо
значать:

Г(х)
Продолжая далее брать производные, мы дойдем до произ

водной порядка k :

/<*>(*)

Ряд производных от функции f ( x )  =  х п будет: 

f  (х ) =  п х " - 1 
/ "  (х) =  п (п  — 1) х п~2 
f ' ( x )  =  n { n ~ l ) { n - 2 ) x n- 3
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Постоянный множитель может» быть выведен из под знака 
производной. Если 

t
то

F ( x  +  Ax) — F(x)  
Ах

так что

F{x) =  cf(x),

c f ( x  +  Ax) — cf{x)  
Ах

F'(x) =  c f ( x )

J ( x  +  A x )— f ( x )  
Ах

Наконец, очевидно, что производная суммы конечного 
числа слагаемых равняется сумме производных слагаемых. 

Производная постоянного числа равна нулю;
_ Г'

Ах
§ 83. Дадим понятие о подкасательной.
Очевидно, что производная есть тангенс угла ср, который 

касательная образует с осью х. Мы получаем:

Рис. 13.

M P — f(x ) ,  a QP есть так называемая п о д к а с а т е л ь н а я .  
Мы будем иметь:

q p — IS * L
4  f  (Л)
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ТЕОРЕМА ТЕЙЛОРА
§ 84. Мы имеем:

(х  -f- h)n =  —I— nxP—ih. -I— ---- —  x n~2h2 -4-

Если обозначим x n через f ( x ) ,  то мы получаем:

f { x  +  h) = f  (x) +  h f  (x) +  (;к) +

0 )

Это и есть знаменитая формула Тейлора приложения к функ
ции х п. Она прилагается без всякого изменения вида ко всякой 
целой функции:

Чтобы в этом убедиться, надо приложить формулу Тейлора 
к ряду функций:

и сложить, тогда мы заметим, что формула ( 1) применяется 
к полиному (2) степени п.

Для другой функции (не полинома) ряд последовательных 
производных не обрывается, а может быть продолжен до бес
конечности. Тогда можно поступать двояко, или оборвать ряд 
Тейлора на некотором члене

и считать этот ряд за приближение к функции f ( x ) ,  или же 
продолжать ряд Тейлора до бесконечности, и тогда возникает 
серьезный вопрос о сходимости этого ряда, т. е. о том, при
ближается ли к какому-нибудь пределу ряд, оборванный на сте
пени hn с увеличением показателя п.

/ ( * )  =  / М "  - \-РI* ”-1  ---------- \ ~ р п (2)

уЯ—1 у/1“*2 V 1Лг у Л, , Л  , , . . , Л , 1,

затем умножить эти формулы на постоянные:

Р о ,  Р и  Р^> • • • > Р п



ИСКЛЮЧЕНИЕ

§ 85. В общем анализе, например, при изучении уравнений 
с частными производными, на каждом шагу говорится об ис
ключении переменных. При этом принимается за принцип, что 
исключение из k - \ - l  уравнений k  величин должно оставлять
I уравнений относительно всех остальных величин.

Это утверждение делается огулом, причем не выясняется, 
что надо под этим исключением понимать.

Лишь в алгебраическом анализе вопрос исключения выясня
ется со всей полнотой.

§ 86. Положим, что требуется исключить одну букву х  из 
двух уравнений первой степени:

Рх  — Q =  О 

PiX— Qt -=0,

где Р, Q, Plt Qt могут быть функциями от новых переменных.
В элементарной алгебре давались два принципа исключения 

одной буквы из двух уравнений. Один способ состоял в срав
нении решений обоих уравнений. Другой способ состоял в под
становке решения одного уравнения в другое.

По первому способу, решая оба уравнения, получаем:

Сравниваем полученные решения

_Q _  Q l  
р  р { ’

откуда получаем:
QP\ — PQi — 0 (2)

По второму способу подставляем решение первого урав
нения:

во второе, и получаем:

Pi - р -----Qt — 0 ,



Мы приходим к тому же результату исключения (2).
Можно сразу применить соображения параграфа § 77 и по* 

лучить:'
Р Q 
Pt Qi

§ 87. Обращаемся теперь к общему случаю исключения бу
квы х  из двух алгебраических уравнений степени п и т :

Ро + P t  Х"'1 +  Р 2 Xя- 2 +  . . . + Р п  =  О 

д0x m-\-ql x m- 1 -\-q2m~2 + .  . .  +  дт*=0 

Умножая первое уравнение последовательно на

(1)

(2)

т— 1Л:

а второе уравнение — на
л”- 1

*-т—2 у 1, . . . , Л,  1,

ylt—2 ... Ь

получим т - \ -п  уравнений линейных однородных относитель
но т -\ -п  неизвестных:

х т+п—if х т+п~", . . . ,  х,  1

Так как одно из неизвестных есть 1, т. е. не равно нулю, 
следовательно, должен равняться нулю определитель, состав
ленный из коэфициентов:

R-

Р о Pi Р п

р о Pi . . . Р п

Р о  Pi  ■ ■. Р п

Яо Qi Ят

Яо Qi •. * qm

Яо qi . • qm
Мы получаем:

R  ~ 0 ; (З)4

R  есть так называемый р е з у л ь т а н т двух уравнений (1) и (2) 
относительно буквы х. Он выражается рационально через ко
эфициенты pi и qj этих уравнений.



Равенство (3) есть результат исключения буквы х  из двух 
уравнений (1) и (2).

§ 88. Кронекер указал общий способ, как определять,х^тб 
такое исключение букв из каких угодно уравнений.

Пусть рассматривается система уравнений от букв:
ч

....... .. Х/i, Уи Уя, . .. , У1
и пусть каким-либо способом мы получили I уравнений от 
букв у и у-г, yi t . . . , y i .  Как убедиться, что эти уравнения пред
ставляют н а с т о я щ и й  результат исключения букв Х\, Хг, . . .  ,Хк 
из первоначальных уравнений?

Кронекер формулирует задачу исключения так.
Он вводит термин с о д е р ж а н и е (Inhalt), причем под содер

жанием он понимает совокупность всех числовых значений 
х,, х 2, . . . ,  х п, которые удовлетворяют системе. Так, содержа
нием системы:

А х  + В у  +  C z - f D  = 0

А\Х - | -  В\у  - j -  CfZ - f -  Dt —  0

будут координаты всех точек прямой, которая определяется 
этими уравнениями.

Таким образом, понятие о содержании в плоской и простран
ственной геометриях сливается с понятием про ту фигуру, ко
торая определяется нашими уравнениями.

Поясним идеи Кронекера на примере. ,
Возьмем две линейчатые поверхности второго порядка:

S i { x , y , z )  =  0, s2{x ,y , z ) -=  0, " - (1)

имеющие общую линейную составляющую, тогда они пересе
каются по этой линейной составляющей и еще по косой линии 
третьего порядка. Координаты точки этой кривой линии тре
тьего порядка в параметрическом виде представляются так:

o-i t3jr b i  P-\-Ci t4~di  
Х W + W + c t  +  d

йг t3 —(- Ъ% ft -j- Ci t —f- d%
V “  of»+  «*  +  <* +  <* (2)

О з  t 3 -J- ba t 2 - j -  C31 - | ~  d a

at'6 -j- bt2 -}- et -j- d



Вывод уравнений (2) из уравнений (1) можно найти в книге: 
Граве, Анал1тична геометр1я, 1933 (стр. 224 — 225).

Если мы поставим себе вопрос, можно ли систему из 2-х 
уравнений (1) считать за результат исключения t  из системы 
трех уравнений (2), то ответ будет отрицательный. Система (2) 
относительно букв х, у, z  дает линию третьего порядка, си
стема же (1), кроме линии третьего порядка, заключает еще 
общую прямолинейную составляющую.

ЗАВИСИМОСТЬ МЕЖДУ КОЭФИЦИЕНТАМИ И КОРНЯМИ
*

§ 89. Возьмем уравнение общего вида:

'/(•*) =  ■*” +  Pi х ”- 1 -\~Рг х п~2 -j- , . . + / ? „  =  О (1)

Рассмотрим разность f ( x ) — f{a) ,  где а произвольное число. 
Эта разность будет:

* х п —  а п -J- p i  (хи-1 —  я " -1 ) +  • • • +  Pn-i (х — а) =  О

Все»разносгй х к — ак делятся на х  — а и, следовательно,

f ( x )  — f(a)  =  (x — a)f i(x) ,

где f i {x )  полином п — 1 степени.
Если а  — корень уравнения (1), то

/ (« )  =  О,
и мы получим:

/ ( * )  =  (* — <*)fi(x) -

На основании теоремы Гаусса, что всякий полином имеет 
по крайней мере один корень, замечаем, что, если мы обозна
чим его через x it то можно в полиноме f ( x )  выделить раз
ность х  — Xi:

f ( x )  =  (x — xO f i (x )

Но и полином f i  (*) должен иметь некоторый корень х 2. 
Продолжая далее выделение разностей х  — х и х ~ х г, х  — х 3, . . ,  
получим окончательно:

f ( x )  — {х — х\) (х — х г) (х — х 3) . . . { х  — х п), (2)

где х ь х г, . . . , х п суть все корни функции f[x).

—  И У  —



Сравнивая (1) и (2), получим:

p l —  —  X i —  X 2 — . . . — X n =  

рг =  —  2 * * * 1

— 2 - *

(3)

Л. =  (— 1)чЛ1л:2 ...л:„,
где в правых частях написаны суммы всевозможных комбина
ций корней по одному, rfo два, по три и так далее.

Итак, коэфициенты pi суть симметрические функции от 
корней. Очевидно, что всякая рациональная функция от коэфи- 
циентов

будет симметрическою от корней x t , x 2, . . . , х а. Покажем обратное, 
что всякая рациональная функция от корней, имеющая симме
трическую группу, может быть представлена в виде рациональ
ной функции от коэфициентов.

§ 90. Предварительно мы рассмотрим, следуя Ньютону, сим
метрические функции:

которые представляют суммы одинаковых степеней корней. 
Рассмотрим производную от функции:

{х-\-Ьх—Х\)(х-\-Ьх—х г)...(х-\-Ах—Хп)— {х—Х1){х—Хъ)..Хх—х п)
Ах

R(p t ,p2 , . . . ,pn )

(1)

Имеем:
f (x)  =  ( х — Kt){x — x 2) . . . { x  — х п) 

/ ( л  +  Ал:)—/( х )

Приближая к нулю Ах, получим:



Подставим в это равенство х  =  л:<, получим: 

Отсюда:
/  (х{) =  (х{ —  х г) ( X i  — Х а )  . . .  ( х 4 — х„) 

f  (Л 2) =  (х2 — хО (Х ч  —  Х а ) . . .  (*2 — Х „ )

/  ( Х з )  —  ( * s  —  х , )  (Х а  —  Л 2) ( Х а  —  X i ) . . .  ( Х а  —  Х я )

f  (Х п )  —  (Х п  — • X i )  ( Х п — Х 2) . . .  (х„ — Х п - 1)  

Вычислим
/(■*)

X — Xi

jc " + p i  л " - 1 —2-f/?3 jc" —3-f—  I

(2)

I * " - 1 4- (pi + X l)X '‘ - 2  +  (X 2, ± p l X i+ P ‘i)x n ~3+ - -

+  Xa ± X lX n~ l

x n~4j>l + X i)  +  p i  Xn~ 2 

± x n~ l(p\ Xi) ± { p \  Xi +  x 'ijx '1- ?

Xn- i  (x ]  +  Xtp, + p i )  + p z  JC»-»

Деление закончится без остатка, так как xi есть корень 
уравнения. Частное имеет вид:

л»0'(д:г) x n~ l +  wt (xt) х п~й +  юг (xi) x n~-3 +  (о3 (xi) х п~* +  . . .  +  «д- i  (xi), 

агде:
“ о ( X i ) =  1

«Ч (*г) =  Xi 4 "P i

(Xi ) =  X? -\ - p i  Xt 4 ~Рг 

<o8 (-Vj) =  X? - \ - p i  Xi 4 - P 2  Xt -{-pa

юя- 1{^) =  х«-14 - ^ ) х«-24-/>!гх"-34 - . . . 4 -p n~i

"7. Акад. Д . А. Граве. 556.



Взяв суммы (2) по всем i, получим коэфициенты произ
водной:

/ '  (х) =  пх*-1 +  (га — 1) р\ х п~2 - f  (п — 2)P'z х"~3 4 - . . .  -\-pn-i

5л—1 ~\~Pl Sn-2 -\~р2 Sn—3 -j- • • . 4~ —*1) Ра—1 =  О
К этой системе %1адо присоединить еще уравнение:

2  (ха, + P i x n~' + р 2х1~* + . . .  + р п) =  О, 

ибо все Xi суть корни нашего уравнения (1) §89. Мы получаемг

Sn -\~Р\ sn—1 -\~Pi Sa—2 4” • • • 4“ HP а — 0 ~~ ^  (5)
гя!.‘ r~ ^ v • ,

Получаем систему (4) и (5) га уравнений. [Эти уравнения 
можно решить относительно га неизвестных s* и выразить их 
рационально через коэфициенты.

Получаем:
S i = — P l

Сравнивая коэфициенты и f{x ) ,  получим равенства:

2  WJ (*,•) =  (« — \)Р\

2  “ 2 (*/) =  (п — 2)рг
(3)

Но 2  (Xi )=Pn-1
V  со, (Xi) =  Si 4- npi

2  “ г (^г) =  s% 4_ Si pi  4“  nPi

2  Мл— 1 (•*<) =  Sn—l 4 “ Sn—2Pi 4~ sn—%Pl 4 “ • • • 4 “ nP a - 1,

а- потому раскрывая равенства (3), получим: 
s, 4- р\ =  О
s2 4~p\ 4~ 2/̂ 2 — о
S 3 ~ \ ~ p l S2 - \ ~ P iS l  4 -  Ъ ръ  =  о (4)

=  p\ — 2p*
S3 =  --pl-\-3PiP2  — 3P3
Si =  Pi —  4/?j p 2 4~ 4pt Ръ 4~ 2pl  —  4pt



Важно обратить внимание на то, что все 5** выражаются 
целыми функциями от коэфициентов р и  р 2, . . . , р а с целыми 
коэфициентамй.

Обратно, при помощи уравнений (4) можно выразить р и 
р г , - - - , р п  через s*. Однако коэфициенты этих формул будут 
уже дробные:

p l =  — si

2рг =  s] — s2

6/?з —  — Si - f -  3 s i s 2 •— 2S2

Умножая уравнение (1) § 89 на х, получим:

* я + 1  - j .  р к X  +  р 2 X " - 1 +  . . .  - \ - р пХ  =  О 

Суммируя по всем корням -

S  (х "+1 + P l Xi +  • • • Л -p n X i)  =  о,
получим:

Sn+l -\-p \ S n -{ -p iS n - 1 - ) - • • .  +  PnSl =  О,

что даст Sn+i через известные уже s u s2, . . . , s„ .
Умножая уравнения (1) § 89 на х 2 и суммируя, получим вы

ражение sn+2 и т- Д- Постепенно мы дойдем до вычисления s* 
с каким угодно большим значком k. Можно получить sk с отри
цательным значком, если умножить уравнение (1) § 89 на х ~ \  
х ~",. . .  и суммируя.

§ 91. Тепер можем показать, что всякая рациональная сим
метрическая функция от корней х 1г х 2........  х п выражается ра
циональной функцией от Sk, а значит, и рациональной функцией 
от p i.

Рациональная функция есть (§ 53) частное двух целых функ
ций. Остается показать, как выразить через s целую симметри
ческую функцию. Целая функция от переменных независимых 
может быть написана так:

2  А * . • хЪп,

где Хь Х2, . . . , х я — целые числа или нули.
В симметрической функции, кроме члена
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должны находиться все члены

. . . х Ъ п> (1)

где показатели Х(, Х2, . . . Д „  не меняются при переходе от од
ного члена к другому, сумма же распространяется на всевоз
можные перемещения корней. Покажем, как выразить через s 
суммы подобные (1), а именно:

V уХ»^ Л 1 л 2 • • • л т  9

где т<Сп  и все показатели различные.
Начнем вычисление со случаев т — 1, т — 2, /тг =  3 и т. д.

т  =  1. 2  =  sXi

т — 2. £  я *1 х£* =  2  х } ‘ [ 2  — хЭД
i Л

Так как сумма распространяется на все комбинации различ
ных i и k, то случай i ~ k  исключается. Поэтому при постоян
ном i суммирование по к должно распространяться на все 
значки 1, 2, 3,. , . , п  за исключением i:

2  x t  x l '  =  2  х}‘ 2 х *  —  2 * * "  + х' =  sh s x , ~  S '^ +Л, 
i к

m =  3. 2 * ^ ‘ х* x } ‘ =  2 x ^  x t ’ [ 2  x}‘ — л/'‘ — 4*] =

= 2  •**’ 2  x i* — 2  x/a+Xi x i*— 2  ^*,+x>i
Итак, мы приходим к суммам случая яг =  2.
Получаем окончательно:

^ х } ' x l ' х} ‘

«X, (SX, ̂Х> sXi +Х>) (^X«+Xi SX. «X. +  Xi 4-Х» ^2) 

(SX, 4- Xi SX, ®Xj+Xi+X«) — ̂ Xi^X» s\. sh SX.+X. ^X> ̂Ха+Х.

~  SX. s x ,+x .  +  2 s x ,+ x ,+ X .

Далее мы можем рассматривать случаи m =  4, m =  5 , . . .  
и приходим последовательно к общему случаю.

Сделаем еще важное замечание, когда в функции (1) среди 
показателей Х(, Х2, Х т существует к одинаковых, тогда от
подстановок Х\, х 2........ х* получается один и тот же член. Значит,
надо общий результат разделить на 1 - 2 - 3 . . . к .
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Например, по формуле (2) при =  Х2 получим:

V-Xl IZjXi Xk Xi *=

 ̂щ 2   ̂ ^sx^Xi+Xi 4~  252^,-).^,} ,

при X) = X 2 =  X3 получаем:

2  L _ -  {s'x, -  3sXis2Xi - f  2s3Xi}

ТЕОРЕМА ЛАГРАНЖА

§ 92. Симметрические функции от корней выражаются через 
коэфициенты р. Они суть функции рациональные от р:

<»(Р\, Р * , - - . ,р п )  (1 )

При буквенных уравнениях р  суть независимые переменные> 
при численных уравнениях они уже числа.

Мы при решении уравнений будем считать симметрические 
функции заданными величинами.

Рассмотрим поле И(р) всех функций (1), коэфициенты ко
торых суть числа из поля /  (§ 38).

Мы будем говорить, что функция лежит в поле Q (р), если 
все ее коэфициенты лежат в поле &(р).

Теорема. Лагранжа.  Е с л и  ф у н к ц и я  f  не  м е н я е т с я  
о т  в с е х  п о д с т а н о в о к  г р у п п ы  G, к к о т о р о й  п р и 
н а д л е ж и т  ф у н к ц и я  ср, т о  ф у н к ц и я  ф в ы р а ж а е т с я  
ч е р е з  <р р а ц и о н а л ь н о  с к о э ф и ц и е н т а м  и и з  п о л я  
Q (р). ‘

Пусть сопряженные значения функции <р будут:

<р, <рь <р2, . • • ,  <р*-1 (2 ) .

и положим, что этим значениям соответствуют сопряженные 
системы подстановок: i

G, G T U GT-i, . . . ,  GTk-i  (3)
Применяя к функции <J> подстановки системы (3), получим 

ряд функций:
Ф» Фь Фа, • • •»Ф*-1 (4)

Если мы составим сумму:

----1--- ----- h--.H---- V J = ± - ’ '(5)X  —  <р X — <р* X —



то это будет функция, в которой мы будем считать х  за про
извольный параметр, и которая не меняется от любой подста
новки симметрической группы, ибо, применяя любую подстанов
ку Т0 к ряду систем (3), получим простую перестановку этих 
систем, значения же ряда (2) функций <р будут перемещаться 
как значения ряда (4) функций ф.

Итак, сумма (5) будет рациональная функция от л: вида:

i-де Фь Ф2........  Ф* суть симметрические функции. Коэфици
енты же при различных степенях х  в функции F(x)  будут 
также симметрические функции.

Мы получаем формулу Лагранжа:

Найдем коэфициент ф. Умножим обе части равенства на 
д: — <р и подставим х  =  у:

Получаем:

что и требовалось доказать.
Если функция ф не только не меняется от подстановок 

группы G функции <р, но принадлежит т о ч н о  к этой группе, 
т. е. меняется при подстановках, не принадлежащих к группе 
G, тогда каждая из функций <р и ф выражается рационально 
через другую.

§ 93. Чтобы составить себе ясное представление об изло
женной в предыдущем параграфе теореме Лагранжа, рассмотрим 
частный пример.

Возьмем общее уравнение третьей степени:

Н(х)_ =  Ф,;с*-1 +  Ф2;с*-2 +  . . . + Ф *  
F(x) ( х — <р,)(х — <р2) . . .  {х — <р*) ’

Н(х)
Fix) 
х  — <р

*—'fi

х г +  pi х * р 2 X + Р з  =  0 

и пусть его корни будут х и х г, х 3.
( 1)



Р а с с м о т р и м  д в е  ф у н к ц и и  <р =  х 1л:2, ty — Xi-\-X 2- О н и  п р и н а д 

л е ж а т  к  о д н о й  и  т о й  ж е  г р у п п е ,  н е  м е н я ю щ е й  б у к в ы  * з .

Их сопряженные величины будут:

y =  XiX2 =  Яъ — ХъХз

ty =  X l - \ - X tl =  Х \  - j -  Х 3  <\>3  —  Х 2 - { - Х з

В ы р а з и м  ф ч е р е з  <г; т о г д а  д л я  э т о й  ц е л и  р а с с м о т р и м  с у м м у .

X t  - { - X t  X i  - j -  Х 3 _j_ X <1 -f~ X i  _

X  —  Xi  X i  X  —  Xi  X i  X  —  X i  X 3

__ (Xi-\-Xi )(x— XiX3){x— XaX3) +  ( X i + X 3) ( X — X 1X i ) { X — X t X 3) + ( X i + X 3 ) ( X - - X i X j ) U c — XiX-!i)_

(л : —  X i  X i )  ( X  —  Xi  Х з) ( x  —  X i  Хз)

—  2  p i  х г - f -  j p i p i  - f -  Up з) x  2p i p 3
X3 — PlX"1 PiPiX* — p\

На основании формулы (6) § 92, получим:

—  2pw2Jr ( p \p i—-Зря) <p —  2Р*РЗ
*  3tp2 —  2p2'?-\-PiPb

Если мы хотим обратно выразить ® через ф, то надо рас
смотреть сумму:

Х\ Х2 \ Х \  Х3 , Хч х$ __
■ "ГX—  Х\— Х% X — Х\ — Х з  X Х% Х з

х 2р г 4- X (3/?3 ~\-рфг) — Зрфз

Значит,
+  2р\Хг - j -  ( 2 / J i  4 -  2 р г) X + р , р г 4 ~Рг

_  p2f '+(3pB +  PiPi) ф — Зр<р3 
9 Зф*4-4/><ф4-2/»?4-2/»»

О РЕЗУЛЬТАНТЕ

§ 94. Равенство нулю результанта, как мы видели, является 
необходимым и достаточным условием для того, чтобы уравнения:

f ( x)  =  x n -\-piXn~ l -\-р 2Ха~2 4 ~  • • • ( * )

^(x)  — x m-\-q{Xm- l -\r qi Xm~2 (2)

имели по крайней мере один общий корень.
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Назовем через а,, а2, . . . , а „  корни (1), а через Р ь р г , Р * — 
корни (2). Мы можем выразить результант в одной из форм:

( р М < р  (<*2) . •■?(<*/>) (3)

/ ( Р 0 / ( Р 2 ) . . . / ( Р « )  ( 4 )

Но принимая во внимание, что
f ( x )  — (x — ai)(x — «2) . . - ( x  —  a„)

<Р (■*) — (х —  p i)  ( х  —  Рг) • —  pm),

то результант независимо от знака выразится произведением

Л = ± П ( а * - р * )

Покажем на примере вычисление результанта.
* 2 +  р кх  + р 2 — 0 (5)

x 2 +  qiX-\-q2 — О (б>
Пусть корни (5) будут ось а2; тогда

R  — (“ 1 -f-  « i^ i “ Ь Я%) (а2-J- «2^1 4~

— a i <*2 +  <7i ( а ? <*2 +  «2 -j- q\ a i a 2 +  ^ # 2  («1 +  <*2) +  Ч2У
H O

aj a2 — p2> ai-J-et2 — —pi,
и мы получим:

Я  =  (42 — Р*У —  (?1 —  Р \) (Pi Ч2 —  ?!/>»)

ТЕОРЕМА БЕЗУ

§ 95. Рассмотрим две функции от ряда букв х, у ,  z , . . .  Рас
положим их по степеням х:

f  (х) = р 0х п -j-pt х п~ 1-{-р2х п—‘1- \- . . ,  (1)

y(x)  =  q<>xm-\-qiXm- 1-\r q2x m-'i - \ - . . .  ' (2)

Предположим, что коэфициенты р  и q заданные функции, 
которые, таким образом, выражаются через новые переменные 
у ,  г , . . . ,  что целые функции (1) и (2) суть функции самого об
щего вида степеней п я т  относительно всех букв х, у ,  г,  —  
Значит, в каждой из этих функций должны входить всевозмож
ные члены, буквенные выражения которых х \  уР, zv могут при
нимать всевозможные значения не отрицательных показателей* 
сумма которых не выше степени всей функции. Тогда очевидно.
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что коэфициенты pi и q* должны быть целыми функциями об
щего вида степеней, р а в н ы х  значкам i и k.

Рассмотрим теперь некоторый член результанта R.  Так как 
этот результант есть целая функция от коэфициентов обеих 
функций, то, значит, каждый его член должен иметь вид:

Ap0h p ^ p j *  . . . р \ п q t '  q f ' . .. q l m, (3>

где X/ и (Хг целйе числа, а А  есть некоторый числовой ко
эфициент. Так как степень pi  относительно корней а,, ая, . . .  
есть i, а степень q} от корней рг, , есть у, то сте
пень члена (3) относительно всех корней а и р  будет:

1 • X, -j- 2Xj -J- ЗХэ -f- . . . -j- /lXn -|- 1 • [J-i 4“ 2[Х3 -J- . .  . -j- ffipm’i
но, с другой стороны,

я - П с - м
есть однородная функция степени тп относительно всех корней 
а и (3; значит,

1 • X 2 Х2 —f-. . .  “j- пХп —f- 1 * £4 “f" -J-  • • • fttym == mn  (4)
Найдем теперь степень члена (3) если выражать все коэфи

циенты p i ,  qk через названные переменные у,  z , . . .  Так как 
степень коэфициентов pi и qn равняется значку, то для сте
пени члена (3) получаем то же выражение:

1 * Х( —j— 2 Х2 —}—. . .  —j— пк„ - j - 1 • -f- 2[i-2 - j - . .  • -J- tn\im

Но по формуле (4) мы получаем, что степень результанта К  
относительно у, z , . . .  будет тп, что дает теорему Безу:

С т е п е н ь  р е з у л ь т а н т а ,  п р о и с х о д я щ е г о  о т  и с 
к л ю ч е н и я  п е р е м е н н о й  из  д в у х  у р а в н е н и й  о б щ е г о -  
в и д а ,  р а в н а  п р о и з в е д е н и ю  с т е п е н е й  э т и х  д в у х  
у р а в н е н и й .

В приложении к плоской геометрии мы получаем, что когда 
мы рассматриваем два уравнения степеней и  и л о т  двух коор
динат л: и у ,  то исключение одной из координат дает уравнение 
относительно другой координаты степени тп.

Если мы целую функцию ср (х ,у )  степени п  от двух коор- 
динат приравняем нулю, то уравнение

<Р (Х>У) — о
даст так называемую к р и в у ю  п-ro  п о р я д к а .



Таким образом, две общие кривые порядков т  и п  имеют 
т п  точек пересечения.

Две прямые пересекаются в одной точке, ибо они опреде
ляются уравнениями первой степени (1 • 1 =  1).

Всякая прямая пересекает линию л-ro порядка в п  точках 
(1 •п — п).

Две кривые второго порядка пересекаются в четырех точках.

Рис. 14.

Может случиться при особом выборе числовых коэфициен- 
тов, что степень результанта будет меньше тп. Это происхо
дит тогда, когда некоторые из точек пересечения двух кривых 
уходят на бесконечность.

Например, два круга, будучи кривыми 2-го порядка, пере
секаются только в двух точках. Все круги проходят через по
стоянные две мнимые точки на бесконечности, называемые 
ц и к л и ч е с к и м и  точками.

Вопрос об указании точной степени результанта в том слу
чае, когда эта степень меньше тп, был решен профессором 
Дерптского университета Миндингом.

Можно видеть это решение в Алгебре Серре (том I, § 278).
Возникает весьма важный вопрос. Если степень результанта 

не может быть выше тп, то, быть может, понижение степени,
о котором писал Миндинг, происходит всегда. Что это не так, 
можно убедиться на простом примере:

f ( x , y )  =  x — y n =  0, <?(х,у) =  х т- у - \ - 1 =  0
R =  у тп — у  1
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Безу дал самую общую теорему относительно исключения 
k  — 1 переменной из k  уравнений, заключающих k  переменных. 
Степень результанта исключения букв из уравнений общего 
вида, коэфициенты которых суть переменные независимые, 
равен произведению степеней этих уравнений.

ДИСКРИМИНАНТ
§ 96. Рассмотрим теперь результант функции и ее произ

водной, который носит название д и с к р и м и н а н т а .
Этот дискриминант D  будет

± / ( * 0 / ( * » ) / ' (*s). • -f'(Xn)
На основании формул § 89 мы получаем:

»(в—1)
( — 1) 2 / ( * | ) / ( * » ) . .  -f(Xn)  =

== ( X i  —  х гу  ( х ,  —  х 3у . . .  ( х ,  —  X n f  

( х г — Ха У . . . ( Х г  —  ХпУ

(Хп- i  х пу
Итак,

D  — П  (xi — x kf

Равенство нулю дискриминанта есть условие необходимое 
и достаточное для того, чтобы существовали в уравнении оди
наковые так называемые к р а т н ы е  корни.

Вычислим дискриминант для уравнения 3-ей степени

x?+pxr\-q =  0; (1)
производная будет:

3 =  0, (2)

тогда дискриминант, независимо от знака, будет:

D  =  (3х \ + р )  (3x1 + р )  (3x1 + Р )  =  27q* +  4р*
Так как при вычислении результанта можно корни безразлично 
какого уравнения подставлять в другое, то мы могли бы
корни производной подставить в заданное уравнение; полу
чается второй способ вычисления дискриминанта.

Пусть и (32 буду г корни производной (2), так что

Р1+ Р 2 — 0, р,ра —



Дискриминант принимает вид:

(Pi +  РР1 +  я) (р® Р?2 +  Я) — Ч2 +  "27" ^

Под корнем квадратным в формулах Кардана находится
D

4. 27

НЕВОЗМОЖНОСТЬ АЛГЕБРАИЧЕСКОГО РЕШЕНИЯ 
ОБЩИХ УРАВНЕНИЙ ВЫШЕ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА

§ 97. Рассмотрим уравнение
х п-\-р{х в~’1 -\-ргХп-^-\-  . . . + / ? „  =  О, (1)

где коэфициенты суть переменные независимые. Его корни 
будут тогда тоже независимыми переменными. Такие 

общие уравнения часто называют б у к в е н н ы м и ,  подчеркивая 
этим, что коэфициенты обозначаются буквами, которые можно 
считать переменными независимыми, так как этим буквам не 
дается никаких численных значений. В отличие от буквенных 
Другие уравнения называются численными. Откладывая разбор 
Уравнений численных до дальнейшего, мы займемся уравнениями 
буквенными.

Допустим, что корни выражаются через коэфициенты при 
помощи радикалов. Начнем с рассмотрения первого (внутрен
него) радикала. Мы его можем всегда предполагать простой 
степени, ибо радикал составной степени rqp .-

может рассматриваться как последовательность извлечений
Радикалов простой степени.

Пусть

_У =  l / ~ y { x ux ' l, . . . , x n ) ,  (2)

Причем функция <р будет симметрическая, как рациональная
Функция от коэфициентов.

Так как после всех присоединений радикалов должно по
лучиться равенство:

X, =  ф (*), ЛГ2, Хй, ; • • , Х„), (3)



где ф рациональная функция от корней, то радикал (2) должен 
быть рациональной функцией от корней. В самом деле, если 
бы радикал (2) был иррациональным от независимых перемен
ных, то невозможно было бы в конце-концов получить фор
мулу (3) , ибо иррациональность радикала сохранилась бы до 
конца, так как эту иррациональность нельзя было бы уничто
жить дальнейшим присоединением функций от корней ввиду 
того, что между корнями не существует никаких соотношений.

Йтак, радикал у  должен равняться рациональной функции

от корней. Эта функция, конечно, не может быть симметриче 
скою, ибо тогда радикал выражался бы рационально через ко
эфициенты.

Покажем на простом примере, что иррациональный радикал 
из функции от коэфициентов может выражаться рационально 
через корни.

Квадрат знакопеременной функции V  (1) § 71 есть симме
трическая функция от корней, которая есть, как мы уже видели, 
дискриминантом уравнения:

Итак, радикал второй степени из дискриминанта есть рацио
нальная функция от корней.

Например, для квадратного уравнения х*-{-р{х-{-р.г — 0:

Если мы присоединим уже к коэфициентам уравнения у [) 
что всегда можно сделать, ибо для всякого уравнения можно 
вычислить его дискриминант, то группа уравнения будет знако

V  D =  (xK — х 2) (х{— х 3) • • •
( Х г - Х з ) - - -

Радикал у  (2) будет корнем уравнения:

ур =  <р (*,, *2, . . .  х п) 

Итак, предположим, что

y  —  <fi(xt>x2, . . . , x n)



переменной 91, порядок которой есть п\ Тогда группа 91

будет играть роль симметрической в том смысле, что всякая 
рациональная функция от новых коэфициентов (с присоеди
нением [/D) будет иметь группу 91.

Итак, группа радикала y  — yi будет некоторою подгруппой Q 
знакопеременной группы.

Различные значения функции <рь которые эта функция при
нимает при всех подстановках 91, будут:

<pi, а<рь а 2? ! ,  • • • ,  ( 4 )

где а есть корень уравнения аР=  1.
Величины (4) отличаются от только множителями а*, ко

торые суть постоянные числа и не влияют на подстановки 
корней, а потому все величины (4) имеют одну и ту же группу Q, 
так что Q есть инвариантная подгруппа 91 индекса р.

Но мы знаем уже, что группа 91 при га> 4  простая, а потому 
уравнение (1) при г а > 4 не может решаться в радикалах. .

§  98. Уравнения 4-ой степени решаются в радикалах, потому 
что при я =  4 группа 91 не простая. Этот случай мы подробно 
рассмотрим.

Все перемещения четырех элементов 1, 2, 3, 4 суть:

1 2 3 4 2 134 3 1 2 4 4 1 2 3

1 2 4 3 2 1 4 3 3 1 4 2 4 1 3 2
*13 24 2 3 1 4 3 2 1 4 4 2 1 3
1 3 4 2 2 3 4 1 3 2 4 1 4 2 3 1

1423 2 4 1 3 3 4 1 2 4 3 1 2

1432 2 4 3 1 3 4 2 1 4 3 2 1
t

Эти перемещения получаются из основного 1 2 3 4 при по
мощи подстановок:

1 (12) (13 2) (1 4 3 2)

(3 4) (12) (3 4) (1 342) (14 2)

(2 3) ' (123) (13) (143)

(2 4 3) (1 2 3 4) (1.3 4) (14)

(2 4) (1 243) (13) (2 4) (1423)

(2 3 4) (124) (13 2 4) (14) (2 3)



Это есть симметрическая группу 2  порядка 1- 2- 3  - 4 — 24. 
Знакопеременная группа 91 будет:

1, (1 2) (3 4), (1 3) (2 4), (1 4) (2 3),
(123), (132), (142), (124), (1 34), (143), (234), (243)

Она имеет порядок 3 -4  =  12.
У этой группы есть инвариантная подгруппа 93 порядка 4:

1, (1 2) (3 4), (1 3) (2 4), (1 4) (2 3)

И, наконец, у этой группы существует инвариантная под
группа 93 порядка 2:

1, (12) (34)
Окончательно мы приходим при решении уравнения к еди

ничной группе.
Индексы последовательного понижения групп суть:

2 3 2 2

И действительно, в решение уравнения 4-й степени входят 
радикалы 2-ой, 3-ей, 2-ой, 2-ой степеней.

Припомним, что мы сказали в § 59 о решении уравнения 
4-й степени.

Так, у  есть корень уравнения третьей степени и, значит, по 
формулам Кардана он вводит радикал квадратный и радикал 
третьей степени. Далее мы получаем число а =  j/y, что вво
дит еще один радикал квадратный и, наконец, подставляя а 
в квадратные уравнения, получим еще последний радикал 2-ой 
степени.

Теперь нам следует перейти к рассмотрению численных 
уравнений, т. е. к изложению теории Галуа, но предвари
тельно мы нуждаемся в ряде новых фактов из исследований 
старых математиков.'

ОБЩИЙ н а и б Ь л ь ш и й  ДЕЛИТЕЛЬ ДВУХ п о л и н о м о в

§ 99. В элементарной алгебре даются правила для деления 
одного полинома на другой. Эти правила аналогичны правилам 
деления целых чисел.

Изложенные в § 9 правила нахождения общего наибольшего 
делителя двух целых чисел’переводятся дословно на полиномы.



Пусть заданы два полинома

а и b

и пусть полином а имеет степень не ниже Ь, тогда можем де
лить, а на Ь. Пусть частное будет q, а остаток г, который бу
дет полином степени меньше Ь.

Мы будем иметь последовательные равенства:

a =  bq -f- г

b?=rqK+ r K

rn- 2  =  r„-1 qn +  гп

Так как степени остатков г, г{, г 2, . . . , г п идут убывая, то 
после конечного числа операций мы дойдем до остатка нулевой 
степени, который будет постоянным числом. Если он не равен 
нулю, то полиномы а и Ь взаимно простые и не имеют общих 
корней. Если он равен нулю, то полиномы имеют общие корни. 
Значит, это постоянное, равное нулю число будет результантом 
двух полиномов.

Когда результант равен нулю, то г„ =  О и предыдущий 
остаток r„_ 1 будет общим наибольшим делителем двух поли
номов.

Если общий наибольший делитель — первой степени, то оба 
полинома имеют только один общий корень, который полу
чается, когда приравним нулю общий наибольший делитель:

о.х -J- (3 =  О

Коэфициенты а и р  этого наибольшего делителя выражаются 
рационально через коэфициенты обоих полиномов, ибо ника
ких иррациональных действий при последовательных делениях 
мы не производим.

Если мы будем считать коэфициенты обоих полиномов за
данными числами, то будет заданным числом также и общий 
корень двух полиномов, если только он единственный.



ОСВОБОЖДЕНИЕ УРАВНЕНИЯ ОТ КРАТНЫХ КОРНЕЙ 

§ 100. В формуле (10) Тейлора § 84 заменяем:
х  на а 

h на х — а
Получаем формулу:

/(•*) —/(<) +  ( * -  в)/Ч«) +  («) +  •••

• '  ' + - т й г г / ( м ’ ( о ) +  ( x - a)' Q’
где

Q _  -L  / « (а) +  (х -  а) /*+') (а) + . . .

Чтобы корень а  был А-кратный, необходимо, чтобы / ( х )  де
лилась на (х — а)к.

От такого деления мы имеем частное Q и остаток

Д а )  +  (х -  a) f  (а) 4- {~ = | ^  f  (а) +■. . . +  («)

Этот остаток должен тождественно равняться нулю, и мы 
получаем условия необходимые:

/  (а) =  0, f  (а) == О, Г  (а) -  0, . . . ,  (а) — 0 (1)

Для получения достаточных условий надо, чтобы частное Q 
не делилось более на х — а, т. е. ^

Р П а ) ф  0 (2)

Очевидно, что корень а кратности k для / ( х )  будет крат
ности k — 1 для производной f {x ) .

Итак, если

/(•*) =  (х -  а)^ (х — b f -. . .  (х — g ) \  

то производная будет иметь вид:

(х д) ^ 1 (х -  Ь)Р~1. . . ( х — £)■*-> (р(х),

где функция ср (х ) не имеет большее число корней, чем функция/(х). 
Если все корни заданной функции будут простые, т.-е.

то производная равна <р(х).
8. Акад. Д , О. Граве, Б56.
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Общий наибольший делитель функции и проиводной будет: 

Р =  (х -  д)Х*1 (х— b)V~l . . .  (х — g y  1

Тогда делим/(я) на Р  и получаем полином:

(х — а)(х — Ь){х — с ) . . .  [х — g),

не имеющий уже кратных корней. ,
Итак, освобождение уравнения от кратных корней совер

шается при помощи нахождения общего наибольшего делителя 
функции f ( x ) ,  первой части заданного уравнения и ее произ
водной /'(*), и с о в е р ш а е т с я  п р и  п о м о щ и  к о н е ч н о г о  
ч и с л а  с а м ы х  п р о с т ы х  р а ц и о н а л ь н ы х  о п е р а ц и й .

О НЕПРИВОДИМОСТИ

§ 101. Говорят, что целая функция f { x )  обладает свойством 
н е п р и в о д и м о с т и  в области рациональных чисел, если она 
имеет рациональные коэфициенты и не разлагается на множи
тели с рациональными коэфициентами.

Так, например, функция

/ ( х )  =  х 4 +  1,

будучи неприводимою в рациональных' числах, делается при
водимою, если мы к рациональным числам присоединим ирра
циональное число j / 2 :

х * - \ - 1 =  (х*-\- х  \/2 +  0  (х3—х  j/2  —)- 1)

Если мы присоединим все иррациональные, а также мнимые 
числа, то неприводимых полиномов не существует, ибо тогда 
функция по теореме Гаусса раскладывается на линейные мно
жители.

Приведем несколько основных положений относительно не
приводимых функций. Будем ограничиваться функциями из поля R 
рациональных чисел. (

Пусть задана неприводимая функция ~f{x). Рассмотрим дру
гую целую функцию F(x) из того же числа R  и будем искать 
общий наибольший делитель этих двух функций.

Пусть этот общий наибольший делитель будет <р(л:). Так как 
нахождение общего наибольшего делителя двух целых функций 
совершается посредством рациональных операций, то, если
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коэфициенты обеих функций принадлежат к полю R,  то к тому же 
полю будут принадлежать и коэфициенты <р (я); отсюда мы ви
дим, что функция <р (х) должна быть или постоянным числом, 
или же равняться /(х ) ,  так как, по определению, неприводимая 
функция f ( x )  не может иметь никакого делителя <р (х) с рацио
нальными коэфициентами меньшей степени.

Таким образом, мы видим, что функция F (х) или взаимно 
простая с / (* ) ,  или делится на f(x). Отсюда получается 
теорема:

Теорема. Е с л и  ф у н к ц и я  F (х) с р а ц и о н а л ь н ы м и  к о 
э ф и ц и е н т а м и  о б р а щ а е т с я  в н у л ь  п р и  к а к о м - н и 
б у д ь  к о р н е  н е п р и в о д и м о г о  у р а в н е н и я  f ( x )  =  0, то 
о н а  д о л ж н а  о б р а щ а т ь с я  в н у л ь  п р и  в с е х  к о р н я х  
э т о г о  у р а в н е н и я .

Следствие I. Если неприводимое уравнение / (х )  =  0 имеет 
общий корень с урабнением <р(л:) =  0 низшей степени, то все 
коэфициенты функции ср(х) должны равняться нулю и, следо
вательно, уравнение <р (х)= 0  должно обращаться в т о ж д е с т в о .  
В самом деле, <р(х) не может быть взаимно простою с / ( х )  и не 
может делиться на /(* ) ,  потому что степень ее ниже.

Следствие II. Все корни неприводимого уравнения простые, 
ибо иначе оно имело бы общие с производною корни, которая 
степени ниже и не равна тождественно нулю.

Мы в дальнейшем будем рассматривать неприводимость 
функции в различных полях Q за исключением поля I  всех 
комплексных чисел, в котором понятие о неприводимости 
теряется.

О ВЕЩЕСТВЕННЫХ КОРНЯХ УРАВНЕНИЙ

§ 102. Уравнения с вещественными коэфициентами, или, 
иначе говоря, уравнения в поле W  играют главную роль в при
ложениях. Особенно интересуются их вещественными корнями, 
хотя надо признать, что в последнее время, особенно в элек
тротехнике, играют роль также и мнимые корни.

При рассмотрении вещественных корней мы будем пользо
ваться помощью общего анализа.

Итак, пока особо не будет сказано обратное, мы будем рас
сматривать функции в поле W.
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НЕПРЕРЫВНОСТЬ ЦЕЛОЙ ФУНКЦИИ / ( х )

§ 103. Дадим переменной независимой приращение А, абсо
лютную величину которого обозначим через S.

Покажем, что величине 8 можно дать настолько малое зна
чение, чтобы было:

| / ( * + Л ) - / ( * ) ! < • ,  (О

где s произвольно мало взятое положительное число.
По формуле Тейлора:

/ ( *  +  h) - f i x )  «= h {/'(*) +  J ^ f ' ( x )  +  •••};

выражение, стоящее в фигурных скобках, есть некоторая целая 
функция от двух переменных h и х .

Если мы будем предполагать абсолютную величину /г меньше 
единицы, то абсолютная величина этого выражения будет 
меньше некоторого положительного числа а, которое можно 
указать так: все знаки в многочлене заменить знаком А за
менить единицей, а переменную х  заменить ее абсолютной ве
личиною; тогда

* I f i x + h) — f i x )  | <  5a

Стоит только удовлетворить неравенству § a < s  соответствен
ным выбором 8, как получим требуемое неравенство (1).

§ 104. Непрерывность функций в математическом смысле 
ставится в соответствие с понятием геометрической непрерыв
ности кривых линий.

В самом деле, уравнение:

y = f ( x )
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можно рассматривать геометрически; причем различным зна
чениям х  можно сопоставлять значения^, которые будем откла
дывать параллельно оси у.

Из геометрических соображений требуется, чтобы при изме
нении л- кривая, определяемая непрерывной функцией f ( x ) ,  шла 
непрерывно, причем f  (х) должна проходить через все проме
жуточные значения.

В анализе это свойство доказывается, т. е. что из непре
рывности в смысле § 103 следует непрерывность в том смысле, 
что функция проходит через все промежуточные значения.

Отсюда следует, что, если при двух значениях х  — а и х  =  Ь 
непрерывная функция имеет различные по знаку значения, то 
между а и b должно существовать по крайней мере одно зна
чение х  — с, при котором функция равна нулю.

ОБРАЩЕНИЕ ФУНКЦИИ В БЕСКОНЕЧНОСТЬ

§ 105. Так как очевидно, что для всякого конечного значе
ния х  целая функция имеет конечное значение, то она может 
обратиться в бесконечность только при

При больших значениях х  по абсолютной величине выра
жение:

как сумма конечного числа бесконечно малых величин сама бу
дет бесконечно малая величина.

В выражении'(1) в фигурных скобках мы имеем число, мало 
отличающееся от р 0, а тогда беспредельное возрастание х п 
заставит функцию возрастать беспредельно.

Так как при достаточно большом значении J*| выражение 
в фигурных скобках имеет знак р 0, то знак/(х) при больших зна
чениях х  будет совпадать со знаком главного члена

х ~ - \ - о о  или х  =  — оо

Докажем это.

0 )

Рп
Х п

Ро*п



Отсюда мы имеем сразу несколько-важных замечаний. 
В с я к о е  у р а в н е н и е  н е ч е т н о й  с т е п е н и  я м е е г  не 

к р а й н е й  м е р е  о д и н  в е щ е с т в е н н ы й  к о р е н ь .
Разделив уравнение (1) на р 0, мы получаем:

*  Р \
■х" +  ~ х п- , +  . . .  =  о,

р  о
/

где п число нечетное.
При

х  =  — со, х =  -|-оо 

мы имеем знаки функции:
— » + »

значит, должен существовать по крайней мере один корень.
В с я к о е  у р а в н е н и е  ч е т н о й  с т е п е н и ,  у к о т о р о г о  

к р а й н и е  к о э ф и ц и е н т ы  и м е ю т  р а з н ы е  з нак  и, и м е е т  
по к р а й н е й  м е р е  д в а  к о р н я  р а з н ы х  з н а к о в .

Возьмем уравнение:

л” +  . . .  +  л ^  +  -  =  0,
П Р о  1 Р о

Р п
где п число четное, а ~  число отрицательное.

Тогда, если мы рассмотрим два промежутка:

( х =  — оо, х = ^ 0) (х =  0, х  == -j— со), 

мы получим знаки:

( + , - ) , ( - .  +  )
и, значит, в обоих промежутках имеется по крайней мере по 
одному корню.

ПОПАРНАЯ СОПРЯЖЕННОСТЬ МНИМЫХ КОРНЕЙ

§ 106. Рассмотрим уравнение из ноля W. Коли оно имеет 
мнимый корень:

х — a -{- р/,

то подставляя его в уравнение, получим в результате:
A +  i B =  0,



г д е  Л и й  выражаются через числа а, р и коэфициенты урав
нения.

Если а +  р/ — корень уравнения, то должно быть;

Л =  О, В =  О,

а значит, будет и

A — iB =  О

Другими словами, величина а — г'р будет также корнем урав
нения.

ТЕОРЕМА ШТУРМА

§ 107. Старые методы приближенного вычисления веществен
ных корней сводились к двум операциям: к так называемому 
о т д е л е н и ю  корня и собственно к его вычислению.

Под отделением корня разумелась задача нахождения двух 
чисел а и р ,  между которыми был бы только один корень.

Если мы возьмем два числа а и р  произвольно, и если между 
ними окажется только один корень, то задача отделения ре
шена. Также задача будет решена, если между « и р не будет 
ни одного корня.

Если же между а и р  окажется несколько корней, то необ
ходимо уменьшать промежуток до тех пор, пока не произойдет 
отделение корня.

Во-первых, возможность отделения корней следует из того 
соображения, что число вещественных корней конечно. Тогда, 
если мы составим всевозможные разности двух корней, то число

таких разностей будет также конечное: . Из конечного

числа чисел возьмем наименьшее по абсолютной величине.
Возьмем арифметическую прогрессию с разностью X, мень

ше найденной нами наименьшей разности корней; тогда, оче
видно, числа этой прогрессии будут отделять все корни уран- 
нения.

Таким путем решили задачу отделения корней Варинг и Ла
гранж. Они составили уравнение, имеющее корни, равные кеад- 
ратам разностей корней заданного уравнения:



Это уравнение было степени . Тогда они брали за X

наименьший предел положительных корней.
Последний коэфициент этого уравнения был, очевидно, 

дискриминантом заданного уравнения.
Коши обратил внимание, что составление всего уравнения 

в квадратах разностей не обязательно. К числу X можно будет 
притти, рассматривая только дискриминант.

Все такие сложные рассуждения излишни, потому что за
дача отделения корней вовсе не так необходима для вычисле
ния корней.

В 1803 году Бюданом была сообщена теорема, значительно 
упрощавшая задачу отделения корня. Но эта теорема остав
ляла еще много неопределенного, пока, наконец, Штурм не дал 
метод безупречный в теоретическом отношении, который давал 
возможность безошибочно указывать точно число корней между 
каждыми двумя числами

Эта теорема доставила Штурму громадную популярность, 
так что Штурм называл свою теорему: „теоремой, имя которой 
я имею честь носить".

§ 108. Штурм рассуждал так. Прежде всего он предлагает 
освободиться от кратных корней. Затем надо произвести дей
ствия последовательного деления, как бы для нахождения 
общего наибольшего делителя функции f ( x )  и ее производной 
/(•*). Положим, /,(*) = /( .* ) ;  будем брать последовательные 
остатки со з н а к о м  м и н у с :

есть так называемый ряд Штурма. Степени /* по мере уве
личения значка k убывают, и мы можем дойти, наконец, до ну
левой степени, т. е. до постоянного числа не равного нулю> 
ибо функция и производная, по предположению, общих корней 
иметь не могут.

а и р

f = f \ q i — U  

f i  —fiQi— А (1)

Ряд функций:
/ т -2 —/ т -1 Я т — 1 / т  

/ ,  f\> /*> • • • > /т (2)



Мы можем остановиться раньше на такой функции / т , ко
т о р а я  не имеет корней в промежутке

а и р

В первых двух функциях:

/ ( * )  и f ( x )

при переходе через корень а первой функции от меньших зна
чений к большим т е р я е т с я  перемена знака.

В самом деле,

При малых значениях h дробь близка к единице и знак вы
ражения (3) зависит от знака h.

При Л < О  функции f ( x ) ,  f '(x)  представляют п е р е м е н у  
знака, а при A>J3—п о с т о я н с т в о знака.

Итак, при возрастании х  и при (переходе через корень а 
первой функции в ряде Штурма теряется одна перемена знака.

Покажем, чго при переходе через нуль одной из средних 
функций ряда Штурма не происходит потери перемены знака.

Две рядом стоящие функции /*  и fk+\ не могут обращаться 
одновременно в нуль, ибо тогда на основании равенств (1) должны 
были бы обращаться в нуль и все следующие функции, в том 
числе и последняя f m, что противоречит предположению.

Если же fu — 0, то мы имеем:

f { a  +  h) 
f ( a  +  h)

’ I (3)

Л -1 =  — A+i,

т. e. в трех функциях:

Л -1 , /к, /к+1

при переходе через корень /* сохраняется одна перемена знака, 
и мы приходим к теореме Штурма.
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' . Ч и с л о  в е щ е с т в е н н ы х  к о р н е й  в п р о м е ж у т к е  а 
и р а в н о ,  т о ч н о  ч и с л у  п о т е р ь  п е р е м е н  з н а к а ,
в р я д е  ф у н к ц и й  Ш т у р м а  п р и  п е р е х о д е  о т  а д о  р.

§ 109. Бюдан заменяет ряд функций Штурма рядом произ
водных:

Вычисление этого ряда (]) проще, чем вычисление ряда фун
кций Штурма, но зато мы приходим к заключениям менее 
определенным.

Теорема Бюдана. П р и  п е р е х о д е  о т  в е щ е с т в е н н о г о  
ч и с л а  а к б о л ь ш е м у  ч и с л у  р в р я д е  Б ю д а н а  д л я  
ф у н к ц и и  f ( x )  т е . р я е т с я  т а к о е  ч и с л о  п е р е м е н  з н а к а ,  
к о т о р о е  и л и  р а в н о  ч и с л у  в е щ е с т в е н н ы х  к о р н е й  
у р а в н е н и я  f (x )  — 0 в п р о м е ж у т к е  («, р) и л и  б о л ь ш е  
э т о г о  ч и с л а  на  ч и с л о  ч е т н о е .

Доказательство состоит в том, что при переходе через ко
рень y одной из промежуточных функций f ( x )  ряд Бюдана те
ряет всегда четное число потерь перемен знака.

Предположим теперь, что целое число не равно нулю, 
и рассмотрим часть ряда Бюдана, образованную функциями:

/Ф- ]>(л:)зг0, f<l\x )  =  0, . . . ,  / 1М-*-»(л) =  0, /<:J-+*>(*)=£0 (2)

Почажем, что ряд (2) теряет всегда четное число перемен

при возрастании х  и переходе через простой корень f ( x)  пере
ходит от отрицательных значений к положительным.

То же самое происходит и в случае кратного корня:

ТЕОРЕМА БЮДАНА-ФУРЬе

(1)

причем

знака.
В предыдущем параграфе мы видели, что

f i x )
f i x )

Лт +  А),_ 
f b  +  h ) -



В ряде функций (2) перед корнем у функции /^>(х) ряд пред
ставляет k перемен знака, а после корня будут все знаки посто
янны. Рассмотрим первые две функции (2):

/<!*•>(*) =  ( *  —  ’г)*<р(*) (3)

Если k  четное число, то при переходе л- через ? не произой
дет ни потери, ни приобретения перемен знака в двух функ-1 
циях (3), значит, число потерь перемен знака в ряде (2) будет 
четное.

Если k  число нечетное, то при переходе л; через 7 выраже
ние (x — i)k меняет знак, и, следовательно, к нечетному числу 
потерь перемен знака в ряде (2) прибавляется или отпадает 
одна перемена знака в функциях (3), т. е. общее число по
терь перемен знака будет четное, и теорема доказана.

ТЕОРЕМА ДЕКАРТА

§ НО. Как следствие теоремы Бюдана получается весьма 
важная в практическом отношении теорема, указанная много 
раньше Декартом.

Теорема. Ч и с л о  п о л о ж и т е л ь н ы х  к о р н е й  ф у н к ц и и  
f ( x )  не  п р е в о с х о д и т  ч и с л а  п е р е м е н  з н а к а  в р я д е  
к о э ф и ц и е н т о в  ф у н к ц и и  f(x) ,  и е с л и  о н и  м е н ь ш е ,  
т о  на  ч и с л о  ч е т н о е .

Применяя формулу Маклорена (§ 100) мы можем написать

/(* )= ■ /(0) + * / ( 0) + Г  (0) + .  •. +  ^ > > ( 0)

Отсюда видно, что знаки коэфициентов функции f(x)  не 
отличаются от знаков ряда:

т ,  АО), АО), МО)  (1).
Итак, число перемен знака в коэфициентах функции /  (х) 

равно числу перемен знака в ряде Бюдана для данной функции 
при х  =  0. По теореме Бюдана число положительных корней 
функции /(х)  может отличаться на четное число от числа по
терь перемен знака в ряде:

/(■*), f ( x ) ,  f"(.x), . . . ,  f  ")(x) (2)

при переходе от х  =  0 гдо х  — +  оо, но при я  =  -f- 00 ряд (2)
представляет только повторения знака, следовательно, число
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положительных корней функции / ( х) будет отличаться на чет
ное число от.числа перемен знака в ряде (1), и теорема Д е
карта доказана.

§  111.  Расположим члены в f ( x )  по убывающим степеням 
и будем рассматривать разности между степенями каждых двух 
последовательных членов.

Пусть (1 будет число таких случаев, где разность степеней 
н е ч е т н а я :

2ki - \ - \ ,  . . . ,  2Ajj, -j- 1

Кроме того, пусть будет v пар членов р а з  л и ч н ы х з н а к о в  
разность степеней которых будет ч е т н а я :

2h\ +  2, 2h a -f- 2, . , . ,  2AV -f- 2

и, наконец, пусть будет р пар чисел о д и н а к о в о г о  з н а к а  
с ч е т н о ю  разностью степеней:

2gb 2^ 2» •••» 2gp

Рассмотрим, какое число членов будет в заданном уравнении. 
Так как число пар первой категории будет второй v, тре

тьей р, то общее число членов будет, очевидно, на единицу 
более общего числа пар, т. е. будет:

p +  v-f-p-f- 1

Посмотрим какое число членов не будет входить в уравне
ние. Если разность степеней рядом стоящих членов будет т., 
то это будет соответствовать пропуску т  — 1 члена.

Итак, число пропущенных членов будет:

2k\ -f- 2k2 -f-. . .  -j- 2ky. (2hi -j- 1) +  (2h2 —(— 1) —j—. . .  -j- (2 -f-1) -f-

+  (2S'i — 1) +  (2ga — . - +  (2gf> — 1) =  2s-f~v— p,
где

s =  k\ -J- ki -f-. . .  -f- hi -j- h2 - j - . . .  -f Av -f-gt -j- gp
Итак, складывая число p.-j v +  p-f- 1 членов, входящих в урав

нение с числом 2s-}-v — р пропущенных членов, мы должны по
лучить общее число га+ 1  членов функции п-ой степени:

откуда
2s +  (j,-f-2v-)-l =  «-}-l,

п =  2s -j- [л -j- 2v (1)
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Будем рассматривать число перемен знака в функции f(x) < 
и обозначим его через V, а через V'— число перемен знака в по
линоме / ( —х), тогда нетрудно показать, чему равно V-\- V.

J3 самом деле, пары членов одного знака с четными разно
стями степеней не дают перемен знака ни в составе V, ни в 
составе V'. Каждая пара с нечетною разностью степеней, если 
она давала повторение знака при х, будет давать перемену знака 
при — х, и обратно. Следовательно, такая пара будет давать 
единицу в сумме V-\- V'. Число перемен знака, введенных та
кими парами, очевидно, будет (л и, наконец, пары членов разных 
знаков с четною разностью степеней будет давать перемену 
знака как при х, так и при — х и, следовательно, каждая такая 
пара введет в сумму V - \ -V '  две единицы.

Таким образом, окончательно:

V +  y ' = ^  +  2v

или из (1) мы получим:

n = * 2 s + V + V  (2)

Обозначим через Р  число положительных корней уравнения,
э через Р' — число отрицательных корней, тогда общее число 
корней будет:

п =  Р +  Р' +  2у, (3)

где 2у число мнимых корней.
Сравнивая (2) и (3), мы получим:

2y =  ( V — P) +  (V' — P') +  2s, (4)

но обе разности V — P  i V'— Р' не отрицательные, и мы полу
чаем:

y > s  (5)

Отсюда видим, что если по крайней мере одно из чисел 
k\ ki, . . . ,  hu h2, . . . ,  gu gt, •. • отлично от нуля, то число s по
ложительное, и уравнение наверно имеет мнимые корни. И мы 
приходим к заключению:

Е с л и в у р а в н е н и и  и м е е т с я  п р о п у с к  о д н о г о  чле на  
м е ж д у  ч л е н а м и  о д н о г о  з н а к а  и л и  )Ие п р о п у с к  чи
с л а  ч л е н о в  б о л е е  о д н о г о ,  т о  у р а в н е н и е  и м е е т  н а 
в е р н о е  м н и м ы е  к о р н и .



Например, следующие уравнения имеют мнимые корни?] 
х 7 -f- Зх6 — 4л:4 -)- л3 — 2х* — х  — 1 =  0 
х 7 -f- х г -(- х  -f- 1 =  0 

х ь — 4х4 — 5х2 +  1 =  О 
х 5 — 4л;4 — 5х'1 -j- 1 =  О 
х5 — л2 +  1 =  О

Знаменитый французский математик Эрмит в бытность его 
учеником в лицее Louis le Grand в 1842 году указал на такую 
теорему: „ Е с л и  ч е т ы р е  п о с л е д о в а т е л ь н ы х  к о э ф и -  
ц и е н т а  у р а в н е н и я  f ( x )  =  0 п р е д с т а в л я ю т  а р и ф м е 
т и ч е с к у ю  п р о г р е с с и ю ,  т о  э г о  у р а в н е н и е  н а в е р н о е  
и м е е т  м н и м ы е  к о р н и .

Для доказательства достаточно заметить, что произведение 
f { x ) ( x 2 — 2x - f - 1) будет иметь пропуск двух членов.

ТЕОРЕМА РОЛЛЯ

§ 112. М е ж д у  д в у м я  п о с л е д о в а т е л ь н ы м и  к о р н я ми  
ф у н к ц и и  л е ж и т  по  к р а й н е й  м е р е  о д и н  к о р е н ь  е е  
п р о и з в о д н о й .

Рассмотрим два последовательных корня а и b функцииДх), 
причем & > я .  Предположим А достаточно малым положитель
ным числом. Мы уже видели, что

Д о  +  А)_ Ж - Л < 0  (1)
Д а  +  А) f ( b - f i )

Так как а и b суть два последовательных корня заданной 
функции, то между числами a- \-h  i b  — h не существует кор
ней функции f{x) и, следовательно, два результата:

Д а  +  А) и f \ b  —  А)
должны иметь один и тот же знак. Но тогда, на основании не
равенств (1), выражения:

Д а  +  А) и f ' ( b - h )
должны быть разных знаков и, следовательно, производная 
f ( x )  должна иметь нечетное число корней в промежутке между 
числами:

а  +  А и b — А, 
что и требовалось доказать.
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О ФУНКЦИЯХ С ПЕРЕМЕЖАЮЩИМИСЯ КОРНЯМИ

§ 113. Рассмотрим функцию f ( x )  из W,  все корни которой 
аь а2, ал— вещественные и различные, и пусть кроме того 
имеет место неравенство:

«| < а 2< « 8  < • .  • < «л  (1)

Так как число промежутков между корнями (1) есть п — 1 и, 
кроме того, у производной, как у функции степени п — 1, число 
корней есть также п — 1, то, как следствие теоремы Ролля, 
получится, что все корни:

рь Ра» Рз, . • • , Ря (2)

производной должны быть вещественны и должны заключаться 
по одному в промежутках между корнями (1). Другими сло
вами, между корнями ( 1) и (2) должны существовать неравенства:

«1 <  Pi <  “г <  Ра <  *з • . .  <  рв—1 <  ая (3)

Неравенства (3) показывают, что, и обратно, в этом случае 
между каждыми двумя последовательными корнями производной 
находится корень заданной функции.

Говорят, что корни функции f{x),  если они все веществен
ные, п е р е м е ж а ю т с я  с корнями производной.

Обобщая это понятие, мы назовем две функции f ( x )  и ср(х) 
функциями с перемежающимися корнями, если все корни этих 
функций вещественны и между каждыми двумя последователь
ными корнями одной функции лежит корень другой.

Очевидно, что функции с перемежающимися корнями долж
ны быть или одинаковых степеней, или степени их могут от
личаться на единицу.

Теорема. Е с л и  к о р н и  ф у н к ц и й  f ( x )  и <р(*) п е р е м е 
ж а ю т с я ,  т о  у р а в н е н и е :

/  (*) <р' (*) — / '  (х) (х) =  0 (4)

не  и м е е т  в е щ е с т в е н н ы х  к о р н е й .
Предположим, что степень функции f ( x )  не превосходит 

степени <р(л:), тогда по формуле Лагранжа:

/(* )  , V  / Ы  ___L _
<f(x) "t " Z j  ?'(«<) X  —  a i  ’i
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где С постоянная, если степени функций f { x )  и <р(х) одина
ковы, и нуль, если степень / ( х )  ниже степени <р (лг); величины <ц 
суть корни функции <р(х).

Взяв от обеих частей производную, получим:

_  у  / ы ____1____
[?(*)]* Z j  ?'(«/) {x — at)1

Умножая на [ср (л:)]*, получим (см. § 89):

t W / W - / W < W — ®

Нетрудно видеть, что сумма во второй части (5) сохраняет 
свой знак при всех значениях л\

В самом деле, рассмотрим два последовательных корня:

o-i и ai+i

функции tp(x). Так как корни производной <р'(х) перемежаются 
с корнями функции <р(х), то

<р'(<*0 и f '  (<хг+1)

— разных знаков. Подобным же образом будут разных знаков 
/(а,) и /(ai+i), потому что по условию перемежаются корни 
/ ( х )  с корнями ц(х),  следовательно, дроби:

f i at) /  («ж)
tp'(ai) <р'(аж )

— о д н о г о  знака функция.

9 ( x ) f ' { x ) - f ( x )  ff'(x)

не меняет своего знака при всевозможных значениях х.
Это выражение не может обратиться в нуль ни при каком 

значении р числа х. В самом деле, такое обращение могло бы 
иметь место, если бы р обращало в нуль сразу все функции

<fi(x), <р*(х), . . . ,  <р„ (х ) ,

что невозможно.
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ТЕОРЕМА ВЛАДИМИРА МАРКОВА

§ 114. Из теоремы предыдущего параграфа вытекает такая 
теорема:

Е с л и  к о р н и  д в у х  ц е л ы х  ф у н к ц и й  / ( х )  и <p(.v) п е 
р е м е ж а ю т с я ,  т о  п е р е м е ж а ю т с я  т а к ж е  к о р н и  их  
п р о и з в о д н ы х  / '  (х) и <р' (я).

В самом деле, рассмотрим функцию:

<р(*)/Ч*)— / ( * ) ? ' ( * )  (1) ‘

Пусть а! и ota два последовательных корня производной <р'(х). 
По теореме предыдущего параграфа результаты подстановки 
чисел ai и а2 в выражение (1) — одного знака.

Эти результаты будут:

? (* t) / '(ai) и ф (а 2) / ' Ы

Но числа гр (а,) и ф(а2) ~  разных знаков, следовательно, должны 
быть разных знаков и числа f ( a t) и / ' ( а 2), и теорема доказана.

Эту теорему напечатал Владимир Марков в своем студен
ческом сочинении: „О функциях, наименее уклоняющихся от 
нуля в данном промежутке" (СПБ 1892)

Указанное сочинение В. А. Маркова замечательно по целому 
ряду результатов важного значения.

REGULA FALSI

§ 115. Если корень отделен, то два числа а и р  таковы, что 
/(а )  и /((5) — разных знаков.

Для ясности будем трактовать задачу геометрически и бу
дем рассматривать соответствующее уравнение

У=*/(х)  (1)
в прямоугольных координатах; тогда абсциссы а и р  будут по 
разные стороны корня L и им будут соответствовать ординаты 
разных знаков. Корень, лежащий в промежутке (а, р), будет 
абсциссой точки L, в которой кривая (1) пересекает ось х-ов.

Если границы промежутка достаточно близки, то, проведя 
хорду MN,  соединяющую точки кривой с абсциссами а и р ,  
можно принять за приближенное значение корня абсциссу точки К  
встречи с осью х-ов хорды MN.



Другими словами, мы принимаем за приближенное значение, 
корня абсциссу точки, делящей отрезок (а, р) пропорционально 
величинам /(а ) ,  /(р).

Такой способ имеет важное практическое значение, напри
мер, в артиллерии, когда из недолета и перелета вычисляется 
настоящий прицел.

Рис. 16.

Найдем формулу для вычисления абсциссы точки К. 
Уравнение хррды M N  будет:

у  — /  (а)  л; — а
/ ( Р )  - / ( ° о  —  J —  а ’

абсцисса точки встречи ее с осью л;-ов получится, полагая 
.у — 0, т.-е. из уравнения:

-/(«) х

или, окончательно,
/(р) — /(* )  р — * 

«Я  Р) — Р /(«)л:
/(Р )—/ ( “)

(2)

Эту формулу и вообще этот прием рассуждения дали в сред
ние века арабы, которые имели в виду, между прочим, задачи 
элементарной арифметики, где уравнения — все первой степени, 
а потому они выражаются прямыми и, следовательно, хорда 
совпадает с кривою. Итак, правило regula falsi в арифметике 
дает не приближенное решение, а т о ч н о е .

Арабы назвали свое правило „хисаб-уль-хатайн“, т. е. ариф
метика двух ошибок *).

*) Мориц Кантор перед изданием своей многотомной истории математики, 
написал довольно большую книгу об истории математики у арабов. Кантор за
интересовался .словом „хатайн" и обратился за консультацией к профессорам
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СПОСОБ ПОДКАСАТЕЛЬНЫХ НЬЮТОНА

§ 116. Ньютоном был предложен способ, носящий название 
с п о с о б а  п о д к а с а т е л ь н ы х .  Этот классический прием го
дится одинаково как для алгебраических уравнений, так и для 
трансцендентных.

Если задано уравнение / ( * )  =  О, то будем рассматривать со
ответствующую ему линию:

у = / ( х )  ( 1)

Решение уравнения состоит в нахождении точки встречи 
кривой (1) с осыо х-эв, имеющей уравнение у  =  0 .

Пусть найдено некоторое приближенное значение а корня 
уравнения. Если число а—не корень, но очень близко к нему, 
то соответствующее значение y a ~ f ( a)  будет близко к нулю.

Точка с координатами а , / ( а )  будет близка к оси х-ов. Приме
няя общий принцип диференциального исчисления, состоящий 
в замене кривой линии вблизи некоторой точки касательною 
к этой кривой, мы приходим к мысли искать точку встречи 
с осью х-ов касательной, проведенной в точке касания а , / ( а ) .  
Эта точка встречи дает число более близкое к корню, чем а. 
В этом состоит идея способа Ньютона.

Пишем уравнение касательной ML:

У —/ ( * ) = / ( « )  (х —  «)

филологам, но не арабистам. Эти профессора сказали, что тут дело идет о на
роде хаты, жившем тогда-то и в такой-то местности; а так как „хата=хита=кита“, 
то возможно, что дело идет о китайцах.

Я должен разъяснить это недоразумение: „хата“ — по арабски обозначает 
„ошибка"; „хатани" — двойственное число — „две ошибки*; „хатайн" — роди
тельный падеж.

Значит, „хисаб-уль-хатайн“ в переводе будет: „арифметика двух оши
бок".
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Для нахождения точки встречи с осью х-ов полагаем ^  =  0. 
Тогда, решая относительно х, получим:

х  — „_ / ( а) (2 )
? ' ( « ) ’

где есть подкасательная PL (см. § 86).
/  («)

Итак, способ Ньютона состоит в следующем: берется при
ближенное значение а корня, далее вычисляется новое прибли
жение «I по формуле:

а  - а
/ ' ( а )

по этому значению а, составляется новое приближение а3 по 
такой же формуле:

а « Я « .)

Продолжая далее вычисление последовательных чисел аь 
а2, а8). . .  по указанным формулам, мы должны приближаться 
к основному корню заданного уравнения.

Весьма важное обстоятельство состоит в том, что способ 
Ньютона был первым примером одного довольно широкого ме
тода современной математики — метода так называемой и т е 
р а ц и и  (повторения операций).

Метод итерации состоит в следующем. Берется некоторое 
число (безразлично вещественное или комплексное) и некоторая 
функция tp(x) и составляется ряд чисел:

«1 —  ср (*), а г  —  <р ( а ^ ,  a 8 =  <р (a8) , . . .

Задача состоит в изучении вопроса, когда ряд чисел:

«, • • •
имеет предел.

Приведение в порядок метода Ньютона требует решения 
двух основных вопросов: 1) действительно ли последовательное 
приближение имеет своим пределом корни уравнения и 2) если 
предел существует, то необходимо оценить погрешность, кото
рую мы делаем, останавливаясь на каком-нибудь приближении. 

Ответ на эти два вопроса был дан Фурье.
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АЛГОРИТМ ВЫЧИСЛЕНИЯ КОРНЕЙ

§ 117. В этой главе мы сообщим простое доказательство 
теоремы Гаусса, что всякий полином имеет по крайней мере 
один корень. Мы, конечно, должны будем вернуться к общему 
полю /.

Мы сообщим доказательство теоремы.
Е с л и  м о д у л ь  ч и с л е н н о г о  з н а ч е н и я  / ( а )  з а д а н 

н о й  ф у н к ц и и ,  с о о т в е т с т в у ю щ е г о  ч и с л е н н о м у  з н а 
ч е н и ю  а п е р е м е н н о г о  н е з а в и с и м о г о ,  б о л ь ш е  н у л я ,  
т о  э т о т  м о д у л ь  м о ж н о  у м е н ь ш и т ь  п р и б а в к о й  
к ч и с л у  а н е к о т о р о г о  ч и с л а  h.

Рассмотрим самый общий случай, когда при значении а сама 
функция f { z )  не обращается в нуль согласно формулировке те
оремы, а ряд производных:

/ ' ( * ) ,  г  ( г ) , . . . ,
обращается в нуль при z — a, причем /<т>(а) ^ 0 ; тогда по 
формуле Тейлора имеем:

Д а  +  h )— f(a )  +  щ ^ / (т)(а) [1 +  QL (1)

где П (ю) =  1 - 2 - 3 . . .  /га, a

_____ h___Дт+1Ца) ,_______ h?_____ Д»+г>(а)
”  m-j- 1  /<т >(а) (m -)-l)(m  +  2) /<т>(а) ' Г ' "

Подберем h удовлетворяющим равенству:

_ _ , / ( « ) ,  (2)

где 3—некоторая правильная положительная дробь, величину 
которой можно взять сколь угодно малой. Равенство (1) можно 
переписать так:

Д а  +  h) = f ( a )  -  i f  (а) +  Щ ^ / (т) И  Q =

= / ( f l ) ( i “ j) + f £ / W (e) Q

Но модуль суммы не больше суммы модулей слагаемых*):
hm| / ( а  +  Л ) |< ( 1 - 5 ) | / ( а ) |  +

П(т) ■ т  (з)

*) Сторона треугольника не больше суммы двух других сторон.
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Для нахождения точки встречи с осью х-ов  полагаем у  ~  0. 
Тогда, решая относительно х,  получим:

v _„ __ / (а) (2»
?'(«) ’

где есть подкасательная PL (см. § 86).
/  (а)

Итак, способ Ньютона состоит в следующем: берется при
ближенное значение а корня, далее вычисляется новое прибли
жение а! по формуле:

а - « / '( а )

по этому значению а, составляется новое приближение а3 по 
такой же формуле:

Продолжая далее вычисление последовательных чисел a)t 
<х2, а3, . . .  по указанным формулам, мы должны приближаться 
к основному корню заданного уравнения.

Весьма важное обстоятельство состоит в том, что способ 
Ньютона был первым примером одного довольно широкого ме
тода 'современной математики — метода так называемой и т е 
р а ц и и  (повторения операций).

Метод итерации состоит в следующем. Берется некоторое 
число (безразлично вещественное или комплексное) и некоторая 
функция <р(х) и составляется ряд чисел:

«1 =  <р (*), «2 “  <р (« iX  я з =  ( « а ) , . • .

Задача состоит в изучении вопроса, когда ряд чисел:

ctj, а2, . , .
имеет предел.

Приведение в порядок метода Ньютона требует решения 
двух основных вопросов: 1) действительно ли последовательное 
приближение имеет своим пределом корни уравнения и 2) если 
предел существует, то необходимо оценить погрешность, кото
рую мы делаем, останавливаясь на каком-нибудь приближении. 

Ответ на эти два вопроса был дан Фурье.
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АЛГОРИТМ ВЫЧИСЛЕНИЯ КОРНЕЙ

§  117 .  В этой главе мы сообщим простое доказательство 
теоремы Гаусса, что всякий полином имеет по крайней мере 
один корень. Мы, конечно, должны будем вернуться к общему 
полю /.

Мы сообщим доказательство теоремы.
Е с л и  м о д у л ь  ч и с л е н н о г о  з н а ч е н и я  / ( а )  з а д а н 

н о й  ф у н к ц и и ,  с о о т в е т с т в у ю щ е г о  ч и с л е н н о м у  з н а 
ч е н и ю  а п е р е м е н н о г о  н е з а в и с и м о г о ,  б о л ь ш е  н у л я ,  
т о  э т о т  м о д у л ь  м о ж н о  у м е н ь ш и т ь  п р и б а в к о й  
к ч и с л у  а н е к о т о р о г о  ч и с л а  h.

Рассмотрим самый общий случай, когда при значении а сама 
функция f ( z )  не обращается в нуль согласно формулировке те
оремы, а ряд производных:

/ ' ( * ) ,  Г  ( г ) , . . . ,  
обращается в нуль при z =  a, причем /<т)(а) -^гО; тогда по 
формуле Тейлора имеем:

Д а  +  А ) * / ( а )  +  щ ^ / (от)(й ) [1 +  Q ), (1)

где П (»0 =  1 - 2 - 3 . . .  /и, a

_____ h f m+14a)  j _______ ________f m+s>(a)
^  m - J - 1 / (m)(a ) f W ( a )

Подберем h удовлетворяющим равенству:

j g L f i H M  —  i n a ) ,  (2)

где 8—некоторая правильная положительная дробь, величину 
которой можно взять сколь угодно малой. Равенство (1) можно 
переписать так:

Д а  - f  А ) = / ( а )  -  8 / (а) +  у щ / {т) (a) Q =

= / и  ( 1 - s ) + n £ y / c , n ) ( a ) Q

Но модуль суммы не больше суммы модулей слагаемых*):
hr

П (т)
f { m ) IQ1; (3)

*) Сторона треугольника не больше суммы двух других сторон.
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так как при достаточно малом h величину Q можно сделать 
ско/*ь Уг°Дн0 малой, то можно будет удовлетворить неравенству

IQI < h

а т^гда на основании равенства (2) будет:

hm
П(1я)

или
/<т > (а)

=  §1 / И .

иер.|венств0 (3) обращается в такое:

| / ( а  +  Л ) | < ( 1 - 5 ) | / ( й)| +  г | / (а ) | ,  

\ f (a +  h)\<\f {a)\ ,
т. е

чт0 и требовалось доказать.
§ 118., Очень немного надо добавить к теореме предыдущего 

п ,,графа, чтобы получить хорошее простое и ясное доказа- 
телРство существования корня у целой функции.

Пока теорема § 117 дает только, 
что нижняя граница модуля |/(z)| не 
может быть больше нуля, так как 
тогда ее можно уменьшить.

Необходимо воспользоваться тем, 
что функция |/(z)| непрерывная и как 
таковая она должна достигать своей 
нижней границы. Эта граница должна 
быть наименьшим значением функции, 
ее так называемым m i n i m u m ’ o M . Это 
наименьшее значение функция будет 
иметь при некотором определенном 
значении Zo, так что z0 будет кор
нем уравнения.

докажем, следовательно, что модуль целой функции н е п р е- 
р Ывно и з м е н я е т с я  п р и  и з м е н е н и и  z.

[Р теореме Тейлора имеем:

f { *  +  h) ~ f (z) 8=3 А

Рис. 18.
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где модуль А при достаточно малом модуле h может быть сколь 
угодно мал:

/(Z  + Л) = / ( * )  + л

Так как модуль комплексного числа есть расстояние между 
точкой комплексного числа и началом координат, то мы можем 
воспользоваться свойством сторон треугольника, а именно, что 
сторона треугольника больше разности двух других сторон 
и меньше их суммы:

1/(г)1-ИК1/(г +  А)|<|/(г)| +  |Л|,
или

— И I <  \ f {z  +  /0 | — 1/(2) | <  +  [ Л | ,

но |Л |  величина бесконечно малая, следовательно, | /(z ) |  есть 
функция н е п р е р ы в н а я .

§ 119. Так как при бесконечно большом модуле z  модуль 
функции f (x)  также бесконечно велик, то наименьшие значе-

Ш

Рис. 19.

ния, равные нулю, могут быть только на конечном расстоянии 
от начала координат.

Мы возьмем около начала координат настолько больших 
размеров квадрат, чтобы вне его наверно не было значения 
нуль модуля |/(zj|. Разделим квадрат делением сторон пополам 
на четыре меньших квадрата.

\
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так как при достаточно малом А величину Q можно сделать 
сколь угодно малой, то можно будет удовлетворить неравенству

IQI <  1.

а тогда на основании равенства (2) будет:

А"
П и

/ « ( а )

или

П(/и)
/<т > (а) | Q |< S | / ( a ) |  ;

неравенство (3) обращается в такое:

| / ( а  +  Л ) |< ( 1 - 8) | / ( а ) |  +  в | / Ш

\ f (a +  h) \< \f (a) \ ,
т. е.

что и требовалось доказать.
§ 118., Очень немного надо добавить к теореме предыдущего 

параграфа, чтобы получить хорошее простое и ясное доказа
тельство существования корня у целой функции.

Пока теорема § 117 дает только, 
что нижняя граница модуля \f(z)\ не 
может быть больше нуля, так как 
тогда ее можно уменьшить.

Необходимо воспользоваться тем, 
что функция \f{z)\ непрерывная и как 
таковая она должна достигать своей 
нижней границы. Эта граница должна 
быть наименьшим значением функции, 
ее так называемым minimum’oM. Это 
наименьшее значение функция будет 
иметь при некотором определенном 
значении z a, так что z0 будет кор
нем уравнения.

Покажем, следовательно, что модуль целой функции н е п р е 
р ы в н о  и з м е н я е т с я  п р и  и з м е н е н и и  z.

По теореме Тейлора имеем:

/ ( *  +  А) ~ / ( г )  =  Д

Рис. 18.
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где модуль А при достаточно малом модуле А может быть сколь 
угодно мал:

/ ( «  + А) = / ( « )  + Л
Так как модуль комплексного числа есть расстояние между 

точкой комплексного числа и началом координат, то мы можем 
воспользоваться свойством сторон треугольника, а именно, что 
сторона треугольника больше разности двух других сторон 
и меньше их суммы:

1/ ( * ) | - И | < | / ( г  +  Л ) К | / ( г ) | 4 - И | ,
или

- И 1< 1/(*  +  Л ) | - | / ( 2) | <  +  И 1,

но |i4| величина бесконечно малая, следовательно, |/(z ) | есть 
функция н е п р е р ы в н а я .

§ 119. Так как при бесконечно большом модуле z  модуль 
функции f (x)  также бесконечно велик, то наименьшие значе-

ш

Рис. 19.

ния, равные нулю, могут быть только на конечном расстоянии 
от начала координат.

Мы возьмем около начала координат настолько больших 
размеров квадрат, чтобы вне его наверно не было значения 
нуль модуля If(z)\.  Разделим квадрат делением сторон пополам 
на четыре меньших квадрата.

\



Если низшая граница 0 была во всем квадрате, то она долж
на быть также в одном из четырех меньших, ибо если бы ее 
не было ни в одном из них, то ее не могло быть и во всем 
квадрате. Пусть эта нижняя граница 0 находится в правом 
нижнем квадрате. Делим его стороны пополам, получаем че
тыре меньших квадрата, в одном из которых нижняя граница 
должна быть нулем. Продолжая далее уменьшение квадратов 
до бесконечности, мы приходим к некоторой предельной точ
ке р., в которую суживаются постепенно квадраты. Эта точка |а 
лежит внутри каждого из ряда выбранных нами квадратов. 
Легко проверить, на основании непрерывности функции | f(z)\, 
что |/([а)| =  0. Таким образом, мы находим то значение z, кото
рое дает наименьшее значение функции.

§ 120. Данное нами доказательство существования корня 
алгебраического уравнения в смысле компактности не оставляет 
желать ничего лучшего, но имеет еще один недостаток, что 
оно не дает средств, как можно вычислить корень при помощи 
сходящегося способа вычисления.

Мы приведем следующие соображения, которые направлены 
к тому, чтобы исправить этот недостаток, хотя бы теоретиче
ски. Эти соображения дают второе доказательство основной 
теоремы о существовании корня. Они указаны в общих чертах 
Лифшицем *). Соображения Лифшица подверглись упрощениям 
со стороны Дедекинда, Фробениуса и Г. Вебера **).

Прием приближения к корню основан на применении фор
мулы, подобной способу подкасательных Ньютона, переведенной 
на комплексные числа, а именно формулы:

и _  _  * / И
h -  V w *

где 8 достаточно малое положительное число.
Мы имеем:

a « + * w i  - » / ( « ) + — f  Ц

Можно предположить, что мы предварительно освободили 
функцию/(*) от кратных корней, и тогда /'(а) — не нуль. Можно

*) Lehrbuch der Algebra, Bd. I, § 61.
**) См. W e b e r ,  Lehrbuch der Algebra, Bd. 1, § 42.
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найти положительное число Q, достаточно большое для того, 
чтобы было:

Q > l ,  Q >

Обозначим:

/(« ) /" (« )  | ( 1)

а +  А =  аь |/(а)| =  а, \f{o.i)\ — at
Мы имеем:

а , < а ^ 1— S + - | - Q ^

Положим, так как ничто не мешает это нам сделать,
5 = Q - * ,

тогда будем иметь:
1 / (* )
Q f (a) (2)

(3)

Вебер так ограничил рассуждение, что он иолучил одно и то 
ж е  значение Q, которое удовлетворяет (1) для всех точ,ек той 
области, на которой он рассматривает задачу.

Полагая:
1 / ( a  i) _  1 / Ы
Q / > , ) ’ а з _ а * Q / M

и

а  т а к ж е
Ог  =  | / ( « г ) | ,  а 8 =  | / ' ( я з ) | ,

1

получим: 

откуда

и для v =  oo мы получим:

е ~ Ь 2Q ’

а ( < а е ,  а 2< а 16, •••, а У< а \ , - 10, 

a v =  a  0V,

lim a v =  0

С другой стороны, на основании (3),

| я - а 11< Ж < 2~ И Г ^  ° < Л < 1Л « ) 1;
9. А кад. Д. А. Граве. 55в.



мы получаем:
2(ау — a v_ i)\а — av-, [ < -  k

Отсюда, если примем в основание неравенство:

1*4 —  a vj <  Ian — а [л+ || +  !a [J.+l — а н-а1 Н-------»

получим:

I ,  -  I -  2 ( a V- —  a J|«|Х — av| < ------ ^------

При ft =  co i v — сю получается:

|а[Л — «v| == О

Таким образом, мы удостоверяемся, что числа ряда:

ct, c t j ,  o t2 j . ,  . у  а п  ? . . .

приближаются к некоторому пределу £, который будет корнем 
функции, ибо вследствие непрерывности функции:

/(£) =  lim f(a.i) — lim щ — О

§ 121. Я сделал некоторое добавление к этому алгоритму 
в статье „Algorilhme du calcul des racines des equations algebri- 
ques“, 1936.

Алгоритм состоит в том, что можно начать с произвольного 
числа а, которое я называю р е п е р о м  корня, и последователь
ным рядом действий с помощью

Gtj OCgj • • * у СС/,д • * •

приближаться к корню.
Я считаю недостатком метода, что мы не знаем к какому 

корню уравнения мы приближаемся.
Я поставил себе задачей н а й т и  п о л н у ю  с и с т е м у  р е 

п е р о в  в ' числе, равном числу корней уравнения, fr такую, 
чтобы из каждого из этих реперов мы приближались бы к каж
дому без пропуска корню заданного уравнения. Я показал, как 
установить правила для нахождения подобной системы реперов.

Между прочим, я показал в моей статье и геометрическое 
значение формулы:

* / к
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Пусть будет
f { x  - f  iy) =  и +  i v ,

де и и v  две вещественные функции от двух вещественных 
переменных х, у.

Будем х  и у  рассматривать как координаты на горизонталь
ной плоскости комплексного переменного

х- \- i y  — i,

букву же z  сохраним для обозначения третьей координаты про
странства х, у ,  z ; при этом мы будем предполагать, что система 
будет прямоугольная, т. е. координата z  находится на оси, пер
пендикулярной к плоскости лг, у. Все три координаты х, у ,  z, 
очевидно, вещественные.

Тогда модуль функции даст вещественную поверхность:

(О

(2)

Здесь и х , v'x , и у, v v суть так называемые ч а с т н ы е  п р о и з 
в о д н ы е ,  взятые по одной из букв х или у.

Уравнения нормали будут:
z  — с _ х  — а _ v — b

— ]/  и 1 -j- v 2 ии'х  +  vv'x llUy -j- VVy

Проведем через эту нормаль вертикальную плоскость:

х  — а _  у  — Ь 
иих -j- w'x tin’v -f- vv'y

Это же самое уравнение будет уравнением подкасательной 
на горизонтальной плоскости, касательной к линии наибольшего 
ската (ligne de la plus grande pente).

z  =?=-}-у  ul -f-v*

Возьмем на этой поверхности точку

а, Ь, с,
где

а  =  а 4 -  bi, с =  | /(а)|

Уравнение касательной плоскости в точке (2) будет: 

2_ ш Ь + У У , ( х _ а ) +  UmI + v v L) _
j / tt2 +  V1 ]/ U* 4 - V1



х  — а — (иих - f  v v 'jc) [j.

у  — b — (tlUy -J- VVy) It

Умножая второе уравнение на г и складывая, получим *):

Мы имеем:

$ — а =  ft [иих - J -  v v x - f -  i (uiiy - f  vv'y)] —  |Х (и +  iv){ux —  ivx)-

/ ' 2  I '  2 \  ^  ~ f “  IV , ' 2  I  ' 2 \ f{
— \l(ux -\-Vx ) --T- — {Ux -\-Vx )~p/(«)—;—;—•—7-------------- \^x ^  vx f v

Ux  - h  t v x  / ( a )

Обозначая вещественное число ft (и*2 -}- v x ) через— д, по
лучим: ,

г - *  »/<*>
8 - “ _ г т

Итак, эта формула показывает, что при малом о перемещение 
совершается по л и н и и  н а и б о л ь ш е г о  с к а т а  по поверх
ности модуля.

*) Мы имеем:
'  V ' '  'их — у, U y= — vx



ТРЕХЧЛЕННЫЕ УРАВНЕНИЯ

§ 122. Трехчленными называются уравнения вида: 

хр+я 2ахч р =  О,

которые заключают три члена. Такие уравнения часто встре
чаются. Кроме случаев квадратного и кубического уравнения 
мы обращаем внимание на то, что по способу Жерарда урав
нение пятой степени приводится к трехчленному:

х ь -f- ах  -f- b =  О

Я говорю здесь о трехчленных уравнениях, потому что Гаусс*) 
обратил на эти уравнения свое внимание и дал прекрасный 
способ их решения. В 1896 году Гундельфинген опубликовал 
таблицы, облегчающие выкладки этого решения.

Я покажу здесь мое видоизменение способа Гаусса, относя
щееся к вычислению вещественных корней трехчленного урав
нения.

Этот способ в мою бытность студентом Петербургского 
университета в 1883 году я показывал товарищам. Я ничего не 
публиковал о нем, ибо подробное теоретическое проведение 
не привело меня к новым в идейном отношении результатам.

Здесь я приведу мой способ, ибо при практическом вычис
лении он не хуже способа Гаусса, но имеет преимущество
в мнемоническом отношении и его буквально нельзя забыть, 
если он был один раз известен.

Возвысим уравнение
х<* (хр -j- 2а) — — р

в степень р:
х яр (х р  -4- 2а ) Р  =  (— 1) .̂ р*

и положим:
xP-j- a =  z

Тогда уравнение примет вид: (1)

(z +  a y > ( z - a ) '  =  b, (2)
где

6 =  ( _ 1)ррр

На основании (1) всякому вещественному корню заданного 
трехчленного уравнения будет соответствовать вещественный 
же корень преобразованного уравнения (2).

*, G a u s s ,  Werke, Bd. Ill, S. 85.
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§ 123. Применим теорему Штурма к уравнению (2) § 122: 

V =  {z -f- а)р (z  — а)? — b 

Его производная будет:

Число а положительное, а р  и q натуральные числа.
Далее деля V  на V2 и продолжая процесс последователь

ного деления, получим остальные две функции Штурма:

По поводу этих последних двух функций надо заметить, 
что остаток от деления полинома ф(г) на z  — A будет ф(Л).

Так как общее число функций Штурма есть пять, то урав
нение не может иметь более четырех вещественных корней.

§ 124. Уравнение (2) § 122 удобно для вычисления корня 
при помощи периодического алгоритма.

Уравнение (2) § 122 можно преобразовать так:

обычно, а слева.
Подставляя в скобках знаменателя вместо р все выражение (1), 

приходим к бесконечному периодическому алгоритму:

V ' = ( z - j -  а)Р~1 (z — а )?-1 [(р  - f  q) z  — (р — q) а]

Деля V  на V' и изменяя знак остатка, получим:

V3 =  b[(p +  q)z  — (p — q) а]

z =  a-{ Vb
(2)



— 167 -

Подобным же образом, преобразуя уравнение (2) § 122 так:

V b■ а ■

получаем другой алгоритм:
(— а -\~г )

(з,
I/ Ь

■2а-

\ - 2 а  +  .

Этот алгоритм представляет обобщение непрерывных дробей 
в том смысле, что при непрерывных дробях чередуются две 
операции: деление и рложение. Здесь же чередуются три опе-

qрации: возвышение в степень с показателем — , деление и сло

жение.
При q четном в алгоритме (4) можно брать радикал с тем 

или другим знаком; подобным же образом при р  четном можно

изменять знак при радикале у/~ь.
Оказывается, что при помощи четырех полученных таким 

образом алгоритмов можно вычислять все вещественные корни 
уравнения (2) § 122.

Покажем приложение этого метода к численному уравнению. 
§ 125. Вычислим вещественные корни уравнения:

X s — 4х — 2 =  0 (1)
Полагая

х* — 2 =  z,
получим новое уравнение в виде:

(z +  2) (г — 2)* — 16
По соображениям § 111 уравнение (1) должно иметь два мни

мых корня. Мы получим для вычисления трех вещественных 
корней алгоритмы:

2| +  ̂  , | 21/2 (2)

V ‘ + v ¥ L  
] / \ + . . .



Мы поясним как получается формула (4). 
Мы начинаем с формулы:

Можно под знаком возвышения в четвертую степень менять 
знак:

Покажем как окончательно вычислить корень z 3. Для э т о т
воспользуемся указанными в § 27 Гауссовыми логарифмами 
сумм и разностей*). . ■

Прежде всего: 1 . 1

lg 2~6 =* (10 -  0,3010300) • 6 =  (9,6989700) • 6 =  8,1938200

lg 1 — lg г - 6 =  0 — 8,1938200 =̂= 1,8061800

Находим на странице 700 таблицы Zech-a соответствующий ■ 
последнему числу аргумент:

•. *) I. Z e c h ,  Tafeln der A dditions- und Subtractions-Logarithm en, Berlin 1863-

—  г?» =  9
' 16- 4 - 4

Zs~h2 =  1
4-3

4 4
1

4 - 3

0  =  0,0068405,



lg (1 — 2~6) =  0 — О =  9,9931595,
умножим на 4:

lg <(4 -  2~6) =  9,9931595 ■ 4 =  9,9726380

Мы приступаем ко второй итерации:

9. 6 8,1938200
9,9726380 =  lg k\ 

к > 8,22118^0

lg 1 — lg ^  =  1,7788180 

По таблицам Zech-a находим:

G2 =  0,0072880; 

lg (1 — k\) =  0 — G2 =  9,9927120, 

l g 4(l - k t) =  9,9708480 

Третья итерация . Четвертая итерация 

8,1938200 8,18382С0

9,9708480 9,9707212

тогда

тогда

8,2229720 8,2230988

1,7770280 1,7769012

Умножая на 4

О„ 0,0073197 . Gj 0,0073215

9,9926803 9,9926785

9,9707212
Итак, пятая итерация дает окончательно:

lg . ~  Za4~ 2 =  ig 4 ~ * 3- =  9,9926786 (5)

Мы получаем четвертую степень корня х 3. Для получения 
самого корня придется извлечь корень четвертой степени, тогда 
является вопрос, с каким знаком взять величину x s. Этот вопрос 
просто решается из таких соображений.

И з уравнения (5) мы имеем:

4 - 4 > 0 ,  ' х*3—  4 < 0 ,



но по уравнению (1 )

откуда
(дез — 4 )х3 =  2,  

х 3< 0

ИДЕИ ДАНИИЛА БЕРНУЛЛИ. СПОСОБ ГРЕФФЕ

§ 126. Даниил Бернулли в свою бытность в Петербурге ука
зал на такую мысль *).

Пусть х {, х 2, . . . , х п суть корни уравнения /(л;) =  0.
Полагая, по обыкновению, s* =  х \ -f- х \  + . .  . +  .**, будем иметь:

Если х { имеет наибольший модуль, то при беспредельном 
возрастании k мы будем иметь:

Таким образом, наибольший по модулю корень может быть

найден как предел •

Пусть уравнение:

f { x )  =  х п + р 1хп~ 1 - \-ргхп~2 - j - . . .

имеет только вещественные и положительные корни и притом 
неравные:

lim =  Х\
Sk- 1

«< >  «г >  «з >  • • • >  ал-1  >  а„  

Составим уравнение, корнями которого будут:

Пусть это уравнение будет:

F  (х) =  х п 4" A ix" -14- А2хп~2 4 - . . .  4- а .  == о

*) Comm. Petrop., 3, 1728, p. 92.
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Будем иметь:
А\ — a | * + .

Л 2 =  («1 a 2) 2ft +  (а 1 а з)2* +  • • •

Л 3 =  (оц а 2 а з)2* - f  ( а ,  а 2 а 4)2* - j - . . .

Л „ =  ( a i  а 2 а 3 . .  . а „ ) 2*

По идее Бернулли, если показатель 2k беспредельно возра
стает, то в каждой сумме (1) первый член будет настолько
велик по сравнению с прочими, что с принятою для вычисления 
степенью точности можно всеми этими членами пренебречь.

Тогда система (1) заменится такою:
л 2*А {  =  a i

А 2 ■= (aia2)2*
А з  —  ( a ^ a g ) 24

Л я =  ( а (а 2 . . . а п)24, 

откуда непосредственно находим все корни:

2ft » 2ft Л 2 2ft Аз 
< , , = А „  « , = - я г>  - = д 7 . -

§ 127. Эйлер в своем знаменитом сочинении „Introductlo in 
analysin infinitorum (т. I, 17) стремился придать идеям Бернул
ли практическое значение и развил способ вычисления урав
нений при помощи возвратных рядов.

§ 1?8. Наконец, в 1837 году цюрихский профессор Греффе 
дал практически удобный способ, основанный на идеях Бернул
ли. Этот способ состоит в том, чтобы составлять урав
нения, корни которых суть взятые со знаком минус квадраты, 
4-й степени, 8-й степени и так далее корней заданного урав
нения.

Поясним дело на квадратном уравнении

А х 2 +  В х  -f- с — 0 (1)

Полагая x — j / y ,  получим:

Ау~1~с =  — В у ' у  ;



возвышая в квадрат, получим:

А 2У2 -f- (2 Лс — В'г) .у -f- с2 =  0 (2)
уравнение, корни которого суть квадраты корней уравнения (1). 
Повторяя тот же прием замены у  на |/ у , получим урав
нение с четвертыми степенями корней, и так далее.

Приемы вычисления мнимых корней по идеям Бернулли раз
рабатывали E nke*) и А. Н. Крылов, академик АН СССР.

Кому придется вычислять корни уравнений, я советую об
ратиться к книге акад. А. Н. Крылова: „Лекции о приближенных 
вычислениях" (1911).

МЕТОД ЛАГРАНЖА

§ 129. На теории непрерывных дробей основан способ Ла
гранжа для приближенного вычисления вещественных корней 
численных уравнений. Этот способ не очень удобен для прак
тики, но он ведет к важным теоретическим выводам, которые 
будут разъяснены во втором томе Трактата.

Пусть / (х )  =  0 вещественное уравнение, которое имеет по 
крайней мере один вещественный корень.

По приемам отделения корней мы можем найти всегда целое 
число а0 такое, что между а0 и а0- f- 1 заключаются один или 
несколько корней /(х ) .  Преобразуем f ( x )  при помощи под
становки:

, 1 х  — а0-\- —- ,
1

где x t >  1; тогда получится новое уравнение /1 (xi), имеющее 
один или несколько корней, которые больше 1. Мы найдем це
лое п о л о ж и т е л ь н о е  число аи такое, что между at и а\ 1 
будут лежать один или несколько корней f ,  (х^.

Подстановкой:
, 1 Xi — a t -f- —

мы придем к новому уравнению / 2(х)..
Продолжая далее тот же прием, получим:

, 1Xi — <х% -{- —— ,

*) E n k e ,  Journ. f. reine u. ang. Math., 22, 1841.



и так далее. Мы приходим к непрерывной дроби: 

х  — ао-\-----------  —-—  =  (flo, alt а2, а3, . . . )

Мы получаем ряд рациональных чисел:

(а0), (а0, а,), (а0, а,, а2), (а0, а,, а2, а3),

которые попеременно то больше, то меньше некоторого корня х  
и беспредельно к нему приближаются.

Когда мы дойдем до подходящей дроби:

Pv
(do, &\ 1 • • •» —1) ' q  »

то эта дробь отличается от истинного значения корня х  меньше 
чем на

1

<$

ТЕОРЕМА ЛИУВИЛЯ

§ 130. Мы называем а л г е б р а и ч е с к и м  ч и с л о м  корень 
всякого уравнения:

f ( x ) = p 0xr- \-p{x r~l -{ - . . ' .+ /V  =  0, (1)

все коэфициенты которого ц е л ы е  числа.
Будем раскладывать в непрерывную дробь иррациональный 

положительный корень х  уравнения (1) f ( x )  =  0:

. 1 х  =  а0 -]--------------------

а1 +  ^ + 7 П

Рассмотрим промежуток (а, Ъ), в котором находится корень

х (а >  0, b >  0)



р
Пусть —— некоторая подходящая дробь,настолько близкая 

Qn
к корню х,  что она также находится внутри промежутка:

/ ф - т

Рп

где <|>— функция г — 1 степени от х:

♦ « = * { ( - $ • )  + ( ■ § - )  *  +  ■■■) +  

+(1т) *+•••}+

Мы можем подобрать положительное число М  так, чтобы 
было:

Принимая во внимание:

E jl
Qn

< Ь ,  х < Ъ ,

можем взять за М  такое число:

М  — |ро | г Ьг- 1 + 1p K j (г — 1) Ь*-2+ . .

Тогда:

f ( E ±
\Q n < Qn

■ х \ М У

и, наконец,



Из теории неперерывных дробей известно*):

Рп ( - 1)" , х„ — ап-\- -- 1
Qn QniQaXn-^r Q n-l) ’ “ 1 ЙЛ+1+ -

Принимая во во внимание, что х п^>ал, получим:

F jl
Qn &nQn

Сопоставляя (2) и (3), получим:

М

Рп

(3)

( 4 )

Далее, подставляя в п е р в у ю  часть уравнения (1) ,получим:

Значит,

РпРп-^гР\РГп 1 Q +  • • •
Qr^п

/
Рп
Qn

>
Qn

и мы приходим из (4) к неравенству Лиувиля:

&п “'С MQnг- 2 (5)

Стоит только написать такую непрерывную дробь, у кото
рой неравенство (5) не удовлетворяется, чтобы быть уверен
ным, что такая дробь не может быть алгебраическим числом. 
Эта дробь будет числом новой природы, которое назывется 
т р а н с ц е н д е н т н ы м .

К числу трансцендентных чисел принадлежат числа е и л; 
о них подробно скажем в втором томе.

ПРИНЦИПЫ ТЕОРИИ ГАЛУА

§ 131. Мы приступим теперь к изложению теории**), одной 
из самых глубоких и плодотворных в математике.

*) Д. Г р а в е ,  Элементарный курс теории чисел, 191% стр. 187; Д. Г р а в е ,  
Начала алгебры, 1915, стр. 262.

*) Творец ее Эварист Галуа был убит на дуэли в возрасте 21 года.
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Займемся задачей, формулировка которой имеет несколько 
необычный характер.

Если задано конечное число целых функций:

Xi {х, у, z , . . . ) ,  к ( х ,  у ,  z , . . . ) ,  хз (х, у ,  z,

от переменных х, у ,  z , . . .  с числовыми коэфициентами, причем 
ни в одной из функций все коэфициенты не равны нулю, то 
м о ж н о  бесчисленным числом способов выбрать такие значе
ния х, у ,  z , . . . ,  чтобы ни одна из функций не обращалась в нуль.

Обычно главная трудность состоит в решении уравнений, 
особенно диференциальных и интегральных, а не  р е ш и т ь  
уравнение казалось бы задача не такая трудная.

В случае одной независимой переменной теорема почти оче
видна, ибо тогда существует конечное число значений, которые 
обращают в нуль функции хь Хг. Хз> • • • '

Далее мы можем видеть справедливость теоремы для п -[-1 
переменных, если мы будем предполагать, что она доказана 
для п переменных.

Расположим все функции по степеням п +  1-ой переменной t, 
тогда по предположению можно дать остальным п переменным 
такие значения, чтобы ни один коэфициент при t  ни в одной 
функции, будучи целой функцией от остальных переменных, 
не равнялся нулю. Тогда мы имеем функции от одной пере
менной t  и можем дать ей такое значение, что ни одна .функ
ция не обращается в нуль.

ФУНКЦИЯ ГАЛУА

§ 132. Мы рассматриваем алгебраическое уравнение степе
ни п :

/(* )  =  О, (1)
которое может быть как буквенным, так и численным.

В случае численных уравнений для нас будет безразлично, 
будет ли оно приводимым или неприводимым. Для нас важно, 
чтобы корни:

*̂ 2i *̂3» • • • у %п

были все н е р а в н ы е .  Значит мы избавились по приемам § 100 
от кратных корней.
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Б у д е м  н а з ы в а т ь  ф у н к ц и е й  Г а л у а  т а к у ю  р а ц и о 
н а л ь н у ю  ф у н к ц и ю  о т  к о р н е й ,  в с е  з н а ч е н и я  к о т о 
р о й ,  п о л у ч а ю щ и е с я  п р и  в с е х

п о д с т а н о в к а х  с и м м е т р и ч е с к о й  г р у п п ы ,  р а з л и ч н ы  
м е ж д у  с о б о й .

На основании соображений § 131, мы можем составить сколь
ко угодно таких функций,

Возьмем функцию:

Пусть, когда мы делаем подстановки симметрической группы, 
мы получаем значения функции:

Чтобы функция со была функцией Галуа, необходимо подобрать 
значения параметров а, Ь, с , . . .  так, чтобы ни одна из разно
стей

не обращалась в нуль.
Галуа, например, указал простейшую функцию такого вида:

где надо подобрать коэфициенты а,, а*, . . . , а „ .
Ф у н к ц и я  Г а л у а  п р и н а д л е ж и т  к е д и н и ч н о й  г р у п 

пе  и является, таким образом, как бы антиподом к симметри
ческой функции.

§ 133. Можно выразить всякую рациональную функцию от 
корней рационально через функцию Галуа, применяя теорему 
Лагранжа (§ 95).

Всякая рациональная функция г (хь х %, . . . ,  х п), к какой бы 
группе она ни принадлежала, не меняется при единичной под
становке, т. е. при группе функции Галуа, а потому ее можно 
сопоставить с функцией Галуа у:

W), Ш2, Ю8, . . . , (ОN

Щ  —  Ш |

(k, / =  1, 2, 3 , . . . , N )

У1 =  aiXj -f-ajXj -j— . . .  —f— o.„x„, (2)

i x2 ...■*„) ^  (г)
z — у  ~  f( z)

и получить:
а  (уа) 
FtVi)

10. Акад. Д . А, Граве, 555.
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Всякий корень X i  есть функция, принадлежащая к группе по
рядка (t i— 1)!, не меняющей буквы хи Во всяком случае xi не 
меняется от единичной подстановки, а потому в с е  к о р н и  
з а д а н н о г о  у р а в н е н и я  в ы р а ж а ю т с я  р а ц и о н а л ь н о  
ч е р е з  у\.

РЕЗОЛЬВЕНТА ГДЛУА

§ 134. Если мы выразим все корни уравнения (1) через функ
цию Галуа _уь то мы можем выразить рационально через у { так
же и все N  различных значений, которые функция Галуа прини
мает при подстановках симметрической группы.

Функция у { удовлетворяет уравнению:

(1)
степени N,  обладающему свойством, что через один его к о р ен ь^  
выражаются все корни Х\, х 2, . . . ,  х п заданного уравнения, 
а также через этот корень yt  выражаются рационально все его 
другие корни у 2, У з ,  ... У я -

Разложим первую часть уравнения F (.у) =  0 на неприводимые 
множители. Пусть один из этих множителей будет:

=  0 (2)

Уравнение это пусть будет степени m < ^N ,  Пусть его корни 
будут:

У l i  Уг> ■ • • I Ут

Уравнение g ( y ) ~  0 называется р е з о л ь в е н т о й  Г а л у а ,  
ибо оно помогает при решении заданного уравнения.

ГРУППА ГАЛУА

§ 135. Группа, относящаяся к основному уравнению f { x )  — О, 
найдется по резольвенте Галуа.

Составим для всех корней заданного уравнения их рацио
нальные выражения через корень у \  резольвенты:

Х\=Нх{у1),  Х2 =  Н 2 (У\), . . . ,  x n =  H n (yi) (1)
Если мы вместо у { подставим в эти равенства у к, то 

Н \ ( У к ) ,  Н г ( У к ) ,  • ••> Н п  ( У к )  

будут давать те же корни:

X i ,  Х } . . . , Х П)
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только расположенные в другом порядке, так что переход от 
yi  до Ук будет давать подстановку корней заданного уравнения. 
Давая в ряде (1) вместо y t значения:

У»> У»,..........,Ут,
получим т подстановок корней х:

Sl =  1, S i ,  S 3 , . . . ,  Sm  (2)

Покажем, что эти подстановки образуют группу.
Пусть

Ук-=Ь(У\), 
где 0—знак рациональной функции.

Подстановка sk будет:

Н*{Ъу$, . . . ,  H n(pyi)\

здесь написано 6yt вместо 0 (yt).
Под подстановкой s* произведем другую sq:

SqSjt

Эта подстановка будет выражаться:

Н1 (®Уя)> Hz (®Уд)> • • • > Нп (®Уд) (3)

Покажем, что это расположение корней дает подстановку из 
ряда (2).

Так, как 6CVi) есть корень неприводимого уравнения 
g ( y )  — 0, то необходимо чтобы уравнение, корни которого суть:

в (уд, в Ы . • • • •. 6 Су*). (4)
которое имеет рациональные коэфициенты, совпадало с g{y )  — 0 ; 
но тогда все корни (4) должцы быть корнями резольвенты, т. е.

Ъ{Ун)— Уг,
и, значит,

SgSic =  S r ,

так что система (2) есть группа.
Это есть так называемая г р у п п а  Г а л у а  нашего уравнения, 

которую мы будем обозначать G.



НЕИЗМЕНЯЕМОСТЬ РАЦИОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ ОТ КОРНЕЙ

§ 136. Мы подчеркивали для буквенных уравнений, когда 
корни суть переменные независимые, очевидную теорему, что 
подстановки, не меняющие вида функции, образуют группу. 
Одна подстановка не меняет вида функции и другая — тоже; 
очевидно, что и совокупность их не будет менять функции.

Совсем другое происходит при численных уравнениях, когда 
надо говорить о неизменности рациональных функций по ч и с 
л е н н о й  в е л и ч и н е .  Тогда наша теорема отпадает. Две под
становки не меняют численной величины функции, а их сово
купность может менять численную величину функции.

Что это так, можно убедиться на простом примере.
Возьмем, например, уравнение:

х 6 +  х 5 -j- л 4 х % +  х'г -f- х  -f- 1 =  0, 

корни которого суть
2 klti

х к - = е ~

Очевидно, что Х)Лг6= 1 .  Произведение не меняется по своей 
численной величине, т. е. остается равным единице при двух 
подстановках:

5 =  (12) (56), 7*= (16) (23),

ибо подстановка 5  переводит нашу функцию в
х % х ъ — 1,

а от Т она' переходит в хв х1 =  1, но подстановка S T =  (13265) 
переводит x tx e в х ах ъ, а эта величина не равна единице.

Теорема восстанавливается, если мы будем выбирать подста
новки не произвольно, а только лишь из г р у п п ы  Г а л у а .

Мы приходим к самой общей теореме.
П о д с т а н о в к и  из  г р у п п ы  Г а л у а ,  не  м е н я ю щ и е  

ч и с л е н н о  ф у н к ц и и ,  о б р а з у ю т  г р у п п у .
Эта теорема годится и для буквенных уравнений, так как 

группа Галуа для них сводится ко всей симметрической группе.
Для того чтобы убедиться в справедливости этой теоремы, 

мы должны рассмотреть главнейшие свойства группы Галуа.
§ 137. Мы должны понятие о рациональности уточнить. Бу

дем рассматривать некоторое поле Q, например, поле R  или W, 
и тогда будем считать рациональными все элементы этого поля.

- г  1 8 0  -
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Мы скажем, что эти элементы—данные числа и, если мы выразим 
корни заданного уравнения через эти элементы, то уравнение 
может считаться решенным.

В с я к а я  р а ц и о н а л ь н а я  ф у н к ц и я  V  с к о э ф и ц и 
е н т а м и  из Йо т  к о р н е й ,  ч и с л е н н о е з н а ч е н и е  к о т о р о й  
не и з м е н я е т с я  о т  п о д с т а н о в о к  г р у п п ы  G Г а л у а ,  
в ы р а ж а е т с я р а ц и о н а л ь н о ч е р е з з а д а н н ы е в е л и ч и н ы .

Функцию V  можно выразить рационально через один из кор
ней g  (у) =  0, например, через yt  так что

У = 9  (у,),
где <р функция рациональная в поле ft.

Так как подстановки G не меняют по предположению значе
ния К и их действие состоит в замене у\  нау2, Уа,..., у т, то мы 
имеем:

У =  ¥ (У<) — f  (У*>) =  . .•  =  ? (Ут) 
и, следовательно,

V — ~  ['f ОМ +  9 (У») +  (Ут)};

функция V выражается через величины известные как симметри
ческая функция от корней резольвенты g  (у).

§ 138. Можно показать свойство обратное.
Р а ц и о н а л ь н а я  ф у н к ц и я  от к о р н е й ,  к о т о р а я  м о 

ж е т  в ы р а ж а т ь с я  ч е р е з  э л е м е н т  п о л я  Q, о с т а е т с я  
ч и с л е н н о  н е и з м е н н о й  п р и  п р и м е н е н и и  п о д с т а н о 
в о к  г р у п п ы  О.

Пусть М  данная величина функции. Выразим все корни, ко
торые входят в М,  при помощи J/*; получим:

где <р — рациональная функция в Q. Ита^, y t есть корень урав
нения:

<р (у) — М  =  О

Это уравнение имеет один корень y t резольвенты, которая есть 
уравнение неприводимое, следовательно, оно должно иметь все 
ее остальные корни, и мы получаем:

? (Уз) =  М, <р Оз) =  М, .. . ,  <р (ут) =  М, 
если только М  не меняется при подстановках G.
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Теорема остается справедливой, если М также иррациональ* 
ная величина, только необходимо, чтобы присоединение ирра
циональностей, заключенных в М,  не мешало оставаться резоль
венте g (у) неприводимою.

§ 139. Если две рациональные функции от корней <р и ф рав
ны, то они не перестают быть равными после применения под
становок Галуа.

В самом деле, их разность будет функция рациональная, она 
равна нулю. Это случай предыдущего параграфа, когда М — 0.

Теперь мы можем доказать, что подстановки, не меняющие 
численно рациональной функции от корней, образуют группу.

Пусть функция <р(Х), X i , , . . ,  Хп), которую мы обозначим для 
краткости <р(лг), не меняет своего численного значения от двух 
подстановок S  и Т, взятых из группы Галуа. Обозначим то 
выражение, в которое переходит функция (р(х) при подста
новке S, знаком <р(х|5).

Мы получаем два равенства:

<p(x|S) =  <p(*), <р(х|Г) =  <р(л) (1)

Применяя к первому равенству подстановку Т, а ко второму — 
подстановку S, мы получим:

4 Ф(х |5 Г )  =  <р(х |Л , ? (* j7 S )  =  <p(*|S); (2)

сравнивая (1) и (2), получим:

<Р (х ] ST)  =  <р (х | TS) =  tf (х),

и теорема доказана.
§ 140. Полагая в § 138 М  =  0, мы замечаем, что подста

н о в к и  Галуа не нарушают каждого рационального соотношения:

ха , . . . ,  х„) =  0

между корнями, поэтому группу Галуа можно определить как 
группу таких подстановок, которые не нарушают всех соотно
шений между корнями. Ясное дело, что группа Галуа не долж
на зависеть от той функции у\,  которую мы выбрали для со
ставления резольвенты g(y).

Теперь мы должны обсудить, так сказать, универсальность 
теории Галуа.

Покажем, что мы всегда получим о д н у  и т у  ж е  г р у п п у  
Г а л у а ,  какую бы функцию Галуа мы ни брали.



В самом деле возьмем произвольную функцию Галуа

7)(*1 , *2 , . хп)
Она по теореме Лагранжа должна выражаться рационально 
через у и  так что

V) =  ©ОМ
Подставив в эту функцию все корни y t> у % , . . . , у т , составим 
уравнение, корни которого ?удут:

H C V i ) ,  в(Уз), в(Ут)

gt (У) — ( у — ®yi)(v — вуа) . . . ( у — вУт)
Здесь мы рассматриваем у  как произвольный параметр. Функция 
g\{y), как симметрическая от корней y t ,  будет выражаться ра
ционально в поле й.

Итак, функция g,(y) будет целая функция в Q степени т. Она 
будет неприводимая, ибо подстановки группы Галуа переводят 
корни — один во все другие.

Очевидно, что переход от 0(^i) к другим корням соверша
ется также при помощи подстановок группы Галуа.

Как частный случай мы рассмотрим другие множители функ
ции F(y) § 134.

Разложим всю симметрическую группу порядка п\ на си
стемы, сопряженные с группой Галуа G:

2  =  0  +  G r 2+G7-3- f  . . . + G T , ,

так что
ml — п\

Если мы введем в рассмотрение:
©O’lT’a), 0(у|7"3) , ®(y\Tt),

то, как мы показали в общем случае, можем построить ряд ре
зольвент одной и той же степени. Другими словами, F(y) разла
гается на / множителей одинаковой степени. Каждый из этих 
множителей может быть взят за резольвенту, и они все приво
дят к одной и той же группе Галуа относительно корней 
Х\ ,хг , . . . ,  хп заданного уравнения.

§ 141. Мы будем называть по примеру Коши группу т р а н 
з и т и в н о ю ,  если среди ее подстановок может быть указана 
Такая, которая переводит одну букву в произвольно выбранную



другую. В обратном случае группа называется и н т р а н з и т и в -  
н о ю.

Так, например, группа подстановок, не меняющая некоторую 
букву а, интранзктивна, ибо в группе не существует подста
новок, заменяющих букву а на некоторую другую.

Высказанное понятие о транзитивности может быть обобщено 
следующим образом: группа называется т  раз транзитивною, 
если подстановки ее допускают замену некоторых определен
ных т букв на tn произвольно выбранных других.

В § 71 мы обратили внимание на то, что знакопеременная 
группа ti — 2 раз транзитивная. Симметрическая группа я — 1 раз 
транзитивна.

§ 142. Пусть заданное уравнение / ( а ) =  0 степени п п р и 
в о д и м о  в поле Q и пусть f t(x) некоторый неприводимый в по
ле А множитель функции f(x).  Пусть /,(.*) имеет степень т, 
где m <  п.

Обозначим корни множителя f\{x) через

X | , X‘i , . . . ,  х т , (1)

а через

Хт-\-1 > Хт-{-2 ) • • ■ , Хп (2)

— остальные корни уравнения.
Обозначим через х'  один из корней (1), а через я"— один из 

корней (2).
Мы имеем тождество:

/»(*') =  0 (3)

Предположим, что группа Галуа заданного уравнения /(л:) =  0 
транзитивна. Тогда должна существовать в группе по крайней 
мере одна подстановка 5, переводящая х'  в х".

Так как подстановки группы Галуа прилагаются'ко всякому 
соотношению между корнями, то прилагая 5  к соотношению (3), 
получим: .

/,(*") =  О,

что противоречит предположению, и мы приходим к теореме:
Е с л и  у р а в н е н и е  н е п р и в о д и м о ,  т о  е г о  г р у п п а  

т р а н з и т и в н а ;  в с л у ч а е  ж е  п р и в о д и м о с т и  г р у п п а  
д о л ж н а  б ы т ь  и н т р а н з и т и в н а .
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Докажем теорему обратную. Пусть группа уравнений интран- 
зитивна, причем пусть она перемещает между собой только 
корни (1), тогда функция:

f t (x) — {х — X i){X  — х 2) . . . ( х  — х т)
не меняется при всех подстановках группы Галуа, значит, ко
эфициенты f t(x) принадлежат к полю Q. Итак, f t (x )  оказывается 
множителем в поле Q функции f(x),  и уравнение / ( л:) =  0 при
водимо.

У с л о в и е м  н е о б х о д и м ы м  и д о с т а т о ч н ы м  д л я  п р и 
в о д и м о с т и  или н е п р и в о д и м о с т и  у р а в н е н и я ,  я в л я 
е т с я  и н т р а н з и т и в н о с т ь  и л и  т р а н з и т и в н о с т ь  е г о  
г р у п п ы .

ПОНЯТИЕ ОБ ИМПРИМИТИВНОСТИ

§ 143. Если все п переставляемых группой букв распадаются 
на несколько рядов:

ci\ , а2, . . . ,  ak

я* f  1 > О-к + 2 » • • • > ^2*

&п — к -f- 1 > — к +  2 > • • ■ > &п

по к букв в каждом ряде, причем все буквы перемещаются 
подстановкой группы только так, что буквы рядов (1) не раз
деляются, другими словами, две буквы одного ряда не могут 
замениться буквами разных рядов, то группа называется и м п р и 
м и т и в н о ю .  Ряды (1) называются с и с т е м а м и  и м п р и м и 
т и в н о с т и .

Если нельзя разбить переставляемые буквы на системы, 
обладающие вышеуказанным свойством, то группа называется 
п р и м и т и в н о ю .

Если число переставляемых букв п р о с т о е ,  то всякая 
группа примитивная.

Группа степеней круговой подстановки из шести букв:
sl — ( a b c d  e f )  

s4 — (a ce ) (bd f )  
s3 =  (a d) (be){c f )  
s4 =  (aec) (b f d )  
si =  ( a f e  d c  b)
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Двойным образом ичпримитивна, причем за системы имприми
тивности можно выбрать или:

а с е
b d / ,

или:
a d 

b е

с /
§ 144. Теорема. Если т р а н з и т и в н а я  г р у п п а  п о д с т а 

н о в о к  с о д е р ж и т  о т д е л ь н у ю  т р а н с п о з и ц и ю ,  т о  о н а  
и л и  с и м м е т р и ч е с к а я ,  и л и  им п р и м и т и в н а  я.

Итак, пусть транзитивная группа содержит транспозицию:

(«1 а2)

Пусть, кроме того, в группе содержатся транспозиции:

{а, а8) , (а, аА) , (at аь) , . . . ,  (а, ат), 

переводящие букву a t в другие:

#2 , ^3, • • • , &т

Число т  может быть равно 2, тогда в группу входит только 
одна транспозиция (а( а 2).

Если /га =  л , где п число всех букв, то группа будет симме
трическая, потому что всякую транспозицию можно выразить 
через транспозиции, имеющие первую букву a t:

(b c ) ‘= ( a i b){a\ c)(ai b)
Если / и < « ,  то можно показать, что группа импримитивная. 
Возьмем какую-нибудь букву Ь, не принадлежащую к системе:

Q-1 > &2 > • • • , &т ( 1)
В группе не могут заключаться транспозиции, перемещаю

щие букву b с какою-нибудь из букв:

^2 , &3> • • • , ат
В самом деле, допустим обратное, т. е. что в группе на

ходится транспозиция (а< Ь)\ тогда замечаем, что должна нахо
диться в группе транспозиция:

(а, й) =  (а/ а,)(а< Ь)(а{ a t) t



что противоречит предположению, ибо перемещается с бук
вой Ь.

Так как группа транзитивна, то будет существовать неко
торая подстановка 7 f (не транспозиция), переводящая букву a t 
в bt, где не входит в систему (1). Покажем, что подста
новка Т{ должна переводить все другие буквы:

#2 у ds , . . . ,  dm
в буквы:

b'l, bs , . . . , bm ,

не входящие в систему (1).
Допустим обратное, а именно, что какая-нибудь буква а,- 

превращается подстановкой в букву я* той же системы (]), 
тогда, преобразуя при помощи подстановки Тх транспозицию 
(fl) ai), должно получиться:

TT'fai а() Ъ = ( Ь { ак)
Итак, в группе должна заключаться транспозиция (Ь\ак), что, 

как мы видели, невозможно.
Если система (1) и

bu b2, . . . , b m (2)

не исчерпывают совокупности переставляемых букв, то должна 
существовать подстановка Тг, переводящая букву а* в букву си 
не заключающуюся в системах (1) и (2).

Нетрудно видеть, что вся система букв (1) переводится под
становкой Т2 в новую систему:

Cl, • • • • j Cm (3)
Мы уже знаем, что система (3) не может иметь букв, общих 

с системой (1).
Покажем теперь, что система (3) не заключает также эле

ментов системы (2),
Допустим обратное, что подстановка Т2 переводит некото

рую букву, например, аг системы (1) в некоторую букву Ь.
системы (2); тогда в группе должна заключаться транспозиция:

Т Т \ а | 02)7*2 =  (с, bi)
Преобразуем теперь полученную транспозицию при помощи 

подстановки 7Т1. Если подстановка Tt переводит систему (1) 
в (2), то обратная подстановка 7 7 1 переводит буквы (2) в (1),



Следовательно, буква bi заменяется некоторою а*. Пусть под
становка переводит букву ct в некоторую а, которая наверно 
не принадлежит к системе (1); тогда в нашей группе должна 
существовать транспозиция:

T i ( c i  b i ) T i  1 =  (а  а -к ) ,

что невозможно.
Итак, мы видим, что группа импримитивна, если только она 

не обращается в симметрическую.
§ 145. Покажем связь импримитивных групп с уравнениями. 
Р е з у л ь т а т  и с к л ю ч е н и я  м е ж д у  у р а в н е н и я м и :

Ут+РхУт- 1 +  . . . + р т  =  0 ( 1)

Ъ ( У ) * Я +  (У ) * п' 1 +  • • • +  <р«00 =  0 , (2)

(где ри p i , . . . ,  р т принадлежат к полю Q, а <р0, <р(, . . .  <рп суть
рациональные функции из поля Q) имеет и м п р и м и т й в н у ю  
г р у п п у ,  и о б р а т н о ,  в с я к о е  у р а в н е н и е ,  г р у п п а  к о 
т о р о г о  и м п р и м и т и в н а ,  п р о и с х о д и т  о т  п о д о б н о г о  
и с к л ю ч е н и я .

Пусть у, ,  у 2, у т будут корни уравнения (1) и пусть

*<«, * < » , . . . ,  * «  (3)

(р —  1, 2 , 3 , . . . ,  п )

будут корни другого уравнения (2), когда мы там заменим у  
на ур. Пусть ир будет произвольная симметрическая функция от 
этих корней уравнения (2), тогда и? будет рациональной функ
цией от ур.

( / - ( £  — »,)(£ — Иг).. .(£ — ит),

где i число произвольное, будет симметрической функцией от 
корней y tl у ч , . . . , у т и может выражаться рационально. Какова 
будет группа уравнения степени тп, которая относится ко всем 
корням (3)? Эта группа не должна изменять U; она или остав
ляет неизменными щ, и2>. . . ,  ит, или перемещает их между 
собой, и следовательно, группа импримитивная.

Справедливо обратное свойство. Пусть G будет имприми
тивна и пусть от систем импримитивности будут:



где р =  1, 2, 3 , . . . ,  т.
Положим:

иР =  (if) — x t<p>) (7j — *,(»). . .(у\ -  х Т )
и

и  =  (£ —  Ui )  (S —  Из) . . .  (5 — 11т),

где £ и ^произвольны. / 7 остается не измененным от подстановок, 
которые переставляют или буквы одной системы импримитив
ности, или же переставляют системы импримитивности. U  ос
тается не измененным от всех подстановок группы О, и может, 
следовательно, выражаться рационально. При помощи U можем 
найти все симметрические функции от ии ui t . . . , u m в рацио
нальном виде. Величина и, будучи одним из чисел щ, и2, . . . ,  ит, 
получается через решение уравнения степен т  с рациональ
ными коэфициентами; когда иР будет известно, тогда х№ вы
разится аналогичным образом при помощи решения уравнения 
степени п, коэфициенты которого суть рациональные функции
ОТ U p .

ПОНИЖЕНИЕ ГРУППЫ ПРИ ПОМОЩИ ПРИСОЕДИНЕНИЯ

§ 146. Порядок группы О равен степени неприводимого 
уравнения g{y) — 0. Если присоединим новые величины так, 
чтобы это уравнение разложилось на множители, то мы полу
чим новую группу меньшего порядка. Так как подстановка 
новой группы определяется корнями нового неприводимого 
уравнения, а эти корни находятся среди величин у\, у 2, . . . ,  у т, 
то новая группа заключается в прежней.

Е с л и  мы п р и с о е д и н и м  в е л и ч и н у  z t к н е к о т о р о й  
р а ц и о н а л ь н о й  ф у н к ц и и  к о р н е й ,  т о  н о в а я  г р у п п а  
с д е л а е т с я  п о д г р у п п о й  О, к о т о р а я  не  м е н я е т  z t.

Величина z t после присоединения должна рассматриваться 
как элемент рациональный, поэтому всякая подстановка новой 
группы не должна изменять z\ — функцию от корней. Новая 
группа может заключать только подстановки прежней, не на
рушающие Z \ .

Покажем, что кроме этих подстановок новая группа не 
должна заключать иных.

Рассмотрим произвольную рациональную в й функцию от z,:
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Произведем над этим уравнением подстановку 5  группы G, 
которая не нарушает Zi:

us =  tf{Zs)
Но zs =  t\, следовательно, us =• и.

Итак, подстановка S не изменяет всех функций, которые мо
гут рационально выражаться через z t и величины из й. Значит,
S  принадлежит на самом деле к новой группе после присоеди
нения Z\.

О РЕШЕНИИ УРАВНЕНИЯ В РАДИКАЛАХ

§ 147. Теперь мы дадим условия необходимые и достаточные 
для того, чтобы уравнение могло решаться в радикалах. Если 
уравнение может быть решено алгебраически, то его группа 
должна свестись к одной подстановке 1, после присоединения 
всех радикалов, которые находятся в корнях, и всех корней из 
единицы. Группа должна сводиться к единице после присоеди
нения корней уравнения вида:

zp — А,
где р — простое число, а А есть величина, заключающая все 
раньше присоединенные величины.

Рассуждениями, приведенными в § 97, мы "убеждаемся, что
р  _

группа радикала \ /А  будет инвариантной подгруппой индекса р  
группы перед этим присоединением, и мы приходим к теореме: 

У с л о в и е  н е о б х о д и м о е  и д о с т а т о ч н о е  д л я  то го ,  
ч т о б ы  у р а в н е н и е  м о г л о  б ы т ь  р е ш е н о  в р а д и к а л а х ,  
с о с т о и т  в том , ч т о б ы  е г о  г р у п п а  з а к л ю ч а л а  р я д  
п о д г р у п п :

О, 0{, 0 2, . . . ,  Ок, 1,

п р и ч е м  к а ж д а я  п о д г р у п п а  Oi д о л ж н а  б ы т ь  и н в а 
р и а н т н о ю  п о д г р у п п о й п р о с т о г о  и н д е к с а  п р е д ы д у 
щ е й  г р у п п ы  G/_j.

ТЕОРЕМА ЭЙЗЕНШТЕЙНА

§ 148. Теорема. Е с л и  в ц е л о й  ф у н к ц и и :
f ( x )  =  а0х п -f- а{х п~1 + . . .  +  ап

ц е л ы е  к о э ф и ц и е н т ы  т а к о в ы ,  ч т о  а0 не  д е л и т с я  на  
ц е л о е  п р о с т о е  ч и с л о  р, в с е  ж е  о с т а л ь н ы е  к о э ф и -
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ц и е н т ы ai, а2, а3,. . . ,а „  д е л я т с я  на  р, п р и ч е м  п о с л е д 
н и й  к о э ф и ц и е н т  йл не  д е л и т с я  н а р 2, — т о  ф у н к ц и я  
н е п р и в о д и м а .

Допустим обратное, а именно, что функция f ( x ) приводима, 
т. е.

f (x)  =  (а0ХН +  о.\Хн~{ +  ...  +  а„) (рол:* +  р,**"1 +  . . .  +  р*);

числа h и k  — оба больше нуля и дают в сумме п.
Так как «/»рк =  а„, то из двух множителей ад i (3* должен 

только один делиться на р,  а другой не должен делиться. 
Пусть делится на р коэфициент р*, а аЛ не делится.

Все р не могут делиться на р, ибо иначе делился бы ко- 
эфициент а 0, что противоречит предположению. Итак, пусть Рх 
последний коэфициент, который не делится на р, а все следу
ющие:

h + i >  Рх +  2 , • • . ,

делятся. Составив коэфициент при хк ~ х в произведении по
линомов, мы получим:

«лРх ~Ь а*-1 Px+J +  a*-2 J3x+2 • ..

Этот коэфициент, очевидно, не делится на р, так как первый 
член аЛрх не делится на а все остальные делятся. Приходится 
предположить, что k — \  =  n ,  а это невозможно, ибо & < я .

§ 149. Применим теорему Эйзенштейна к доказательству не
приводимости:

(х) =  — 1 Х.Р -J- . ., -J- X -j- 1
при р  простом.

Мы имеем:

X  - ^ хР~  1 
р х — 1

Положим x =  2 + l .  тогда получим:

* p ( z + l )  =  l [ ( z + ! ) ' - ! ]  =



В правой части &се коэфициенты кроме первого делятся на 
р, причем последний делится только на первую степень р. Зна
чит, Xp (z -1-1) есть функция неприводимая, а следовательно, 
то же самое будет иметь место также для функции Х р (х), что 
и требовалось доказать.

УРАВНЕНИЕ БЕЗ АФФЕКТА
§ 150. Кронекер называет уравнением без а ф ф е к т а  такое 

уравнение, когда его группа есть вся симметрическая группа 
подстановок.

Мы видим, что буквенные уравнения суть уравнения без 
аффекта.

Если уравнение решается в радикалах, то его группа должна 
быть подгруппой симметрической, и тогда Кронекер говорит, 
что оно имеет а ф ф е к т .

В § 97 мы видели, что общее буквенное уравнение при 
я >  4 не решается в радикалах. При помощи аналогичных со
ображений, основанных на соображениях теории Галуа, числен
ные уравнения без аффекта тоже не будут решаться в ради
калах.

Покажем, что существуют ч и с л е н н ы е  уравнения без аф
фекта.

Я приведу пример подобного уравнения:

х ъ— р 2х — р  — 0, (1)

где р  простое число. Посмотрим как найти группу уравнения (1).
Так как первая часть уравнения имеет при

— с о , — 1 , 0 , -f- °°
знаки:

— . + .  — > 4"»
то существует т р и  вещественных корня уравнения. Осталь
ные два корня обязательно м н и м ы е ,  ибо в уравнении име
ется пропуск трех членов со степенями (см. § 111):

X * , X s , X 2

Так как числа основного поля вещественны, то всякое со
отношение между корнями будет иметь вид:

а 4 - ib =  0,



откуда

а 5 = 0  и Ь =  0 ,

а следовательно, и
а — ib =  0

Другими словами, всякое соотношение между корнями не 
нарушается от изменения знака перед L

Если мы обозначим через 1 и 2 мнимые корни, то измене
ние знака перед i осуществляется при помощи транспозиции 
(1 2); итак, мы видим, что транспозиция должна входить в группу 
Галуа. По теореме Эйзенштейна уравнение (1) неприводимо 
в основном поле R, следовательно, его группа транзитивна. 
Мы видели, что транзитивная группа, если она имеет транс
позицию (1 2), — или симметрическая, или же импримитивная.

Уравнение (1) задано — простой степени, значит, число корней 
простое, а потому группа подстановок этих корней не может 
быть импримитивною. Итак, мы видим, что группа Галуа урав
нения (1) есть симметрическая, т. е. уравнение (1) не имеет 
аффекта.

ОБ УРАВНЕНИЯХ, РЕШАЮЩИХСЯ В РАДИКАЛАХ

§ 151. Гаусс показал, что уравнения, которые служат деле
нию окружности на равные части, решаются в радикалах. Эти 
уравнения входят в состав класса уравнений, изученных позд
нее Абелем, и которые, по предложению Кронекера, носят на
звание а б е л е в ы х  уравнений. Эти уравнения характеризуются 
свойством, что один корень его может выражаться рационально 
через другой.

Абелевы уравнения могут всегда приводиться к уравнениям 
низших степеней и часто даже решаться алгебраически.

ДВУЧЛЕННЫЕ УРАВНЕНИЯ И ДЕЛЕНИЕ КРУГА 

§ 152. Мы уже знаем, что корни уравнения

х п — 1 = 0 (1)

имеют вид:
2*71

х — е п

(k =  0,  1 , 2 , 3 , . . . ,  п —  1)



В правой части все коэфициенты кроме первого делятся на 
р, причем последний делится только на первую степень р.  Зна
чит, Xp (z -1-1) есть функция неприводимая, а следовательно, 
то же самое будет иметь место также для функции Хр (х), что 
и требовалось доказать.

УРАВНЕНИЕ БЕЗ АФФЕКТА
§ 150. Кронекер называет уравнением без а ф ф е к т а  такое 

уравнение, когда его группа есть вся симметрическая группа 
подстановок.

Мы видим, что буквенные уравнения суть уравнения без 
аффекта.

Если уравнение решается в радикалах, то его группа должна 
быть подгруппой симметрической, и тогда Кронекер говорит, 
что оно имеет а ф ф е к т .

В § 97 мы видели, что общее буквенное уравнение при 
п > 4  не решается в радикалах. При помощи аналогичных со
ображений, основанных на соображениях теории Галуа, числен
ные уравнения без аффекта тоже не будут решаться в ради
калах.

Покажем, что существуют ч и с л е н н ы е  уравнения без аф
фекта.

Я приведу пример подобного уравнения:

х ъ— р 2х — р  =  0,  (1)

где р  простое число. Посмотрим как найти группу уравнения (1).
Так как первая часть уравнения имеет при

— оо, — 1, 0 , + о о
знаки:

— ) + .  — » -f-»

то существует т р и  вещественных корня уравнения. Осталь
ные два корня обязательно м н и м ы е ,  ибо в уравнении име- 

• ется пропуск трех членов со степенями (см. § 111):

х* , л8, х 2

Так как числа основного поля вещественны, то всякое со
отношение между корнями будет иметь вид:

а ib =  0,



откуда
а — 0 и b =  О,

а следовательно, и
а — ib =  О

Другими словами, всякое соотношение между корнями не 
нарушается от изменения знака перед i.

Если мы обозначим через 1 и 2 мнимые корни, то измене
ние знака перед i осуществляется при помощи транспозиции 
(1 2); итак, мы видим, что транспозиция должна входить в группу 
Галуа. По теореме Эйзенштейна уравнение (1) неприводимо 
в основном поле R, следовательно, его группа транзитивна. 
Мы видели, что транзитивная группа, если она имеет транс
позицию (1 2), — или симметрическая, или же импримитивная.

Уравнение (1) задано — простой степени, значит, число корней 
простое, а потому группа подстановок этих корней не может 
быть импримитивною. Итак, мы видим, что группа Галуа урав
нения (1) есть симметрическая, т. е. уравнение (1) не имеет 
аффекта.

ОБ УРАВНЕНИЯХ, РЕШАЮЩИХСЯ В РАДИКАЛАХ

§ 151. Гаусс показал, что уравнения, которые служат деле
нию окружности на равные части, решаются в радикалах. Эти 
уравнения входят в состав класса уравнений, изученных позд
нее Абелем, и которые, по предложению Кронекера, носят на
звание а б е л е в ы х  уравнений. Эти уравнения характеризуются 
свойством, что один корень его может выражаться рационально 
через другой.

Абелевы уравнения могут всегда приводиться к уравнениям 
низших степеней и часто даже решаться алгебраически.

ДВУЧЛЕННЫЕ УРАВНЕНИЯ И ДЕЛЕНИЕ КРУГА 

§ 152. Мы уже знаем, что корни уравнения

х п — 1 = 0 (1)
имеют вид:

2kiz
п

(k — 0,  1 , 2 , 3 , . . . ,  п 1)



Отсюда видно, что задача решения уравнения (1) равносильна 
задаче деления окружности на п равных частей или задаче 
вписывания в круг правильного многоугольника.

Древним математикам были известны построения циркулем 
и линейкой вписанных правильных многоугольников, имеющих 
число сторон, выражаемое одной из следующих формул:

2п , 3 • 2», 5 • 2", 3 • 5 • 2"

Новый шаг в вопросе построения правильных многоуголь
ников циркулем и линейкой был сделан Гауссом в его знаме
нитом сочинении „Dlsquisitiones arithmeticae“ (§§ 365—366). 
Гаусс дает такую теорему:

Для разрешимости уравнения

х" — 1 =  0

в квадратных радикалах необходимо и достаточно, чтобы было 
одно из трех:

Рис. 21.

1) число «—простое число вида 2н-\- \;
2) п — 2т; ^
3) число п есть произведение чисел предыдущих видов. 
Гаусс добавляет весьма важное соображение, что для чисел, 

для которых можно делить циркулем и линейкой окружность 
круга, можно делить на равные части и обвод кривой линии 
лемнискаты.

Очевидно, что число h, фигурирующее в 'теореме Гаусса 
должно иметь вид:

А =  2k,
ибо, если h — 2k {2r-\- 1), то число

2* + l  =  [2»*]<*H-i)-f j
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делится на 2* -j- 1 и, следовательно, не может быть простым 
числом.

Таким образом, простые числа надо искать среди чисел

2** +  1

Относительно этих чисел Фермат сделал предположение (ока
завшееся не верным), что все они простые. В действительности же 
оказалось, что получаются простые числа при

Л =  0 , 1, 2 , 3, 4,
а именно:

3, 5 , 17, 257, 65537
Построение циркулем и линейкой многоугольника с числом 

сторон 257 произвел по методу Гаусса Ришело1) и, наконец, 
случай 65 537 выполнил Хермес *).

Далее, для числа к =  5 Эйлер показал, что получается число 
составное:

2aS —j— 1 =  4 294 967 297 *  641 • 6 700 417 

Затем сложность числа показал Ландри в случае

2*в+ 1,
и затем Первушин для

2г12 +  1 i 2*гз- Н

Остается открытым вопрос, будет ли конечным число про
стых чисел в ряде *

2гМ+  1
или нет. У

§ 153. Корни уравнения хп—1 — 0 в их тригонометрической 
форме суть:

— { 2.2л:. 2кК . .

г =  \ , г  =  е п  ,  г г  =  е  "  1 , . . . , r k  —  e n  \  . . . ,  т п ~ 1 — е  п  1

Мы видим, что все корни выражаются степенями одного 
корня:

2ft <
я 2я , . , 2гсг — е — c o s —- ~\~i sin — 

п  1 п

*) Journal fur reine und angew. Math., 9, 11, 1832.
*) G6tt. Nachr., 1894.



Такой корень называется п е р в о о б р а з н ы м ,  его первая 
степень, обращающаяся в единицу, будет п.

Корень
2ftit . 

r i  =  e n \

в котором k  будет делителем числа п, так что k - l  =  n, не будет 
первообразным, ибо уже I-ая степень корня г\ будет давать 
единицу.

Первообразные корни получаются, когда k будет число 
меньшее ti и взаимно простое с п. Число таких чисел пред- 
ствляет арифметическую функцию от п, которая обычно обозна
чается <р(п). В случае п числа простого будет:

<р(я) =  п  —  1

Все корни, кроме единицы, будут первообразные, ибо все 
числа 1, 2, 3,. п — 1 будут взаимно простые с п.

§ 154. Предполагая число п произвольным, не обязательно 
простым, обозначим корни уравнения л” — 1 = 0  через:

«о —  1 ,  *\ =  г, а2 =  г » ,  а8 =  Г 3, . . . ,  а Л_ 1  =  г " - 1

Вычислим по формулам Ньютона суммы s* одинаковых сте
пеней корней. Коэфициенты нашего уравнения суть:

Ро —  1 ,  Р \  =  0 ,  рч  =  0 , . . . ,  p n - i  = 0 ,  р„ =  —  1 ;  

тогда про формуле Ньютона получим:

Si =  Oto -J- 01) —)—Я2"i- • • • <*„_ 1 =  0

■S* =  <*о - j -  а? а |  -)- . . .  - j -  а^_1 0

Sk =  «о -j- а* а2 “Ь • • • "Ь “я—1 =  ®

Л— 1 I л —1 I л —1 I I _  п —1 л
Sn—1 ~  " Г  « 1  ~ Г а 2 " Г  • • .  I а л — 1 =  0

Sn —  ® 0  ~ } ~  • •  • ~ Ь  а  п~  1 ~  Я



АБЕЛЕВЫ УРАВНЕНИЯ
§ 155. Мы ограничимся уравнением, корни которого могут 

быть представлены в форме:
х,,  x 2 =  6(xi), x 3 =  e9(xt), ХЛ =  6*~ЧХ{), . . . ,  х„ =  Оп~‘(х,),

. где 0 знак рациональной функции из поля Й, а
0* =  О0, 03 =  000 и т.д.,

причем
^ ( х , )  =  х {

Обозначим через а какой-нибудь корень х п= \- ,  тогда в вы
ражении:

ш(л:1) =  [х, + a 0',Jfi) +  a262(-«i) +  .- .  +  ап- 10я- ,(х,)]/’ (1)
мы будем рассматривать а как известное постоянное число. 
Если вместо х { мы подставим л,а =  0(л-1), то получим:

(й(х2) =  [0(*О -}- +  a503(X)) -j- . . .  -j- a'I_*1X)]n (2)

Выражение в квадратных скобках (2) получается из выраже
ния в квадратных скобках (1) через умножение на а"-1, но так 
как =  1, то оба выражения одинаковы, и'мы получаем:

ю ^ )  =  ш(х2) — . . .  =  Ц х л)
Отсюда:

ю(Л() =  — [a>(j>C|) +  w(x2) —f-. . .  —f— w(xn)]

Итак, <й будучи симметрической функцией от корней, выра
жается рационально через коэфициенты заданного уравнения, 
через коэфициенты функции 0(х) и через а.

Обозначим через
Ио» Hi, Й2» • • • 1 Мп—1

выражение w(x), если мы подставим в него вместо а значения:

Оо, Яь «2, • • • , *п-1
Мы получим (§ 154):

П

Х\ -J- 6(^1) —[— ба(Х|) -j- . . . -j- 0n—*(xi)
П

x t -f- a16(A'1) -j- a2,b2(Xi) +  • • • +  ап~ ,вп~,(х1) ~  [/ut (3)

П ___
X i  -J- a n—i b ( x i )  -(- otn-i 02(Xj) -J- «л— 1 0Л~1 (x) =  ] / iin—i



j/uo, как сумма корней, очевидно, равняется — А,  где А коэфи
циент при х п~{ в заданном уравнении.

Складывая равенства (3) и принимая во внимание равенства 
(1) § 154, получим:

X, — ]/и2 » „ _ !

п

Умножая уравнения (3) по порядку на
—т — т «О ,0 - 1  ,  . . .

и складывая, заметим, что, на основании равенств (1) § 154, мы 
при сложении обратим в нуль все члены, кроме Ьт (*i), и мы 
поручим этот корень по формуле:

Ьт(Хх) —  —  -А 4 ~  а 2 " V Щ 4 ~  ^8 тУ ' Л ~ а п- \ Уи, п- \  

Так как каждый из радикалов:

(5)п ' '

V u u | /« а .......... \ / u n-i (6)

может иметь п значений, то, очевидно, получается слишком 
большое число значений, а нам надо получить, применяя вы
ражения (4) и (5), только п корней. Между значениями (6) ра
дикалов должны, существовать определенные соотношения. 

Покажем, что можно всегда радикал
tl
\ /ир

при всяком р  выразить через один из радикалов (6), например,
П _

через 1/«!•
Если в выражении «, буква « обозначает примитивный ко

рень из единицы, то другие корни будут:

ар — оР
Тогда мы имеем:

П
| /м j =  X -f- аб(х) -f- а862(х) +  ап-'Ьп~'(х) (7)

п _
У ир =  х- \-  арЬ(х) - f  аЩЦх) +  . . . +  Ьп~*(х) (8)



Если мы заменим х  на 6й*(л:), то (7) умножится на а~т, 
а (8) на агрт; тогда выражение:

Ы =  ( \ /щ )п~р -у/щ,
получит множитель:

а -т { п —р) . а — тр _  а — тп _  |

N  не изменяется, если х  заменить другим корнем вт(х), зна
чит, подобно тому, что мы сказали об ш(х), число N  выража
ется рационально через коэфициенты уравнения и коэфи
циенты функции 0(х). Обозначим выражение N, соответствую
щее корню ар, знаком Np; мы получим:

п
Итак, все радикалы (6) выражаются через один ]/ии и тогда

П
давая радикалу | / « t все его п значений, получим п корней за
данного уравнения.

§ 156. Абель делает далее замечание, что, если все корни 
уравнения выражаются рационально через один:

6i(x), 02(л), 0з(х),. . . ,  e„(x),

где е< произвольные функции, то уравнение вообще не реша
ется в радикалах. Но если эти функции удовлетворяют равен
ствам:

6 а6/(х) == 010л(л)

(/, k — \, 2, . . . ,  п),

то уравнение решается в радикалах.
Случай х, 0(дг), 0а(х),. . . ,  0n_,(x) — есть частный случай.

УРАВНЕНИЯ ДВУЧЛЕННЫЕ

§ 157. Гаусс показал, что все двучленные уравнения реша
ются в радикалах. Абель называет изложенный в § 155 метод 
методом Гаусса. Я бы сказал, что этот метод, как признает сам 
Гаусс, принадлежит Лагранжу.

Мы ограничимся рассмотрением уравнения:

* п _ 1;==0| ( 1)
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так как рассмотрение этого уравнения привело Гаусса к по
строению циркулем нелинейной правильного вписанного в круг 
17-угольника.

Обозначим л =  « и  рассмотрим уравнение 16-ой степени

a i«-}_a's-f-e‘4-f - . . .  +  e» +  e * + e - | - l  =  0 (2)
Это уравнение принадлежит к так называемым возвратным, 

ибо его коэфициенты, равно отстоящие от двух концов уравне
ния, о д и н а к о в ы .

Тогда, если один корень уравнения есть а, то другой будет

Деля уравнение (2) на а®, получим

( * ■ +  ? ) + ( « ’ +  ? )  + ■ •  • +  ( “' +  ? ) + ( * +  т ) +
+  1 — 0 (3)

Если мы обозначим: 

то, обозначая: 

получим:

z V - , ( z ) =  J L ^ a - 14- +  a«-2 +  - i

Мы имеем соотношение:

фл —  z  фл-1  —  $ п ~ 2 ,
Тогда мы получаем:

= z ,  fa — z* — 2, <p» — zs — 3z, tp4 =  z‘ — 4z2 -4- 2, 
ф5г=25 — 5zd-}-5z, (Jj6 == z6 — 6z‘ -}-9zs — 2, ф7 =  z7— 7z5-f-14z3 — 7z, 

фа =  z8 — 8 ze +  20z* — 16z* +  2
Подставляя полученные выражения в уравнение (3), сведем 

наше возвратное уравнение к такому уравнению 8-й степени:

z8 4 - z7 -  7z6 _  6z5 4- 15z4 — 10z3 4 - 10z2 — 4z 4-1 =  1; (4)

этому уравнению удовлетворяют величины:

, 1 
г  =  “ +  Т '

Ф«М — * 4 - j r ,

1
-2

2k,z  == е п +  е 17 =  2 cos
17 ’

где k ~ \ ,  2, 3, . . . , 8.



Уравнение (4) имеет степень с показателем 28 =  8 и может 
<5ыть решено по методу Гаусса при помощи трех уравнений 
второй степени.

§ 158. Мы предпочитаем рассматривать уравнение:

ai6_}_ais_|_>>:_j_a*4_a _|_1==o ( 1)

и возьмем так называемый примитивный корень сравнения:

л:16 ss  1 (mod 17)

Под$примитивным корнем этого сравнения мы будем разуметь 
целое число р такое, что все его. степени:

р», Р ‘ , 9\  р а, . . . ,  р ' 6 ( 2 )

различны и при делении на 17 не дают остатка—единицы.
Существование таких первообразных корней мы не будем 

доказывать. Достаточно указать, что один из таких первообраз
ных корней будет число 3, в чем легко убедиться непосред
ственно.

Возьмем два выражения:

=  а* +  ар* +  а*** +  л*' а?' +  «*" +  «р“ +
у 2 =  а» +  а** +  ар‘ - f  а "  +  а*’ +  +  ар‘* +  ^

Так как все показатели различны по модулю 17, то мы
имеем 16 корней уравнения (1) и

У1-\~Уъ — — 1* (4)
как сумма всех корней уравнения.

Будем заменять
а на а**, 

тогда всякий корень apl обратится в

(«р* / =  «**+',

и мы видим, что если / число четное, то после замены Vi и у  
не меняются; если же I число нечетное, то у \  и у 2 перемеща
ются; отсюда мы видим, что произведение

НУа
не меняется от подстановки вместо ддного корня всех осталь
ных. Значит, это произведение есть симметрическая функция от 
корней, так что оно есть рациональное число; но всякое про-
It .  Акад. Д. А. Граве 556.



изведение двух корней есть также корень, а потому y ty 2 пред
ставляет сумму 64 корней, между которыми не находится еди
ница, ибо два корня, даюшие в произведении единицу, заклю
чаются в одной из групп y t или у %.

Итак, функция у^у2 есть симметрическая, а потому в нее вхо
дят все 16 корней по 4 раза:

у , у 2 =  — 4 (5)

Мы видим, что у t и у 2 суть корни квадратного уравнения:

У ' + У ~  4 = . 0  (6)
Положим теперь:

ар° +  ар‘ + а р8 -j- ар12 
»2 +  aP6 +  stP10̂ _ aP14==Z2 7̂>or

а р _|_а р5 _|_а р9 4 - а р13= 2 3

aP* +  af>7 +  aP " + a(>K= X i )  (8>

отсюда:
2 2 = y i ,  Z s ~ \ - Z i = y 2

Будет проще, если мы не будем рассматривать общее зна
чение р, а возьмем:

р== 3
Уравнения (7) и (8) можно будет переписать так: 

a9 +  a15 -f- a—e -j- ==

a3 -f- a5 - f  a-3 +  a~ 5 =  Z 3 ,qa
a io _ j_ a u ^ _ a- i o _ |_ a- n ==Z 4 < >

Составим непосредственно произведение z,z2:
Zlz2 =  a t0 +  a<6 +  a- 8 - f  a - «  +

-J- a 5 - f - a 11 - f*  a 4 ~f~ a - 12 - f -  

+  a8 +  a 14 - f  a- f0 +  a" 16 - f
4 .a -« - f e »  +  a - s 4 - a ‘*

Это есть сумма всех корней уравнения (1), и мы получаем:
z , z 2 =  —  l (9)

Получим то же самое для произведения z%z4, ибо разница 
состоит в том, что корень а заменяется на а3, так что ,

z 3z 4 — — 1 (Ю)
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Итак, Z \ ,  z 2, z 3, Z t  суть корни двух квадратных уравнений:
Z 1 — У \ 2  — 1 = 0 ,  Z i ~ y i Z — 1 = 0  (11)

Далее вводим новые неизвестные U i W.

а 13 - j -  а - 18 =  t 2 К >
Мы получим:

Z\

Перемножая два выражения (12), получим:

U t2 — а-3 +  а5 +  а-5 +  а3 =  Zs 
Итак, U и t% суть корни уравнения:

t 2 —  Z \ t  -|— z 3 =  0 ,

и мы имеем:

где

tK =  a -J- а-1 = 2  cos а 
t2 — a*-f-а~ 4 = 2  cos 4 а,

а, значит,

2к
а — и ,

2 cos 4а — 2 cos ^  =  2 sin17 34
Мы видим, что 2 cos 4а есть сторона правильного вписан

ного в круг многоугольника с 34 сторонами.
Итак, мы можем построить эту сторону при помощи цир

куля и линейки, построив сначала у \  и у 2 при помощи уравне
ния:

ylJ r y  —  4 =  0; 
далее построим четыре «при помощи уравнений: 

z 2—y \ Z — 1 =  0, z 2—y 2z — 1 = 0  
и, наконец, находим t2 при помощи уравнения:

t2 — Zit-\-Zz = 0
7 . V I  1 9 3 7

Киев



изведение двух корней есть также корень, а потому _v,_y2 пред
ставляет сумму 64 корней, между которыми не находится еди
ница, ибо два корня, даюшие в произведении единицу, заклю
чаются в одной из групп y t или у 2.

Итак, функция у^у2 есть симметрическая, а потому в нее вхо
дят все 16 корней по 4 раза:

у , у 2 =  —  4 (5)

Мы видим, что y t и у 2 суть корни квадратного уравнения:

У‘г+ У -  4 =  0 (6)
Положим теперь:

ар° +  ар‘ + а р« + а Р« =  г1
ар2 -j- ар6 -j- ар1° -j- ар14 — z 2 ( '

■%
аР 4 - аР5_|_аР9 Ц -аР'з^гз

аР3 +  ар74 - а р11+ а Р 15=л:4, (8>
отсюда:

Z\ -f- z2 = у и  z-&-\-Zi=-y2
Будет проще, если мы не будем рассматривать общее зна

чение р, а возьмем:
р =  3

Уравнения (7) и (8) можно будет переписать так:

a  - j -  а 13 а - 1  - f -  а ~ 13 —  Z \
+  а 15 +  а - 9 +  « - ”  =  z 2

а 3 - f-  а 5 -{ -  а - 3  - f -  а - 5  =  Z 3 
а 10 +  а 11 - f a - 10 - f a - 11 =  Z A

(7J

Составим непосредственно произведение 2,2:2:
Zlz2 =  a10 +  a16 +  a- 8 - f  a - “  +

-J- a 5 - f - a 11 - ( -  a 4 - ( -  с г ~ г - f  

- f  a 8 +  - f  a - * 0 - f  a " 16 - f  

a2 +  a - b-f-a11
Это есть сумма всех корней уравнения (1), и мы получаем:

Z \  z2 =  — 1 (9)

Получим то же самое для произведения ZzZiy ибо разница
состоит в том, что корень а заменяется на а3, так что *

z 3z 4-=— l (10)



— 203 —

Итак, Z\, z 2, z 3, z t суть корни двух квадратных уравнений: 
z 1 —У\2 — 1 = 0, г2—y 2z — 1 = 0  (11)

Далее вводим новые неизвестные t\ i t2:
a -J-a 1

a13 -j- a-13 =  h  K ’
Мы получим:

~Ь t2 =  Z{
Перемножая два выражения (12), получим: 

t\ t2 =  a-3 -j- a5 -f- a-5 -f- a3 == Zs 

Итак, t{ и t t суть корни уравнения:
t2 — Z\t -(- Z3 =  0,

и мы имеем:
/, =  a -f-a- 1 = 2  cos a 
t2 =  a*-j~ a- 4 =  2 cos 4a,

2k
a ~  1 7 ’

2 cos 4a =  2 cos ^ |  =  2 sin ^17 34
Мы видим, что 2 cos 4a есть сторона правильного вписан

ного в круг многоугольника с 34 сторонами.
Итак, мы можем построить эту сторону при помощи цир

куля и линейки, построив сначала у \  и у 2 при помощи уравне
ния:

у1- \-у —  4 =  0; 
далее построим четыре г  при помощи уравнений: 

z 2—y \ Z — 1 =  0, z 2—y 2z — 1 = 0

и, наконец, находим t2 при помощи уравнения:
t 2 — Z\t -j— Z3 =  0

7 . V I  19 3 7

К и е в

где

а, значит,
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ТРАКТАТА ПО АЛГЕБРАИЧЕСКОМУ АНАЛИЗУ

ПОД ЗАГЛАВИЕМ:

ИСТОРИЧЕСКИЙ ОБЗОР
СОДЕРЖАНИЕ

Г л а в а I. Арифметика древних.
Алгоритм Эвклида. Аддитивная арифметика. Partitlo numerorum. Числа 
полигональные. Задача Варинга. Задача Гольдбаха.

Г л а в а  II. Диофант ов анализ.
Решение неопределенных уравнений в рациональных и целых числах. 
Приведение корней второй степени от квадратного трехчлена к рацио
нальному виду. Три подстановки Эйлера. Связь с интегральным исчис
лением. Задача Фермата. Невозможность двух вещественных периодов у 
однозначных функций. Задача Чебышева. Невозможность трех периодов. 
Приложение принципа Дирихле. Неопределенные уравнения первой сте
пени. Алгоритм непрерывных дробей. Неопределенное (уравнение, имею
щее связь формулой Мечина для вычисления числа.

Г л а в а  III. Группы многогранников.
Построение правильных многогранников по Эвклиду. Роль групп много
гранников в Алгебре.

Г л а в а  IV. Ф ункцци теории чисел.
Число чисел взаимно простых с заданным и меньших его. Целая часть ве
личины (Entier). Функция Мебиуса и обращение арифметических рядов. 
Функция дзета. Распределение простых чисел. Исследования Чебышева 
и Римана.

Г л а в а  V. Теория сравнений.
О вычетах степеней. Индексы. Аналогия с логарифмами. Закон взаим
ности квадратичных вычетов.

Г л а в а  VI. Алгебраические функции.
Функции рациональные и рекуррентные ряды. Параллелограм Ньютона 
в изложении Эйлера. Теорема Эйзенштейна. Теорема Чёбышева! Теорема' 
Абеля.

Г л а в а  VII. Элемент арная теория алгебраических чисел.
Целые комплексные числа Гаусса. Биквадратичные вычеты. Поле корней 
кубических из единицы. Поле корней иятой степени из единицы. При
ложение к ряду диофантовых задач.

Г л а в а  VIII. О бщ ая теория алгебраических чисел.
Введение чисел идеальных. Алгебраические единицы. Периодические 
непрерывные дроби. Теорема Лагранжа. Единицы квадратичного поля. 
Единицы кубического поля. Геометрическая теория Минковского. Алго
ритм Вороного, р-адические числа. Конечное поле.

Г л а в а  IX. Гипергеомет рический р яд Гаусса.
Приложение диференциальных уравнений Эйлера к разложению функций 
в гипергеометрический ряд.

Г л а в а  X. Трансцендентность чисел е i  п.
Доказательство Эрмита трансцендентности числа е. Трансцендентность 
числа п и невозможность квадратуры круга при помощи циркуля и 
линейки.

П О Д Г О Т О В Л Е Н  К  П Е Ч А Т И  В Т О Р О Й  Т О М
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