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Предисловие

П рограм м а по высшей математике для студентов 
инженерно-экономических специальностей высших тех
нических учебных заведений вклю чает новый раздел 
«Элементы линейной алгебры и линейного программи
рования». Учебные планы ряда факультетов и специаль
ностей экономических вузов такж е включают линейную 
алгебру и линейное программирование, что найдет 
отраж ение в разрабаты ваем ой  сейчас программе по 
этому курсу.

Отсутствие учебников и учебных пособий по линей
ному программированию  вы звало необходимость напи
сания настоящ его руководства.

В отечественной литературе эта книга является пер
вым учебным пособием, в котором сделана попытка дать 
в краткой и доступной форме систематическое изложение 
созданного в последние годы нового направления в при
кладной математике — линейного программирования, 
науки о применении современной математики к вопро
сам экономики.

В книге рассматриваю тся начала линейной алгебры 
и линейного программирования, при этом излагаю тся 
только те вопросы, которые необходимы для понимания 
теории и методов линейного программирования.

Первые главы  пособия посвящены математическому 
аппарату, на котором базируется анализ проблем ли
нейного программирования- и методика их решения.

Последующ ие главы посвящены собственно линей
ному программированию : рассматриваю тся методы л и 
нейного программирования, которые, могут применяться 
при выполнении расчетов вручную (а не на электронных 
вычислительных маш инах).
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В пособии, содерж атся образцы  решенных задач , а 
такж е упраж нения и вопросы для  самопроверки, что 
делает его пригодным д ля  студентов-заочников- Посо
бие мож ет быть использовано такж е инж енерами, эко
номистами и всеми лицами, интересующимися прило
жениями математики в экономических исследованиях.

Учитывая основное назначение книги и ее краткий 
объем, автор не претендовал на исчерпывающую пол
ноту и безупречную математическую  строгость. Такие 
вопросы как проблема двойственности, транспортная 
задача, метод разреш аю щ их множителей и другие в 
книге только упоминаются; ряд теорем приводится без 
доказательств.

Д л я  ж елаю щ их глубж е изучить курс линейной алгеб
ры и линейного программирования приводится у к а за 
тель литературы , помешенный в конце книги.

АвтЬр вы раж ает благодарность чл.-корр. АПН 
РС Ф С Р проф. И . К- Андронову, проф. В. А. Д иткину и 
У. X. М алкову (Вычислительный центр АН С С С Р) и доц.
Н. П. Ж идкову (МГУ) за ценные зам ечания и полезные 
советы, которые были учтены при подготовке настоящ его 
издания. Автор признателен доц. Ю. И. Соркину за  тщ а
тельное редактирование.

Все критические зам ечания и пож елания читателей 
по улучшению книги будут приняты с благодарностью .

Автор



Г л а в а  I

ВВЕДЕН ИЕ

§ 1. Предмет линейного программирования

Линейное программирование — это новая м атем а
тическая дисциплина, которая возникла в связи с реше
нием различных планово-произврдственных задач  на 
нахождение наивыгоднейшего варианта.

Возьмем, к примеру, следующую задачу. Н а восьми 
деревообрабаты ваю щ их станках нужно изготовить оп
ределенное количество изделий пяти видов. К аж дое из 
этих изделий можно обрабаты вать на любом из восьми 
станков, ню при этом производительность станков будет 
разной. К ак  распределить работу между станками, 
чтобы получить возможно большее количество продук
ции?

Реш ение этой задачи  путем сопоставлений различ
ных вариантов практически неосуществимо из-за того, 
что д аж е при таком ограниченном числе объектов, как 
восемь станков и пять изделий, вариантов оказы вается 
около миллиарда.

Д ругой пример. Существует около 5 млн. различных, 
вариантов прикрепления 30 заказчиков-предприятий, 
потребляющих по одной условной единице продукции, 
к двум заводам-изготовителям мощностью в 20 и в 
10 единиц. П еребирая эти варианты прикрепления со 
скоростью одного варианта в минуту, весь перебор м ож 
но закончить лиш ь через десять лет! При увеличении же 
числа потребителей до 50, а мощности заводов соответ
ственно до 30 и 20 единиц, на подобный перебор ушло 
бы около 100 млн. лет!
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Поставленные задачи относятся к числу таких, кото
рые встречаю тся в разны х отраслях народного хозяй
ства: промышленности, строительства, снабж ения, тран
спорта, торговли, сельского хозяйства и др.

При планировании загрузки оборудования цеха, рас
пределении производственного задания по предприятиям 
в соответствии с их расчетной мощностью, при планиро
вании севооборота, распределении маш ин между вида
ми сельскохозяйственных работ, при подборе наиболее 
дешевых и питательных кормовых рационов для ж ивот
ных, в вопросах транспортировки в большинстве случаев 
приходится иметь дело не с единицами, а с десятками и 
сотнями объектов. П оисками наивыгоднейшего вариан
та в этих условиях никто не занимается, так  как общее 
число вариантов составляет многие миллиарды , а на со
ставление каж дого из них нужны часы и дни. О грани
чиваются расчетом нескольких вариантов и выбирают 
лучший из них, который, понятно, далеко не всегда яв 
ляется самым лучшим из всех возможных. Это несовер
шенство методов планирования ведет к тому, что нередко 
недостаточно полно используются материальные, ф изи
ческие и трудовые ресурсы.

Еще в 1939 г. Л . В. Канторович по просьбе Всесоюз
ного фанерного треста занялся решением задачи имен
но с теми условиями (8 станков и 5 изделий), которые 
приведены выше; был найден наивыгоднейший, опти
мальный вариант загрузки станков, благодаря чему у д а 
лось на 5% увеличить съем изделий по сравнению с пе
риодом, когда действовал план распределения работы 
между станками, найденный подбором вариантов. 
Главное ж е состояло в том, что советский ученый соз
дал  общий математический метод для нахождения оп
тимальных решений, пригодных д ля  целого класса п ла
ново-экономических задач.

В 1949— 1950 гг. сотрудники Л енинградского отделе
ния математического института АН ССС Р решили 
ан ал о ^ ч н ы е  задачи  на отыскание наивыгоднейшего в а 
рианта раскроя древесины в лесопилении, стального 
листа — в машиностроении. Эти работы  дали большой 
экономический эффект. В частности, новый, математиче
ски обоснованный вариант раскроя стального листа дал 
на Кировском заводе экономию в 146 кг  м еталла на 
каж ды й трактор.
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Проведенный расчет наиболее экономичной системы 
перевозок песка с 10 причалов М осковского порта на 
613 строек столицы дал  экономию 14%, что составило 
более 6 млн. тонно-километров в год.

Тем ж е классом задач  в конце 40-х годов заинтересо
вались и зарубеж ны е ученые. М етодика соответствую
щих расчетов получила в СШ А название линейного про
граммирования.

М етод линейного программирования тоже требует 
составления нескольких вариантов решения, но д ает  т а 
кие способы их сопоставления и улучшения, которые 
кратчайш им путем приводят к наивыгоднейшему в а 
рианту. Новый метод неизмеримо проще и эффективнее, 
чем сравнение всех возможных решений.

Грандиозные задачи, поставленные в П рограмме 
КПСС, по созданию  материально-технической базы ком
мунизма требую т быстрого выполнения большого коли
чества точных экономических расчетов. Помимо плани
рования в разрезе предприятия или небольшого района 
в условиях социалистического общ ества, линейное про
граммирование находит все большее применение при 
планировании в государственном и республиканском 
масш табах, а так ж е в общих вопросах планового и эко
номического анализа. Систематическое использование 
линейного программирования в различных отраслях н а
родного хозяйства, несомненно, долж но дать  значитель
ный экономический эффект.

Из большого разнообразия встречаю щ ихся на п рак
тике задач  планово-произвбдственного и экономического 
характера наибольш ее распространение получили следу
ющие типы задач:

1) задача производственного планирования;
2) зад ач а  ва составление смесей;
3) транспортная задача.
Простейшие задачи линейного программирования 

обычно иллю стрирую тся графически, что дает возм ож 
ность нагляднее представить себе решение более слож 
ных задач  линейного программирования.

И з методов решения задач линейного программиро
вания наиболее универсальный метод, который можно 
использовать для решения самых разнообразных з а 
дач,—симплексный метод.
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§ 2. Линейная алгебра как математический аппарат 
линейного программирования

' Д л я  понимания теоретических и вычислительных 
сторон линейного программирования необходимо знание 
основных понятий и методов линейной алгебры  и неко
торых других разделов математики.

В зад ач ах , реш аемых методами линейного програм
мирования, имеется значительная свобода изменения 
парам етров и ряд  ограничивающих условий. М атемати
ческое реш ение этих задач  сводится к нахождению 
экстремума линейной функции, подчиненной ряду огра
ничений —  уравнений и неравенств.

М атематической основой линейного программирова
ния является система линейных неравенств, поэтому по
следней посвящ ена глава VII. В этой главе рассм атри
ваю тся системы  линейных неравенств в двух-, трех- и 
n -мерном пространствах и соответственно многоуголь
ник, многогранник и ft-мерный многогранник решений.

Теория линейных неравенств требует знания теории 
выпуклых м н о ж е ^ в . Поэтому в главе VI даю тся основ" 
ные понятия о плоских выпуклых фигурах и выпуклых 
многогранниках, а такж е о гиперплоскостях и полупро
странствах.

Линейные неравенства легко сводятся к линейным 
равенствам . Неравенство вида

ап х ! +  +  +  QjjX/ +  . . .  +  й1ахп ^  Ьг

может быть преобразовано в уравнение прибавлением 
к его левой части некоторого неизвестного неотрицатель
ного числа (х„ + 1  >  0):

° i i* i  +  +  • • • +  ai j x ) +  • • • +  ainx n +  х п+1 =

Таким образом , решение системы линейных нера
венств сводится к решению соответствующей системы 
линейных уравнений. Поэтому, преж де чем перейти к 
изучению систем линейных неравенств, необходимо хо
рошо усвоить общую теорию систем линейных уравне
ний, которая рассматривается в главе V.

В основе общей теории линейных уравнений первой 
степени со многими переменными леж ит теория опреде
лителей, с чего мы и начинаем изложение нашего курса.
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Д л я  понимания общей теории систем линейных у р ав 
нений, однако, недостаточно того аппарата, который 
служит при решении систем, допускаю щ их применение 
правила К рам ера. Помимо определителей и матриц 
(имеющих такж е самостоятельное значение при приме
нении их в экономических расчетах), используется по
нятие линейного векторного пространства. Последнему 
отводится глава IV.

Поясним на примерах решение некоторых экономи
ческих задач.

Предприятие в единицу времени мож ет выпускать 
либо 200 радиоприемников, либо 100 телевизоров. 
Сколько приемников и телевизоров одновременно м о
ж ет выпускать предприятие?

Д л я  ответа на этот вопрос достаточно в прямоуголь
ной системе координат на оси Х\ отлож ить отрезок, р ав 
ный 200 (радиоприемники), на оси * 2  — отрезок, равный 
100 (телевизоры ), и соединить их концы отрезком. К о
ординаты любой точки полученного отрезка будут со
ответствовать производственной мощности предприятия.

Теперь усложним эту задачу. П усть производствен
ная мощность заготовительного цеха будет 200 радио
приемников или 100 телевизоров. П роизводственная 
мощность отдела технического контроля — 170 радио
приемников или столько ж е телевизоров. Д л я  того чтобы 
определить производственную мощность этого предприя
тия, необходимо, как  и в первом случае, в системе ко
ординат построить прямые, изображ аю щ ие производст
венные мощности отдельных цехов. П ересекаясь, эти 
прямые образую т выпуклый многоугольник, стороны ко
торого будут соответствовать производственной мощно
сти предприятия по выпуску одновременно телевизоров, 
и радиоприемников.

Допустим, далее, что телевизор в полтора р аза  д о 
роже радиоприемника. Какое плановое задание необ
ходимо установить предприятию, чтобы сделать прибыль 
от продаж и его продукции максимальной?

П рям ая, отсекаю щ ая на осях отрезки, называется, 
линейной формой. Она показы вает выручку от р еали за
ции приемников и телевизоров. П еремещ ая эту прямую  
(линейную форму) параллельно самой себе, заф икси
руем ее касание с многоугольником производственной 
мощности. Точка касания и будет соответствовать опти
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мальному заданию  по выпуску радиоприемников и теле
визоров.

Этот метод пригрден и для предприятия с  более 
сложной структурой и с большей’ номенклатурой выпус
каемых изделий. В этом случае его производственная 
мощность представляет собой многогранник в п-мерном 
пространстве. Д л я  определения оптимального задания 
необходимо находить точку .касания многогранника и 
линейной формы или опорной гиперплоскости (пересече
ние многогранника решений с опорной гиперплоскостью 
мож ет быть вершиной, ребром или гранью  многогран
ника). Экстремального значения линейная форма дости
гает в точках пересечения многогранника с опорной ги
перплоскостью

/  (х) =  +  Х2Ха +  . . . +

нормальной вектору

Л  =  (Xlt Х2, . . . ,  Хл).

Рассмотрим еще пример. Д л я  кормления подопытно; 
го животного последнему необходимо д авать  по мень
шей мере b 1 единиц составного химического вещ ест
ва В 1 (витамина или некоторой соли) и по меньшей ме
ре Ь2 единиц составного химического вещ ества В 2. Не 
имея возможности давать  В\ или Вг в чистом виде, 
можно приобретать вещество А х по Л.1 коп. за грамм, 
причем каж дый грамм содержит Оц единиц вещества В х 
и а2 1 единиц вещ ества В 2. М ожно такж е приобретать 
вещество А2 по коп. за грамм, причем каж ды й грамм 
содержит a i2 единиц вещ ества В х и а22 единиц вещест
ва В 2.

Требуется рещить, какие относительные количества 
вещ ества А \ и А 2 нужно потреблять ежедневно, чтобы 
получить необходимое количество веществ В х и В г по 
минимальной стоимости.

Если будет приобретаться х \ грамм вещ ества А \ и 
х 2 грамм вещ ества А 2, то это будет стоить

-f- XjAfj,

и тогда животное получит количества веществ В х и Ва 
соответственно

ап х  1  +  а 12*2 и а^Хх +  аг^х^.
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С ледовательно, надо выбрать такие неотрицатель
ные *i и х 2, чтобы они удовлетворяли системе нера
венств

f аи х ! +  ОцХ3 >  bi

\  Я 21*1 4“ ^22*2 $5" ^2
и чтобы одновременно величина /  (х) =  Xx*j +  была
возможно меньше.

При данных числовых значениях параметров эту з а 
дачу можно решить простыми методами аналитической 
геометрии. Допустим, что

Ац ~  я 22 “ 1» Ац “  О21 “  5» — 62 =  15, =  1, =  3.

Тогда нужно выбрать из пар чисел (* 1 , Х2 ), удовлет
воряющих условиям

*х +  5*а >  15 

5^i -f* *2 ^  15 

х у >  О

О

пару чисел (*i, лгг), для которой линейная форма 

f ( x )  =  x 1 +  3xi

имеет минимум.
Проводим прямые *1+ 5 x 2 = 1 5  и 5л:1-(-лг2= 15, как по

казано на рис. 1, и заклю чаем, что пары (* 1 , *z). удов
летворяю щ ие данным неравенствам, суть координаты то
чек заш трихованной области рисунка. Проводим такж е 
семейство параллельны х прямых

* i +  3*2 =  а.

На рисунке изображены  прямые для а =  3, 6, 9, 12. Оче
видно, что наименьшее значение а получится при таком 
выборе (jci, хг), когда прямая

*х +  3*2 =  а
пройдет через А — точку пересечения прямых

* !  +  5*2 =■ 15,
5 * i *2 == 15.
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Р еш ая совместно эти два уравнения, находим

5
* i =  =  —  •

И так, самый дешевый рацион получится в том слу
чае, если брать по 5/2 грамм веществ А \  и Л 2; при этом 
необходимое количество веществ В \ и В% будет получе

но за  ------Ь 3 • —  =  10 коп.
2 2

Заметим , что обычные способы отыскания миниму
ма и максимума с помощью первой и второй производ
ной мало помогаю т при решении подобных задач. Это

объясняется тем, что минимальные или максимальные 
значения ливейных функций достигаю тся в точках гр а
ницы заш трихованной области, а не в тех точках, где 
производные равны нулю.

Примененный здесь геометрический способ решения 
задачи был бы чрезвычайно громоздким при решении 
задачи с большим числом переменных. Так, например, 
если бы нужно было сделать выбор из, шести веществ, 
а не из двух, то при этом способе нужно было бы р ас
см атривать области 6-мерного пространства. Подобного 
рода задачи  требую т общих методов решения.
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П од задачей линейного-программирования понимает
ся зад ач а  отыскания минимального или максимального 
значения линейной функции,' когда переменные подчи
няются линейным неравенствам . Общую задачу линей
ного программирования можно сформулировать сле
дующим образом: выбрать среди /г-мерных векторов
(х\, х г , х „ )  удовлетворяю щ их неравенствам

a u x i  +  а и х 2 +  • • ■ +  а т х п 5^ Ьх,

^21*1 ^22*2 4“ * • • “Ь* @2nXn 2̂»

а т1Х1 “Ь ат2Х2 4 “ • • • “Ь а тпХп ^т>

такой, для которого достигается минимум или максимум 
линейной функции

f  (Х) =  ^1*1 +  ^2*2 +  • • • +  ^ПХП’
называемой линейной формой, причем х}- >  0.

Таким образом, термин «линейное программирова
ние» означает, во-первых, линейность исследуемой функ
ции (линейной формы) и систем ограничений (линейных 
уравнений или неравенств), во-вторых, что методы отыс
кания оптимального решения требуют последовательно
го перехода от одного решения к другому, рассмотре
ния различных программ.

§ 3. Краткие исторические сведения

Понятие об определителях впервые дано Лейбницем 
в 1693 г. в связи с исключением переменных из системы 
трех линейных уравнений с двумя переменными. 
В 1750 г. в связи с решением системы п  линейных урав
нений с п  переменными Крамер дал  решения, которые 
и до сих пор носят название «правила Крамера».

Разработкой  теории определителей занимались Безу, 
Вандермонд, Л ап лас, Л агран ж , Гаусс, Бинэ, Коши, Я ко
би. Самое название «детерминант» (определитель) ввел 
Гаусс (1801 г.). Коши ввел современное обозначение 
определителя в виде таблицы с п строками и п  столб
цами.

Определители в математике широко распространены, 
но имеют лиш ь вспомогательное значение. Теория опре
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делителей дает удобное обозначение в ф ормулах при до
казательствах  и т. п., а такж е в практических расчетах 
при использовании определителей 2-го и 3-го порядка 
(вычисление определителей, начиная уж е с четвертого 
порядка, громоздко). В настоящ ее время нет почти ни 
одной отрасли математики, в которой определители не 
имели бы приложений.

М атрицы впервые были введены в математику Кэли 
в 1857 г. М атричные обозначения компактны, удобны и 
весьма полезны при выполнении линейных преобразова
ний. Интерес к теории матриц возрос после того, как  в 
1925 г. Гейзенберг, Борн и другие использовали ее в з а 
дачах квантовой механики.

Развитие современных цифровых вычислительных 
машин, легко осуществляющих основные матричные опе
рации, сообщило дополнительный толчок широкому ис
пользованию матриц в различных областях званий. 
М атрицы наш ли большое применение в практических 
задачах, связанны х с экономическими расчетами.

Теория систем -линейных неравенств возникла под 
влиянием работ М. В. О строградского по аналитической 
механике, работ П. JI. Чебыш ева по теории приближ е
ния функций и-Г . Ф. Вороного по теории чисел. Р аб о 
ты М. В. О строградского были затем  продолжены спе
циалистами по аналитической механике. Идеи Ч ебы 
шева развивались в наше время Е. Я. Ремезом, 
В. К. Ивановым и др.

Геометрическое направление теории систем линей
ных неравенств (в отличие от экстремального направ
ления) ведет свое начало от Остроградского и Вороного 
и посвящено изучению геометрических свойств того вы
пуклого многогранника n -мерного пространства, который 
представляет собой решение системы

П
^ аи х  +  Ь1 >  = 1 , 2 .......... т ).
/ - 1

Р езу л ьтаты ,. относящиеся к этому направлению, тесно 
соприкасаю тся, в частности, с теорией выпуклых тел в 
n -мерном пространстве.

Исследованием таких математических проблем, име
ющих первостепенную ■важность для теории линейного
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программирования, как теория выпуклых тел, системы 
линейных неравенств и др., занимались многие советские 
математики — А . Д . А лександров, С. Н. Черников и др.

Теория систем линейных неравенств «  методов их ре
шения подверглась глубокой разработке за  последние 
десятилетия. Это объясняется тем, что системы линей
ных неравенств и есть тот математический аппарат, на. 
котором базируется анализ проблем линейного програм
мирования и методы их решения.

Линейное программирование возникло из практиче
ских потребностей в самые последние годы. П равда, от
дельные работы, касаю щ иеся частных вопросов линей
ного программирования, относятся еще к началу 
30-х годов. Так, в 1931 г. в Венгрии была опубликована , 
статья Эгервари «Комбинаторные свойства матриц», по
свящ енная частному случаю транспортной задачи. Н а 
основе результатов этой статьи впоследствии был р аз 
работан метод реш ения транспортной задачи, назы вае
мый венгерским.

В 1939 г. J1. В. Канторович в работе «М атематиче
ские методы организации и планирования производства» 
(изд. ЛГУ, 1939 г.) рассмотрел широкий круг вопросов 
организации и планирования производства, в которых 
из большого числа различных вариантов требуется вы 
брать оптимальный. Анализ этих вопросов приводит к 
экстремальным математическим задачам , в которых пе
ременные подчинены линейным связям  и ограничениям.
В этой ж е работе был предлож ен весьма универсальный 
и эффективный метод решения подобных задач  — метод 
разреш аю щ их множителей.

В последующих работах Л . В. Канторовича и других 
советских ученых методы линейного программирования 
получают дальнейш ее развитие и углубление.

К  1947— 1949 гг. относится начало интенсивной р аз 
работки линейного программирования в США. Эти р а 
боты были организованы в связи с нуж дами военного , 
ведомства, но в скором времени они привяли более ши
рокий разм ах. В частности, их результаты  наш ли при
менение в самых разнообразны х областях цехового, з а 
водского, внутрифирменного, торгового планирования.

П ервое описание наиболее часто применяемого в 
практике симплексного метода, разработанного 
Д ж . Д анцигом в 1947— 48 гг., опубликовано в 1951 г.
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В последние годы советскими и зарубеж ны ми уче- 
дыми подверглись разработке проблемы двойственности 
задач  линейного программирования, связь последнего с 
теорией игр, созданы новые и продолжаю тся, соверш ен
ствоваться вычислительные методы решения задач  ли
нейного программирования, реш аю тся проблемы реали 
зации методов линейного программирования на 'элек
тронных вычислительных машинах.



Г л а в а  II
ОПРЕДЕЛИТЕЛИ

§ 4. Определители второго и третьего порядков

1. Учение об определителях возникло в связи с ре
шением систем линейных уравнений, т. е. систем урав
нений первой степени. Задача  состояла в том, чтобы 
дать общие выражения для значений переменных, удов
летворяющих заданной системе линейных уравнений.

(\J Известно, что уравнение первой степени относитель- 
Q  но двух переменных х  и у  ах-\-Ьу = с геометрически изо- 
| л бражает график прямой линии на плоскости. Такое а л 

гебраическое уравнение первой степени называется л и 
нейным.

Система двух линейных уравнений относительно двух 
переменных изображается двумя прямыми. Решить т а 
кую систему графически значит найти точку пересече
ния двух прямых.

В свою очередь, чтобы найти точку пересечения двух 
прямых, линий на плоскости с аналитической точки зр е 
ния, значит решить систему двух линейных уравнений с 
двумя переменными.

Решение системы уравнений первой степени приво
дит нас к понятию определителя. Рассмотрим систему 
двух уравнений с двумя переменными Xj и вида

|  С11*1 +  а12*2 — 1̂
I 2̂1*̂ 1 "1" ^22^2 ~  '' 2’

Здесь коэффициенты при переменных снабжены дву
мя индексами (значками), первый из которых указы 
вает, в каком уравнении находится коэффициент, а вто
рой — при каком из переменных он стоит. Так, напри-
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мер, я21 означает коэффициент «з второго уравнения 
при переменном Иногда во избеж ание недоразуме
ний индексы отделяю т один от другого запятой.

Д ля  отыскания решения системы (1) используем ме
тод уравнивания коэффициентов и алгебраического сло
жения переменных. У множ ая первое уравнение на а22, 
а второе —  на а 12, затем вычитая второе уравнение из 
первого, получим

(йцЯ22 Oi2fl2l) *1 =  1̂®22 (2)
Аналогичным образом найдем:

(®11®22 ®12®2l) * 2  =  ^1®21‘ ( 2 )

Если си а 22 — а 12а 21 ф  0, то из (2) и (2') получим опре
деленное решение системы (1):

„  __ ^1а22—  а12^2 . „  a u b t  —  b l a 2 l  / о \* 1 --------------:--------- , Х<1 — ---------------------------------  . V0/
а1ХЯ22  Я12а21 Дца22—  <*12°  21

Непосредственной подстановкой можно проверить, 
что найденные значения переменных х\ и х 2 удовлетво
ряю т системе (1).

Нетрудно заметить, по какому закону из коэффици
ентов уравнений системы (1) составлены знаменатели 
выражений (3). Д л я  этого надо коэффициенты этой си 
стемы выписать в виде таблицы и составить разность- 
произведений.

П ервое произведение надо составить по главной  д и а
гонали, идущей от первого элемента первой строки ко 
второму элементу второй строки; второе произведение 
составляется по диагонали, идущей слева вверх напра
во (это побочная  диагональ):

° и  Й121 =  ап ап  —  а 12а 21. (4)
®21 ®22 I

Полученное выражение назы вается определителем  
(или детерминантом) второго порядка  *, числа (коэффи
циенты) flib а.\2, а21, 022 назы ваю тся элементами опреде
лителя (первый индекс указы вает номер строки, а вто
р о й — номер столбца); произведения а п а22 и а\2а2х на
зываю тся членами определителя.

* Определитель, записанный в виде таблицы, ограничивается 
вертикальными чертами.
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Согласно определению (4) имеем:

Ьх flj2
— 6^022 ®12̂ 2> С11

ЬЛ а 2а «21
— fln&a — М 21-

Здесь мы получили такж е определители второго по
рядка, но в отличие от них определитель (4) будем н а 
зы вать определителем системы.

Теперь формулы (3) можно будет представить в ви
де

6l а 12 Oil h
а2! °21 Ь2

°11 а12
, -Ц —

а11 °12
°21 а22 СЕ 21 2̂2

(3')

2. Рассмотрим систему трех уравнений с тремя перемен
ными:

а11Х1 +  a izx 2 4 "  а 13х 3 —

2̂1-̂ 1 4“ ^22^2 ~Ь ^23^3 ~  2̂>

Оз1Х 1 Ч~ ^32 '^  2 Ч"~ a 33X3 “  ^3*

(при этом воспользуемся прежними обозначениями для 
коэффициентов, т. е. первый индекс обозначает номер 
уравнения, второй — номер переменного, при котором 
стоит коэффициент).

Эту систему такж е можно решить способом уравни
вания коэффициентов. В результате решения получим

= Ф Ф  0).Dl . у    £*2
D ’ 2 ~  D

Здесь D, D v  D 2, D3 определяются выражениями:

D — й1цЯ22̂ 33 Ч- 2̂ 23̂ 31 Ч~ ^13^21^32---«11^23^32 "
°11 а 12 f l13

0x 2 ^ 2 1 ^ 3 3  а 13а 22а 31 =  ’ ®21 ®22 ®23

°31 а32 а33

—  ^1^2 2 ^ 3 3  Ч” ^1 3 ^ 2 ^ 3 2  Ч” ^ 1 2 ^ 2 3 ^ 3 ---- ^ 1 ^ 2 3 ^ 3 2  ’ ®12^2®3

(5)

’ ®13̂ 22̂ 8

^1 а12 а 13 

^2 "̂22 ®SS 
63 O32 Я33

(©)
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ty i fl1l62flg3 -f~ 0 1з0216з -f- &]Й2Я̂ 31 ^13^2^31 ^11^23^3 —

Выражения (5), (6), (7) и (8), обозначенные через 
Z), D b £>2 , D3, называются определителями третьего по
рядка.

Понятия об элементах, членах, строках, столбцах и 
диагоналях, данные нами для определителя второго по
рядка, остаются в силе и по отношению к определите
лям третьего порядка.

Определитель третьего порядка можно получить по 
так называемому п р а ви лу  Саррюса, схематически изо
браженному на рис. 2

Три положительных члена определителя представ
ляют собой произведения элементов главной диагонали 
(т. е. ац, а22, Язз) и элементов, находящихся в вершинах 
двух равнобедренных треугольников, основания которых 
параллельны главной диагонали. Три отрицательных его 
члена суть произведения элементов побочной диагонали 
(т. е. Язь й22 , я 13) и элементов, находящихся в вершинах

а п  а 13 

^1^21^33 =  Й21 ^2 Я23

®31 Ь3 Я33

D 3 =  ^1^21^32 а12̂ 2а31 "I* ^1^22^31 Яц62Яз2

ап  а12 Ьх . 

fli 2^ 21^3 =  я21 я 22 b<i

®31 ^32 ^3

12и213 — (8)

(7)

Рис. 2
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двух равнобедренных треугольников, основания кото
рых параллельны  побочной диагонали.

Рассм атривая любой из определителей (5) — (8), з а 
ключаем следующее:

а) определитель третьего порядка состоит из шести 
слагаемы х (членов);

б) каж ды й член есть произведение трех сомнож ите
лей (элементов определителя);

в) элементы, стоящие в одном произведении, берут
ся из различных строк и столбцов. Число элементов в 
каж дом произведении равйо числу строк (столбцов) 
определителя. Во всяком члене определителя имеется, 
следовательно, по одному и только.по одному элементу 
из каж дой строки и каж дого столбца.

О пределитель третьего порядка, таким образом, 
представляет собой сумму всех его членов, взятых с 
надлеж ащ ими знаками:

ап  ai2 ais
«21  « 22  С12з 

&31 а32 ®33
где 2  — греческая буква сигма — знак суммирования, 
обозначающий сумму слагаемых.

3. Пусть дана система четырех уравнений с четырь
мя переменными:

а11Х 1 4 *  а 12Х2 й 13Х3 +  0 1 4 * 4  =

а Ъ1Х\  ~t“ а 22Х2 4" ®23*3 “Г' a 2iXi  —  ^2 

а 31х \ 4 ~  а 32Х 2 +  а 33х 3 +  а з 4 * 4  =  Ь3 

°ilx l +  0,цх 2 +  Я 4 3 * 3  4 ~  а 44 * 4  —  6 4 .

Д ля решения этой системы надо вычислить вы раж е
ние, составленное, из 24-х произведений. Определитель 
системы будет

®11 а 12 а 13 % 4

D = 21 а  22 а 23

^ 3 1  а 32 а33 аз4 

041 °42 а 4з а 44
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Тогда значения переменных с помощью определите
лей четвертого порядка найдем по формулам:

b l  0x2 fl13 a l i  

Ь3 я 22 Й23 <*ц

Ь3 а 32 а 33 Яз4 

64 Я42 Я43 °44
, Х г  —

О ц  Ь \  013 °14 

Й21 Ь 2 а 23 #24

а з 1  Ь3 а зз  Дз4

O41 64 O43 С1ц

D D

а 11 а 12 b l  й ц a l l  а 12 «13 b l

Я21 ^22 ^2 O24 °2 1  O22 O23 62

( h i  а з2 Ь3 а 31 О31 Оз2 O33 Ь3

Й41 Я42 4*4 Я44
; х .  =
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При помощи определителей более высоких порядков 
находят решения систем линейных уравнений с пятью, 
шестью и большим числом уравнений и переменных.

Р ассм атривая определители второго, третьего и дру
гих (более высоких) порядков, устанавливаем , что 

определитель второго порядка содерж ит 22= 4  эле
мента и 2 =  1 * 2 = 2 ! членов,

определитель третьего порядка содерж ит 32= 9  эле
ментов и 6 = 1  • 2 • 3 = 3 ! членов,

определитель седьмого порядка содержит 72 =  49 эле
ментов и 5040=  1 • 2 • 3 -4 -5 -6 -7  =  7! членов,

определитель /i-го порядка содержит п 2 элементов и

I • 2 • 3... п = п \*  членов.

С ростом порядка определителя число слагаемых 
растёт очень быстро. Известно, что для вычисления оп
ределителя п-то порядка надо вычислить п\ произведе
ний по п  множителей в каж дом и сложить их. Д л я  оты
скания значений п  + 1  таких определителей потребуется 
произвести (п -} -1 )! умножений. При п = 1 0  это соста
вит 39916800 умножений, что потребует более 12 лет не
прерывной работы вычислителя, выполняющего одно 
умножение за 10 секунд. Электронная вычислительная

* Читается: эн-факториал,
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машина, выполняю щ ая, например, 2600 умножений в се
кунду, сможет выполнить требуемое умножение лишь 
в течение 4 часов. Д л я  п =  26 такой машине потребова
лось бы 3 -1 0 17 лет. Выполнение же"реш ений некоторых 
задач связано с системой в несколько тысяч уравнений, 
т. е. п  равно 1000, 2000 и более.

Таким образом, вычисление определителей, основан
ное непосредственно на определении, чрезвычайно гро
моздко. Вычисление определителей, основанное на их 
свойствах, значительно облегчает нахождение результа
тов.

§ 5. Определители п -го порядка и их свойства

1. И з алгебры известно, что п  элементов, перенуме
рованных при помощи п  первых натуральных чисел, 
можно упорядочить различными способа'ми. Всякое р ас
положение чисел (элементов) 1, 2,..., п  в некотором опре
деленном порядке назы вается перестановкой из п  чисел 
(или п  элементов).

Число различных перестановок из п  элементов р ав
но п\

Если в некоторой перестановке поменяем местами 
какие-либо два элемента (не обязательно стоящ ие р я 
дом), а все остальные элементы оставим на месте, то 
получим, очевидно, новую перестановку.' Это преобразо
вание перестановки назы вается транспозицией.

Будем считать расположение чисел (элементов) в пе
рестановке в возрастаю щ ем порядке нормальным. Н азо 
вем инверсией  (т. е. нарушением, беспорядком) в неко
торой перестановке тот факт, когда два ее элемента 
следуют не в том порядке, в каком они стоят в основной 
перестановке, т. е. иначе говоря, когда большее число 
стоит левее меньшего.

П р и м е р .  В перестановке 1 2 3,..., п  нет ни одной 
инверсии.

Число инверсий в перестановке 5 3 1 2 6 4 можно 
подсчитать следующим образом: преж де всего находим, 
сколько цифр стоит впереди 1 (в данном примере две); 
затем подсчитываем, сколько цифр стоит впереди 2, не 
считая 1 (две); после этого подсчитываем, сколько 
цифр стоит впереди 3 (одна); впереди 4 —  две цифры; 
впереди 5 — ничего не стоит, т. е. нуль; впереди 6 тоже
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нет цифр. Таким образом, данная перестановка имеет 
2 + 2 - |- 1 4 -2 + 0 + 0 = =  7 инверсий.

Н азовем  перестановку четной, если она содержит 
четное число инверсий, и нечетной — в противном слу
чае. Н апример, перестановка 2 3 1 является четной, так 
как она имеет две инверсии.

М ожно доказать, что:
1) всякая транспозиция меняет четность переста

новки на противоположную;
2) от одной перестановки можно перейти к любой 

другой с помощью ряда последовательных транспози
ций;

3) число всех четных перестановок из п  элементов 
равно числу всех нечетных перестановок из этих ж е п 
элементов.

Д оказательства этих предложений здесь не приво
дятся.

2. Пусть п2 элементов (чисел) ai} расположены в 
виде квадратной таблицы, состоящей из п строк и п 
столбцов:

ап «12 • • •«in

«21 «22 • • .  a2j . . ■«*«

а п а , , . . •«/я

«л1 «Л2 • • -anj ■••«я»

Определителем п-ео порядка из п 2 элементов назы 
вается алгебраическая сумма п! членов, которые пред
ставляют собой всевозмож ные произведения п  элем ен
тов, взятых по одному и только по одном у в каждой 
строке и в каждом столбце; причем зна к  члена равен  
( — 1 ) где t — число инверсий в перестановке вторых 
индексов элементов члена, когда эти элементы располо
жены в порядке возрастания первы х инд ексо в .,

С ледовательно, член определителя имеет знак плюс 
при четном t и минус при нечетном.

О пределитель п-то порядка принято, как и в случае 
определителей 2-го и 3-го порядков, обозначать сим
волом:
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ап °12- ■ai j - • Я щ

Он Яга • • а2) ■ • Я2/1

«п Я/2 • • ач ■ а1П

аП1 Я/12 • ■ ап/ • • Я/m

П ри п = 2 и п = 3  имеем соответственно определители 
второго и третьего порядков, а при п =  1 определитель 
равен  самому элементу.

Определитель n -го порядка зависит от п2 чисел, на
зываемых его элементами и расположенных в п  строк и 
п  столбцов. Элементы определителя в общем виде бу
дем обозначать одной буквой с двумя индексами (знач
кам и), например atj  , из которых первый показы вает но
мер строки, а второй — номер столбца. Таким образом, 
atj  есть элемент, стоящий на пересечении г'-й строки и 
/-го столбца.

Элементы определителя могут быть какими угодно 
числами, как действительными, так и комплексными.

Определитель n -го порядка будем обозначать сокра
щенно в общем виде:

D =  \a t j \ (t =  1, 2 , . . .  ,п \  / =  1, 2 , . .  . ,л ),

или

D — 2  ( 1)* Oiafivx, • • -Ялал.

где t  — число инверсий.

Зн ак  каж дого члена определителя можно определить 
следующим образом. Располагаем  элементы данного 
члена так, чтобы первые индексы (номера строк) шли 
в натуральном порядке. Если при этом вторые индексы 
образую т четную перестановку, то перед членом берет
ся зиак  плюс, в противном случае — знак минуе. Это 
правило остается в силе, если поменять ролями индек
сы, т. е. если вторые индексы расположить в натураль
ном порядке, при этом по перестановке первых индексов 
определяю т зиак.

П р  и м е .р . Чтобы установить знак  члена я 2 1 й34 я43 я 12 
определителя четвертого порядка, надо расположить, его

25



элементы в натуральном порядке первых индексов 
а 12 а 21 а 34 а43, затем  подсчитать число инверсий в распо
ложении 2 1 4  3 вторых индексов. Оно оказы вается р ав 
ным двум, значит, член имеет знак плюс.

3. Определители применяются в разнообразных тео
ретических и численных расчетах. Приводимые ниже 
свойства определителей облегчают их вычисление. П е
речислим основные свойства определителей, не останав
ливаясь на их подробных доказательствах.

Свойство I. Определитель не изменится от замены 
строк (столбцов) соответствующими по номеру столб
цами (строкам и).

Это свойство дает возможность всякое утверждение, 
касаю щ ееся строк определителя, перенести на соответ
ствующие столбцы, и наоборот. Иначе говоря, столбцы 
и строки определителя равноправны. Поэтому дальней
шие свойства мы будем формулировать только для 
столбцов.

Д оказательство этого свойства основано на исследо
вании правила расстановки знаков членов определителя.

Свойство II. От перестановки двух столбцов опреде
литель меняет знак на противоположный, «апример:

« 1 1 « 12 «1 3 « 1 1 «13 « 12

« 2 1 «22 «23 =  — « 2 1 «2 3 «22

«31 « 3 2  «33 «31 «33 «3 2

Д ля определителя второго и третьего порядков это 
свойство проверяется непосредственным вычислением. 
В общем случае оно доказы вается на основе сформули
рованного нами в п. 2 правила знаков.

С л е д с т в и е .  Определитель, имеющий два одина
ковых столбца, равен нулю.

Действительно, если определитель имеет, например, 
два' одинаковых столбца, то при их перестановке опре
делитель не изменяется, ибо столбцы одинаковые, но 
вместе с тем ом в силу второго свойства меняет знак на 
обратный, т. е.

D  =  — Д  откуда 2D =  0 или D — 0.
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Следовательно, такой определитель равен нулю . Пример

3 3 2 -  1

5 — 5 3 2

1 1 7 0

0 0 4 3

Свойство III. Определитель есть линейная однород
ная функция* элементов какого-нибудь его столбца. 

Это свойство можно выразить подробнее

flu °12 • • ■ац- ■ • а.уп

а 21 0.22 ■ .. . a 2j-., • • ^2п

ап а л  • • ■ . .■ • а 1п

ап1 Я/12 • • • O-nj • ■ • О-пп

=  aXj Ayj +  a2jA ij  +  . . .  +  atjAi) +  • • • +  fln/Ai/**» (1)

где A ljt A y , . . . .  А ц .........AnJ представляют собой выраже
ния, не зависящие от элементов /-го столбца.

Это свойство очевидно, так  как каж дое слагаемое 
содержит по одному и только одному сомнож ителю  из 
каждого, в частности /-го столбца.

С л е д с т в и е  1. Общий множитель всех элемен
тов какого-либо столбца можно вынести за  знак опреде
лителя.

И, наоборот, если элементы какого-нибудь столбца 
определителя умножить на одно и то ж е число, то зн а 

* Линейной однородной функцией переменных х и х2,..., х п на
зывается многочлен первой степени этих переменных без свободного 
члена, т. е. выражение -вида

f ( x i , * 2........... х„) — а1х1 - ^ а 2х2 +  . . .  +  а„х„,
где коэффициенты а* не зависят от x j ,

Такая функция обладает следующим свойством:
/ ( « 1 ,   ............схп) =  с / (*!, х2...............хп)

** Равенство (1) называется разложением определителя по элементам 
7-го столбца, а коэффициенты Axj ,  A y .............Anj  называются алгеб
раическими дополнениями элементов a if ,  atj .............anj ,  в определи
теле (см. п. 4 этого параграфа).
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чение определителя умножится на то ж е число. Это сл е
дует из линейности.

Пример. Вычислить определитель
2 8 — 9

D = 8 — 4

12

12

4 _ 1 2  — 6

Здесь из первого столбца можно вынести общий мно
ж итель 2, из третьего — множитель 3, из второй стро
ки — множитель 4, из третьей — множитель 2:

1 8 — 3

D — 2- 3- 4-2- 1 1

1 — 6

2 •3 •4 •2 •3 8  =  1824.

Определитель, в котором соответ- 
двух столбцов пропорциональны,

С л е д с т в и е  2. 
ствующие элементы 
равен нулю.

Это доказы вается на основании первого следствия 
свойства III , а такж е следствия свойства II. Достаточно 
вынести коэффициент пропорциональности, и мы полу
чим определитель с двумя одинаковыми столбцами.

С л е д с т в и е  3. Если один из столбцов определи
теля состоит только из нулей, то определитель равен 
нулю.

С л е д с т в и е  4. Если элементы некоторого столб
ца суть суммы двух слагаемых, то-определитель равен 
сумме двух определителей, в которых элементы упомя
нутого столбца заменены отдельными слагаемыми:

а d g  + g ' a d g a d g '
Ь е h + h ' = b e h + b e h '

с f i + i ' с f i с f i'
Это свойство вытекает из того, что все элементы 

данного определителя можно представить в виде сум
мы двух слагаемы х, одно из которых является элемен
том первого определителя, а второе слагаемое — элемен
том второго.

С л е д с т в и е  5. Если один из столбцов определи
теля есть линейная комбинация его других столбцов, то 
определитель равен нулю.
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С л е д с т в и е  6. О пределитель не меняется, если 
к элементам какого-либо столбца прибавить соответст
вующие элементы другого столбца, умноженные на к а 
кой-либо общий множитель.

Действительно, в силу линейности определитель р а 
вен сумме исходного определителя и определителя с 
двумя одинаковыми столбцами.

4. П реж де чем сформулировать следующее свойство, 
введем понятия минора и алгебраического дополнения.

М инором M ,j  элемента a ej определителя D =  \atj  | ,  
где i, /  =  1» 2,..., п, назы вается такой новый определитель, 
который получен из данного определителя D  вычерки
ванием строки и столбца, проходящих через данный эле
мент.

Так, в определителе

D  —

« 1 1  «1 2  « 1 3  « 1 4  

«21  «22  «2 3  «2 1  

« 3 1  « 3 2  « 33  « 3 4  

« 4 1  « 4 2  « 4 3  «4 4

минор М32 элемента а 32 получается 
третьей строки и второго столбца:

вычеркиванием

М..
« 1 1  «1 3  « 1 4  

«21  «23  « 2 4  

« 4 1  « 4 3  «44

Алгебраическим дополнением элемента а1} определителя 
называется минор M tj этого элемента, взятый со знаком 
(— 1)1+Л Алгебраическое дополнение элемента atj принято 
обозначать через A t j . Таким образом,

Д 7 = ( -  1)*+/лг|у.

Н апример, в определителе четвертого порядка алге
браическое дополнение будет

Л 32 =  ( -  1 )3+ 2М з 2 =  - Л Г з 2  =  -

«1 1  «13  «1 4  

«2 1  «23  «2 4  

«41  «4 3  « 4 4
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Свойство IV. Если элементы некоторого столбца оп
ределителя D  умножить на их алгебраические дополне
ния и эти произведения сложить, то получится значе
ние определителя D.

Опуская доказательство этого свойства, заметим, что 
основная сущность его состоит в следующем: если
сгруппировать в разлож ении определителя все произве
дения, содерж ащ ие atJ , вынести из их суммы a t j  'за  
скобки, то в скобках останется выражение, которое р ав 
но по абсолютной величине минору, соответствующему 
а1} . При этом, если 1+ /  четное число, то знаки у вы ра
жения в скобках и у минора совпадаю т, а если t + /  чис
ло нечетное, то знаки у них противоположные.

Если в определителе п -го порядка элементы /-го 
столбца заменим новыми числами bt ( i = l ,  2, ..., я ) ,  то

D  =  b1A1j  -f- b2A2j +  . . .  +  bnAnf,
т. e. полученный определитель равен сумме произведе
ний алгебраических дополнений элементов /-го столбца 
первоначального определителя на соответствующие чис
ла b im

С л е д с т в и е .  Сумма произведений элементов како
го-либо столбца на алгебраические дополнения другого 
столбца равна нулю.

Действительно такая сумма является результатом 
разлож ения определителя с двум я одинаковыми столб
цами по одному из них.

§ 6. Способы вычисления определителей
1. Определитель можно вычислить, пользуясь его 

определением. Н апример,

— 5 17 = - 5 - 1 1  — 32-17 =  — 5 5 - 5 4 4 = —599. 
32 11

Т акж е нетрудно вычислить определитель третьего 
порядка, пользуясь правилом Саррю са или схемой 
(см. рис. 2 ). Вычисление определителей четвертого и бо
лее высоких порядков сопряжено с большими трудно
стями вычислительного порядка. Так, чтобы вычислить 
определитель шестого порядка, надо произвести более 
тысячи действий умножения и сложения.

К определителям того или иного вида применяются 
различные способы вычислений, основанные на свойст
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вах определителей, приводящие к вычислениям более 
простым, т. е. содерж ащ им меньшее число действий.

Из этих способов рассмотрим способ приведения 
определителя к треугольному виду и способ разлож ения 
определителя по столбцам или строкам.

2. Способ приведения определителя к  треугольному 
виду  состоит в таком его преобразовании, когда все эле
менты, леж ащ ие по одну сторону главной диагонали, 
становятся нулями. Полученный определитель равен 
произведению элементов главной диагонали:

'а 0 0 . .  0 0

'2L я 2а 0 . .  0 0

Г31 аза Я33 . 0. 0
—  ЯЦЯ 22Я3 3 ... Ял_ 1>л_ 1  йпп

л—1.1 Ял- 1,2 Ял_ 1 ,з . • ■ Яп_ | , п_ 1 0

О-щ Ояа #лз • • • Ялп— 1 Я/щ
П окаж ем , как с помощью преобразований, вы тека

ющих из свойств II и III (следствие 6 ), можно найти 
определитель

Яц я12 Я13  . . . Я1П

Я<д Я22 Ядз .  .  .  f l j n  

Я3 1  Яд 2 Я33 . . . Язп

Ящ Яп2 Япз . . . йпп 
приведя его к треугольному виду.

Если элемент ац Ф 0, то по свойству III (следст
вие 6) можно прибавить, к элементам k-ro  столбца 
k  Ф  /) соответствующие элементы /-го столбца, умно
женные на [ ------ . Тогда г-й элемент k -то столб-

\  ац )  
ца станет равным нулю:

a“ + { - ^ h = o - 
Аналогичными преобразованиями- все элементы i -й 

строки (кроме самого элемента a tJ ) приводим к нулю. 
После этого, по свойству II, переставим i-ю строку на 
место первой и / -й столбец на место первого (если при
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этом i —1, ]ф 1  или \Ф  1; /’=  1, то определитель будет 
иметь множитель — 1).

Тогда получим определитель вида

а п 0 0  . . . .  0

°21 Я22

СО

Ч
Г

• °2п

f l31 а 32 а зз  • • ■ а гп

°п2 « ; 3 - - ч .

Возьмем теперь какой-нибудь элемент a'pq Ф  0 одно
го 'из столбцов: 2-го, 3 - г о , л - г о  (если таких элементов 
нет, то определитель уж е треугольный, все элементы 
которого выше главной диагонали равны нулю ). А на
логично, прибавляя элементы q-vo столбца, умножен
ные соответствующим образом, ко всем остальным, 
начиная со второго, получим, что все элементы р -й стро
ки (кроме самого a'pq ) , начиная со второго, окаж утся 
равными нулю. После этого, используя свойство II, 
переставляем р-ю строку на место второй и q -й столбец 
на место второго. Получим определитель вида:

а п 0 0 0 . . .  0

ah °22 0 0 . . .  0

°S1 °32 а зз «34 •
п

■■а3п

ан2 апЗ
п

■

• # •
п. .  апп

П реобразуя определитель таким ж е образом и д ал ь
ше, мы получим после п — 1 этапов треугольный опре
делитель, у которого все элементы, расположенные 
выше главной диагонали, окаж утся равными нулю. 
Полученный определитель будет или равен  исходному 
определителю, или отличаться от него м нож ителем — 1.

3. Способ разлож ения определителя по столбцам  
или  строкам заклю чается в том, что исходный опреде
литель вы раж аю т, преобразуя и р азл агая  его по столб
цу (или строке) через определители того ж е вида, но 
более низкого порядка. Полученное равенство будем 
назы вать возвратным соотношением.
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Затем  вычисляют непосредственно По общему виду 
определителя столько определителей низших порядков, 
сколько их было в правой части возвратного .собтноше- 
ния. Определитель более высокого порядка вычисляет
ся последовательно из возвратного соотношения. Если 
надо получить вы раж ение для определителя любого 
порядка п, то, вычислив из возвратного соотношения 
несколько определителей низших порядков, стараю тся 
заметить общий вид искомого выраж ения, а затем 
доказы ваю т справедливость этого выраж ения при лю 
бом п  с помощью возвратного соотношения и метода 
индукции по п.

Общее выраж ение можно получить и другим путем. 
Д ля этого в возвратное соотношение, вы раж аю щ ее 
определитель n -го порядка, подставляю т выражение 
определителя (п — 1)-го порядка из того же возвратно
го соотношения с заменой п на п — 1, далее подставляют 
аналогичное выраж ение определителя (п—2) -го поряд
ка и т. д., пока не выяснится вид искомого общего 
выражения определителя п-го порядка.

М ожно такж е комбинировать оба пути, используя 
второй путь для обнаружения искомого выраж ения и 
доказы вая затем  справедливость, этого вы раж ения ин
дукцией по п.

П р и м е р  1. Вычислить определитель

1 2 3 4

5 6 7 0

0 1 1 0

0 0 2 0

Р азлож им  данный определитель по четвертой стро
ке, затем  по третьей.

1 2 3 4

5 6" 7 0 1 2 4
1 4 
5 00 1 1 0

=  — 2 5 6 0 =  (— 2) (— 1)

0 0 2 0 0 1 0

=  (— 2) (— 1) (— 20) =  — 40.
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П р и м е р  2. Вычислить определитель 

1 1 2

2 2 3 

5 3 1

В данном определителе нет элементов, равных нулю; 
преобразуем его путем вычитания из первого столбца 
второго и разлож ения по третьей строке:

1 1 2 0 1 2
1 2

2 2 3 = 0 2 3 =  2-
2 3

5 3 1 2 3 1

П р и м е р  3. В следующем определителе, вычитая 
из второго столбца первый, а из третьего — удвоенный 
первый, получаем

1 1 2 1 0 0
1 — 1

2 3 3 = 2 1 -  1 =  1-
— 2 — 9

5 3 1 5 - 2 — 9

= Ь ( - 9 - 2 ) ----- — 11.

П р  и м е р 4. Путем разлож ения по элементам к а 
кого-нибудь столбца (строки) вычислить определитель

1 2 3 4

1 0 1 2

3 - - 1  --  1 0

1 2 0 -- 5

Разлож им  данный определитель по элементам вто-, 
рой строки:

2 3 4 1 2 4 1 2 3

D =  — — 1 — 1 0 — 3 — 1 0 +  2 3 — 1 — 1

2 0 — 5 1 2 - 5 1 2 0

34.
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УПРАЖНЕНИЯ

I. Вычислить определители:
а) 1 2 0 б) а 0 Ь

3 1 2 0 Ь —а

0 3 1 а 0 - Ь
Отв. а) — 11; б) — 2ab2.

2 Определить число инверсий в перестановке
8, 5, 2, 7, 4, 1, 6, 3. Отв. 19.

3. С помощью транспозиций выполнить переход к натурально
му расположению от перестановки

2, 4, 5, 3, 1, 6, 7,
'4. С каким знаком в состав определителя седьмого порядка вхо

дит член
Яз4 Я15 026 а *3 Яб1 <*52 ^77?

Отв. плюс.
5. Вычислить следующие определители:

2 1 2 0 б) 4 3 3 1

1 2 0 2 3 4 3 1 .

2 0 2 1 3 2 1 4
0 2 1 2 2 4 2 3

Отв. а) — 15; б) — 4.

ВОПРОСЫ Д Л Я  САМОПРОВЕРКИ

1. Что такое инверсия?
2. Что такое транспозиция? Какое влияние оказывает она на 

перестановку?
3. К какому типу относится перестановка, если известно, что 

она получена «з натурального расположения четным (нечетным) 
числом транспозиций?

4. Дать определение определителя n-го порядка.
5. Как определить знак, стоящий перед членам определителя?
6. Назовите свойства определителей га-го порядка.
7. Как получается алгебраическое дополнение соответствующего 

элемента определителя?
8. Сколько членов содержит алгебраическое дополнение, если 

порядок определителя равен га?
9. Как отразится на алгебраических дополнениях изменение в 

определителе элементов соответствующего столбца.
10. Чему равна сумма произведений элементов какого-либо 

столбца на алгебраические дополнения элементов другого столбца?
11. Как вычисляется определитель третьего порядка по прави

лу Саррюса?
12. Как найти определитель n-го порядка:

1) способом приведения к треугольному виду,
2) способом разложения определителя по столбцам (стро

кам)?
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Г л а в а  I I I

МАТРИЦЫ 

§ 7. М атрицы и их ранг

1. Матрицей называется множество чисел, образую 
щ их прям оугольную  таблицу, которая содержит m  строк 
и п  столбцов.

Таблицу, обозначаю щ ую  матрицу, будем ограничи
вать справа и слева двойными вертикальными чертами:

а ц «12 • • «1]■ ■ О-in

а 21 ^22 ■ • ■ а 2 ] . . ^2 п

а ц а 12. . .  a l j . . a  in

а т1 «m2 • • • a m j ■■■а тп

Числа a t j  называю тся элементами матрицы, где 
первый индекс есть номер строки, а второй — номер 
столбца.

Заметим, что матрица есть только таблица и см е
шивать ее с определителем нельзя.

М атрица (1) состоит из m  строк и п  столбцов. 
Будем говорить, что эта матрица типа т Х п .  М атри
цу (1) сокращенно записываю т так:

| |с г ; ||, где i =  1, 2 ....... т\ / = 1 , 2 , . . . , п. (2)

При т — 1 • получаем матрицу-строку

|| а ^ а ^ . . .  а±п ||. (3)
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Т акая матрицу состоит из одной строки. 
При п =  1 получаем матрицу-столбец

аи

Такая матрица состоит из одного столбца.
Если тф= п, то матрица назы вается прямоугольной-, 

при m > n  имеем укороченную , при m < n  — удлиненную  
матрицу.

Если п = т ,  то имеем квадратную  матрицу. Число 
строк или столбцов квадратной матрицы назы вается ее 
порядком. Так, квадратная матрица из п  строк и 
п  столбцов назы вается матрицей n -го порядка.

Определителем  квадратной матрицы назовем такой 
определитель, элементы которого равны элементам 
матрицы. Определитель матрицы А  обозначается че
рез I А  /.

Среди квадратны х матриц отметим так называемые 
диагональны е  матрицы, т. е. матрицы, у которых 
отличны от нуля лишь элементы, стоящ ие вдоль гл ав 
ной диагонали. Д иагональная матрица имеет вид

ап 0 . . . 0

0 °22 • . .0

0 о 
•

• • й/т

будем ее обозначать символом [аш а22, . . .  ,а и, . . . ,  апп\.
Если в диагональной матрице все числа аи  равны между 

собой (аи = а 22=  . . .=а„п =  а), матрица называется скаляр
ной и обозначается

а 0 . .  0

0 а . . .  0

0 0 . . а
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или, сокращенно,

ИИ
Если в скалярной матрице | |а | |  число а =  1, то матрица 

называется единичной, которую будем обозначать

1 0  . .  0

0 1 . .  0

0 0  . .  1

или, сокращенно, буквой Е (от слова «единица»). 
Комплексные, в частности действительные, числа — 

скаляры  — могут рассматриваться как  матрицы типа 
1X1- Таким образом, числа можно, рассматривать как 
матрицы первого порядка.

2. Д ве матрицы назы ваю тся равны м и  тогда и толь
ко тогда, когда равны  друг другу соответствующие эле
менты этих матриц. (Элементы, имеющие одинаковые 
номера строк и столбцов, являю тся соответствующими.)

Равны е матрицы обязательно имеют одинаковое 
строение: или обе прямоугольные типа т  х  п, или обе 
квадратны е одного и того же порядка п.

М атрица, все элементы которой равны нулю, назы 
вается нулевой  или нуль-матрицей  и обозначается 
символом 0 или

0 0  . .  0

0 0  . .  0

' 
о

. 
о

• 
о

Переставив в матрице типа m X п:

0 ц «12 • • • 0-1П

«21 ^22 • • а^п

«ml «m2 • • '• &тп
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строки со столбцами, получим так называемую  транс
понированную  матрицу

ап #21 • • “«I

'#12 #22 • • Я/п2

а1П #2П •• • #/7!Л

Таким образом, транспонирование матрицы сводится 
к перемене ролей строк и столбцов. В дальнейш ем часто 
будем обозначать матрицу не таблицей, как сделано 
здесь, а одной буквой (для этого используем прописные 
латинские буквы ). В таком случае матрица, транспо
нированная для матрицы А , будет обозначаться знач
ком Т  сверху: А т . В частности, если данная матрица 
состоит всего из одного столбца

Х  = Х2

то транспонированная матрица 
Х т =  || x lt *2, . . • ,  хп I

состоит из одной строки
3. К вадратная матрица А  равн а транспонирован

ной А т в том и только в том случае, когда она симмет
рична ,-т. е. если а ц  —а при любых i и /. Очевидно, 
что матрица, транспонированная со строкой, есть стол
бец, составленный из тех ж е элементов.

К вадратная матрица А  назы вается вырожденной 
(или особенной), если ее определитель равен нулю 

( |Л / = 0 )  и невырож денной  (или неособенной) в слу
чае | А  |=̂ = 0.

.Из матрицы типа m  х  п  можно, вычеркивая некото
рое число строк и некоторое число столбцов, различны 
ми способами образовать квадратны е матрицы. О пре
делители получаемых таким образом матриц назы ваю т
ся м инорам и матрицы  типа ш, х  п. Некоторые из этих 
миноров могут быть отличны от нуля, другие, наоборот, 
равны нулю.
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При транспонировании квадратной матрицы А  вели
чина ее определителя не меняется:

И Г 1 =  М1-

Рассмотрим некоторые свойства миноров матрицы. 
Пусть дана матрица

a Xi « 12 «13 « 14

« 2 1 «22 «23 «2 4

« 31 «32 #33 034

«41 Я 42 <*43 0 4 4  ,

Из данной матрицы можно выделить 16 миноров первого 
порядка:

«11> «12> • ■ • > «21> • • • > а 31’ «41> • • • > а а \

36 миноров второго порядка

«11 «12 « И а 13 «22 «23 а з з «34

«21 «22 а  21 «22 «32 « з з «43 «44
16 миноров третьего порядка!

« 1 1  « 1 2  «13 «1 1  «1 3  «14 «21 « 2 2  «23

«21* «22 «23 » «21  « 2 3  « 2 4 «3 1  « 3 2  «3 3

« 3 1  « 3 2  «33 «3 1  « 3 3  «3 4 «4 1  « 4 2  « 4 3

и один минор четвертого порядка

«1 1  «1 2  «1 3  «1 4  

«21  « 2 2  «23 «24  

« 3 1  « 3 2  « 3 3  « 3 4 '

Й41 Й42 «43 «4;

Таким образом, общее число миноров первого, вто
рого, третьего и четвертого порядков в данной матрице 
составляет 69, а наибольшим порядком обладает минор 
четвертого порядка.

Вообще, из матрицы можно, составлять миноры, по
рядок которых не превыш ает меньшее из чисел т и п .

4: Рангом  матрицы назы вается максимальный поря
док отличных от нуля миноров матрицы. М атрица имеет
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ранг г, если по крайней мере один из ее миноров 
r -го порядка отличен от нуля, а все миноры более вы 
соких порядков, если они существуют, равны нулю.

М атрица будет нулевого ранга, если все ее элемен
ты равны нулю.

Рассмотрим способ определения ранга матрицы, 
который заклю чается в применении так  называемых 
элементарных , преобразований матрицы, не меняющих 
ее ранга.

Элементарным преобразованием  матрицы назы вает
ся лю бая из следующих операций;

Iе) перемена местами любых двух столбцов (строк);
2°) умножение каж дого элемента произвольного 

столбца (строки) на один и тот ж е отличный от нуля 
множитель;

3°) вычеркивание столбца (строки), целиком состоя
щего из нулей;

4°) прибавление к элементам произвольного столб
ца (строки) соответствующих элементов любого друго
го столбца (строки), умноженных на произвольное чи
сло А,-

Если с помощью одной из этих операций можно 
перейти от некоторой матрицы А  к матрице В, то, оче
видно, можно и обратно получить матрицу Л из В 
с помощью одной из элементарных операций.

Д ве матрицы называю тся эквивалент ными , . если от 
каждой из них можно перейти к другой с помощью 
конечного числа элементарных преобразований.

Теорема. Эквивалентные матрицы имеют одинако
вые ранги.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П реобразования 1°, 2° и 3°,~ 
очевидно, не меняют ранга матрицы, так  как эти преоб
разования не влияю т на равенство или неравенство 
нулю любого минора этой матрицы. Остается, таким 
образом, показать, что такж е и операция 4° оставляет 
ранг матрицы неизменным.

П реобразование 4° состоит в том, что к  i-й строке 
матрицы А  прибавляю т /-ю строку, умноженную на А, 
получая, таким образом, матрицу В. Пусть ранг матри
цы А  равен г, докаж ем  прежде всего, что этот ранг 
элементарным преобразованием 4° не может быть повы
шен, т. е. что все миноры (г +  1)-го порядка матрицы  В  
равны нулю.
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По предположению все миноры ( г + 1 ) - г о  порядка 
матрицы А  равны нулю, и некоторые из этих миноров, 
очевидно, не меняются преобразованием, а именно те, 
которые не содерж ат i-й строки или которые содерж ат 
обе строки, i-ю и j -ю. Остальные миноры, содержащ ие 
г-ю строку, но не содерж ащ ие / -й, после преобразова
ния принимают вид:

м х +  ш а,

где M t и М2 — миноры (г -Ц )-г о  порядка матрицы А 
ранга г, и потому Afi =  0, Мг —  б. Таким образом, 
преобразование 4е никогда не повышает ранга м а
трицы.

Но ранг матрицы В  не может быть такж е меньше 
ранга А , ибо тогда сущ ествовало бы некоторое элемен
тарное преобразование 4° для перехода от В к Л; это 
преобразование долж но было бы повысить ранг В, что 
невозможно, как  мы только что в этом убедились.

Рассмотренную  теорему можно применить для опре
деления ранга матрицы, так как с помощью элем ентар
ных преобразований часто бывает нетрудно существен
но упростить матрицу.

Отметим, что прямоугольная матрица имеет диаго
нальную  форму, если все ее элементы равны нулю,
кроме элементов ац , «22 ......а„ , равных единице. Ранг
этой матрицы равен г, причем г не может превышать 
наименьшее из чисел строк и столбцов матрицы.

Путем элементарных преобразований всякую матри
цу можно привести к диагональной форме. Подсчитав 
в такой матрице число единиц, стоящих на главной 
диагонали, получим ранг матрицы.

П р и м е р .  Д ля  нахождения ранга матрицы
0 2 — 4

— 1 — 4 5

3 1 7

0 5 -  10
2 3 0

переставим в ней первый и второй столбцы, а затем 
умножим первую строку « а  . у - :
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1 0 — 2

—  4 — 1 5

1 3 7

5 0— 10

3 2 0

П рибавим к третьему столбцу полученной матрицы 
удвоенный первый столбец, а затем  прибавим некото
рое кратное новой первой строки к каждой из осталь
ных строк:

1 0 0

0 - 1 —  3

0 3 9

0 0 0

0 2 6

Теперь умножим вторую строку на — 1, вычтем из 
третьего столбца утроенный второй столбец, а затем  
вычтем из третьей и пятой строк некоторые кратные 
новой второй строки. Тогда найдем искомую диаго
нальную форму

1 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 0
0 0 0

Таким образом , ранг данной матрицы равен двум.

§ 8. Действия над матрицами; свойства матриц

1. Суммой  м атриц  А к В п-то порядка условимся, 
назы вать такую  матрицу С, элементы которой равны 
сумме соответствующ их элементов матриц Л и В. Д ей 
ствие слож ения матриц имеет смысл только д ля  матриц 
одного порядка.
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Пусть даны матрицы Л и В п -го порядка:
#11 «12 • . а 1п ■ 1̂1 1̂3 • • bin

А  = «21 #22 • ■ а2п
И й  =

2̂1 2̂2 • • Ь'2п

ап\ ап2 • • #лл Ьщ Ьп 2 . • Ьпп

Тогда сумма матриц С =  А  +  В  будет

С11 С12 • ■ 1̂/1

с  = С21 С22 • • с2п

Сп\ Сп2 • • Спп
где
си  — ? и  +  bn , ci2 =  ai2 +  Ь12, . . . ,  сГ] =  atj  4 - bij , . . .  ,Спп =

-- О-ПП "|- Ьгщ.
П р и м е р .

2 1 .3 —  6 3 21 —  4 4 24

0 0 0 + 0 0 0 = 0 0 . 0

—  1 3 8 7 0 —  40 6 3 —  32

Действие сложения матриц непосредственно сво
дится к сложению их элементов, являю щ ихся числами, 
и обладает поэтому важнейшими свойствами сложения 
чисел.

Пусть матрицьи А, В , С одного порядка. Тогда, как 
это непосредственно следует из определения сложения 
матриц, имеют место следующие свойства:

1) коммутативный (переместительный) закон для 
сложения:

А +  В  =  В  +  А

2) ассоциативный (сочетательный) закон для сло
жения:

(А +  В) +  С =  А  +  (В +  С)

Существует нулевая матрица 0, такая, что А - \ - 0  =  А, 
где А  — лю бая матрица.
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Д л я  любой матрицы А существует противоположная 
матрица — А , такая , что

А .+  ( - А )  =  0.
П роизведением  матрицы

в ц «12 • • аХп

А  =
Я 21 ^22 • • @2 п

ап 1 ап2 • • &nti

на число К называется матрица
Хаи Ха12 . • Ха,„

ХА -
Ха 2i Ха22 •• Хй2п

Хаш Xfln2 •• Хяпл

Д ействие умножения матрицы на число, как и в слу
чае сложения матриц, непосредственно сводится к 
умножению на это число всех элементов матрицы. 

П р и м е р .
1 2 3 3 6 9

3 5 2 • 3 = 9 15 6

4 3 1 12 9 3
И з определения произведения матрицы на число 

следует: 1) если все элементы матрицы имеют общий 
множитель, то его можно вынести за  знак  матрицы, н а
п р и м е р ,

4 2 8 6 2 1 4 3

12 6 8 2 =  2 6 3 4 1

2 ю. 2 4 1 5 1 2
2) если какую -либо матрицу умножить на число нуль, 
то получим нулевую матрицу:

1 2 3 0 0 0
2 4 6 •0= 0 0 0
3 6 9 0 0 0
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2 . Д е й с т в и е  у м н о ж е н и я  м а т р и ц ы  н а  м а т р и ц у  о п р е 
д е л я е т с я  б о л е е  с л о ж н ы м  о б р а з о м .

П у с т ь  д а н ы  д в е  к в а д р а т н ы е  м а т р и ц ы :

л  = а 11 °1 2 И В  — Ьи &12

°21 °22 Ь ц ^22

П р о и з в е д е н и е м  м а т р и ц  А  и В ,  п о  о п р е д е л е н и ю  б у д е т

л в = ^11 а12, Ь ц  Ь12

^21 ^ 22, Ь%1 2̂2

_  | ацЬц  a i2^2i Яц^ха а \Фгг
«21̂ 11 “Ь а 22̂ 21 «21^12 “Ь «22̂ 22

Т а к и м  о б р а з о м ,  ч т о б ы  п о л у ч и т ь ,  н а п р и м е р ,  э л е м е н т  
п е р в о й  с т р о к и  и п е р в о г о  с т о л б ц а  м а т р и ц ы  п р о и з в е д е 
н и я  ( Сц ) д о с т а т о ч н о  у м н о ж и т ь  э л е м е н т ы  п е р в о й  с т р о к и  
м а т р и ц ы  А ,  т .  е .  а п  и  а  12, с о о т в е т с т в е н н о  н а  э л е м е н т ы  
п е р в о г о  с т о л б ц а  м а т р и ц ы  В ,  т . е .  » а  Ь ц  и  Ь 12 и  п о л у 
ч е н н ы е  п р о и з в е д е н и я  с л о ж и т ь .

В о о б щ е ,  э л е м е н т ,  с т о я щ и й  н а  п е р е с е ч е н и и  t’-й  с т р о 
к и  и  й - г о  с т о л б ц а ,  м а т р и ц ы  п р о и з в е д е н и я ,  п о л у ч а е т с я  
п о д о б н ы м  ж е  о б р а з о м  и з  i -й  с т р о к и  м а т р и ц ы  А  
и k - v o  с т о л б ц а  м а т р и ц ы  В .  П о э т о м у  г о в о р я т ,  ч т о  м а т р и 
ц а  С  п о л у ч а е т с я  п у т е м  у м н о ж е н и я  с т р о к  м а т р и ц ы  А  
н а  с т о л б ц ы  м а т р и ц ы  В .

Н а п и ш е м  п р о и з в е д е н и е  м а т р и ц  т р е т ь е г о  п о р я д к а :

а 11 «12 «13 Ьи. Ь ц о ео С11 С12 со

а 21 ^2® а 23 b%i Ь ц ^23 — С21 С22 ^23

а з1 а 32 а зз Ьз1 b 32 Ьзз С31 ^32 с зз

где cu  =  an bn  4 - а 12Й21 +  « 13^3 1» cw —a2i^i3 +  « 22^23+ агз̂ зз>
С] 2 =  О ц Ь %2 - f -  а 12&22 а 13^32> С31 =  а 31^11 4 "  a 3 2 ^ 2 1 "b a 33^31i

1̂3 =  ®11̂ 13 «12̂ 23 +  «13̂ 33> С32~ «31^12 “Ь «32^22"Ь«23̂ 32»
С21 =  ®21 Ьц ~Ь «22^21 “Ь «23^311 С33 =  ®31^13 4~ «32^23 “Ь «33^33

с22 =  а 21̂ 1г ~Ь агФгг ~Ь а 23^32•
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П р и м е р . Найти произведение матриц Л и В, где

■ 3 1 1 1 . 1 - 1
А = 2 1 2 , в  = 2 - -  1 1

1 2 3 1 0 1

3 1 1 1 .1 -  1 6 2 — 1

С =  ЛВ = 2 1 2 • 2 — 1 1 = 6 1 1

1 2 3 1 0 1 8 - -1 4

3. Укажем теперь на две особенности умножения 
матриц.

Во-первых, при умножении матриц коммутативный 
закон мож ет не иметь места, т. е. А В  не всегда р ав
но В А . Н апример:

3 - - 2 1 2 — 3
-  1 4 3 2 11

1 2 3 - - 2 1 6
3 2 1 — 1 4 7 2

Во-вторых, известно, что произведение двух чисел 
равно нулю в том и только в том случае, если один из 
сомножителей равен нулю. При умножении матриц это 
положение мож ет оказаться неверным. Например:

1 1 1 1 0 0

1 1 —  Г -- 1 0 0

Действительно, произведение равно нуль-матрице, 
хотя ни один из сомножителей не является нулевой 
матрицей.

М ожно доказать, что определитель матрицы-произ
ведения А В  равен произведению  определителя матри
цы А  на определитель матрицы В.

Так, например, произведение матриц

А = 2 1
и В = 1 — 3 будет АВ — 4 — 10

3 2 2 — 4 7 — 17
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Вычислим теперь соответствующие Определители:

А\ —
2 1

=  1. 1*1 =
1 — Э

=  2, | ЛВ|  = 4 — 10
3 2 2 - 4 r 1 I 7 — 17

Ml • \В \ =  \А -В \,

Из определений суммы матриц, произведения матри
цы на число и произведения матриц вытекаю т следую 
щие свойства (проверка их предоставляется читателю ): 

Коммутативность:

а) A  -J- В  =  В  -J- Л;

б) х л  =  л х .

Ассоциативность:

а) Л +  (В +  С) =  (Л +  В) +  С;

б) Л (ВС) =  (АВ) С;

в) Х(ЛВ)=.(ХЛ)В =  Л(ХВ);

г) (Х!х) Л = Х ( !аЛ) =  Х(!хЛ).

Дистрибутивность:

а) Х(Л +  В) =  ХЛ +  ХВ;

б) (X +  ц) Л =  ХЛ +  р.Л;

в) Л (В  +  С) =  А В  +  ЛС;

г) (А +  В )С  =  А С +  ВС.

Во всех этих свойствах А, В  и С — произвольные матри
цы типа ш Х ^ Д и  |л — произвольные числа (в случае 
умножения матрицы на матрицу т  =  п ).

4.. Рассмотрим действия над прямоугольными матри
цами. Сложение матриц, как мы установили в п. 1, 
определяется только для матриц одного типа.

Действие умножения матрицы Л на матрицу В 
имеет смысл в том и только в том случае, когда число 
столбцов первой матрицы равно числу строк во второй 
матрице (не наоборот!). М ожно, например, умножать 
матрицу Л на матрицу В, если
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b n bxi b is b u
O i l ° 1 2 #1 3

, B = b 2\ b 22 ^23 b 2i
# 2 1 a22 aw

Ьз1 b s i 633 b $ i

но нельзя в этом случае умножать матрицу В  на матри
цу А , так как число столбцов матрицы В  не равно 
числу строк матрицы А. В результате умножения двух 
матриц получаем матрицу, содерж ащ ую  столько строк, 
сколько их содерж ала первая из матриц и столько 
столбцов, сколько их содерж алось во второй матрице.

Например,

0 — 1 2 0 1

3 1
2 1 1 9 3

2 1 --
3 0 1 10 3

1 0
3 7 1 24 10

Рассмотрим действие умножения матриц в общем 
случае. '

Пусть заданы  матрицы А и В, причем число столб
цов первой из них равно числу строк второй:

#11 #12 - . aln b n bl2 • • bip

A  =
a 2l #22 • ■ #2n

, B =
&2l &22 . . b%p

a ml am2 • • &mn bn\ ЬП2 ■ • bnp

тогда произведением матрицы А на В  будет матрица

C11 C12 • ■ Cip

c  =
C21 C22 • • C2p

cml cm* ■ • CmP

где
Cl]  =  a n ^ l j  +  a i2^ 2j  +  . . . +  Cllnbnf

(t =  1, 2 ...........m ; /= =  1, 2 , . . . ,  p).
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Закон составления элементов матрицы С следую 
щий. Элемент с ц  (из f-й строки и /-го столбца) м атри
цы С представляет собой сумму попарных произведений 
соответствующих элементов г-й строки матрицы А  
и /-го столбца матрицы  В  (заметим, что строки матри
цы А  имеют такое ж е количество элементов п, как и 
столбцы матрицы В ).  Эта матрица С и назы вается про
изведением матриц А  и В.

Сформулируем правило умножения матриц.
Чтобы получить элемент с1}, стоящий в г-н строке 

и j -м столбце произведения д вух  матриц, нужно э ле 
менты i-й строки первой матрицы умножить на соот
ветственные элементы j -го столбца второй матрицы и 
полученны е произведения сложить.

П р и м е р  1. Найти произведение матриц
1

1 3 . 2  1 и 2
0 1 2

3

Решение.

1
3 2 1
0 1 2

2 =

3

3-1 + 2 - 2 +  1-3 
0-1 + 1 - 2 +  2- 3

3 + 4 + 3  
0+2 + 6

П р и м е р  2. Найти произведение матриц

_  1 10

| 00

Решение.

*1
а 11 а12 а13

I и x t
а 21 °2 2  ® аз 1

х 3

X i

а11 аи  С13 0 1 1 * 1  +  й ц Х 2 +  а и х а

с аг а и  а ю
х 2 —

O j i* i +  Oja*a ~Ь о2з-Уз

х 3
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П р и м е р  3. Найти произведение матриц

ап « 12 « 1 3 « 1 4

А = « 2 1 «22 «23 «2 4

«31 « 3 *  «33 «3 4

и Х = *2

ЛГд

х 4
Решение.

А Х  =

* 1
« 1 1 а12 «13 «1 4

х г
« 21 «22 «23 «2 4

х 3
—

« 3 1 « 3 2 «3 3 « 3 4
* 4

« 1 1 * 1 + « 12 *2  + « 1 3 * 3 + « 1 4 * 4

« 2 1 * 1 + « 22%  + « 2 3 * 3 + « 2 4 * 4

a3i*i + « 3 2 * 2  + « 3 3 * 3 + а со *

5. Д л я  обозначения матриц мы уж е п ользовались 
прописными буквами латинского алф авита. П рим енение 
таких сокращенных обозначений вносит простоту в т е о 
рию матриц, охваты вая в кратких формулах,, н ап ом и 
нающих формулы обычной алгебры, сложные соотно
шения, связываю щ ие элементы матриц. Так, наприм ер , 
совокупность линейных однородных функций

-АцД?! "Ь Oi2*2 -f" • • • Q\nXn

«mi*i “Ь а щ Л  +  • • • Н-  «тл*л
в матричной форме можно записать кратко

АХ,

где А — матрица коэффициентов при переменных, т. е.

«11 «12 • . а ы

А =
«21 О22 • . а.2п

«ml«m2• • «тл
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X  — столбец, составленный из переменных, x v  лга, . 
т. е.

Х = х а

Хп

Таким образом,

а 11 а 12 • • й \п Х1

А Х  =
°21 °22 ■ • 02п

■
Х2

а т1 а т2 • • • Отп Хп

a i i * i  +  a n^2  Ч~ • ••  Ч~ a i пХп

Я 21*1 Ч- а22Х2 Ч~ • • • Ч" й2пхп

а т2Х2 ч - . . . +  &тпХп

Система линейных уравнений

ап х 1 Ч- а\.2х г Ч" • • • Ч" aiIхj  Ч~ • • • Ч- а \пхп —

ап х 1 Ч- #22*2 Ч- • • • Ч- & 2)Х)  Ч- • • • Ч~ &2пх п — Ьг

а П х 1 Ч"  a iiX2 4 “  • • • Ч"  a ljx j Ч “  • • • Ч -  а 'тх п —  bf 

a mlx l Ч- атЪх 2 Ч- • • • Ч- a mjx i Ч " • • • Ч " Отпх п =  Ьт

записывается в матричной форме так:

А Х  =  В,



6. Очевидно, для единичной матрицы Е  ее опреде
литель равен единице, т. е. |Е |  = 1 .  Д л я  любой матрицы

А  =  || а г /1| имеем АЕ  =  Е А  — А.

Единичная матрица играет роль единицы.
Обратной матрицей по отношению к данной назы 

вается матрица, которая, будучи умноженной как спра
ва так  и слева на данную матрицу, дает единичную 
матрицу.

Д л я  матрицы А  обозначим обратную  ей матрицу че
рез А ~ \  Тогда, по определению, имеем

А ~ 1 А  =  А А ~ ‘ =  Е;

в произведении А ~ 1 А  матрицу А ~ 1 будем назы вать 
обратной к А  слева,-а в произведении А А ~  1 эту матри
цу А ~ 1 обратной к А  справа.

Если существует обратная матрица А ~ \  то м атри
ца А  назы вается обратимой. З а д а ч а  численного нахож 
дения обратной матрицы находит применение в реш е
нии систем линейных уравнений и в вычислительных 
методах линейного программирования.

О бращ ением  матрицы, если она существует, назы 
вается операция вычисления А ~ 1.

Д л я  вырожденной матрицы обратная матрица вооб
ще не существует.

Д окаж ем  сущ ествование обратной матрицы для вся
кой, невырожденной матрицы А  и найдем ее вид.

Теорема. Необходимым и достаточным условием  
существования матрицы А ~ о б р а т н о й  А, является 
невырожденность матрицы А.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть м атрица А  имеет об
ратную А ~ х, т. е. А А ~  1 — Е. О пределитель произведе
ния матриц равен произведению определителей этих 
матриц (п. 3 ), т. е.

\А А ~ 1\ =  [ А \ • | Л - 11.

Но | А А ~ Х | =  1Е  | =  1, следовательно, | А  \ • | А ~ ‘ | =  1,
и, значит, | А \ Ф  0. Необходимое условие доказано.

Пусть матрица А  =  || aif || невырожденная, т. е. ее 
определитель, не равен нулю. Обозначим через А\/ алгебраи
ческое дополнение элемента ау  в определителе матрицы А, 
а определитель матрицы А  через D  =  j А |.
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Теперь рассмотрим матрицу

В

П усть

АВ =

Ац А 21 Ail Ani
D D D D

А ц А 22 At 2 Ani
D D D D

Ai; A2j Ли Anj
D D D D

А \п А2п Ain Ann
D D D D

си С12 ■ . • си • ■ • Сщ

с21 ^22 • • • Сг/ • • • Cyi

сп С12 •• C\j • • • Cin

Cm С/12 • • C/ij> ■ • *ч C'nn

Вычислим элемент, стоящий в i -й строке и /-м столбце 
произведения АВ. Этот элемент

си =  а,а '
V i
D

+  Oi2 ■
ti j 2 

~D~

Aji
■ ■ • 4" ah

D

— ~  {aa ^ ii  4* . . .  4" a.ij Aii +  clinAjn).

По свойству IV (стр. 30) о разложении определителей

ЯцА/i +  а12^/з  4" • • • 4" oijAji 4- • ■ ■ +  ainA/n — 0 для i Ф  j 
и

ЯдД/i 4- а 12^12 4- • • • 4- aijAji 4  • • • +  ainAjn — | A j =  D 
для i =  j.

Таким образом, элементы матрицы С = А В , у  кото
рых номера строк равны номерам столбцов (т. е. эле
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менты главной диагонали), равны 1, а все остальные 
элементы равны 0. П еремножив матрицу В на А ,  полу
чим такж е Е. С ледовательно, В  является обратной 
матрицей для А , что и требовалось доказать.

В принятом нами обозначении будем иметь

Ац Ац Ат
D D D

А ц А ц Ап2
D D D

Ащ Ащ Ann
D D D

Л егко проверить, что А А ~ 1 = Е  и А ~ ]А =  Е.
П окаж ем , что для матрицы А  может сущ ествовать 

только одна обратная ей матрица А ~ К
П редположим, что В и С — две обратные матрицы 

для А. Тогда

В  =  B E  =  В (АС) =  (ВА) С =  ЕС  =  С.

Таким образом, для  каж дой невырожденной матрицы 
существует обратная матрица, притом единственная.

У кажем некоторые основные свойства обратной 
матрицы.

Свойство 1. Определитель обратной матрицы равен 
обратной величине определителя данной матрицы.

Пусть А ~ ХА =  Е.
Учитывая, что определитель произведения двух 

квадратных матриц равен произведению определителей 
этих матриц, получим

\ A - i \ . \ A \  =  \ E \ =  1.

Следовательно,

Свойство 2. О братная матрица произведения квад
ратных матриц равна произведению обратных м ат
риц сомножителей, взятому в обратном порядке: 
(Л В) - « « В - М - 1.
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Действительно,

Л В ^ - М - 1) =  A { B B - ') A - l~= А Е А - 1 =  ЛЛ~' =  Е

и
(В -М -1) А В  =  В -1 (Л -М ) В =  В - 'Я В  =  В ^ В  =  Е

Таким "образом, В ~ ' А ~ Х есть обратная матрица 
для А В .

Свойство 3. Д ля  транспонирования матрицы спра
ведливо соотношение

{ А В ) Т =  В ТА Т.

Действительно, в левой и правой частях этого соот
ношения на пересечении i-й строки и k -то столбца стоит 
элемент, равный

2 а'А ;-
А =  1

Свойство 4. Транспонированная обратная матрица 
равна обратной от транспонированной данной матрицы:

( А - 1)7  =  (Л7) - 1.

В самом деле, транспонируя основное соотношение 
Л~-1Л = £ ',  согласно свойству 3 будем иметь

А т ( Л - 1  у  =  ( Л - М ) г  =  Е т =  Е .

Отсюда, умножая последнее равенство на матрицу (Л7) -1 , 
получим

(ЛГ) -М Г (Л -1)Г =  (ЛГ) - 1В
или

что и требовалось доказать.
С помощью обратной матрицы легко решаются 

матричные уравнения А Х  =  В и YA =  В .

Действительно, если | Л | ф  0, то

Х  =  А ~ гВ  и к  =  в л - 1.

Ф ормула (1) дает возмож ность вычисления обрат
ной матрицы с помощью определителей.
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П р и м е р  1. Найти матрицу, обратную матрице

3 — 1 0

А = — 2 1 1

2 — 1 4
Определитель

D =  M I  =

3 — 1 

— 2  1 

2 —  1
5.

Значит, матрица Л — невырож денная, и обратная ей 
матрица А ~ 1 существует. Алгебраические дополнения

А ц  — 5, А ц  — 4, As 1 — 1,

А32 — 3, Л 13 =  О, А%

Следовательно,

А ~ 1 =

42

=  1 ,

Ю, у422 :

Л33 =  1 .

12,

_5_ 4 1
1

4 1

5 5 5 5 5

10 12 3
2

12 3

5 5 5 5 5

0

5

1

5

1

5
0

1

5

1

5

П р и м е р  2. Решить матричные уравнения А Х  — В,
У А  =  В, где

3 4
, в  =

2  1

1 8 3 6
А =

Легко видеть, что уравнения А Х  =  В  и Y А 
следующие решения:

Х  =  А ~ 1В, Y  =  В А ~ 1.

В  имеют

§ 9. Линейные преобразования

1. Часто бывает необходимо перейти от одной си
стемы переменных, определяющих положение или 
состояние изучаемого объекта, к другой системе пере-
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мерных. Читатель уже встречался с переходом от одной 
системы переменных к другой в курсе аналитической 
геометрии. Так, при повороте осей прямоугольной си

стемы координат на плоскости на угол а  (рис. 3) ста 
рые координаты точки х х, х 2 вы раж аю тся через но
вые х \, х'2 , линейно с некоторыми числовыми коэффи
циентами (sinct, cosa) по формулам.

х, — х'. cosa — х ’ sin a
,  . , . (1) х , =  x l sin a -j- x2 cos a.

Д ругим примером замены переменных, когда старые 
переменные линейно вы раж аю тся через новые, являет
ся равномерное растяж ение от начала координат или 
сж атие к началу координат. В этом случае имеем:

x i =  ах\, х г =  ахг

Такую замену переменных назы ваю т обычно их 
линейным преобразованием  (или линейной подстанов
кой). Окружности с центром в начале координат пере
ходят при таком преобразовании в окружности с цен
тром так ж е в начале координат (рис. 4 ). При a >  1 
преобразование является растяжением, при о < 1  — 
сжатием.

Положим в формулах (1) для вы раж ения x t 
cos a =  ап , — sin a =  a l2,
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а для выражения х 2

sin а =  а 21, cos а =  а 22; .

Рис. 4

тогда выражения ( 1 ) примут вид

* 1  =  «1 1 *', +  «12 *2  и 

Л*2 « 21*] "1“

Точно так же, рассматривая преобразования коорди
нат в пространстве, будем иметь линейное преобразова
ние, но уж е не для двух, а для трех переменных:

*1 =  « l l* i  +  «12*2 +  а 1зЛ'з ’

*2 =  «21*1 +  «22*2 “Ь «23*3»

*3 =  «31*i +  «32*2 +  fl33*3-

Вообще линейны м преобразованием переменных назы 
вается такой переход от системы п переменных х х, 
л*2 , х п к системе п переменных У\, уг, у„, при кото
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ром старые переменные вйражаются через новые л и 
нейно с некоторыми числовыми коэффициентами:

х \ — апУ1 +  а1ъУ2 +  • • • +  а1пУп

х% — Й31У1 +  а2$ г  +  • ■ • +  ОзпУп (2)

хп — ап1у 1 -f- апчуг +  • • • +  аппУт

где ап , а 12, . . .  ,а пп — числовые коэффициенты.

Лииейное преобразование (2) вполне характеризует
ся своей матрицей из коэффициентов

ап а12 ■ • 0 ]Л

А =
а21 а22 ■ • &2П

аШ ■ О-пп

так как два линейных преобразования с одинаковой 
матрицей А  отличаются друг от друга лишь обозначе
нием переменных.

Н аоборот, зад авая  произвольную ■ матрицу п -го по
рядка, можно составить определенное линейное преоб
разование, для которого эта матрица служит матрицей 
коэффициентов.

Поэтому вместо линейного преобразоваиия можно 
говорить о матрице, а всякое свойство линейных преоб
разований можно соответствующим образом перено
сить на матрицы.

2. Пусть ! теперь после линейного преобразова
ния (2 ) выполнено линейное преобразование

У1 =  bn z l  +  b12z 2 +  . .  • +  binz„,

У2 — bnzi +  b2g % +  . .  • +  Ь^гп, (3)

Уп =  ЬП]2-у -f- bn2z2 -f- • • • +  bnnZn,

которое переводит систему переменных у\, г/г, •••, Уп 
в систему Z\, z2, ..., z n , обозначим матрицу этого преоб
разования через В.
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Подставим в формулы (2) выражение для Уи
у2....... у п из (3), тогда получим линейные выражения
для переменных х и хг, х п через переменные z I( 
2 2 , Z П-

Таким образом, результат последовательного выпол
нения двух линейных преобразований переменных сно
ва будет линейным преобразованием. Обозначив че
рез С матрицу линейного преобразования, являю щ его
ся результатом последовательного выполнения преобра
зований (2 ) и (3), имеем

С =  АВ.
т. е. матрица С есть произведение матрицы А  на м атри
цу В. Следовательно, линейное преобразование пере
менных, -полученное в . результате последовательного 
выполнения двух линейных преобразований с м атрица
ми Л и В, имеет своей матрицей коэффициентов 
матрицу А В .

П р и м е р .  П усть даны линейные преобразования 

* 1  у 2
(4)

=  У1  +  5 у 2
и

У1  =  2 1  +  г%
(о)

у 2 =  4 г у +  2 г 2.
Результатом последовательного выполнения линейных 
преобразований будет линейное преобразование 

*х =  3 (Zj +  Zj) — (4zx +  2za) =  — z1 +  z2,
* 2  =  (Zi +  z j  +  5 (4 zx +  2Zjj) =  21zx +  1 lz2.

Этот результат можно получить такж е путем умно
жения матриц коэффициентов данных линейных преоб
разований. В самом деле, матрицы коэффициентов (4) 
и (5) есть

В -  1 1Л =
3
1

—  1

5
3 — 1 1 1

1 =1 5 4 2

АВ  =
4 ' 2

3-1 + ( — 1)-4 3 - 1  +  (—' 1 ) - 2  

Ы + 5 - 4  1 1  + 5 - 2
— 1 1 

21 41
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3. Среди всевозможных линейных преобразований 
выделим одно, а именно

Hi =  x i> Уг =  х г, . . . ,  уп =  хп. (6 )
Его назы ваю т тождественным преобразованием, кото
рое ведет себя совершенно так же, как единичная под
становка, потому что переменные Х\, ..., х п преобразо
ванием (6 ) не изменяются. Его матрица

1 0  . . 0

0 1 . . 0

0 0  . . 1

как известно, назы вается единичной и ведет себя при 
умножении аналогично тождественному преобразова
нию; А Е = Е А —А для любой матрицы А п -го порядка. 
В этом можно убедиться путем непосредственного пе
ремножения матриц А и Е  и Е  и А.

В самом деле,

« 1 1  « 12  • • • «1л 1 0  . ; .  0 « 1 1  «1 2 • • • «1Я

Й21 flj 2 • • • «2Л 0 . .  0
=

« 2 1  «22 • • • «2л

«Л1 «Я2 • • ■ «ЛЯ 0  0  . . .  1 «л, «Л2 • • • «ял

1 0  . . . 0 ап « 12 • • а уг

0  1 . . . 0
•

аи «22 • • . й-Ш
=

0  0  . . . 1 О-пх «Л2 • • &пп

O i l « 1 2  • • «1Л

« 2 1 « 2 2  • • а *л

«Л 1 ®Л2 • • О-пп

Таким образом имеем АЕ  =  ЕА  — А.
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1. Составить все определители второго порядка из матрицы

а 1 1  Я12  а1В аи  
аг1 аг2 а23 а24

а31 а32 а33 а34

Ora. 18 определителей.
2. Найти миноры третьего порядка и определить ранг матрицы

УПРАЖНЕНИЯ

2 0 3 1 4
3 —5 4 2 7

1 5 2 0 1

Отв. Все миноры третьего порядка равны 0; ранг равен 2 
3. Найти ранг матрицы

3 2 — 1

СМ1СО1

2 — 1 3 1 —3

4 5 —5 — 6  1

Отв.. 3.
4. Найти сумму матриц

3 1 1 1 1 — 1

2 1 2 и 2 — 1 1

1 2 3 1 0 1

5. Вычислить произведение матрицы на число:

1 2 1

2 1 2 •5

1 2 3

6. Найти произведение АВ  матриц:

4 9 1 —3 — 12 - 3
а) Л =

— 1 3
, в  =

—2 1
Отв.

—7 6

2 0 1 -3 1 0 —6 1 3

б) А = -2 3 2 1 в  = 0 2 1 .о  т е . 6 2 9

4 - 1 5 0 - 1 3 - 1 2 —3 14

1 2 3 3 4 2 34 34 13

в) А = 3 1 2 1 В = 5 3 4 Отв. 28 31 12

5 1 6 7 8 1 62 71 20
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1 2 3 5 1 20 20

г) А =
3 5 1

, в  = 6 2 

1 5

. Отв.
46 18

3 4 1 - 2 15

д) А = 8 7 5 Я = 3 Отв. 50

6 4 3 9 27
Перемножить указанные матрицы, переставил в них сомножите-

7. Найти матрицы, обратные данным:
2 1 3

а) б)

Отв. а)

— 2

1 —

б)

1 4

2  1

8. Написать линейное преобразование, соответствующее матрице
0 0 1

0 1 2

1 2 3

ВОПРОСЫ Д Л Я  САМОПРОВЕРКИ

1. Назовите виды матриц. Как они обозначаются?
2. Что называется диагональной матрицей? Единичной?
3. Что такое вырожденная и невырожденная матрица?
4. Что называется рангом матрицы?
5. Что такое сложение матриц?
6. Как умножить матрицу на скаляр?
7. Как составляется произведение двух матриц?
8. Чему равен определитель произведения матриц?
9. Дайте определение обратной матрицы. .

.10, .Чему равна обратная матрица. прризведения квадратных матриц?
11 . К  аки м закона м п  одчиняю т с я действия надматрицами?
12. В чем состоит матричная форма записи линейных функций, 

уравнений?
13. В чем смысл линейных преобразававий?
14. Приведите примеры линейных преобразований.



Г л а в а  IV
В ЕКТОРНЫ Е ПРОСТРАНСТВА 

§ 10. Понятие /г-мерного пространства

1. Раньш е под пространством мы подразум евали  
одномерное пространство (прям ая линия), двухм ерное 
пространство (плоскость) и пространство трех и зм е
рений.

Теперь расш ирим понятие пространства.
М ожно установить взаимно однозначное соответст

вие между точками прямой и действительными числа
ми, такое, что каж дой точке прямой соответствует 
одно и только одно действительное число; каж дом у 
действительному числу соответствует одна и только 
одна точка прямой.

Н а плоскости в прямоугольной- системе координат 
каж дой точке соответствует пара действительных чисел, 
которые называю тся ее координатами. Точка с коорди
натами а\, а2 обозначается символом (a lt а2). В этом 
символе существенно расположение чисел а г и а 2\ число, 
стоящее первым, есть абсцисса точки, вторым — ее ор 
дината. Таким образом, пара чисел (ai, а2) есть упо
рядоченная papa, так  как числа ai и а2 нельзя менять 
местами, не изменяя смысла.

В трехмерном пространстве точка А  с коорди ната
ми Ci, а2, аз (рис. 5) обозначается символом (а ь а2, а3). 
В этом знаке опять существенно располож ение чисел 
а и ° 2 , о3\ числа по порядку слева направо являю тся 
абсциссой, ординатой и аппликатой точки. Здесь  мы 
такж е имеем дело с упорядоченной совокупностью чи
сел, т. е. (оь  а2, аз) — это упорядоченная тройка дейст
вительных чисел.
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Таким образом, установлено соответствие между
точками прямой й совокупностью действительных чисел; 
между точками плоскости и упорядоченными парами 
действительных чисел; наконец, между точками прост
ранства и упорядоченными тройками действительных 
чисел. В силу такого соответствия совокупность дейст
вительных чисел назы ваю т такж е одномерным
пространством, и отдельное'число — точкой этого про
странства; точно такж е называю т совокупность упоря

доченных пар действитель
ных чисел двухмерным про
странством, пары чисел — 
его точками; совокупность 
упорядоченных троек дейст
вительных чисел — трехм ер
ным пространством, тройки 
чисел — его точками. Этот 
способ обозначения имеет 
то преимущество, что он 
сразу заклю чает в себе гео
метрическое истолкование.

В геометрии, механике, 
физике, экономике часто 
приходится изучать такие 
объекты, для  зад ан и я .ко то 

рых недостаточно трех действительных чисел.
П р и м е р  1 . Совокупность ш аров в трехмерном 

пространстве. Д л я  того чтобы шар был полностью опре
делен, нужно задать  координаты его центра (три дейст
вительных числа) и радиус, т. е-. зад ать  упорядоченную 
систему четырех действительных чисел.

П р и м е р  2. Различные положения твердого тела в 
пространстве. Положение тела будет вполне определе
но, если будут указаны  координаты его центра тяж ести 
(т. е. три действительных числа), направление некото
рой фиксированной оси, проходящ ей через центр 
тяж ести (два числа — два из трех направляю щ их коси
нусов) и, наконец, угол поворота вокруг этой оси. 
Таким образом , положение твердого тела в простран
стве определяется системой из шести действительных 
чисел.

П р и м е р  3. В случае, если район производит опре
деленные промышленные и сельскохозяйственные това-

(аиагЛ )
1 -

i r \

/

Рис. 5



рь<, Например, железнодорожны е вагоны, абтомашины, 
хлеб, молоко, спички и т. д., то для характеристики 
промышленного и сельскохозяйственного производства 
данного района требуется упорядоченная последова
тельность действительных чисел.

П р и м е р  4. Количество авиационного горючего р а з 
личных типов, используемых в стране, количество това
ров различной номенклатуры, находящ ихся на данном 
складе, такж е определяется с помощью упорядоченной 
системы чисел.

Эти примеры указы ваю т на целесообразность рас
смотрения совокупности всевозможных упорядоченных 
последовательностей из п  действительных чисел.

Упорядоченную систему из п  чисел (аи а2,
ai> —, ап)> т- е- конечную последовательность чисел, 
взятых в определенном порядке (в том порядке, в к а 
ком они написаны ), будем назы вать п-мерным вектором 
(а такж е вектором или точкой n -мерного простран
ства). Числа а./, где i — 1, 2, ..., п  назы ваю тся состав
ляю щ ими, клк'компонент ам и  /г-мерного вектора, а чис
ло п  — размерностью  вектора. Сам вектор (а ь  а2, ..., 
с/ , ..., а п )  обозначаю т полужирной строчной- буквой,
например, а = (аи а2, ..., а {......  а п ), а такж е прописными
буквами латинского алф авита: X, Y, Z, ..., Р, Q. С каля
ры (числа) будем обозначать греческими буквами
а, р, ..., %, ..., т.

В качестве примеров векторов укаж ем  следующие:
1. Векторы — отрезки, выходящ ие из начала коор

динат на плоскости или в трехмерном пространстве, 
будут при фиксированной системе координат соответ
ственно двухмерными, или трехмерными векторами.

2. П оложение ш ара радиуса, равного единице, в 
пространстве можно определить при помощи трехмер
ного вектора (а, Ь, с), где а, Ь, с — координаты центра 
шара.

3. Коэффициенты всякого линейного уравнения с п 
переменными составляю т д-мерный вектор.

4. Всякое решение Х\, х 2, ..., х п любой системы 
п  линейных уравнений с п переменными такж е можно 
рассматривать как  /г-мерный вектор.

5. Строку или столбец определителя я -ro порядка 
можно рассм атривать как n -мерный вектор.

5* 67



6 . Если дана .(т Х я )-м а т р й Ц а , то ее строки' будут 
я-мерными векторами (т. е. векторы-строки матрицы ), 
а столбцы — m -мерными векторами (векторы-столбцы 
матрицы).

7. М атрица ( т Х « )  может рассматриваться так же, 
как m n-мерный вектор; достаточно прочесть элементы 
матрицы подряд, строчку за строчкой; в частности, вся
кая квадратная матрица порядка п  может рассматри
ваться, как п2-мерный вектор, причем, очевидно, всякий 
п2-мерный вектор может быть получен этим путем из

свойства которых не меняются, независимо от конкрет
ного физического или геометрического смысла рассм ат
риваемых векторов. Такими операциями являю тся, в пер
вую очередь, сложение векторов и умножение векторов 
на числа.

2. Таким образом, в прямоугольной системе коорди
нат каж д ая  точка плоскости мож^т быть зад ан а  не 
только направленным отрезком (вектором а ) , но такж е 
и упорядоченной парой чисел (аи а2), такж е назы вае
мой вектором (рис. 6 ); каж д ая  точка в трехмерном 
пространстве — упорядоченной тройкой чисел (« 1 , 0 2 , а з)- 
Координаты этих точек называю т составляющими или 
компонентами вектора.

В двухмерном и трехмерном пространствах под р ав
ными векторами понимают такие, которые имеют 
одинаковую длину и одно и то ж е направление (рис. 7 ). 
Если векторы заданы  своими компонентами, то два 
вектора а  (а\, а2) и Ь =  (Ьи Ь2) равны, когда а х =  Ь\ 
и а2 =  Ь2; два вектора а =  (а ь аг, а3) и b = ( 6 b b2, Ь3) 
равны, когда а\ =  Ь\, а2 =  Ь2 и 0 3  =  6 3 .

Д в а  n -мерных вектора а =  (с ь  аг, ..., а {, ..., а л ) 
и b  =  (bu b2i b, , bn ) будут считаться равны м и

некоторой матрицы поряд
ка п. ,

рода этих объектов, а толь-< 
ко те математические опера
ции, которые можно произ
водить над векторами и

Таким образом, вектора
ми могут быть объекты р а з 
личной физической или м а
тематической природы, од
нако для  нас важ на не при-

Рис. 6
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тогда и только тогда, когда совпадаю т их компоненты, 
стоящие на одинаковых местах, т. е. когда а х =  Ьи 
аг= Ь 2, ..., «л =Ьп , вообщ е, если at =  bt при t = l ,  2 ,..., п.

Действие сложения векторов определяется по п р а
вилу параллелограм м а. П усть на плоскости даны век
торы х = ( * ь х 2) и y = ( t / i ,  t/г)- Суммой  этих векторов

• будет вектор х + у  (рис. 8 ); его алгебраическое вы ра
жение:

x +  y - f o  +  jh, *а +  {/а)-

Аналитически умнож ение вектора на число в обыч
ном пространстве означает получение вектора, компо
ненты которого получаю тся из компонент первоначаль
ного вектора умножением их на это число.

Вектор х =  (дг|, *2, *з) можно ум нож ать на любое 
вещественное число К. В этом случе Ах обозначает век
тор, координаты которого %Х\, Хх2, Кх3. Если вектор 
умножить на — 1 , то вектор меняет свое направление 
на обратное.

В геометрии двухмерного и трехмерного простран
ства вводят понятие скалярного произведения двух век
торов. С калярны м произведением  векторов а и b назы 
ваемся число, равное произведению их длин, умножен
ному на косинус угла Между ними:

(ab) =  | а || b | cos (ab)

В прямоугольной системе координат, в которой 
а = ( а ь й2, а3) и Ь = ( й ь Ьг, Ь3), скалярное произведение 
векторов будет
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(ab) =  афх +  aj>2 +  a3b3;

в частности, (aa) =  a2 +  a 2 +  a 2. 1

Д лина вектора а равна У а \  -f- a |  +  аз, или V (аа)- 
Если (а Ь )= 0 , то будем говорить, что а  и b ортого
нальны.

Введем теперь операции сложения n -мерных векто
ров и умножения n -мерного вектора на число.

Суммой а + b  д вух  n -мерных векторов а =  (аь а2.......
ап ) и Ь = ( & ь b2....... Ьп ) будем называть п-мерный век
тор a + b = ( a i + 6 i, a2-\-b2, ..., ап -\-Ьп ), компоненты кото
рого представляют собой суммы соответствующих ком
понент слагаемы х векторов.

•Исходя из определения сложения, нельзя говорить о 
сумме векторов различной размерности. Если речь 
будет идти о сумме векторов без указания их разм ер
ности, то само собой будет подразумеваться, что р а з 
мерность векторов одинакова.

Сложение векторов подчиняется коммутативному и 
ассоциативному законам  сложения, т. е.

a  -j- b =  b +  а; (а +  Ь) +  с =  a  -f- (b - f  с).

Разность двух векторов можно представить следую 
щим образом

а — b =  (fli b±, Oj — b2, . . . , an 6Л).

Разность a — а двух одинаковых векторов равна век
тору (0 , 0 , ..., 0 ), у которого все компоненты равны
нулю. Вектор (0, 0 ....... 0) обычно обозначается через 0
и назы вается нулевы м  вектором.

Разность 0— а обозначается через — а и назы вается 
вектором, противоположным вектору а, т. е. вектор 
—а =  (— а и — а2, ..., — ап ).

Произведением вектора а =  (аъ а2, . . .  ,а„) на число X 
называется вектор Ха =  аХ =  (Ха1( Ха2, . . . ,  Ха„), компо
ненты которого равны произведению на X соответствующих 
компонентов вектора а.

Умножение вектора на число подчиняется:
дистрибутивным законам X (а +  Ь) =  Ха +  ХЬ; (Хх +  

+  Xjj) а  =■ Хха  Ц- Х2а для любых чисел и Ха и любых 
n-мерных векторов а и Ь;
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коммутативному закону Ха =  аХ для- любого числа X и 
вектора а.

Отметим еще следующие свойства:
а) Хх (Х2а) =  (ХхХ2) а;
б) X (а — Ь) =  Ха — ХЬ,

(Хх — Хд) а  =  Хха — Х2а;
в) 1 -а =  а, 0 -а =  О,

(— 1 ) а =  — а, X • 0  =  0 ;
г) если Ха =  0, а  Ф 0, то X =  0.
Обобщим понятие скалярного произведения двух 

векторов на n -мерное пространство. Скалярны м произ
ведением д вух  векторов
а  =  (а1( й2, , . . ,  ап) и b =  (Ьъ Ь2, . . .  ,Ьп) называется выра- 
окение

(ab) =  anbn, ( 1 )

Д л я  скалярного произведения имеют, место следую
щие свойства:

(аЪ) =  (Ьа)

(Ха) b =  X (ab)

П олагйя в формуле (1) Ь =  а, найдем:

(аа) = ^ 2  +  а» +  . . .  +  а 2 (2 )

Так как av  а2......... ап по условию — числа действитель
ные, то выражение (2 ) не может быть отрицательным.

П оложительное значение корня квадратного из это
го вы раж ения будет длиной вектора а:

V (аа) =  У а\  +  а\ +  . . .  - f  а \ ’>

таким образом:

(аа) =  а 2

Если ( a b )= 0 ,  то по аналогии с трехмерным прост
ранством будем говорить,, что а  и b ортогональны.

3. Итак, два вектора определяют плоскость, или 
двухмерное пространство; три вектора определяю т трех
мерное пространство. Мы знаем такж е определение 
я-мерного вектора и операции над' я-мерными вектора
ми, в частности сложение векторов и умножение вектора 
на число. Теперь дадим понятие линейного векторного
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пространства: п-мерным векторным пространством н а 
зывается лю бая совокупность всех n -мёрных векторов, 
для которых введены понятия сложения векторов и 
умножения вектора на число.

Пусть alt а а, . . . ,  а„ — совокупность векторов в простран
стве R k. Тогда вектор Х ^  +  Х ^  называется
линейной комбинацией векторов.

Пусть векторы а  и b — две линейные комбинации:

а  =  а1 а 1  +  ’“аЗа +  • • • +  a*a*i 

b  =  pxa x 4 - Ра8 » +  • • • +  Р*а *-
Тогда

а  +  Ь =  (<*1 4~ Pi) a i  +  (“а +  Ра) а 2 +  • • • +  (ak +  Pft) a ft
и

Ха =  (Xotj) ах 4" (̂ аа) аа • • • ~Ь ( а̂*)а*

есть также линейные комбинации векторов а1( аа, . . . ,  а*.
Таким образом, на векторное пространство перено

сятся основные свойства векторов двухмерного и трех
мерного пространства.

§ 11. Линейная независимость векторов

1. Д л я  линейных уравнений, векторов в трехмерном 
пространстве и на плоскости, для n -мерного векторного 
пространства и т. д. важную  роль играет понятие 
линейной независимости.

При решении систем уравнений часто приходится 
либо умнож ать обе части уравнения на один и тот ж е 
множитель, либо почленно склады вать уравнения, либо 
последовательно выполнять обе эти операции. Будем 
назы вать линейной ком бинацией уравнений  всякое урав
нение, которое можно получить из данных уравнений 
умножением обеих частей каж дого из них на некото
рый множитель и последующим почленным слож е
нием их.

Совокупность векторов а ь  аг, ..., а„ (при п >  2) 
называется линейно зависим ой , если хотя бы один из 
этих векторов является линейной комбинацией осталь
ных векторов этой совокупности. В частности, на пло-, 
скости любые три вектора линейно зависимы, так  как
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один из них можно записать как  линейную комбинацию 
двух других (рис. 9 ). Если ж е , ни один из векторов 
>i, аг, а» не является линейной комбинацией осталь
ных, то эти векторы назы ваю т
ся линейно независимыми.

Д л я  линейной независимости 
векторов a lf а 2, . . . ,  а„ необходи
мо и достаточно, чтобы соотно
шение Х ^ + Х ^ Н -  • • • +  Х„а„ =  О 
выполнялось только при Х1 =Х а=
=  . . .= Х в= 0 .  И наоборот, сово
купность векторов a lt а2, . . . ,  а„ 
линейно зависима тогда и толь
ко тогда, когда существуют 
такие числа Xlt Ха, . . . ,  Х„ не все 
равные нулю, 4 fo  имеет место 
равенство

•̂ia i '̂2а 2 • • • 4" Хпап т= 0 .

П р  и м е р  1. Система векторов at =  (5, 2, 1), аа =
(— 1, 3, .3), а3 =  (9, 7, 5) и а4 =  (3, 8 , 7) линейно зави

сима, так как векторы связаны соотношением

4ах — а , — За3 +  2а4 =  0, причем Хх =  4, Ха =  — 1,

X, =  — 3, Х4 =  2.

В этом соотношении все коэффициенты отличны от 
нуля. М еж ду векторами существуют, однако, и другие 
линейные зависимости, в которых некоторые из коэф 
фициентов равны нулю, например,

2 ах +  а а — а3 — 0 ; Заа +  а8 — 2 а4 =  0 .

П р и м е р  2. Векторы а ! = ( 2 ,  1, 0 ), а 2=  (0, 1, 1) 
и а3=  (4, 5, 3) линейно зависимы, так  как 2ai~\-3a2— 
— а 3 = 0 .

В самом деле,

2 (2 , 1, 0) +  3 (0 , 1, 1) — (4, 5, 3) =  (4, 2, 0) +

+  (0, 3, 3) +  ( - 4 ,  - 5 ,  - 3 ) > =  ( 4 - 4 , 2  +  3 -  5 , 3 - 3 )  =  

=  (0, 0, 0) =  0,
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П р и м е р  3. Векторы b i =  ( 1 , 0 , 0 ) , b2=  (0 ,12 , 0) и 
Ь з= (0 , 0, 72) линейно независимы.

Действительно,

Xjbi +  Xab 2 +  Х3Ь3 == О,

XiO, 0, 0) +  Х2Г(0, 12, 0) +  Х3 (0, О, 72) =  (Х1, 12Ха, 72Х3).

Вектор (Я], 12Яг, 72>.г) будет нулевым только в том 
случае, если Ai =  A,2 =X 3 =  0 .

П р и м е р. 4. Пусть a i =  (2, 4, 1, — 1), а 2=  (—2, 0, 3, 0), 
а 3= ( 4 ,  1, 2, 0) — три четырехмерных вектора.

Вектор b =  2ai— а 3+ З а 3 является линейной комбина
цией вектора а ь а 2, а3.

Найдем составляю щ ие (компоненты) вектора Ь:

Ь =  2 (2 , 4, 1, — 1) — (— 2, 0, 3. 0) +  3(4 , 1, 2, 0) =

=  (4, 8 , 2 - 2 ) ; +  (2, 0 , - 3 , ;0) +  (12, 3, 6 , 0 )=  (18, 1 1 , 5 , -  2)

П р и м е р  5. Н айдем все значения A,i, Ая, Аз, при 
которых выполняется равенство

^1 а 1  +  ^2а 2 +  ^заз — 0  ( 1 )
где

а , =  (2 , 1 , 0 ), а2 =  (0 , - 2 , 1 ), а3 =  ( 1 , 2 , - 1 ).

Подставив в  равенство (1) компоненты векторов, 
получим

Xiai +  XjB2 +  Х3а 3 =  Хх (2 ,1 ,0 ) +  Ха (0, — 2, 1) +

+  (1 > 2, — 1) =  (2 Xlf XL, 0) +  (0, — 2 Х2, Xg) +

+  (̂ з> 2Х3, — Х3) =  (2Хх +  Х3, Хх — 2Х2 +  2Х3, Х2 — Х3).

По определению два вектора равны, если равны их 
составляющие, стоящие на одинаковых местах, т. е. из 
векторного равенства

• (2Хх +  Х3, XL -  2Х2 + ь2Х2, Х2 -  Х3) =  (0 ,0 ,0 ) 

следует, что

2Хх +  Х3 =  О 

Хх — 2Х2 +  2Х3 =  О

Ха - Х 3 =  0. (2)
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Очевидно, что система уравнений (2) имеет нулевое 
решение:

Хх =  0; Х2 =  0; Х3 =  0.

Число уравнений системы (2) равно числу перемен
ных, а определитель

2  0  1  

1 — 2  2 = 1 .

О 1 - 1

Следовательно, система (2) имеет единственное ре
шение:

Хх =  0 ; Х2 =  0 ; Xg-=  0 .

И так, линейная комбинация векторов aj, аг, а 3 р ав 
на нулевому вектору только тогда, если i i = 0 , Х г= 0 , 
Я3 = 0 .

П р и м е р  6 . П оказать, что существуют числа Яь 
%2, Я3 не все равны е нулю, такие, что

Х]ах -f- Xgaa -f- -̂3^3 =

где

а 1  =  ( 1 , 2 ,;0 ), а 2 =  (2 , 1 ,3 ), а 3 =  ( 0 , 3 - 3 ) .  

Решение.

2 ах — а 2 -  а 3 =  2  ( 1 , 2 , 0 ) -  (2 , 1  /3 ) -  (0 ,3  -  3) =

=  (2 ,4 ,0 )  +  ( - 2 ,  -  1, - 3 )  +  ( 0 , - 3 , 3 )  =  (0 ,0 , 0).

Таким образом, существуют числа, не равные нулю,

Хх =  2, Х2 =  — 1, Х3 =  — 1,

такие, что линейная комбинация

Xiax -f- Xja2 -|- X3ag =  0 , 

где 0  — нулевой вектор.
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Рассмотренные примеры показываю т, что для неко
торых векторов равенство

Xjiii -(- Xja, -j- Х3Я3 +  • • • Ч" Хва ,  =  •  (3)
выполняется только тогда, когда

Х̂  ——■ Xg — . .  # — Хд ■— о

и существуют такие векторы, что равенство (3) выпол
няется для них не только при

Хх =  Ха =  Ха] =» . . .  =  Хл =^0.

2. Д л я  векторов в обычном трехмерном пространстве 
понятия линейной зависимости и независимости имеют 
простой геометрический смысл.

Пусть имеются два линейно зависимых вектора а.\ и 
аг; один из векторов является линейной комбинацией

второго, т. е. просто отличается от него численным мно- 
-жителем. Геометрически это означает, что оба вектора 
находятся на общей прямой; они могут иметь одинако
вое или противоположное направление. Н а рис. 10 изо
бражены векторы Ь, с и d, каж ды й из которых вы ра
ж ается как произведение чисел Xi, Я2 и Хз на вектор а:

b г== Xja, с — Хаа, d == Х̂ а*
Д ва вектора называю тся коллинеарны м и, если они 

леж ат на одной прямой или на параллельны х прямых.
Если ж е два вектора расположены под углом друг 

к другу, как например а  и b (рис. 1 1 ); то в этом случае 
нельзя получить один из них умножением другого на 
число. Такие векторы будут линейно независимы. С ле
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довательно, линейная независимость двух векторов а  
и b означает, что эти векторы не могут быть уложены 
ва одну прямую; их направления существенно различ
ны. Л ю бой третий вектор на плоскости можно предста
вить лиш ь как  линейную комбинацию этих векторов.

Н а плоскости двум линейно независимым векторам

а = ( а п> а я )  и Ь = ( а 12, а 22) соответствует определитель' 0l1 ° ia
flai flga

не равный нулю. Абсолютное значение этого определителя 
равно площади параллелограмма, построенного на векторах 
а и Ь.

Рассмотрим  теперь, что означает линейная зависи
мость и независимость трех векторов. Допустим, что 
векторы ai, а2 и а3 линейно зависимы-и положим, для 
определенности, что вектор а3 является линейной ком
бинацией векторов ai и а2, т. е. а3 расположен в плос
кости, содерж ащ ей векторы ai и а2.

Т аким  образом , векторы ai, а2, а 3 находятся в одной 
плоскости.

И  наоборот, если векторы а ь а 2, а3 леж ат в одной 
плоскости, то они линейно зависимы.

Д ействительно, если векторы ai и а2 не л еж ат  на 
одной прямой, то а 3 можно разлож ить по aj и а2, т. е. 
представить а3 в виде линейной комбинации векто
ров a i и а2. Если ж е векторы ai и а 2 леж ат на одной 
прямой, то_они линейно зависимы.

И так , линейная зависимость трех векторов равно
сильна тому, что они леж ат в одной плоскости или па
раллельны  некоторой плоскости. Векторы ai, а2, а3 ли
нейно независимы в том и только в том случае, если 
они не л еж ат  на одной плоскости.

В трехмерном пространстве три линейно независимых 
вектора а  =  (Оц, «2 1» ^  =  ( îa* ^ 22» ^ 82) и с — (fly, «gs* fljg),
образуют параллелепипед (рис. 12). В этом случае абсо

лютная величина определителя] а аlt а а2, aw отлична от

°8i> °sa> °8» 
нуля и равна объему параллелепипеда.

Если в трехмерном пространстве заданы  три векто»
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ра, выходящ ие из начала координат и не леж ащ ие на 
одной плоскости, то любой четвертый вектор этого про
странства вы раж ается как линейная комбинация дан 

ных векторов. Четыре вектора в 
трехмерном пространстве всегда ли
нейно зависимы. Действительно, ес
ли векторы а ь а2, а3 линейно зависи
мы, то при любом а 4 векторы a lt 
а2, а3, а4 тоже линейно зависимы. 
Если же а ь а2, а 3 линейно незави
симы, то они не л еж ат  в одной 
плоскости, и любой вектор можно 
разложить по аь  а2, аз, т. е. пред

ставить в виде их линейной комбинации.
Проведенные рассуждения можно обобщить следу

ющим образом:
В я-м'ерном пространстве векторы

®ii .............а„
линейно зависимы в том и только в том случае, если 
они леж ат в пространстве с размерностью *, меньшей п.

Отметим, что если часть векторов линейно зависима, 
то вся совокупность векторов такж е линейно зависима.

Теорема. Е сли  векторы аь  а2,..., а , являются ли ней 
ными ком бинациям и векторов Ьь Ь2, ..., ЬА и l> k ,  то век 
торы а ь а2, . ., а, линейно зависимы.

Д л я  k  = \ -теорема очевидна. Д л я  k > \  теорема до
казы вается методом математической индукции.

3. Векторы, направленные по координатным осям и 
имеющие длины; равные единице, назы ваю тся единич
ными векторами или ортами. Условимся обозначать 
единичный вектор через е ,  ( i = l ,  2 ...., п ).

В n -мерном пространстве единичные векторы можно 
представить следующим образом:

ех =  ( 1 , 0 , 0 , . . .  , 0 )

еа =  (0 , 1 , 0 , . . .  , 0 )
(4)

ел =  (0 ,0 ,0 , . . .  , 1)

* Размерностью векторного пространства называется число эле
ментов в максимальной линейно независимой системе векторов это
го пространства.
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Приведем теперь без доказательства следующую 
теорему.

Теорема. В сякий п-\-1 вектор п-мерного пространст
ва составляет линейно зависим ую  систему.

Если вектор Ь является комбинацией векторов

а1( аг, . . .  , ат , (5)

то часто говорят, что b линейно вы раж ается через си 
стему (5). Понятно, что если вектор b линейно вы раж ает
ся через часть этой системы, то он будет линейно вы ра
ж аться и через систему (5), для чего достаточно осталь
ные векторы системы взять с коэффициентами, равны 
ми нулю. О бобщ ая -эту терминологию, говорят, что си
стема векторов bi, b2,..., Ьв линейно вы раж ается через 
систему (5), если всякий вектор b i , г =  1, 2,..., п  являет
ся линейной комбинацией векторов системы (5).

Д ве системы векторов называю тся эквивалентными, 
если каж д ая  из них линейно вы раж ается через другую.

Зам етим  далее, что, если две системы векторов экви
валентны и если некоторый вектор линейно вы раж ается 
через одну из этих систем, то он будет линейно вы ра
ж аться и через другую.

Н ельзя утверж дать, что если одна нз двух эквива
лентных меж ду собой систем векторов линейно незави
сима, то этим ж е свойством обладает и другая система.

Приведем (без доказательства) следующую теорему.
Теорема. Е сли  в п-мерном векторном пространстве 

даны две системы векторов:
ах, а2, . . .  , ат

bj, Ьз» . . .  , Ьп,

из которых первая линейно независим а и линейно вы ра
жается через вторую, то число векторов в первой систе
ме не больш е, чем во второй, т. е. т<Сп.

И з этой теоремы вытекает следующий результат: 
всякие две эквивалентные линейно независимые системы 
векторов содерж ат равное число векторов.

Следствием этого результата будет такое утверж де
ние: если в данной линейно зависимой системе векторов 
взяты две максимальные линейно независимые подси
стемы, т. е. такие подсистемы, к которым нельзя при
соединить ни одного вектора данной системы, не нару
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ш ая линейной независимости, то эти подсистемы содер
ж ат  равное число вектрров.

4. П ользуясь матрицами, выясним, будет ли данная 
система векторов линейно зависимой или нет.

Теорема. М аксим альное число линейно  независимых  
строк всякой- матрицы равно максим альном у числу ее 
линейно независимы х столбцов, т. е. равно рангу мат
рицы.

Д л я  доказательства сделаем строки матрицы ее 
столбцами, сохраняя их нумерацию. П ри этом макси
мальный порядок отличных от нуля, миноров матрицы 
не мож ет измениться, так как зам ена строк столбца
ми не меняет определителя, а д ля  всякого минора ис
ходной матрицы минор, полученный из него этой зам е
ной, содержится в новой матрице (обратное утверж де
ние такж е верно). Отсюда следует, что ранг новой м ат
рицы равен рангу исходной матрицы, он равен, вместе 
с тем, максимальному числу линейно независимых 
столбцов исходной матрицы, т. е. максимальному числу 
линейно независимых строк исходной матрицы.

§ 12. Базис векторного пространства
1. В трехмерном пространстве любые три вектора 

а ь  аг, а3, не леж ащ ие в одной плоскости (т. е. линейно 
независимые), образую т базис этого пространства. Это 
означает, что любой вектор пространства мож ет быть 
разлож ен  по векторам aj, аг, а3, т. е. представлен в виде 
их линейной комбинации. В трехмерном пространстве 
существует сколько угодно троек линейно независимых 
векторов, но любые четыре вектора уж е линейно зави 
симы.

П ространство всех я-членных столбцов /г-мерно в 
смысле данного определения. Действительно, в таком 
пространстве сущ ествует п  линейно независимых векто
ров, например,, векторы

1 0 0
0 1 0
• . е2 = •

е" —у • • • » С — •
1

• 0 1
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но всякии вектор этого пространства является их

линейной комбинацией, именно +  а9е2 +  . . .  4 - опеп. 
Следовательно, в силу теоремы.о линейной зависимости, 
линейных комбинаций любые векторы с числом, большим п, 
линейно зависимы.

2. Введем теперь понятие базиса для  n -мерного про
странства. Базисом  назы вается такая  совокупность ли
нейно независимых векторов пространства, при которой 
любой вектор пространства является линейной комбина
цией векторов этой совокупности. Так, в пространстве 
столбцов базисом является, например, совокупность 
векторов ( 1 ).

В п-мерном линейном пространстве лю бая совокуп
ность из п  линейно независимых векторов образует б а
зис пространства. Действительно, пусть

®1 » • • • * £/*

линейно независимые векторы п-мер»ого линейного 
пространства и А какой-либо вектор пространства. Тог
да векторы

А, ех, . . .  , On

линейно зависимы (ибо их число больш е п ),  т. е. най
дутся числа Яь Л2, ..., Я„, Я не равные нулю одновремен
но, такие, что

ХА +  +  . . .  +  Х„ ея =  0.

При этом X Ф  0, ибо, если бы X =  0, векторы
е„, были бы линейно зависимы. Следовательно,

А =  — Xi

т .  е. любой вектор пространства есть линейная комбина
ция векторов ej, еа, . . .  , е„.
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Лю бой базис n -мерного линейного пространства со
стоит ровню из п  векторов. Действительно, векторы ба
зиса линейно независимы, и потому число их не может 
быть больше п.

3. Введем теперь понятие компоненты вектора относи
тельно данного базиса

® 1 1 ®2» • • • > ®л* /
К ак уж е было сказано выше, любой вектор А явл я

ется линейной комбинацией векторов базиса. Такое 
представление единственно. Действительно, пусть век
тор А вы раж ается через базис е ь е2,..., е„ двумя спо
собами:

А =  -}- а 2е а +  • • • +  ап£п
и

А =  +  агеа +  . . .  +  Япвп.

Тогда (<*! — aj) ех +  (а2 — а$  еа +  . . .  +  (ап —  ап) е„ =  О 
откуда, в силу линейной независимости векторов 
e i, е2, . . .  , ел, следует, что

=  Сь • • • » On =  On

Коэффициенты Я], аг, ..., а л в разлож ении произволь
ного вектора А по вектЬрам базиса назы ваю тся ком
понентами вектора А в этом базисе. Таким образом ,'лю 
бому вектору, если только выбран базис пространства, 
сопоставляется строка (столбец) из его компонент и 
обратно: лю бая строка (столбец) из п  чисел может рас
сматриваться как совокупность компонент некоторого 
вектора.

Д ействиям сложения векторов и умножения вектора 
на число соответствуют одноименные действия над стро
ками (столбцами) их компонент. Поэтому любое /г-мер- 
ное линейное пространство, независимо от природы его 
элементов, по отношению к этим действиям ничем не 
отличается от пространства строк (столбцов).

4. Рассмотрим соотношение компонент векторов двух 
различных базисов. П усть вектор

А =  (ях, о2, . . .  , ап) 

задан в базисе е^  е2, . . .  , ея, т. е.

А =  djCx +  Ogeg +  . . .  +  а .е ,  (2)
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Пусть теперь совокупность векторов еи е2, . . .  , обра
зует другой базис и в этом базисе вектор А имеет компо
ненты аи а2, . . .  , а„.

Положим, что векторы двух базисов связаны следую
щими соотношениями:

ег =  Xu ei -(- Х12е2 +  . . .  +  Х1Л е„

е 2 =  ^21е1 +  2̂2в2 +  . . . +  Хапвя
................................................  (3)

еп =  ХП1 в] +  Х„ 2 е2 +  • • . +  Хддв/j.

Найдем соотношение компонент векторов первого и-
второго базисов. Подставим в (2) значения ei, е2..... е„
из (3) и, сделав соответствующие преобразования, по
лучим

А =  ах в] +  а 2 е2 +  . . .  +  ял ел,

откуда

a i =  ^na i +  ^2i°a +  • • • +  ХЛ1а„

°2 =  )'12а1 "Ь 2̂2Я2 "(“ •■• 4“ Л̂2ап

=  Х^о^ + 1 ^ 2  +  • • • +  Х„яал 

или в матричной записи

а[ 1̂1 • • • Хщ а1

02 1̂3 2̂2 • • • Х/12 а2

• =*
• • • . .

а'п •̂1/1 Х2Я • • . ХЛЛ ап

Таким образом, если базисы

®it ®ii • • • • ®в и еь в2, . . .  р ®я
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СвяЗаны равенством

ех е! 'Чг • • • л1л

е 2 е2 ^21 ^22 • • • ^2П

.

=  L , где L  = .

е„ ^Л1  ^л2 • • • }'пп

то
(Ol> ®2 > • • • ®л) ® (flit &2> • • • » Ол)

являются соответственно компонентами одного и того ж е 
вектора в данных базисах и

Щ a i

а2 а ,

• II

•

а*. ап

где L T — матрица, транспонированная к матрице L.
5. Д ля  тождественных преобразований систем ли

нейных уравнений и, значит, реш ения.-задач линейного 
программирования необходимо уметь переходить от од- 
го базиса к другому.

Пусть векторы А ь А2..... A j к т образую т базис
пространства R m . В силу линейной независимости лю 
бой вектор А этого пространства можно представить в 
виде линейной комбинации векторов А/ (/ =  1, 2,..., т ). 
Все базисы векторного пространства имеют одно и то 
ж е число векторов.

Возьмем какой-либо вектор В, не принадлеж ащ ий 
базису

А1( Аа, . . .  , Ay, . . .  , Am.

При В ^ О  в линейной комбинации

В =  Х2Ах - f  М а  +  • • • . +  +  . . .  +  ^mAm
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найдется хотя бы одно число X Ф  0. Допустим, что Ф  0, 
тогда

А — 1 к  д  __  —  I s l . аT  D А 1  ■ ■ • т'lj \j \j

Заменим в данном базисе вектор А} на вектор В. Со
вокупность векторов •

Ах, Аа , . . .  , В, . . .  , АЛ

снова будет базисом, так как вектор В нельзя предста
вить в виде линейной комбинации оставш ихся векторов. 
Таким образом, совокупность векторов Ai, А2, „., В, ..., к т 
является линейне независимой и образует другой базис.

Пусть в m -мерном пространстве дано п + 1  векторов 
А0, А], А2,..., A j  Ая , имеющих в базисе В1( В2,..., Ви 
следующие разлож ения:

А0 — «ю +  а 20 В2 -f- 

Ах =  Яц Вх -f- а 21 В2 -J- 

А2 я Х2 Вх -f- й122 В2 -(-

Aj  — ох j  Bx -)- а 2/- В2

Ал =  «in +  Огл В2 +

• • +  ° то 

•• + а /п1 ®т

•• +  ат2Вт

(4)
• • +  « т /mj

• ■ +  amrfim

И з компонент разложения (4) составим матрицу

«10 « и  • • • « i y  ■ ■ aln

«20 «21 .  d y « а л

«,о « а ■ a tJ  ■ .  ain

*
о « m l ■ a mj • amn

(5)

П редположим что векторы Ьь Ьг,..., Ьт образую т но
вый базис в пространстве R m . Пусть эти векторы имеют 
в базисе Вь В2,..., В т  следующие разлож ения:
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bi — бцВх -{- 6a iBa +  . . .  +  bml ъ т 

ba =  b12 Bx +  6 aa Ba +  . . .  +  bm2 Bm

— bXm Bi +  ЬЫЪ2 +  ■. • +  bmm Bm

В силу линейной независимости векторов b b b2,..., b m, 
образую щ их по предположению базис, определитель

* 1 1 b\i • • • 1*1 т

D  =
Ьц ^22 • 1 

•
/•° 

■

• * ^тт
Перейдем от базиса Bj, . . .  ,. Bm к базису Ьх, Ь2, . . .  ,Ът.

Векторы А 0, Alt А а, . . .  , А „  будут иметь в базисе Ь1( Ьа..........

' Ът компоненты разложения, не все равные компонентам в ' 
базисе Blt В2...........Вт :

А0 =  fliobi +  a 2oba +  . . .  +  ото Ът

A j  =  a,i]br +  &2j b2 +  . . .  +  От/ Ът

А „  =  Ctjnbi -j- $2nba “Ь  • • •  “Ь  атпЬт-
Матрица Этого разложения

О\0 а'п • . а[, . . . ain

<hо а21 • .  a2/ • < 4

а'го ai j . • Q-U

:

Я/nO а'т\ • . ■ Clmi ■• • &mn

Зн ая  матрицу (5) и определитель (6 ) , можно найти 
элементы матрицы (7) по формулам
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'  Dg* . . _ Ог» . . я ' Аяа
»20 jp t • • • » — ^  » * • * » “wzC ж  ^

a -B ± La M — Д

где, например,

iD|/ _ < О/пл
Я// =  ■0 —» • • • > °гал 1=1 2)

*11 • • • а10 • • • Ь\т

о

II

^21 . . .  &2,/— 1 Яго • • b2m

• ьт 1 • • • 6/П,г—1 Ят о bm ,i+ 1. '• • • Ьпт

D „ «

Ьц  • • • &U_i Oiy bi,t+i • • • b\m

btl • • &2 ./ - 1 «V *2,/+l • • 2̂/71

ml • • • bm<i—i ° w bm,i-\-1

Базисное обозначение данных определителей будет сле
дующее:

Dn  =  (bi, Ьа> • > Ь/—1, А», . . . .  , Ьга),

D y  =  (blt b a, . . .  , Ъ/—i ,  Ay, b/^-i, . . .  , b m).

УПРАЖНЕНИЯ

I. Найти скалярное произведение, длину векторов и угол меж
ду векторами а =  (1, 0, 0, — 1) и b =  (2, 7, — 1, 3).

Отв. (а • Ь) =  — 1; ab =  arccos
3 / 1 4к ) -

2. Показать, что векторы a i= (2 , 4, — 1, 3), а2=  (0, 1, 2, 3), 
а з = (— 1, 0, 1, 1) линейно независимы.

3. Написать три линейно зависимых четырехмерных вектора так. 
чтобы два из них были независимыми.

4. Показать, что система векторов

* i= (5 , 2, 1), аа — (— 1, 3 , 3), as «=(9, 7, 5), а4 =  (3, 8 , 7)

линейно зависима.
5. Пусть даны две системы векторов:

в! =  ((3,'1, 4); еа =  (5, 2 , 3); е3 =  (1, 1, - 6 )
в

• , - ( 1 .  2 . 1): e j — (2, 3 , 3): ^ - ( 3 ,  7. 1),
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Показать, что каждая из этих систем' является базисом. Выра
зить разложение вектора одной 'системы через векторы другой.

6. Пусть дан базис, состоящий из векторов •

1 1 2

0 А* = 1. А3 — 1

1 1 1

Найти матрицу, обратную матрице, составленной из векторов 
этого базиса и определить разложение по базису вектора

А« ’

1 1 2 0 — 1 1

Отв. Если А=» 0 1 1 , то А—1 = — 1 1 1

1 1 1 1 0 — 1

А| *  Aj -ф" 6Ag — ЗА3

ВОПРОСЫ Д Л Я  САМОПРОВЕРКИ

1. Какими двумя способами задается точка на плоскости?
2. Как построить вектор?
3. Что называется суммой векторов и умножением вектора .на  

число?
4. Что называется л-мерным вектором?
5. Приведите примеры векторов.
6. Назовите свойства сложения векторов и умножения вектора на 

число.
7. Что называется скалярным произведением векторов? Длиной 

вектора?
8. Что называется линейным векторным пространством?
9., Какие векторы называются линейно независимыми?

10. Как определить максимальное число линейно независимых векто
ров в системе векторов?

11. Что такое единичный вектор (орт)? Его обозначение?
12. Что называется линейной комбинацией?
13. Что называется базисом векторного пространства?
14. Как осуществляется переход от одного базиса к другому?



Г л а в а  V
СИСТЕМЫ ЛИ Н ЕЙ Н Ы Х  УРАВНЕНИИ

§ 13. Системы п  линейных уравнений 
с п  переменными
Правило Крамера

1. Простейшей системой линейных уравнений яв 
ляется, как  известно, система линейных уравнений, со
стоящ ая из двух уравнений с двумя переменными. Она 
может быть записана в виде

(1)

Способы решения (подстановки и уравнивания коэф
фициентов) такой системы известны из курса элем ентар
ной алгебры (см. такж е стр. 17— 18).

С помощью определителей второго порядка значения 
переменных Х\ и х 2, если они существуют, можно вы ра
зить так:

х, =

bi а12 
Ь% @22 х» =

0ц  Ьг 
a 21 Ьъ

° U  °12 

а 21 °22

al l  a 12 
Oil a22

В любой из систем двух линейных уравнений j  дву
мя переменными встречается один из следующих трех 
случаев:

1) Если определитель системы (1) отличен от нуля, 
то система определенная  и имеет единственное решение-
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2) Если определитель системы равен кулю, а

by ап
Ф  0 или | й п  ^

ba ап I ® 2 1  Ь3

то система является противоречивой или несовместной. 
3) Если определитель системы равеи  нулю и

. Ь! « 12 =  0 , и ° i i К
Ь% 0̂ 22 « 2 1 ьй

то система является неопределенной.
Системы определенные и неопределенные (случаи 

первый и третий) носят такж е общее название совмест
ны х  систем.

'г. I f  "г

f t  г £ »
М  /

у Г  0 

/

/  - Г ^  0

)

Д адим  геометрическое истолкование указанны х ре
зультатов.' Решением системы линейных уравнений (1) 
являю тся декартовы  координаты точки пересечения пря
мых, являю щ ихся изображениями этих уравнений 
(рис. 13а). Случаи 2) и 3) иллю стрирую тся соответст
венно рисунками 13 6  и 13 в.
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2. Решение системы:

an x i  +  a i2^a +  Qiaxs ^  ^ 1  

®ai^i Н- ®аа̂ а “Ь ®аз^з = (2)
®3i^i "Ь ®за^а Н- ^зз^з — ^з

будет следующее:
Ьх я12 а13

bt Од* 2̂3 
fcg Оза азз

D

D

где D  — определитель системы (2), отличный от нуля.
Рассмотренные выше для системы двух уравнений с 

двумя переменными три случая (определенность, проти
воречивость и неопределенность системы) распростра
няются и на систему трех линейных уравнений с тремя 
переменными.

Напомним некоторые понятия, относящ иеся к реш е
нию системы. Если некоторая совокупность значений пе
ременных, входящих в данную систему, удовлетворяет 
каждому «з уравнений этой системы, то эти значения 
образую т решение данной системы уравнений. Эта со
вокупность значений (т. е. реш ение), будучи подставле
на вместо переменных в уравнения системы, обращ ает 
каж дое из них в числовое равенство или тождество 
(если уравнения содерж ат параметры )

В совокупность' значений переменных, даю щ ую  ре
шение системы, входит столько чисел ч (вы раж ений), 
сколько имеется переменных ( п > 2). О днако так ая  со
вокупность принимается за  одно решение. Эту совокуп
ность назы ваю т такж е вектором решений.

П р и м е р .  Система трех линейных) уравнений:

3*! +  2 *а +  * 3 =  8  

А*1 — Зл'а — лг3 1— 1  

2дсг +  13*а+  Ьхя — 13
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имеет одну совокупность чисел Xi = 2, х 2— — 1, *3= 4  [или 
вектор решений ^ = ( 2 ,  — 1, 4)], являю щ ихся одним ре
шением данной системы и другую совокупность чисел 
x'i=3, *2=3, Хз= —7 [или вектор решений х =  (3, 3, —7)], 
такж е являю щ ихся решением данной системы.

Решение в общем виде обозначаю т теми ж е буквами, 
что и переменные, но с черточкой наверху. Так, если пе
ременные системы были обозначены через

*^1» • • • » TO * 2>  • • • »

означаю т одно определенное решение системы.
Д ве системы называю тся эквивалентными  (или р а в

носильны м и), если любое решение первой системы яв 
ляется такж е решением второй системы, и обратно: вся
кое решение второй системы будет такж е решением 
первой системы.

3. Рассм атривая систему четырех линейных уравне
ний с четырьмя переменными, легко убедиться в том, 
что прежними методами решить ее гораздо сложнее. 
Систему п  линейных уравнений с п  переменными будем 
записы вать следующим образом:

а 11х 1 +  a i2*2 ~Ь • • • '+  a i j x j  +  • • • +  а 1пХп ~  Ьг

a t l Xl  "i" a 22*2*~H- • • +  а у Х]'~\~ • +  а 2пх п — ^2

• +  a inx n =  bl
(3)

, an x i  +  flna*2 +  • • • +  a n jx j  +  • • • +  a nnx n —  Ьn ‘

Эту систему можно представить такж е кратко:

&[1Х 1 +  Я/г*2 +  • • • +  at j x j  +  • • • +  a inx n — b i,

где 1  <  i п и 1  <  /  <  л  показывают, что система состоит 
из п  уравнений с п  переменными, или

П

BijXj ~  b[ (t =  1 , 2 , . . .  , я),
/= i

т. е. в каждом уравнении имеются п  произведений вида at}х} 
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Ot j  — 1 до /  =  n, а запись i =  1, 2 , . . . , «  или, как обозна
чали раньше, 1  < i  <  гг показывает, что таких уравнений п.

З а м е ч а в  и е. В коэффициенте общего вида a tj  
первый индекс указы вает номер уравнения, второй но
мер переменного, при котором стоит коэффициент, т. е. 
а1} есть коэффициент при переменном х } , стоящий в 
i-й строке.

4. Рассмотрим правило  К рамера  о решении уравне
ний.

Правило. Система п  уравнений  с п переменными, оп
ределитель которой отличен от нуля , всегда имеет ре
шение и притом единственное, определяем ое следую щ им  
правйлом : значение каждого из переменны х равно дро
би, знаменателем которой является определитель систе
мы, а числитель получается из определителя системы 
заменой столбца коэффициентов при искомом перемен-, 
ном столбцом свободны х членов.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть дан а система п  линей
ных уравнений с п  переменными (3), в сокращенной з а 
писи:

М
^  а иХ; =  bt (t =  1 , 2 , . . . ,  п).

Покажем, что система (3) равносильна системе

D t =  D xt, (i = 1 ,  2 , . . . ,  rt), (3')
где

flu а 14 . . .  а1п

flai г • • • а 2п

®/»1 • • * апп

определитель системы (3), a Dt  — определитель,, полу
ченный из. определителя D  заменой в нем i-ro столбца
столбцом свободных членов Ь\, Ь2...... Ьп системы (3).

Пусть

Ху =  Ху, = ^ 2 »  • • • » “  Хп (4)

является решением системы (3). П окаж ем , что оно бу
дет и решением системы (3 ') . То обстоятельство, что
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(4 ) есть решение системы (3), означает, что при под
становке чисел х и х 2, ..., х п вместо переменных х и Хг......
хп в систему (3) получим верные числовые равенства

1 П
2  au Xj =  bt (i =  1 , 2 , . . . ,  n). (5)
/= i

Умножим каж дое из равенств (3) на соответствующие 
алгебраические дополнения /-го столбца определителя, 
составленного из коэффициентов при переменных в этой 
системе, т. е. на А ц , А у  Л л/ , и сложим получен
ные уравнения почленно. В результате получим

(аи А у  +  ЯаИа,- +  . . .  -\-а,пХАп j ) x x -J-

+  (а 12^ 1/  +  ° 22^ 2j +  ••■•+ aniAnj) Х2 +  • • •

. . .  + (fli/ A Xj  -f- Яц'Аз/ +  • • • +  an/Anj) X/ . . .

• • • +  {ОщАц -f- ayiAtf +  • • • +  Q-nnAnj) х„ =

— ^ A j j  +  b^Atf +  bnAn/.

Коэффициент при xj равен определителю, составленному 
из коэффициентов при переменных данной системы:

ап а12 • • • %  • • 0\п

D = ° 2 1 ^22 * *• ^ 2/ • • а1п

ап г ®ла • • • ап] . • ®ля

~  a i jA l /  +  Cj/Лд/ - ( - . . .  +  CtnjAnJ.

Коэффициенты при всех остальных x t (IФ  j)  обра
щаются в нуль, так как сумма произведений элементов 
какой-либо строки на алгебраические дополнения соот
ветствующих элементов другой строки равна нулю.

Свободный член представляет собой определитель, 
получающийся из определителя системы заменой в нем 
/-го столбца столбцом свободных членов в системе (3).
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Действительно,

Яц а1% 

а31 азл

.  Ь, 

. К
*т

*2/1
— b\Aij +  b^Atf +  . . .  +  bnAnj.

ЙЛ2, • • • bn • • • ®ля

Таким образом, получаем равенства

Dx.j =  D] ( / =  1, 2, . . . л),

т. е. всякое решение системы (3) является решением 
системы (3 ').

П окаж ем  теперь, что всякое решение системы (3') 
является решением системы (3).

Ясно, что система (3') имеет единственное решение:

*/=— • (6 )

П одставим в систему (5)

bt (i = 1 , 2 , . . . ,  п).
Iе"  ■ o ’

/■=1

К аж ды й определитель D/ разлож им  по элементам 
/-го столбца и после соответствующих преобразований 
получим

/ = 1

Таким образом , доказано, что системы (3) и (3') 
равносильны и имеют единственное решение. Формулы 
(6 ) назы ваю тся ф орм улам и Крамера-

П р и м е р .  Реш ить систему линейных уравнений

2 * i +  * 2 — 5*3 +  а:4 =  8

Ху---3*2 ---6*4 =  9

2*а — * 3  +  2*4 = — 5

Ху +  4*2 — 7*j +  6*4 =  0.
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Определитель этой системы £>=27 отличен от нуля, 
Поэтому к системе применимо правило К рамера. Зн аче
ния переменных будут иметь числителями определите
ли £>t=81, D 2= — 108, D 3——27, D 4= 2 7 . Таким образом, 
*i =  3, * 2 = —4, * 3 = — 1 , *4 = 1  будет решением данной 
системы.

§ 14. Произвольные системы линейных уравнений.
Теорема Кронекера — Капелли

1. Пусть дана произвольная система т  линейных 
уравнений с п  переменными, где т  не обязательно равно п :

a llX l +  +  • • • +  a v x j +  .  . . +  Я щ * л  =  &1

Я 2 1 * 1  +  а 22*а +  • • • +  a2iXi  +  • • • +  0-ЧПХп =  Ьг

aiix i  +  а /а* 2  +  • • • +  aijx i +  • • • +  Oinxn =  bt

i. a mlXl .+  й т2Х2 +  • • • +  a mjx j  +  • • • + а тя*л =  Ьт.

Представим эту систему в виде

П
О//*/ =  bj- (t =  1 , 2 .......... /н).

i - i

В зависимости от значений коэффициентов и свобод
ных членов такая  система может совсем не иметь ре
шений, иметь одно решение или иметь бесчисленное 
множество решений.

Рассмотрим матрицу коэффициентов данных урав
нений

<*П °12 • • • а ш

аа «22 • . .: йгп

а ш1 «m2 • • •  « Л И

Н азовем ее основной матрицей системы (1).
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Припишем к матрице А  еще столбец свободных чле
нов уравнений системы ( 1 ); получим расш иренную  мат- 
рицу

® 1 1  ® 1 2  • • • ®1Л ^ 1

Я21  0 22 . . .  f l j n  f t2

a ml a m2 • • • a_mn bm

Если r — ранг матрицы А, то ранг матрицы В  равен 
или г, или г-f-1 .

2. Теорема Кронекера — Капелли (основная теоре
ма о совместности системы линейных уравнений). Систе
ма линейны х уравнений имеет реш ение тогда и только 
тогда, когда ранг матрицы этой системы равен  рангу  
ее расш иренной матрицы.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1. Пусть система (1) сов
местна, тч е. имеет решение. Пусть совокупность чисел
Xi, х 2,..., х п является решением системы ( 1 ). Подставив 
эти числа вместо переменных в систему ( 1 ), получим 
тождества:

au x i аи х г +  • • • +  ain%n =  Ьх 

аи х 1 “Ь а за*2  +  • • • +  а2ПХП =  Ьг

. amlx l атЧх г +  • • • +  атпХп — Ьт

Эти тож дества показываю т, что последний вектор- 
столбец матрицы В  есть линейная комбинация осталь
ных вектор-столбцов этой матрицы, умноженных соот
ветственно на числа х\, х 2,..., х п• Отсюда следует, что 
системь; столбцов-матриц А и В  эквивалентны между 
собой, а поэтому обе эти системы т -мерных векторов 
имеют один и тот ж е ранг, т. е. ранг матрицы А  равен 
рангу матрицы В  (ранг матриц рассматриваем по 
столбцам).

2. П усть ранг матрицы А  равен  рангу матрицы В. 
Из этого следует, что лю бая м аксим альная линейно не
зависимая система столбцов матрицы А  остается м ак
симальной линейно независимой системой и в  матри-
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це В. Поэтому, через эту систему, а, следовательно, и 
вообще через систему вектор-столбцов матрицы А, ли
нейно выражается последний столбец матрицы_В. В ча
стности, существуют такие коэффициенты» х\, х2, х„.
что если умножить первый столбец матрицы В  на х и 
второй — на х 2,..., п-й'— на х п и все сложить, то полу
чим столбец свободных членов.

Таким образом, числа х\, х 2,..., х„ являются реше
нием системы (1), т. е. система уравнений (1) сов
местна.

3. Доказанная теорема устанавливает общее усло
вие совместности линейной системы, ню не дает способа 
решения этой системы. Выведем формулу, заключаю
щую в себе общее решение линейной системы.

Пусть дана совместная линейная система (1) , с  ос
новной матрицей А = \\а.ц\\ ранга m < n ; тогда г < т .

Рассмотрим первые.г уравнений системы (1), пере
неся в этих уравнениях вправо все члены, содержащие 
переменные с номерами большими, чем г. Предполо
жим, что первые г строк и г столбцов линейно незави
симы. Тогда будем иметь:

au *i +  а12*2 +  . . .  +  а1гх г =  Ьг — alr+lx r+1 — . . .  — а1Пх„

«21*1 «22*2 «2г*г =  ^2 а 2 гН Х г \ 1 ' • • ■ «2л*л

............................................. ...................... (3)
«г1*1 «/-2*2 +  • • • +  arrx r =  br - ari r+i*r+i • • • 0-чр.хП'

Придадим переменным х г+\,хг+2, • • • ,  *л совершенно 
произвольные значения a r+i, ................“л . Тогда систе
ма (3) превращается в систему г уравнений для г пе
ременных *ь х2,..., х г с определителем системы, отлич
ным от нуля. Эта система может быть разрешена по 
правилу Кр.амера.

Пусть теперь дана совместная система линейных 
уравнений (1) и пусть матрица А  имеет ранг г. Выби
раем в этой матрице г линейно независимых строк и ос
тавляем в системе (1) лишь уравнения, коэффициенты 
которых вошли в выбранные строки. В этих уравнениях 
оставляем в левых частях такие г переменных, чтобы 
определитель из коэффициентов при них отличался от 
нуля, а остальные переменные считаем свободными и
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ПерёйбСйм в Правые частй уравнений. Д ав ая  свободным 
переменным произвольные числовые значения и вычис
ляя значения остальных переменных по правилу К р а
мера, получаем все решения системы (3).

§ 15. Линейные однородные уравнения

1 . Среди систем линейных уравнений особое место 
занимают системы линейных однородных уравнений, яв 
ляющиеся частным случаем общих систем линейных 
уравнений.

Системой линейных однородных  уравнений н азы ва
ется система уравнений вида

аи х  1 +  а12х а +  . . .  +  av xj +  а1пхп =  О

Я 21*1 " j"  а 22*2 +  • • • +  d i j X j  a i n X n  =  О

ailXl “Ь Я2&К2 “Ь - ■ • “Ь aijxj  Н” • • • Н” а/пхп =  0  ( 1 )

а т1Х1 +  а / п Л  +  • • • +  OmjX j + . . . ' +  ОтпХп =  О

К ак видим, у однородных линейных уравнений сво
бодные члены (&/) равны нулю.

Т акая система всегда разреш има; очевидно, она об
л адает следующим решением:

— 0 1( х 2 =  0 ......... хп =  0 .

Это решение назы вается нулевы м  или тривиальным.
Д л я  реш ения этой системы можно воспользоваться и 

теоремой К ронекера— Капелли: система (1) всегда сов
местна, так  как  добавление столбца из нулей не может 
П9 высить ранга матрицы.

2 . Во' многих вопросах представляет интерес сущ е
ствование ненулевого решения, т. е. такого решения, в 
котором хотя бы некоторые из переменных имеют зн а 
чения, отличные от нуля.

Пусть д ан а  однородная линейная система уравнений
П 9

^ a i j X j  =  0  (t =  1 , 2 , . . .  ,/п). (Г )
/-1
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Если р&нГ матрицы ко эф ф и ц и ен те  равен числу пе^ 
ременных (г =  п ) , то система ( 1 ) имеет одно решение, 
именно нулевое решение.

Если ранг матрицы меньше числа переменных 
( г < п ) ,  то система имеет бесчисленное множество ре
шений.

Рассмотрим, в частности, систему п однородных 
уравнений с п  переменными:

2  аИх/ =  0 . 
i.i=i

Если определитель этой системы 

О ц . . .  а1П

D =  '

(2)

а,•Л1 ' . ап

Ф  о,

то система удовлетворяет условиям правила К рам ера и 
имеет единственное решение — нулевое. Если этот опре
делитель равен нулю, то система (2 ) имеет бесчислен
ное множество решений.

Д л я  того чтобы система п  однородных уравнений с 
п  переменными имела ненулевые решения, необходимо 
и достаточно, чтобы ее определитель равнялся 'нулю. 
Исходя из этого свойства, можно утверж дать, что оп
ределитель системы будет равен нулю, если выяснится, 
что система (2 ) имеет решение и хотя бы одно из пе
ременных отлично от нуля.

Пусть теперь дана однородная система

^  аих/ =  0  ( * = 1 , 2 ...........т).
1=\

Составим матрицу из коэффициентов при переменных:

«И «12 • • «]П

А =
«21 «22 • • «2Л

«ml «m2 • • «/!Ш
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Обозначим через г ранг матрицы Л ( r< m in  {т , п}). 
Тогда матрица А  содержит хотя бы один минор г-го по
рядка, отличный от нуля. Не уменьш ая общности, м ож 
но считать, что этот минор стоит в левом верхнем 
углу:

h f a  ia . . .  а1г

[21 ^22 • • г

* ,1  «л2 . . .  а. . ч гг

Выпишем г уравнений, соответствующих этому определи
телю:

Г П
2  auxJ +  2  ax‘Xi =  0  (« =  1, 2, —  , г). (3)
/ “ 1 1-г-Н

Перенесем члены, содерж ащ ие переменные с номе
рами, большими г, вправо:

Г П
^  aijXj =  —  V  dijXj, (i =  I ,  2 , . . . ,  г).
/ = 1  /=г+ 1

Д ав ая  произвольные значения для x r+i , - - - ,  хп > 
можно решить эту систему по ф ормулам К рамера. С ле
довательно, система имеет ненулевые решения, когда 
ранг матрицы коэффициентов при переменных меньше 
числа переменных.

3. Всякое решение системы уравнений с п  перемен
ными можно рассматривать как вектор в n -мерном про
странстве.

Реш ения системы линейных однородных уравнений 
обладаю т следующими свойствами:

1. Если вектор (*lf *2, является решением
системы ( 1 ), то при любом X вектор Xjq, кх2, . . . ,  кхп также 
будет решением этой системы. Это проверяется непосред
ственной подстановкой в любое из уравнений ( 1 ).

2. Если вектор (х'й х'2.........хп) представляет еще одно
решение системы ( 1 ), то для этой системы служит реше
нием так^се вектор

(*i +  х'и х2 +  7 2, . . .  ,1сц +  х ’п) .  (4)
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Поставив (4) в систему (Г.), получим

л п . п

2  Оц (*/ +  x ’j) =  2  % * / +  2  a i l 'X i  =  0  ^  =  1  ’ 2 ...... т )- (5)
/ = 1  / - 1  / = 1

Это показывает, что всякая линейная комбинация 
решений системы ( 1 ) является такж е решением этой 
системы. Действительно, в силу первого свойства к а ж 
дое слагаемое линейной комбинации есть решение, а в 
силу второго свойства их сумма есть такж е решение.

К ак известно (§ 11), всякая система я-мерных в ек 
торов, состоящ ая более чем из л  векторов, будет ли
нейно зависимой. Отсюда следует, что из числа решений 
однородной системы ( 1 ) , являю щ ихся я-мерными век
торами, можно выбрать конечную максимальную  линей
но независимую систему, максимальную  в том смысле, 
что всякое другое решение системы (!)  будет линейной 
комбинацией решений, входящих в эту выбранную си
стему. В сякая максимальная линейно независимая си
стема решений однородной системы уравнений ( 1 ) н а
зывается ее фундаментальной системой решений.

Следовательно, я-мерный вектор тогда и только тог
да будет решением системы ( 1 ), если он является ли
нейной комбинацией векторов, составляю щ их данную 
фундаментальную  систему.

4. Установим связь между решениями линейных не
однородных и однородных систем уравн ен ий .,

Пусть дана линейная неоднородная система уравне
ний

П
2 °»/*/ =  6/ (i =  1 . 2 ......... /л).
/'=1

Заменив в ней свободные члены {bt ) нулями, полу
чим линейную однородную систему

П
2  ОцХ/ =  0 , (t =  1 , 2 , . . . ,  т ) ,
^=i

которую будем назы вать приведенной  по отношению к 
первой,
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М ожно показать, что:
1 ) всякое решение неоднородной системы можно 

представить в виде суммы некоторого частного решения 
этой системы и некоторого решения приведенной одно
родной системы;

2 ) любое частное решение неоднородной системы 
можно получить из общего, если выбрать надлеж ащ им 
образом значения xr+i, х г+2, — , хп в неоднородной 
системе.

§ 1 6 .  Матричное решение линейных уравнений 
М етод Гаусса

1. Пусть дана система уравнений

а11х 1 а12х2 +  . . . + 0  inxn — ll

а21Х1 4* 2̂2̂ -2 +  • ■ ■ +  4yiXn ~  2̂

а п хХх +  0-пгХ% <ХппХп —  1„

М етод последовательного исключения переменных 
системы (метод Гаусса) состоит в следующем. Система 
уравнений ( 1 ) приводится к эквивалентной ей системе 
с треугольной матрицей (прям ой ход исклю чений). И з 
полученной таким образом системы переменные нахо
дятся последовательными подстановками (обратный ход  
исклю чений). Прямой ход исключений осущ ествляется 
следующим образом.

Первый шаг. Допустим, что коэффициент а_и =И=0. Это 
не ограничивает общности, так  как  в противном случае 
достаточно было бы изменить нумерацию уравнений, 
для чего уравнения системы переписывают так , чтобы 
по диагонали (ац , а22,..., ат ) стояли по возможности 
наибольшие по абсолютной величине коэффициенты, 
причем а и  был бы самым большим. Разделим  коэфф и
циенты первого уравнения системы ( 1 ) (вклю чая и сво
бодный член) на коэффициент .Оц (этот коэффициент 
будем назы вать ведущ им  элементом первого ш ага) и, 
введя обозначения



получим новое уравнение

x i +  Ь13х 2 +  . . .  +  ЬщХп “ (2)

Исключим теперь переменное Х\ из всех уравнений
( 1 ), начиная со второго, посредством вычитания из этих 

уравнений уравнения (2 ), умноженного соответствен- 
но на числа ^31» • • * 1 л̂х*

0 ^ * 1 +  • •• +  a ")xn = k il) 

а < Х + .

(3)

где

(О =  аи —  an bl!t /['> = / , ] — flaSj (г, j  >  2 )а!1.)

Второй шаг. Разделим коэффициенты первого из пре
образованных уравнений системы (3) на ведущий эле
мент второго шагаа*^, который будем считать отлич
ным от нуля:

х 2 Ьгзх з  ~Ь • • • "Ь b y ix n —  s 2, (4)

где

Ьц
аО2/
в<‘> ’ 2“ 22

/(О
*  =  ( / > 2 ).д(1)

“ 22

Исключая переменное хг из уравнений (4), начиная со 
второго, придем к уравнениям

' Ч з^ з  +  •

, +  • • + ^ = е
где
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m -й шаг. П родолж ая этот процесс по той же схеме в 
конце концов, на m -м шагу- получим уравнения

Хт +  Ьтт+1 Хт+1 +  • • • +  ЬтпХп =■ Sm (6)

« ^ - И т + Л + 1  +  • • • =  Z!nm)+ 1

. . , ...................................................... ....  (7)

где
(m —1) A m — I)

и ml ' „ m
Umi —  » 5 m  ~„("1- 1)

“mm 

/<"*) == •

(m—1) •

.Qfm -Dj 
im /я» (t, j > m  +  1 ).

Объединив все первые уравнения каж дого ш ага, по
лучим искомую систему уравнений с треугольной м ат
рицей:

Ху ~\гр12Х2 ~Ь ^13*3 "Ь • • • ~Ь ЬщХП “  Sx

х г ~Ь 2̂3-̂ 3 ~Ь • • • ~Ь b2nxn =  Sg

.................................... ....  . • • (8 )
-'“л—1 -Ь Ьп—\ХП =  Sfi—1 

хп =  sn.

Эта система эквивалентна исходной системе. О тме
тим, что (Описанный процесс возмож ен только при усл о
вии неравенства нулю всех ведущих элементов 
так как по ходу процесса на них приходится произво
дить деление. П риведенная здесь схема исключений но
сит название схемы единственного деления.

2. Обратный ход исключений состоит в следующем. 
И з системы (8 ) значения для переменных находим по
следовательно от х п к Xi по формулам

x m ~  s m  f y n m + l* /n + l  • • • Ь т п Х п .

Таким образом , для решения данной системы по 
схеме единственного деления сначала строим вспомога
тельную треугольную  систему, а затем  реш аем ее.

Решение систем методом Гауссу МОЖНО представить 
в виде схем единственного деления:
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Для системы трех уравнений

Коэффициенты при переменных
Свободные

члены
Xi х 3

а п а 12 °13 h

а 21 а22 а 23 h

°31 а 32 азз h

1 Ь 12 *13 s i

— а(1)“ 22
аО)

23 4 °

— л(1)
32 а(1>“зз 4 n

— 1 ь<1)
23 s2

— — а(|)"33 4 2>

— — 1

— 1 — *2

•1 — — X l



Для системы четырех уравнений

Коэффициенты при переменных
Свободные

члены*3 *1

«п . °12 а 13 «14 h

°21 а22 а 23 °24 h

а31 °32 азз «34 . h

а41 а 42 а 43 °44 h

1 *12 *13 | *14 si

— аП)
22

„(0
“ 23 fl(1)“ 24 /<■>

— а(1>32
„(1) “зз . а<’>“ 34 4°

— а(|>42 а(1)“ 43 “ 44

— 1 *23 *24 s2

— — а(2)“зз а(2)34

— — а(2>“ 43-
„(2) 

, “ 44 . / f

— — 1 *34 S3

— — — 44 I f

— — — 1 *4
— — 1 — *3

— 1 — — *2

1 — — — *1



3. Н аряду с методом Гаусса часто удобно применять 
матричный метод. Систему (1) запиш ем в матричной 
форме А Х  — В. Тогда, если А  — невырож денная м атри
ца, то X  —  А ~ гВ.

П р и м е р  1 . Реш ить систему

* 2  — *з =  2

— 2хх +  *2j +  * 3 =  3

%1 “Ь "Ь х з =  6

Решение. Составим матрицу коэффициентов

1 1 — 1

— 2 1 1

1 1 1

Эта матрица невырожденная, так как  ее определитель

\А \  =  6 = ^ 0 .

Д анную  систему запишем в матричном виде:

1 1

— 2  1

1  1

*i 2

• Ху, = со

х ъ

со

или

где

А * 1  +  Л 2 *2  +  А 3х j =  В,

1 1 — 1

А = * — 2 А  = 1 А 3 — 1

1 1 » 1

Так как  матрица А  невырожденная, то система век
торов A i, А 2, А 3 линейно независима и, следовательно, 
образует бэзцс в трехмерном пространстве. Д л я  реше--
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ййя данной системы Необходимо найти коэффициенты 
единственной линейной комбинации векторов А и А 2 и А 3 
(т. е. числа *i, *2, *з), совпадаю щей с вектором В,-

П е р в ы й  ш а г .  Так как матрица А  системы невы
рожденная, запишем эту систему так, чтобы коэффи
циент при первом переменном в первом уравнении был 
отлцчен от нуля. Это можно получить путем перенуме
рации уравнений (переменных).

В данном примере ведущий элемент а п = 1 . Д ля  ис
ключения Х\ из второго уравнения ухмножаем первое 
уравнение на 2  и склады ваем полученное уравнение со 
вторым:

3*2 “  *8 — 7 •

Д л я  исключения первого переменного из третьего 
уравнения умнож аем первое уравнение на — 1  и склады 
ваем его с третьим:

2*3 =  4,

В результате пришли к системе 

* i +  * 2  — *з =  2 

3*2 — *з =  7 

2*з =  4.

В т о р о й  ш а г .  Исклю чаем теперь вторую пере
менную из всех уравнений, полученных в результате 
первого ш ага, кроме второго уравнения. Уравнения сно
ва могут быть расположены таким образом, чтобы ко
эффициент при * 2  во втором уравнении не был равен 
нулю, причем, чтобы этот коэффициент был равен 1 , 
делим второе уравнение на 3. Коэффициент 3 является 
здесь ведущим элементом. Получим

У множая затем  преобразованное- второе уравнение 
на — 1 и склады вая его с первым, получаем

2 . 1



В результате получаем систему

x i — — х 3 = ----- —1 з 3 з

* „ ----------—  х, =  —

2 з 3 з

2*. =  4.
Т р е т и й  ш а г .  Ведущим элементом является 

здесь 2. Р аздели в  на 2 третье уравнение, полученное
2  1после второго ш ага, и умножив результат на •— и — ,
3 3

сложим полученные уравнения с первым и вторым со
ответственно; данная система приводится к виду

I X л = 1

* 2  = 3  

*з =  2 ,

определяющему ее решение.
П р и м е р  2. Реш ить систему

3*x — х 2 =  5 

—2х1 -)- *а -J- * 3 =  0  

2хг —  * 2  +  4*з =  15.
Решение.

3 —1 0 •*i 5

—2 1 1 = 0

2 —1 4 *3 15

Обозначим матрицу коэффициентов первой части 
данной системы уравнений через А. Тогда определитель 

"матрицы А  будет
3 — 1 0

Л| = — 2

2

1 1

-1 4
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Н айдем алгебраические дополнения Каждого элемента 
матрицы А:

A i — 5 A i  =  ^ A i  ~  1

Ала — 1 0  А а — ^  ‘А а — 3

А з  — 0  Л 23 — 1 А з =3 3

Вычислим матрицу А  1:

1 -1 -
5

_1_
5 4 — 1 5

^ - т 1 0  1 2  —3 = 2 - » -
5

J t
5

0  1  1
0  —  

5
1

5
Имеем:

l ^ L
5

1

5 5

х г 2  —  
5

___ з_
5 0 =

х 3
0  —  

5
1

5
15

1-5 +
4
5

• 0  + к:) К

2^5 +
12

5
• 0  + к:)1 5

0 -5  + _1 _
5

• 0  + —  • 15 
5

5 —3 2

= 10—9 = 1

3 3

Значит, х г =  2; *2=  1; * 3 =  3,

УПРАЖНЕНИЯ

1. Определить максимальное число линейно независимых урав
нений .системы

2*i +  *2 — *з — *4=  I.
—  *x —  2х 2 +  дг3 —  2лг4 *  0

5^1 +  х2 —  2х3 —  бдг« =  3 ,

Отв. 2.
I l l



12*1 + га — *3 =  3

— л* +  * 2 — 2лг3 =  1

5 * i  +  * а  =  5

наитй Лине'йно независимыеуравнения, в виде линейных комбина
ций которых выражаются все остальные уравнения системы.

Отв. Первые два уравнения линейно независимы; третье полу
чается как удвоенное первое'минус /второе.

3. Определить линейно независимые решения системы уравне
ний

2д?1 +  3 * 2  +  * 3  +  2 * 4  —  * 5 = 0 .

3 * 1  +  * 2 "— 8*3 +  3 * 4  +  2*в =  0 .
* 1  +  2*2 +  2 * з  +  * 4  +  6 * 6  =  0 .

4. Дана система уравнений

I . .  +  Ois â +  аа хз =  bi 
a»ixi  +  Оц2х ъ +  я2з*з — 

a3ixi  +  вза-** +  азз-*з =  *з-

Решить эту систему методом Гаусса и вывести общие формулы 
((по которым осуществляются преобразования на каждом шаге), по

лагая, что матрица коэффициентов || ац  || — невырожденная.
5. Решить систему уравнений

12*! +  2*а — *3 =  4 

3 * i  —  *2  —  3 * з  =  7

*1 +  *2 — 2*3 =  3 ,

пользуясь формулами, полученными в упражнении 4. Найти также 
А ~ 1 и проверить результат подсчетом А А ~> —Е (А — матрица систе
мы и Е — единичная матрица).

ВОПРОСЫ Д Л Я  САМОПРОВЕРКИ
1. В каком случае система п -линейных уравнений с п переменны

ми имеет одно определенное решение? Как получается это ре
шение?

2. Как получить решения системы m линейных уравнений с п пе
ременными, если ранг матрицы коэффициентов равен т ?

Можно ли решить такую систему относительно любых /п пере
менных?

3. Сформулируйте правило Крамера.
4. В чем заключаются необходимые и достаточные признаки раз

решимости системы линейных уравнений?
5. При каком условии система m линейных уравнений с п перемен

ными имеет одно определенное решение?

В сиСтёмё уравнения
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6. Если дана система линейных форм, то как определить Макси
мальное число линейно независимых форм в этой системе?

7. В чем состоит необходимое условие разрешимости ' системы 
п +  1 уравнений с п переменными? В каком случае это усло
вие будет и достаточным?

8. При каком условии система п однородных уравнений с перемен
ными имеет ненулевые решения?

9. Как получаются решения системы п однородных уравнений с п 
переменными в том случае, когда ранг матрицы коэффициентов 
равен п — 1?

10. Сколько линейно независимых решений может иметь система 
линейных однородных уравнений?

11. Сформулируйте теорему Кронекера — Капелли.
12. В чем заключается сущность матричного метода? Метода Гаусса?



Г л а в а  VI

ВЫПУКЛЫЕ МНОЖЕСТВА 

§ 17. Понятие выпуклых множеств

1. П лоская фигура назы вается вы пуклой, если она 
содержит целиком всякий прямолинейный отрезок, со
единяющий любые две принадлеж ащ ие ей точки. К  вы
пуклым плоским фигурам относятся многоугольник, 
круг, полукруг, эллипс, треугольник и другие фигуры 
(рис. 14).

С ам а плоскость _ выпуклая фигура. П рям ая делит 
плоскость на две ̂ полуплоскости, каж д ая  из которых яв 
ляется такж е выпуклой фигурой.

П рям ая является выпуклой фигурой, так  как она 
вместе с любыми своими точками А  и В содержит и 
весь отрезок А В . Точно так ж е любой луч и любой от
резок прямой являю тся выпуклыми фигурами. П рям ая, 
луч й отрезок назы ваю тся одномерными  выпуклыми 
фигурами.

Плоские выпуклые фигуры, не леж ащ ие на одной 
прямой, назы ваю тся двухм ерны ми.

Будем считать одну точку тож е выпуклой фигурой и 
назы вать ее нульм ерной  выпуклой-фигурой.

Н а плоскости возможны три случая взаимного рас
положения прямой и выпуклой фигуры: 1) Прямая и
фигура не имеют общих точек, 2 ) прям ая и фигура име
ют одну общую точку, 3) прямая и фигура имеют об
щий отрезок. В случаях, когда вся фигура леж ит по 
одну сторону от прямой и прямая имеет с фигурой одну 
общую точку или общий отрезок, такая  прямая назы 
вается опорной прям ой  (рис. 15).
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В ы пуклы м  многоугольником  _ назы вается выпуклая 
фигура, ограниченная несколькими отрезками, назы вае
мыми сторонами многоугольника; точки, в которых схо
дятся концы двух соседних сторон, называю тся верш и
нами м ногоугольника, или его угловы м и точками; каж -

О  ^
Круг Полукруг

Рис. 14

дая сторона выпуклого многоугольника является опор
ной прямой.

В трехмерном пространстве наряду с нульмерными, 
одномерными и двухмерными фигурами сущ ествуют вы
пуклые фигуры, не помещ ающиеся в одной плоскости. 
Такие фигуры назы ваю тся трехмерными выпуклыми фи
гурами или вы пуклы м и телами.

П римерами выпуклых тел служ ат шар, параллеле
пипед и призма, в основании которой леж ит выпук
лый многоугольник, и другие (рис. 16). Тетраэдр — тре
угольная пирамида — есть выпуклое тело с четырьмя 
вершинами.

Определение выпуклого тела в пространстве авало-
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гично определению выпуклой фигуры на плоскости: вы 
пуклым. телом назовем такое тело, которое вместе с лю 
быми двумя своими точками содерж ит и весь соединя
ющий их отрезок.

Точка фигуры назы вается граничной , если, какой бы
круг с центром в данной точ
ке ни построить, он всегда 
будет содерж ать как точки, 
принадлеж ащ ие фигуре, так  
и точки, не принадлеж ащ ие 
ей. Граничные точки тела,об
разую т его границу. Граница 
выпуклого тела назы вается 
выпуклой поверхностью. Ес
ли выпуклое тело составле
но из плоских многоугольни
ков, то мы имеем вы пуклы й  
многогранник.

Д л я  пространственных (выпуклых) тел вместо опор
ных прямых рассматриваю тся опорные плоскости. Опор
ной плоскостью  выпуклого многогранника называется 
плоскость, имею щ ая с многогранником по меньшей ме-

Шар Параллелепипед
Рис. 16

Тетраэдр

ре одну общую точку, и такая, что весь многогранник 
расположен по одну сторону от этой плоскости.

Возможны три случая взаимного расположения вы
пуклого многогранника и опорной плоскости (если они 
имеют общую ч асть ):

1 ) общ ая часть состоит из одной точки, называемой 
верш иной многогранника ; 2 ) общ ая часть состоит из 
отрезка, называемого ребром; 3) общ ая часть состоит 
из многоугольника, называемого гранью. Через каждую  
вершину и ребро многогранника можно провести беско

116



нечное множество опорных плоскостей; через любую 
грань проходит только одна опорная плоскость.

Примерами опорных плоскостей служ ат: для ш ара —• 
его касательные плоскости; для выпуклого многогран
ника — плоскость, в которой леж ит его грань.

О бщ ая часть выпуклых тел является^ выпуклым те
лом, общ ая часть нескольких многогранников есть вы
пуклое тело. Пересечение многогранника с плоскостью 
есть выпуклая фигура и представляет собой точку, отре
зок или выпуклый многоугольник.

2. В настоящей главе рассматриваю тся множества 
точек (м нож ества). Множество точек на плоскости н а
зы вается вы пуклы м , если 
прямолинейный отрезок, со
единяющий две любые точ
ки множества, такж е лежит 
в этом множестве.

Пересечение любых вы
пуклых множеств есть вы
пуклое множество (рис. 17).

Крайним и  (или угловы -  Рис- 17
ми) точками выпуклого мно
жества назы ваю тся точки, которые не леж ат внутри от
резков, соединяющих какие бы то ни было точки множе
ства. Крайние точки называю т такж е экстремальными.

Выпуклое множество мож ет иметь конечное или бес
конечное число крайних точек. Д л я  квадрата и л и 'п а 
раллелепипеда крайними точками являю тся их верши-' 
ны; для ш ара все точки его поверхности являю тся край
ними точками; прямая и плоскость не имеют ни одной 
крайней точки.

В ы пуклы м  многогранником  будем назы вать, зам кну
тое ограниченное выпуклое множество, если совокуп
ность его крайних точек конечна. П од  замкнутым мно
жеством понимают множество, содерж ащ ее все свои 
граничные точки.

3. В ы пуклы е линейны е ком бинации  являю тся особым 
случаем линейных комбинаций. Чтобы  результат комби
нации данных экстремальных точек д ав ал  точку, л еж а
щую на соединяющей их линии, необходимо обеспечить 
соблюдение следующих условий:

1 °) коэффициенты у комбинируемых точек должны 
быть положительными;
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2 °) сумма этих коэффициентов долж на быть равна 
единице.

Пусть Я, (0 < Х < 1 ) делит отрезок А В  в отношении 
Я: (1—Я) и конечная точка вектора Я а + (1 — Я)Ь пере
мещ ается от А  до В.

Тогда, взяв  любые две отличные друг от друга точ
ки (* 1 , х 2) и. (у и у 2) ,  леж ащ ие на прямой, и определив 
множество всех сумм произведений векторов а =  (*ь х 2) 
и Ъ— (у и у 2)  на различные значения Я, г д е .0 < Х < 1 , по
лучим линейные комбинации вида

Ха +  (1 — Х)Ь.

Эти простые геометрические соображ ения имеют 
важное значение в теории выпуклых множеств.

П р и м е р  1. П у с 1 ь для крайних точек Mi (8,0) и 
М2 (0 ,Ю)

Xt >  0 и Х2 >  0,

т. е выполнены условия положительности коэффициен
тов и то, что сумма их равна единице (рис. 18).

Тогда точка, образованная выпуклой комбинацией

XjAfj +  ^2^ 2»

долж на леж ать на прямой, соединяющей данные точки.
Точка М п, образованная в результате выпуклой комби

нации крайних точек M t  и Afa, имеет координаты:

+  М *« =  м п> \  (8,0) +  ~ '(0 ,Ю )  =  (4,5), 

т. е. действительно лежит на соединяющей их прямой.

Если Хх =  — , Ха =  — , то 
.4 4

^ 1  "Ь ^2 = ------1---------   ̂ и Х ! > 0 ,  Ха> 0 .
4 4
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S-M i  +  =  MP' T (8 ,0 )  +  1 " (0 ,1 0 )  =  ( 2> T " )  ■

д Ля X i ~ — , X<s =  —— выпуклой комбинацией -является 
4 4

точка ^ 6 ; и т. д.

К райние точки не долж ны обязательно леж ать  непо
средственно на осях x i или х 2. Одна или обе точки мо
гут леж ать  и за их пределами. В этих случаях  достаточ

но придерж иваться условия положительности коэф ф и
циентов и суммы, равной единице. П ри .этом  новая точ
ка обязательно будет леж ать на прямой, соединяющей 
обе крайние точки.

2  1П р  и м е р  2. Выберем = — , Х2 = — , тогда можно
3 3

получить. выпуклую комбинацию крайних точек -Mt  (4, 3) и 
М 2 (1,9) и точки M r =  +  \ 2М 2 — (3,5), которая лежит
на прямой (рис. 19), соединяющей обе точки.

Если ж е мы хотим определить, является ли  точка 
Ms выпуклой комбинацией, то мы можем это сделать 
вычислением обоих коэффициентов:

•̂1 ^ 1  “Ь ^2 ^ 2  “

В этом случае имеем:

х х (4,3) +  х 2 (1,9) =  (2,7),

119



Таким образом, вопрос сводится к решению системы:

Ранее было установлено, что множество всех линей
ных комбинаций вида „Я ^+ Я гаг  двух линейно независи
мых векторов составляет двухмерное пространство. Ко
эффициенты в этих комбинациях могут быть любыми 
действительными числами: положительными, отрица
тельными или нулями.

Допустим, что комбинации имеют только неотрица
тельные коэффициенты, т. е.

Тогда множество точек, в котором для любой его точ
ки а  и любого действительного числа Х ^-0  точка Яа так 
ж е принадлеж ит этому множеству, назы вается конусом.. 
Н а плоскости это будет угол. В трехмерном пространст- - 
ве под конусом понимают трехгранный угол.

Пусть, например, a j= (8 ,2 )  и а г = (2 ,6 ) .  Если Я [= 0  и 
A ,i>0 , то имеем луч (рис. 2 0 ), идущий из начала коор
динат через точку (2 ,6 ^.

Если Я ]> 0  и Я2 =  0, то луч проходит через конечную 
точку вектора а2=  (8 ,2 ).

Д л я  всех других допустимых значений Я] и Яг векто
ры будут леж ать  в конусе, т. е. в углу, ограниченном 
двумя лучами.

4*i +  * 2 = 2  

3*! +  9*а =  7.

^1 ® 1  "Ь ^2^ 2, о, Х2 0 .

Рис. 20 Рис. 21
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Для вектора а3= ( 5 ,  —4) при данных векторах а! и 
а2 луч проходит через точку (5, —4).

Допустим, что даны единичные векторы e t =  (1, 0) и 
е2= (0, 1). В этом случае k o h v c  представляет собой пер
вый квадрант (рис. 21).

Теперь, кроме неотрицательности коэффициентов, на
ложим на них дополнительные ограничения, а имешю: 
пусть их сумма будет равна 1, т. е.

"Ь ^2®2> ^ 1  

Ч  4* ^2 =  1
или

Х2 =  1 — Xj.

Тогда можно записать соотношение

1̂®1 “Ь (1 ---^l) а 2> 0 1,

которое называется вы пуклой линейной комбинацией.
Множество всех выпуклых комбинаций векторов ai 

и а2 представляет собой прямолинейный отрезок, содер-. 
жащий конечные точки 'векторов (рис. 22).

Если b i= ( 5 ,  2 ), b2=  (2 , 3 ), Ь3 = ( 4 ,  5 ), то множество 
всех выпуклых комбинаций

Xibi +  ^2^2 +  ^зЬ3

данных векторов есть треугольник (рис. 23).
Если Х3 = 0 , то выпуклые линейные комбинации вида 

составляют отрезок прямой линии, включающих 
точки (2, 3) и (5, 2).
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Если Ай=Х>, то выпуклые комбинации вида Л ^ + Л зЬ з  
представляю т собой сторону треугольника, содерж ащ ую  
конечные точки векторов bi и Ь2.

Наконец, если X i= 0, то выпуклые комбинации 
ЯгЬг+ЯзЬз составляю т сторону треугольника с конечны
ми точками векторов Ь2 и Ь3.

Точки внутри треугольника получаю тся при Х/ >  О, 
где i=  1 ,2 ,3 .

С делаем теперь обобщение на случай п  векторов.
Пусть aj,. а2, а 3 ..... а„ — множество векторов и Л*, Ад,
?ь3, %„ — действительные числа.

Тогда неотрицательной линейной комбинацией этих 
векторов является вектор

M i  “1" ^ 2а 2 +  • • • +  ^пап,

где

> 0, i =  l , 2 ............п.

Аналогично выпуклая линейная комбинация этих 
векторов есть вектор

•̂1 а 1  "Ь ^ааа +  • • • +  Хлал.
где

0 , i = l ,  2 , . , к
и

•̂1 Ч- ^2 =  1 .

Приведенные выше рассуж дения показываю т, что 
лю бая точка отрезка, соединяющего две его конечные 
точки в n -мерном пространстве, есть выпуклая линей
ная комбинация точек (векторов) и что лю бая точка 
может быть определена как выпуклая линейная комби
нация двух точек. Выпуклый конус можно определить 
такж е как  множество всех неотрицательных линейных 
комбинаций конечного множества векторов.

М ножество К  выпукло, если а  и b — векторы (точ
ки), принадлеж ащ ие, К. и Я а + ( 1 — Я)Ь такж е принадле
ж ит К, причем 0  <  >• <  1 .
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-§ 1 8 . Гиперплоскость. Полупространство. 
Линейная форма

1 . Общее уравнение плоскости A iX i-\-A 2x2-\-A 3X3= B  
(1) после соответствующих преобразований-(если  В  =^0) 
можно привести к виду

—  +  —  -J- —  =  1, (2)
й\ 0% вз

которое назы вается уравнением плоскости, в отрезках 
(рис. 24).

Рис. 24

Плоскость, соответствующ ая последнему уравнецш 
отсекает на осях координат отрезки а и а2, а 3. При 
В =  0 плоскость проходит через начало координат. При 
А \ — А 2 =  В  =  0 и А 3 Ф  0 имеем Л 3л:3 =  0 или * 3 =  0.
В этом случае уравнение (1) представляет- координат
ную плоскость Х \ 0 Х 2.

Аналогом плоскости в трехмерном пространстве яв 
ляется гиперплоскость в n -мерном пространстве.

Гиперплоскостью  (или просто плоскостью в «-м ер
ном пространстве) назы вается множество всех точек 
(*ь х 2,..., х п ) n -мерного пространства, удовлетворяю 
щих линейному уравнению с л  переменными

A ix x -j- А%х2 +  . . .  +  Апхп =  В. (3)

И так, линейное уравнение определяет в «-м ер
ном пространстве гиперплоскость. При В = 0  гиперплос
кость проходит через начало координат.
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Если задано т  линейных уравнений, образую щ их си
стему, то множество решений этой системы определяет 
совокупность точек, принадлеж ащ их одновременно т  
гиперплоскостям. Эта совокупность точек образует пе
ресечение этих гиперплоскостей.

Чтобы найти точку пересечения с осью 0хъ  надо в 
уравнении (3) положить все-переменные, кроме х 1г равны
ми нулю, т. е. х 2 =  х 3 =  . . .  = * „  =  0. Тогда получим
х у =» — . Аналогично точка пересечения с осью 0х2 будет 

Ai
п Виметь координаты х 1 — х3 =  х 4 — . . .  =  хп =  0  и х 2 =« —

At
и т. д. Разделив почленно уравнение (3) на В, получим

Уравнение (4) назы вается уравнением гиперплоскости 
в отрезках.

При А \= А 2 =  . . .= А п получим гиперплоскость, отсе
кающую на осях координат равные отрезки.

П ри А 1 = А 2 =  . ..= А п = В  получим уравнение * 1+ д:2+  
= 1 , задаю ш ее гиперплоскость, отсекающую 

на осях координат единичные отрезки.
По аналогии с трехмерным пространством коорди

натной гиперплоскостью назовем гиперплоскость, опре
деляемую  уравнением (3) при

А\ =  А 2 =  •• • =  Ai—i =  A+ i  =  А/+2 =  • • • =  Ап =  0,

т. е. уравнение примет вид х { =  0 .
Опорной гиперплоскостью  для многогранника К  в 

n -мерном пространстве назы вается лю бая гиперплос
кость, имею щ ая с данным многогранником по крайней 
мере одну общую точку. Этот многогранник леж ит в 
одном из полупространств.

2. Линейному уравнению (1) в трехмерном простран
стве соответствует плоскость, нормальная к вектору А  =

(4)ai an

где

в
An
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s=(A\, Az, Л 3). Уравнение плоскости может быть пред
ставлено в векторной форме

(ех) =  р  или (ех) — р  =  О, (5)

где е — единичный вектор, нормальный к плоскости 
(направляю щ ий вектор плоскости);

х — текущий вектор произвольной точки плоскости; 
р — длина нормали, т. е. расстояние от начала ко

ординат до плоскости.
При р —0 плоскость проходит через начало коорди

нат. С калярное произведение (ех) векторов е и х р ав 
но по величине проекции 
вектора х на направление, 
определяемое вектором е.
Любой вектор х, соеди
няющий начало коорди
нат с точкой плоскости, 
имеет одну'И ту ж е про
екцию р  на направление е 
(рис. 25). Величина про
екции р, таким образом, 
есть расстояние плоско
сти от начала координат.

Расстояние А В  всякой 
точки А  пространства от 
данной плоскости, равное 
проекции-вектора х на на- Рис. 25
правление е, можно найти
из .скалярного произведения этих векторов (ех) по ф ор
муле

d =
AtXi - f  Л2r2 -f- А3х3 — В

У  A * + A l +  Al
(б>

П ереходя к /г-мерным пространствам ,-будем говорить,, 
что гиперплоскость, заданная уравнением (3), норм аль
на к вектору А  =  (A i, А 2,..., Ап ).

Векторное уравнение ( е х )= р  в n -мерном простран
стве определяет гиперплоскость, нормальную  к единич
ному вектору е и отстоящую от начала координат Hat 
расстоянии р.
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Расстояние любой точки М ( х и .............х п) я-мерного
пространства до гиперплоскости находится по формуле 

^ А\Х\ -f- А^Хъ + . . . + ■  Апхп —- В

V А* + ̂ 2+ + А1
3. К ак известно, прямая на плоскости делит послед

нюю на две части, каж дая из которых назы вается полу
плоскостью. П лоскость ' в трехмерном пространстве д е 
лит все пространство на две части, каж дая из которых 
назы вается полупространством- М ожно сказать, что ги
перплоскость в n -мерном пространстве делит это про
странство на две части, каж д ая  из которых назы вается 
полупространством.

Пусть гиперплоскость в л-мерном пространстве вы 
раж ена векторным уравнением (е х )= р . Тогда одно из 
полупространств есть множество векторов х, для кото
рых выполняется неравенство (ех) >  р, а для векторов 
другого полупрострапства — множество векторов х, 
для которых ( е х )< р .  Гиперплоскость ( е х ) = р  принад
леж ит обоим полупространствам.

4. В двухмерном пространстве гиперплоскость пред
ставляет собой прямую линию, заданную  уравнением

А\Х\ +  А$х2 =  В  (8 )

или, в векторной форме, (ех) =  р
Вектор А =  {Аъ Ла) нормален к прямой (8 ). Д лина век

тора будет равна V Ai + А! .
При В = 0  прямая, очевидно, проходит через начало 

координат.
Если увеличивать р, то прям ая будет отдаляться от 

начала координат. При этом, если А г и Л 2 будут по
стоянными, а увеличивать только В , то прям ая будет 
перемещ аться параллельно самой себе, так  как она 
остается нормальной к одному и тому ж е вектору 
А - ( Л ь Ла).

Аналогично этому в «-мерном пространстве в уравнении 
гиперплоскости А 1х 1 +  Л3лга +  . . .  +  А„х„ =  В, где В  >  О, 
коэффициенты А г, А г............Ап остаются постоянными.
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Однородную линейную функцию
f  М  — ^ ixi +  А?** +  • • • +  АцХп (9)

будем назы вать линейной формой. Линейную- форму 
будем обозначать такж е через г.

И з уравнения (3) очевидно, что для точек
(*i, х 2.......  хп ) , .  леж ащ их на данной гиперплоскости,
линейная форма принимает значение г  =  В . П ри увели
чении в уравнении (3) свободного члена (B < B i< B 2<  

гиперплоскость будет отдаляться от начала 
координат по направлению  вектора А , оставаясь п ар ал 
лельной самой себе. При переходе от точек одной 
гиперплоскости к другой линейная форма (9) будет
возрастать, принимая значения Z\ =  B \ ......z„ =  В п. П ри
В  =  0 гиперплоскость проходит через начало-координат, 
а линейная форма z  == О-

Таким образом , -линейная форма z = A \X y \-A 2x 2-\- 
-\-...-\-Ап х п сохраняет постоянное значение z — B  д ля  всех 
точек гиперплоскости Л |* 1+ Л 2*2+  ... 4 -Л»*л =  В  и будет 
возрастать при параллельном перемещении гиперпло
скости в направлении вектора А =  (А и А 2, ..., А„ ).

§ 19. Выпуклые многогранники 
и линейное программирование

1. Теория выпуклых множеств дает возможность 
доказать основные теоремы линейного программиро
вания.

Теорема 1. Е сли  К  — ограниченны й вы пуклы й м ного
гранник, то каж дая точка х, являю щ а яся  вы пуклой  
линейной комбинацией угло вы х  точек множества К , 
принадлежит этому множеству К.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П оскольку К  — ограничен
ный выпуклый многогранник, множество К  имеет конеч
ное число угловых точек х\, х 2......х р; К  есть пересечение
конечного числа полупространства, определяемых « ер а - 
венствами

° 1 1  У\ ^ 1 2  У% -f" • • • -J- аШ Уп ^ 1

а ц У \  +  .а 22 У з  ~i~ • • • . -f"  а 2П У п  ^

am lУ1+  У п < Ь т
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или

A Y < B ,

где А  — матрица типа т Х п ,  составленная из коэффициентов 
при у;

В  — матрица-столбец, составленная из свободных чле
нов;'

У — матрица-столбец, составленная из переменных 
yt (i =  1 , 2 , . . .  , п).

Угловые точки x t принадлежат множеству К  и поэто
му

А х( <  В, (t =j= 1 ,2 , . . .  , р).

Допустим, что х* — выпуклая линейная комбинация 
угловых точек:

р
х* — Х ^  -f- XjXj - ) - . . . +  ^рх р (^i ^  ^  =

/ - 1

Покажем, что х * £ К, т. е. х*  принадлежит множе
ству К-

Умножив обе части уравнения на матрицу А  слева, 
получим

Ах* — A  ftiXx +  Х2х2 -J- . . .  +  '̂рхр)>

или

Ах*1 =  Х^Лд  ̂“I- Х2Лх2 -Н • • • “f~ "^рАХр.

Поскольку A xt <  В, следовательно:

Ах* =» XjАХ\ 4- Х2А^2 ~Ь • • • XрАхр ^

XJS -J- Х2в  -f- . . .  -(- \ рВ  — В,

так как

i * i - =  1 .
/ - 1

Отсюда
Ах*  <  В  и х* £ К.

Таким образом, теорема доказана.
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Теперь сформулируем задачу линейного про
граммирования следующим образом: максимизировать 
минимизировать) z  =  Х ^  - f  +  • • • +  Х„*„ при условиях

' « 1 Л  +  ОхЛ +  • • • +  а1пхп = .ЬУ 

021*1 +  а 22*2 +  ■ ■ • +  а 2пх „ =  Ьъ

, amlXl  +  V s  +  • • +  а тпх п — Ьт

^ > 0  (Г =  1 , 2 , . . .  , и), (2 )

где atj ,  bt и Ху суть известные постоянные и /га <  п.
2 . Теорема 2 . £с.г« вы пуклое множество К  допусти

мых реш ений задачи линейного програм м ирования я в 
ляется ограниченны м м ногогранником, то линейная  
форма f ( x )  достигает мдксимума в угло во й  точке, м но
жества К.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П оскольку К  — выпуклый 
многогранник, то имеется конечное число угловых то 
чек; обозначим их через

* 1 » *2» ' * V)

Пусть х* — точка множества К, такая , что /(* * ) яв 
ляется максимумом,- т. е. х* ес*гь оптимальное допусти
мое решение. Тогда f ( x * y >  f ( x )  для всех х  £  К. 
Если х*  есть угловая точка, то теорема, доказана.

П редположим теперь, что х*  не является угловой 
точкой. Если х*  £ /С, то по теореме 1 х*  есть вы 
пуклая линейная комбинация угловых точек множества 
К. Так,

х*  =  Х]Лгх -J- Xg%2 ~Ь • • • ХпЛГ/1 ,
где

2 х , . =  1, Хг > 0 ( i  = 1 , 2 ............п).
/ = 1

Так как  f ( x )  является линейной функцией, то  по
лучаем:

f  (х*) =  f  (Хд*! +  +  • • • +  Хл*п) =
— Xi /.(*i) +  Х2 /  (*г) +  • • • +  Х„ f  (xn),
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где f ( x )  максимум для всех х  £ К. Теперь выберем 
наибольш ее из значений /(* * )  и подставим его вместо 
каж дого / ( * / )  в последнее уравнение. Обозначим это 
наибольш ее значение через ]{хр )-, тогда получаем:

Ч /(* р )  +  K f ( xP) +  •••  +  W  (хр) >  

> h f ( x d + \ f ( * J  +  • ••  4 - ln f ( x n) =  f ( x %  

так как все X, неотрицательны. Итак,

откуда
^ i/ (хр) 4- К  f  №р) 4- • • • 4- ^nf (хр) =

=  (Xi4-Xa 4- . . .  4 - K ) f ( x p) =  f ( x p)
и

/  ix p) >  f  (**) =  max.
Так как мы приняли /(**) >  / ( х) для всех х  £ К., то

/(* р) =  /(**) =  max,

а поскольку х р есть угловая точка, то замечаем , что 
максимум достигается на угловой точке множества К. 
Теорема доказана.

Если ж е f ( x )  достигает максимального значения 
более чем в одной крайней точке, то она достигает т а 
кое ж е  максимальное значение д ля  каж дой ‘Выпуклой 
линейной комбинации этих точек.

Пусть x lt х 2, . . .  , х г — угловые точки, для которых

/ (* i)  =  / ( * а) =  •••  “ / ( * , ) -  max.
Д алее, если х*  есть выпуклая линейная комбинация точек, 
то

f (**) =  / (th*i +  Р Л 4- 4-tV*,) =

e  \x f  (*i) 4-> 2/  (*a) 4- ••• 4- Iх r f  (x r )
и

/(**) =  Pi« i +  IV”i4 - ••• 4- Р г т г  —  max,
*

так как 2  ^  =  ' •
/ = 1
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Систему (1) и (2) можно написать в следующей форйе 
векторного уравнения:

JCiAx +  х 2А2 +  . . .  -f- х„Ап =  В,

x t >  0  (t =  1 , 2 ............ п),
(3)
(4)

где

А ,=

аи
av

аmi

где t =  1, 2,  п и В =

Допустимым решением задачи линейного программиро
вания является вектор х =  (*i, х 2, х п ),  удовлетворяю
щий ограничениям (3) и (4).

3. Теорема 3. Е сли  существует множество линейно  
независимы х векторов А], Аг...... А г таких, что

А л  +  А ^  -f- . .  . +  AfXf =  В 

* г > 0  (t =  1 , 2 ............ г),

(5)

то точка x = ( * i ,  х 2,..., х г , 0 , 0 ,..., 0 ) , последние п — г 
координат которой равны  нулю , является угло во й  точ
кой вы пуклого множества К  реш ений  (3) и (4).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть х не является кра й н ей  

точкой. Тогда эта точка, п ринадлеж ащ ая множеству К, 
является выпуклой комбинацией двух других точек 
у и z из К. Имеем:

х  =  ry  +  ( 1  — г) г  ( 0  <  г <  1 ).

Поскольку компоненты х неотрицательны, а последние п  — г 
компонент х  — нули, то векторы у и г  будут иметь вид

У =  {У1, Уч............ Уг> 0 ............ °)»

z =  (Zj, z2, . • . , zr, 0, 0 , . . .  , 0). (5)

Так как у и г  являются решениями (5), получаем

уА =  В, zA =  В,
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г д е

О ц a ai • . . .  а п1

а а „ . ■ а п а

• • » . . . .

« 1 т • • а Пщ

П ереписав эти уравнения в векторной форме, имеем

&1У1 +  Ajt/j -j- . . .  +  Aryr =  В ,

AiZx +  AgZaH- . . .  -f-A rzr = B .

Но А ь Аг...... А г являю тся линейно независимыми
векторами, поэтому вектор В  вы раж ается через них 
единственным образом , как линейная комбинация 
А ь А г,..., А ,. Поэтому y i = z t =  0 и х  невозможно пред
ставить в виде выпуклой линейной комбинации двух 
различных точек множества.

С ледовательно, точка х есть угловая точка множ е
ства К.

4. Теорема 4. Е сли  х = (л :ь х 2, ..., х г , 0, 0 ,..., 0) есть 
угловая  точка множества, то имеются линейно незави
симые векторы

А1г Аа, . . .  ; Аг такие, что

А л  -J- А**а +  . . .  +  Агх г — В  (6)

xi > 0  ( i = 1 . 2 , . . .  , г).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим, что векторы А], 
А г,..., Аг линейно зависимы. Тогда линейная комбина
ция, р ав н ая  нулевому вектору, будет

А&  +  Aj^a +  . . .  +  А ,у г =  0 ,

где не все y t =  0. Умножим обе части равенства на т >  0, 
затем прибавим и вычтем полученный результат из (6 ):

Ai ( * 1  +  "Уд +  А2(*а +  т*/г) + .  • • • +  A r (xr -f-  -zyr) =  В ,

Ai (* 1  — -Ух) +  А2 (х2 — тг/2) +  . . .  +  А, (хг — хУг) =  В.

Поскольку x t >  0, можно выбрать два допустимых реше
ния х и у при достаточно малом t  таких, что (х£ ±  <zŷ  >  0 ,
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т. е. первые г компонент х и у примут положительные 
з н а ч е н и я .  П редположим, что т  и есть такое выбранное 
значение. Тогда получим допустимые решения:

Xx =  (^i  ̂У ъ   ̂Уг> • • • I “Ь  ̂У г' 0> • • • ’ ®)>
х 2 =  (Xt —  г 'у!, x 2 —  i 'i /2, . . .  , x r —  x 'yr, 0 ,0 ...........0 ).

Но х  =  —  х г +  —  х0; это означает, что х  не является

угловой точкой, что противоречит предположению. Посколь
ку  допущение о том, что Ai, Аа............ А, являются линей
но зависимыми векторами, ведет к противоречию, поэтому 
оно должно быть отвергнуто.

Следовательно, А1( Аа, . . .  , А, являются линейно не
зависимыми векторами.

УПРАЖНЕНИЯ

1. Докажите, что пересечение двух или нескольких выпуклых 
фигур есть выпуклая фигура.

2. Докажите, что всякий выпуклый многоугольник является пе
ресечением конечного числа полуплоскостей.

3. Докажите, что, если через каждую граничную точку ограни
ченной фигуры проходит по крайней мере одна опорная прямая, то 
фигура является выпуклой.

4. Показать, что уравнению

ai ai On
соответствует гиперплоскость, отсекающая «а осях координат от
резки длиной а (, С12,..., ап .

5. Дано полупространство —5д:1-|-4х2—Здг3 <  5. Определить, при
надлежит ли ему точка (0, 0, 0). Отв. Принадлежит.

6. Определить, принадлежит ли точка девятимерного простран
ства (0; 4; 3; —7; 0; 0; 9; 1; 0) полупространству

4дгх +  5*2— 7х3 -ф- хъ — 2хв +  12*, — Зхя <  11.

Отв. Не принадлежит.

ВОПРОСЫ Д Л Я  САМОПРОВЕРКИ

1. Какая плоская фигура называется .выпуклой? Привести примеры.
2. Что такое полуплоскость?
3. Что называется выпуклым многоугольником?
4. Что такое угловые точки многоугольника?
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5. Какие прямые называются опорными?
6. Что называется выпуклым телом в пространстве? Привести при

меры выпуклых тел.
7. Что такое опорная плоскость?
8. Что такое многогранник? Конус?
9. Дайте понятие выпуклого множества.

10. Что такое крайние (или угловые) точки выпуклого множества?
11. Расскажите о выпуклой комбинации точек.
12. Что такое многоугольник решений? Многогранник решений?
13. Что такое гиперплоскость?
14. Что такое полупространство?



Г л а в а  VII

СИСТЕМЫ ЛИНЕИНЫХ НЕРАВЕНСТВ 

§ 20. Понятие о неравенствах

1. Д ва  числа или два алгебраических выраж ения, 
соединенные между собой знаком >  или < ,  образую т 
неравенство.

Неравенство 4 >  —5 читается так: четыре строго 
больше ■—5.

Неравенство 2 - |-а < 3 -)-а  читается так: 2 + а  строго 
меньше 3 + а .

Н еравенство назы вается тождественным, если оно 
верно (т. е. остается таким ж е: строго больше или 
строго меньше) при всевозможных значениях букв, или 
при значениях, ограниченных заданными условиями. 
О ба приведенных выше примера неравенств тож дест
венные.

Д ва  неравенства назы ваю тся неравенствами одина
кового смысла, если в каж дом  из них имеется один и 
тот ж е знак: >  или < ;  например, 7 > 5  и —2 > —4', или 
—3 < 4  и а< а-\-Ь .

Если в одном из неравенств стоит знак  > ,  а в дру
г о м ^ ,  то такие неравенства будут неравенствами про
тивоположного смысла; например,

0 >  — 3 и — 3 < 2 .
В ряде случаев неравенство при некоторых значе

ниях входящих в него букв становится равенством. 
Например, сумма двух взаимно обратных полож итель
ных чисел больше двух, т. е.
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При а — b имеем —  =  1 и —  =  1, 
Ъ а

т. е ° + ± = 2 .
Ъ а

Тогда неравенство запишем так:

Зн ак  >  читается «больше, или равно» (не меньш е); 
знак <С «меньше, или равно» (не больш е).

Неравенство состоит из двух частей; левой части и 
правой части. Приведем основные свойства неравенств:

1. Д ва  неравенства одинакового смысла можно по
членно склады вать.

2 . Д ва  неравенства противоположного смысла м ож 
но почленно вычитать, оставляя знак того неравенства, 
из которого вычиталось другое неравенство.

3. Если обе части неравенства умножим или разде
лим на одно и то ж е положительное число, то знак  
неравенства не изменится.

4. Если обе части неравенства умножим или разде
лим на одно и то ж е отрицательное число, то получим 
неравенство противоположного смысла.

Эквивалентными  (или равносильны м и)  неравенст
вами назы ваю тся неравенства, которые удовлетворяю т
ся одними и теми ж е значениями входящих в них пере
менных. Н апример, неравенства

З х + 2 < д ; + 1 2  и З я < х + 1 0

эквивалентны, так как оба они удовлетворяю тся значе
ниями х, меньшими 5, и только этими значениями.

Эквивалентные неравенства имеют свойства, ан ало
гичные эквивалентным уравнениям:

1. Если одно неравенство эквивалентно второму, а 
второе эквивалентно третьему, то и первое неравенство 
эквивалентно третьему.

2. Если к обеим частям неравенства, содерж ащ его 
переменные, прибавим одно и то ж е число, то получим 
неравенство, эквивалентное данному.

3. Лю бой член неравенства можно перенести из 
одной части неравенства в другую, сменив знак  члена 
на противоположный.
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4. Если обе части неравенства, содерж ащ его пере
менные, умножить на одно й то ж е положительное 
число, то получим неравенство, эквивалентное данному.

5. Если обе части неравенства, содерж ащ его пере
менные, разделить аа положительное число, то получим 
неравенство, эквивалентное данному.

6 . Если обе части неравенства, содерж ащ его пере
менные, умножим на одно и то ж е отрицательное число 
и переменим знак неравенства на противоположный, то 
получим неравенство, эквивалентное данному. В част
ности, если обе части неравенства умнож ить на — I , то 
знак неравенства надо  изменить на> противоположный.

И спользуя эти свойства, из одного неравенства 
можно получить другое, эквивалентное первому, путем 
ряда тождественных преобразований (слож ение, вычи
тание, умножение, деление, приведение подобных чле
нов).

2 . Н еравенства первой степени с одним или многи
ми переменными будем назы вать линейны м и  неравен
ствами.

Линейное неравенство с охним переменным после 
раскры тия в  нем скобок и приведения подобных членов 
(и, если понадобится, умножения на — 1 ) ,  принимает 
следующий общий вид:

ах  +  Ь >  О,

где х  — переменное, а и Ь —  постоянные числа ( а ф  0 ).
Реш ить неравенство / ( * ) ><р(дс), зн ачит, найти все 

те допустимые численные значения переменного х, при 
которых значение функции f ( x )  больше зн ачен ия функ
ции <р(*). Реш ение неравенств сводится к  ряду после
довательных преобразований, когда из д ан ного  нера
венства получаю т другое, эквивалентное данному, но 
более простое неравенство.

П усть дано линейное неравенство с одним  перемен
ным:

«п * 1  +  >  0  (ап ф а ) .  (1 )

Решение соответствующего этому неравенству уравне
ния

Ац^1 -f- bi — 0
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выражается с помощью равенства

другими словами, всегда сущ ествует единственное -зна
чение переменного, удовлетворяю щ ее этому уравнению.

Реш ение неравенства (1) вы раж ается с помощью, 
знака неравенства ( >  или < ) ,  т. е. сущ ествует бесчис
ленное множество значений переменного Xi, удовлетво
ряющих данному неравенству.

При этом, если

° 1 1  >  0 , то *! > ----— ,
Яц

а если

° и  <  0 , то Л а <  — — .
аи

Таким образом, совокупность значений переменно
го х \, удовлетворяю щ их неравенству ( 1 ), представляет

Рис. 26

собой интервал, ограниченный снизу (слева) при а > 0  
и сверху (справа) при а < 0 , т. е. линейное неравенство 
с одним переменным имеет одностороннее решение:

— о о < х г < ------—  , или — —  <  <  +  0 0 .
ац а 1 1

Геометрически это решение представлено на рис. 26. 
П р и м е р ы :

а) 3* — 5 > 0 ;  .
3

б ) — 4 х —  1 > 0 ;  * <  — - J .

3. Системой двух или нескольких неравенств назы 
вается совокупность таких неравенств, что значения 
переменных удовлетворяю т каж дом у из этих нера
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венств. Реш ить систему неравенств значит найти все 
значения переменных, которые удовлетворяю т всем 
данным неравенствам . Простейшим примером будет си
стема двух неравенств с одним переменным.

Пусть дана система

Я хЛ  +  h  >  О 
О аЛ  +  * ! > 0

(°и  Ф  0 , ал ф  0 ).

К аж дое из неравенств системы, взятое в  отдельно
сти, дает для Xi односторонний интервал, т. е. совокуп
ность значений переменной, леж ащ их влево или вправо 
от определенной точки. Решение системы этих нера
венств, т. е. совокупность значений, удовлетворяющих 
одновременно обоим неравенствам, будет определяться, 
во-первых, знакам и неравенства ( >  или < )  в решении 
каждого из неравенств, а следовательно, знакам и коэф
фициентов при переменном, и, во-вторых, границами 
изменения для х.

В зависимости от знаков коэффициентов при пере
менных могут представиться два случая: 1 ) коэффи
циенты прй переменном в неравенствах имеют разные 
знаки; 2 ) коэффициенты при переменном в обоих нера
венствах имеют одинаковые знаки.

Пусть теперь дано одно неравенство с двумя пере
менными

aiixi  +  ^1 > 0  (йц Ф  0; о12 ф  0).

В нем каж дое из переменных в отдельности может 
принять любое значение в пределах от — « д о  + о о .  
Если одному из переменных, например х 2, приписать 
какое-нибудь произвольное, ню фиксированное значе
ние, то для другого переменного х \ получается односто
роннее решение (знак неравенства определяется знаком 
коэффициента при этом переменном), например, при

au > 0
ап

Следовательно, граница изменения переменного х\ 
не является постоянной, а зависит от значения Xt. М ож 
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но такж е фиксировать * г  и реш ать неравенство относи
тельно Х2-

Остановимся на геометрическом смысле этого нера
венства. Соответствующее уравнение a n * i + a i2*2+ f r i = 0  
определяет прямую на плоскости, так  что трехчлен' 
a u * i + a i2*2+ fr i обращ ается в нуль тогда и только 
тогда, когда точка (хх. х 2) леж ит на прямой. П рям ая 
эта разбивает координатную плоскость на две полу
плоскости, причем д л vi точек одной -половины имеет 
место неравенство a n * i + a i2*2+ ^ i > 0 . а Для другой — 
0-Пх г\~Я\2х 2~\~Ь\ < 0 .

Действительно, в нуль трехчлен обращ ается только 
на прямой, поэтому в пределах одной полуплоскости он 
в силу своей непрерывности сохраняет знак. По разны е 
же стороны от прямой эти знаки долж ны быть р а з 
личны.

Таким образом, геометрически данное, неравенство 
вы раж ает полуплоскость, т. е. совокупность точек, л е 
ж ащ их в плоскости по одну сторону от прямой. Выбор 
полуплоскости осущ ествляется следующим образом: 
берем точку, ее значение (координаты) подставляем в 
неравенство и если последнему удовлетворяет его зн а 
чение, то взятая  точка принадлеж ит данной полупло
скости.

§ 21. Системы линейных неравенств 
в двухмерном пространстве

1. Пусть на плоскости (т. е. в двухмерном простран
стве) дана линейная функция, определяемая из уравне
ния Х\-\-х2 =  5, а именно х 2 =  5 — x v  
Эта функция назы вается линейной, так  как  точки (x lt х 2) 
леж ат на графике, представляю щ ем прямую линию. 
П рям ая линия может быть использована как  базис, 
удовлетворяющий другой точке множества на пло
скости.

Пусть теперь дано неравенство д гг< 5  — .^и л и  дгх+  
~Ь х а — ^ ^  0 .
М ножество точек, определяемых линейным неравенст
вом, назы вается полупространством, или пространст
вом реш ений неравенства.

Р азличаю т открытые и закры ты е (или замкнутые) 
полупространства. Открытое полупространство есть
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м н о ж е с т в о  точек, удовлетворяющих строгим линейным 
неравенствам,

а1Хх  1 +  а1гх2 +  &i> 0

или
аХ1Ху +  a 12x2 +  Ьг <  0 .

Закрытое полупространство есть множество точек, 
удовлетворяющих нестрогим неравенствам,

ап х j +  а1а*а +  6 j > 0

или
« х Л  +  а12х 2 +  Ьх <  0 ,

где Дц. ^ 12  и — действительные числа и Оц =^0 , 
О цФ  О-

Если даны два уравнения с двумя переменными, 
графиками которых служ ат две прямые линии, то их 
можно рассматривать как  множество точек, которое 
одновременно удовлетворяет соответствующим линей
ным неравенствам. М ножество решений как равенств, 
так и неравенств, есть пересечение множеств. П осколь
ку эти множества включают полупространства, то в от
личие от систем уравнений вместо единственности 
решения для  системы линейных неравенств будем иметь 
или бесчисленное множество решений или пустое мно
жество. Это различие между точками уравнений и не
равенств необходимо отличать. Н апример, возьмем пе
ресечение двух прямых линий на плоскости. Совместное 
решение двух уравнений есть точка пересечения их пря
мых линий. Одновременное ж е решение системы соответ
ствующих неравенств есть клинообразная область. Н а 
рис. 27 показано решение системы

|  x i +  х г — 4 0
I 2хх — 2 х а —  5 < 0

Решение системы неравенств

J хг +  х 2 —  4 > 0  
1 х г —  2ха — 5 >  0 

показано на рис. 28.
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Если прямые линии параллельны , то имеем:
а) неравенства одинакового смысла, т. е. знаки 

неравенств имеют одинаковое направление; в этом слу
чае пересечение полупространств есть полупростран
ство;.

б) неравенства противоположного смысла; пересе
чение полупространств есть бесконечная полоса на 
плоскости;

в) неравенства противоположного смысла; .пересе
чение полупространств не содержит ни одной точки.

П р и м е р  1 . Пусть даны  неравенства одинакового 
смысла

М ножество точек, одновременно удовлетворяющих 
обоим неравенствам , и множество точек, удовлетворяю 
щих только первому неравенству, совпадаю т. Это — по
лупространство, определяемое неравенством (1). Н ера
венство (2) будет «лишним» (рис. 29).

П р и м е р  2. Пусть даны неравенства противоположи 
ного смысла

Рис. 27 Рис. 28

Ху -}- 2 д:2 — 6 < 0 , 

х 1 +  2 *а'— 1 0  <  0 .

(1)
(2)

(3) 
(2)
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Пересечение соответствующих полупространств есть 
бесконечное множество точек между двумя параллель
ными прямыми линиями. Совместное решение системы 
есть полоска (рис, 30).

Рис. 29

П р  и м е р  3. Д аны  неравенства противоположного 
смысла

* i  +  2 л:а — 6 < 0 , 
*х +  2*а— 10 >  0.

(1)
(4)

В этом случае нет точек, которые одновременно удов
летворяю т неравенствам  (1) и (4) — неравенства не
совместны (рис. 31).

2 . Если д ан а система двух неравенств с двумя 
переменными в общ ем виде:

а11Х1 +  « 1 2 * 2  +  Ьу 0  

аи х 1 fl22*2 ^2  ̂  0 »

го простейший способ решения 
ее состоит в следующем.

Путем уравнивания коэф
фициентов исключаем, одно из 
переменных (в случае, когда 
коэффициенты при одном из 
переменных имеют различные 
знаки). П усть исключили переменное *ь  Тогда получен
ное в результате исключения неравенство дает для 
оставш егося переменного * 2  одностороннее решение. 
Если затем  этому переменному * 2  дадим  какое-нибудь из 
возможных д ля  него значений, то исходную систему
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можно рассм атривать 'как  систему двух неравенств отно
сительно только переменного xi. В этом случае система 
допускает для х х конечное двустороннее, но зависимое 
от Хг решение.

- П оскольку каж дое из неравенств системы представ
ляет собой полуплоскость, то решение данной системы 
есть пересечение двух полуплоскостей.

3. П усть теперь д ан а система трех неравенств с дву
мя переменными:

а 1 1 * 1  +  ° 1 2 * 4  +  ^ 1  >  О

«2 1 * 1  +  а 22* 2  +  &2> 0  (5)

a 3ix i  +  а згХ2 +  Ь3 '^> 0 .

К аж дое из неравенств системы (5) зад ает  полуплос
кость. Реш ение системы трех неравенств с двум я пере
менными дает пересечение трех полуплоскостей, и в об - 4 
щем случае образует треугольник.

Необходимыми условиями, при которых эта система 
неравенств будет определять конечную' область, являю т
ся требования, чтобы три соответствующие прямые 
д а в а л и . в пересечении треугольник. Эти требования 
будут выполняться, если определитель системы D  и оп
ределители

« 2 1 Я 22
,  D a  =

О ц « 12
» D , — a n « 12

С 31 Я 32 a 31 «3 2 _ ° 2 1 °2 2

будут все отличны от нуля.
Достаточными условиями для определения неравен

ствами области, леж ащ ей внутри треугольника, яв 
ляю тся требования, чтобы определитель системы D  
и три алгебраических дополнения элементов столбца 
свободных членов были отличны от нуля и имели бы 
одинакоёые знаки.

Д л я  установления необходимых и достаточных 
условий над системой неравенств (5) произведем линей* 
ное лреобразование.

Введем новые переменные у  и z:

{■ aUXl +  <*12*2  + & ! =  «/ .

I +  «22*2 +  h  =  Z.
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Положив

а 21 а 22

определим отсюда Х\ и х% через у  и z  и подставим их 
значение в третье неравенство; в результате систему 
неравенств (5) преобразуем в систему вида

где т, п, и р  — некоторые постоянные числа.
Геометрически такое преобразование (рис. 32 а  и б) 

означает, что треугольник A B C  (в плоскости x^O xi) 
преобразован в треугольник O M N  (в плоскости yO z)

такой, у которого две стороны совпадаю т с полож и
тельными направлениями осей координат (так назы вае
мый координатный треугольник).

И если система неравенств (7) будет такова, что 
определит внутреннюю часть треугольника OM N, то и 
эта система такж е будет определять внутреннюю часть 
треугольника A B C .

Выясним, когда система (7) будет определять внут
ренние точки треугольнику. Очевидно, тогда, когда
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У >  о 
z >  0  

т у  +  пг +  р  >  0 ,

(7)

'г

Рис. 32



третья прям ая M N  будет отсекать на осях у  и z  поло
жительные отрезки и когда полуплоскость, определяе
мая третьим неравенством, будет располагаться влево 
и вниз от соответствующей прямой. Все это будет иметь 
место в том случае, когда коэффициенты т  я п  будут 
отрицательны, а свободный член р  положителен.

Вычислим эти коэффициенты, для чего выполним 
следующее преобразование. И з (6 ) находим Х\ и х 2 
и подставим эти значения в третье неравенство систе
мы (5); тогда после алгебраических преобразований 
получим

У
« 2 1 «22 +  Z « 1 1  « 12

« 3 1 «3 2 « 3 1  « 3 2
(8)

г д е / )  — определитель системы (5).
Таким образом  т, п  и р системы (7) являю тся соот

ветствующими алгебраическими дополнениями. К аж до
му алгебраическому дополнению A t приписываем тот 
множитель, который он получил бы в разложении опре
делителя D  по элементам последнего столбца. Т ак что 
А и А 2 и  Аз суть не что иное, как алгебраические допол
нения элементов последнею  столбца в определителе 
системы

D  =
« 1 1  « 1 2  ^ 1  

« 2 1  «22  ^2 

« 31  « 3 2  ^3

При этих обозначениях получаем

— А ху  — A #  +  D  >  0.

Очевидно, что коэффициенты при у  и z  будут отри
цательны, а свободный член положителен тогда, когда

А г >  0, Л2>  0 , D >  0 .

Этот результат мы получили, предположив, что D 3 > 0. 
Если бы D 3 был меньше нуля, то при умножении на А 
знак больше неравенства (8 .) пришлось бы сменить на
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обратный, умножив все неравенство на — 1 . В результа
те имели бы

А гу  +  A #  —  D > 0 .

В этом случае, для' того чтобы коэффициенты при 
переменных были отрицательны, а свободный член по
ложителен, необходимо:

Л < 0 , А 2<  О, D < 0 .

И так, в обоих случаях знак определителей D, D\ и 
D2 долж ен совпадать со знаком D 3. П ри этих условиях 
неравенства (7 ), а следовательно, и данная система 
неравенств будет представлять внутреннюю часть тр е
угольника.

Таким образом, для того чтобы система трех нера
венств с двумя переменными имела конечное решение, 
необходимо и достаточно, чтобы определитель систе
мы D и три алгебраических дополнения элементов 
столбца свободных членов были отличны от нуля и 
имели одинаковые знаки.

§ 22. Системы, линейных неравенств 
в n -мерном пространстве.

Многогранник решений

1. П онятия, относящ иеся к двухмерному простран
ству, могут быть обобщены и расширены на случай 
«-мерных пространств.

Рассмотрим решение системы трех неравенств._В этом 
случае совокупность решений системы есть пересечение 
полупространств, определяемых неравенствами.

Пусть дана система трех неравенств с двумя пере
менными

>  О 

* 2 > 0

Ху +  2дса — 5 >  0.

Пересечение множеств решений этих неравенств 
(рис. 33) есть неограниченное множество М.
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Пусть дана теперь система четырех неравенств с 
двумя переменными

х г >  О 

Х% ^

х \ +  * 2  — 5 >  О

i 4" 3*2 — 18 <  О.

Пересечение множеств решений данных неравенств 
есть ограниченное множество N  (рис. 34).

2. Пусть дана система четырех неравенств с тремя 
переменными

а11Х1 +  ^12*2 +  <*13*3 +  Ь1 >  0

°21Х1 +  022*2  4- #23*3
«3 1* 1 4- а 32*2  4- а33х 3 4 - Ь3 >  О 

°41*1 4" а42*2 4- а43*3 4" bl 0.

Одно линейное неравенство с тремя переменными 
вы раж ает геометрически полупространство, т. е. сово
купность точек пространства, леж ащ ую  по одну сторону 
от плоскости, которая задается соответствующим данно
му неравенству уравнением. Д л я  того чтобы система (1) 
представляла собой ограниченную часть пространства, 
необходимо, чтобы четыре соответствующих полупрост-
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ранства образовали в пересечении тетраэдр. Это требо
вание будет выполняться, если определитель системы

ali ® 1 2  й18 ^ 1

®21 ^22 ®23 ^2
^  =  к аЭ1 ^32 °33 3̂

041 ®42 ®43 ^4
и алгебраические дополнения элементов столбца, ср- 
ставленного из свободных членов

021 ®22 023 0Ц  012 fl13

4  =  ( - 1 ) 4 + 1 031^032 033 . А , =  ( -1 У + * 031 032 fl88

041 042 °43 041 °42 043

0 ц  а12 а13 011 012 013

А3 -  ( -  1)< + 3 021 022^*23 , A t  =  (— 1)4+ 4 °21 022 023

041 042 043 031 032 033
будут все отличны от нуля.

Эти необходимые условия еще не являю тся доста
точными. Д л я  того чтобы установить, при каких усло
виях система неравенств ( 1 ) будет определять внутрен
нюю часть этого тетраэдра, введем новые переменные:

a n x i  Ч- а и х2 Ч- а 1зх з +  — У

021*1 +  «22*2 +  <*23*3 4 - А  =  2

031*1 Ч- 032*2 Ч- a 33X 3 +  b 3 =  t

и преобразуем тетраэдр в такой, у которого тремя г р а 
нями служ ат координатные плоскости (рис. 35).

Система преобразованных неравенств будет иметь 
вид

У >  о
2  >  О

; > 0  (2)

■ т у  +  nz +  pt +  г  >  О, 
где т, п, р  и г — некоторые постоянные числа.
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Эта система представляет часть пространства, л е ж а 
щую внутри тетраэдра, если в последнем неравенстве 
коэффициенты при переменных будут отрицательны, а 
свободный член положителен.

Выполнив преобразования (аналогично случаю п. 3 
§ 2 1 ), получим четвертое неравенство преобразованной 
системы (2 ) в следующем виде

— Аху  — A%z — A3t -)- D  О

Коэффициенты при переменных будут отрицательны, 
а свободный член положителен, если

Л > о ,  л 2 > о ,  Л > 0 , £ > > о

при условии
А ^ ~  А  > 0 .

Если определитель Л < 0, то при умножении на А 
неравенства (2 ) пришлось бы в нем знак неравенства 
сменить на противоположный:

А\У Н- ^ 2Z +  — D  0,

что справедливо при

А < 0 ,  Л2<  0, Л3 . < 0 ,  D <  0.

Таким образом, система четырех неравенств с тремя 
переменными определяет тетраэдр тогда и только тогда,
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когда знаки определителя системы D  и алгебраических 
дополнений одинаковы.

3. Полученные результаты  обобщим на случай си
стемы «  + 1  иеравенств с « переменными:

О ц *1  4 "  а 12Х2 +  ■ • • +  a llXi +  • ■ • "Г  а щ Х п +  Ьг ]]> О 

Ctiix i +  022*2 4 "  ■ • ■ 4 "  a iix i +  • • • +  Qyixn +  b2 0

an x i 4~ • 4- ацх] +  • • • +  CLinxn +  >  0 ^

anix i +  ana* 2  +  • • • +  ап/х,- +  . . .  +  annxn +  6„ >  0  

on+u *i 4- a«+1,2 * 2  +  • • •, 4- a n + i , j x j  4" • • • 4“
4 - O/i-f-i.n^n&n+i 0 .

Одно неравенство в n -мерном пространстве пред
ставляет в геометрической интерпретации rt-мерное 
полупространство — совокупность точек «-мерного про
странства, леж ащ их по одну сторону от соответствую
щей гиперплоскости.

Установим условия, необходимые и достаточные для 
того, чтобы система (3) имела .решение, представляе
мое n -мерным тетраэдром (или симплексом). Под
«-мерным тетраэдром подразумевается совокупность 
точек «-мерного пространства, получаемая путем линей
ного преобразования (с определителем й ф  0 ) точек 
координатного «-мерного тетраэдра в совокупность 
точек, координаты которых удовлетворяю т п  4 - 1  не
равенствам:

% ^  0 , х% 0 , . . .  , хп О, 
fla*i 4- й/2*2 4- • • • 4- oinxn -\-bi О,

где все ап  <  О, а свободный член 6 г- >  0 .

П ри « = 3  это определение д ает  трехмерный тетра
эдр, при « = 2  треугольник и при « = 1  отрезок.

Чтобы установить условия, при которых система 
неравенств (3) будет иметь конечную область решений,
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представляю щ ую  n -мерный тетраэдр, применим к ней 
линейное преобразование:

Ух =  « 1 1 * 1  “Ь “Ь • • • “Ь а 1 пхп +
Уъ ~  a2lXl +  a22*2 +  . • • +  О-чцХп +  Ьг

Уп — 0«i*i ~Ь ап2х ъ 4" • • • Н- аппхп “Ь Ь,j, 

предполагая при этом, что определитель

аи Я 12 • • «j/i

D  = «21 fl22 • • <*2п Ф  0

Я/12 • ■ апп

Возьмем определитель системы

« и Я 12 • • • ^1/1 к

°2 1 а 2 2 • • • & 1П h

аП1 Я/12 • • • а пп bn

° л + 1 .1 Я/1+1,2 • • • O n + l .n bn+\

и обозначим через Dt алгебраическое дополнение 
г-го элемента последнего столбца.

Н айден н ы е 'зн ачени я x t подставляем в л + 1  нера
венств системы (3)„ которые затем преобразуем анало
гично тому, как это делали в случае системы четырех 
неравенств с тремя переменными.

П редполагая сначала, что £ )> 0 , умножаем обе части 
неравенства на D; затем  определители, содерж ащ ие 
переменные, разлагаем  по элементам соответствующего 
столбца, а в определителях, содерж ащ их столбцы сво
бодных членов bi t ' транспонируем столбцы так, чтобы 
ряд  свободных членов оказался в каж дом из определи
телей на последнем п-м месте; для этого в первом 
из таких определителей придется сделать п — 1 транс
позиций и в каж дом  следующем на единицу меньше.

Д алее, раскры ваем  скобки и объединяем члены, со
держ ащ ие переменные in, уг, -., Уп, вынося эти перемен
ные за скобку. Убедимся при этом, что коэффициента
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ми при у i будут являться определители D / , взяты е с 
обратнйм  знаком , а совокупность свободных членов 
будет представлять собой определитель системы D'.

Окончательно получаем:

— — D 2t/2 — . . .  —  Dnyn +  D '>  0.

Этот результат получен .в предположении, что 
Dn + 1 = Ь > 0 .  В этом случае система неравенств после 
линейного преобразования принимает вид

Г i/i >  0 . У2 > 0 , . . .  . уп > 0  
\ D\ \ h — D & 2 —  — Dnyn +  D '>  0.

Система (4), а следовательно, и исходная систе
ма (3) будут представлять л-мерный тетраэдр, в том 
и только в том случае, если коэффициенты при уг- в по
следнем неравенстве будут отрицательны, а свободный
член положителен. Это будет иметь место, когда

01 > 0 ,  О 2 > 0 ,  . . .  Dn >  0, D ' >  0.

Если предположить, что Dn+l = D < 0, то при умно
жении исходного неравенства на D  знак неравенства 
надо сменить на противоположный и затем , чтобы вер
нуться к неравенству со знаком > ,  надо умножить обе 
части неравенства на — 1. В результате получили бы

DfJi +  D„y„ — D ' > 0 ,
и тогда преобразованная система неравенства для слу
чая D < 0  приняла бы вид

\У 1  ^  0> Уг ^  0, . .  . , уп >  0
i^ i* /i +  "Ь •••  +  Dny„ — D ’ >  0.

В этом случае, для того чтобы система (5) представ
ляла тетраэдр, необходимо, чтобы

D x< 0 , D 2 < 0 ...........D " < 0 , D ' < 0 .
Таким образом, в обоих случаях требуется, чтобы 

знаки D t и D ' совпадали.
И так, для того чтобы система л - f - l  неравенств 

с л  переменными представляла внутреннюю часть л-мер- 
ного тетраэдра, необходимо и достаточно, чтобы опре
делитель системы D ' и все л 4 - 1 алгебраических допол
нений были отличны от нуля и имели одинаковые знаки.
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4. Рассмотрим систему неравенств, в которой число 
неравенств одинаково с числом переменных.

Д л я  системы двух неравенств с двумя переменными 
множество решений геометрически составляет внутрен
нюю часть плоского угла. Этот случай имеет место, когда 
определитель системы отличен от нуля и коэффициенты 
хотя бы при одном из переменных имеют разны е знаки.

Установим, при каких условиях система трех н ера
венств с тремя переменными будет иметь решение ан а
логичного характера. Возьмемчсистему

«11*1 +  «12*2 +  «13*3 +  &1 О

а21х г +  а 22х 2 +  а23х 3 +  Ьг >  О

«31*1 +  «32*2 +  «33*3 +  Ь3 >  О,

предположим, что ее определитель

•*12 «13

D *21 •*22 •*23 ¥= 0 .

J31 «32 «33

Геометрически это значит, что три соответствующие 
плоскости пересекаю тся в некоторой точке М 0 (*ь *2, х 3) , 
образуя трехгранньш угол (точнее 8  трехгранны х углов).

Установим, п р и . каких условиях три данных нера
венства определяю т внутреннюю часть трехгранного 
угла.

Д л я  этого фиксируем одно из переменных, напри
мер хз. Тогда дан ная система преобразуется в систе
му трех неравенств с двумя переменными х\ и хг и ее 
определителем будет

+

«11 «12 «13*3 + h «11 «12 «13

«21 «22 «23*3 + =  * 3 «21 «22 «23

«31 «32 «33*3 + «31 «32 «33

+

а 1 1 12

« 21

а

h

К

31 ■ «32

154



Если окаж ется, что три соответствующих алгебраи
ческих дополнения второго порядка

А 12 — #21 ам » А 2% — а и «13
И А3 a =

а и °13
°31 °зз «31 азз «21 °23

будут иметь одинаковые знаки, _»апример, полож итель
ные, то взяв *з >  * 3 (или х 3 <  дс3) , . в зависимости от 
знака

ап <*12 « 1 3

D  = ° 2 1 й 22 Оаз

а 31 а 32 азз
где

а11 °12 °13

в21 а2j йгз 

~  __ а31 Дза азз

добьемся того, что и' D  будет положительным. А_поэто
му при любом фиксированном значении *з>-*з (или 
Х з < Х з )  для переменных Х\  и Хг  можно получить конеч
ную область изменения.

И так, если определитель системы трех неравенств 
с тремя переменными отличен от нуля, а три алгебраи
ческих дополнения, соответствующ ие одному из пере
менных, имеют одинаковые знаки, го при фиксировании 
значения этой переменной для остальных двух перем ет
ных получается конечное решение.

Геометрически множество решений системы в этом 
случае представляется в виде внутренней части трех- 
гранного угла такого вида, что всякая плоскость, п ар ал 
лельная соответствующей координатной _плоскости и 
проведенная выше (ниже) вершины (*i, *2, *3), пересе
кает все три грани этого угла, образуя в пересечении 
треугольник, причем площ адь треугольника возрастает, 
и притом неограниченно, с возрастанием абсолютной ве
личины *3-
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Например, для системы

Хх Х2 * 3  -----  ^ ®

—З-̂ i -j- х% -f- 2 лг3 -|- 8  ^  О

2 * 1  — * 2 +  *3— 1 > 0  

определитель будет

1 1 - 1

D  =  —3 1 2 =  9 ( >  0)

2  — 1 1

Алгебраические дополнения элементов 
столбца будут

третьего

—3 1
1- A

1 1

2 — 1
I, n  

1 1

2 —
2  - 1

M = - 3  1
= i

таким образом,

Хо =

1 1 з
—3 I — 8

2  — 1 1

D
17
9

17
При фиксировании *3> -----— для х\ и х2 получаем

конечное решение. Так, при *3 = 0  значения х х и х2 л е
ж ат  внутри треугольника, заданного системой

x i ~Ь * 2  — 3 > 0  

—3 X} х 2 8  ^  0  

2 х х — х2 — 1 >  0.

§ 23. Зам ена неравенств уравнениями

1. К ак показано ранее, линейное уравнение 
-(- GLjqXq -j- . . , -f- йуПХп =
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задает гиперплоскость в «-мерном пространстве. У ста
новлено было такж е, что неравенству с двумя перемен
ными удовлетворяю т точки одной из полуплоскостей, 
ограниченной прямой, построенной по уравнению, соот
ветствующему этому неравенству.

Вообще, линейному неравенству вида

a\ix i 4" a ia*a 4~ • • • 4~ aiix j +  • • • +  ainxn 'С Ьх
удовлетворяю т точки одного из полупространств, огра
ниченных гиперплоскостью, построенной по соответ
ствующему уравнению

а х Л  4~ a i2*a 4~ • • • 4~ aiIх! 4- • • • 4- &inxn — Ьх
Пусть дана система т  линейных неравенств с п  пе

ременными:

аих\ 4- °is*2  4- • • • 4- aiIх! 4- • • • 4- атхп -С 

@21Х 1  4 "  а22Х2 4- • • • 4- a2iXi + • • • 4- а2ДХп Ь2

a iix l  4" a i2x 2 4- • • • 4" atixl 4- • • • 4- ainxn

amixi 4- am2x2 4- /  • • +  i 4- • • • 4- amnxn bm. 
Запишем эту систему более кратко: 

an xi 4* ая х2 4- ••• 4- aiix i +  ••• +  &inxn 'К. bj (1')
или

П

^ a j X j  <  bit i =  1, 2 ,  . . .  , т. (1 ")

/= i
Система ( 1 ) определяет в л-мерном пространстве мно
гогранник решений,- Иначе: множество решений этой 
системы является выпуклым множеством в п-мерном 
пространстве. Любую систему неравенств можно запи
сать в виде ( 1 ) , так  как знак неравенства можно изме
нить на противоположный, умножив обе части неравен
ства на — 1 .

Систему неравенств (1) можно преобразовать в си
стему уравнений с помощью прибавления к левой части,
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каж дого неравенства неотрицательного переменного. 
Н азовем ' эти неотрицательные переменные дополнитель
ными переменными. Путем введения этих дополнитель
ных переменных для системы ( 1 ) получаем систему 
уравнений

«11*1 +  °12*2 +  • • • +  a iiXf +  • • +
+  а 1ПХп +  *л+1 =  by

«21*1 +  022*2+ ••• +  a 2iXi +  • +
+  а 2пх п +  *л+2 — Ьг

а п Ху +  +  . . .  +  ОцХ/ +  . •• +
+  Я(л*л +  *л+/ =  Ь{ .

/

a mlXl  +  am2*2 +  ••• +  a miXl  + •• +
- +  Я/ПЛ*Л +  Хп+Ш — Ь mt

где

■*71+/ >  0  (t = 1 , 2 ............m).

Неравенство вида

а 11*1 +  Я12*2 +  • • • +  a u x i  +  ■ • • +  ОщХп "С Ьу

может быть преобразовано в уравнение прибавлением 
к его левой части некоторого неотрицательного перемен
ного х п + 1  >  0 :

au x i  +  а 12*а +  ■ • • +  a\ix j +  • • • +  alnxn хп+\ =  by

М ожно показать, что_всякому решению системы не
равенств (1), а именно Х\, х 2,..., х п , соответствует опре
деленное решение системы линейных уравнений (2 )

* 1 * *2» • * • * *л» *л+ 1  * • - - * *я+ т.

Таким образом , решение системы линейных нера
венств приводится к решению соответствующей системы 
линейных уравнений.
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2. Рассмотрим пример замены неравенств уравне
ниями.

Пусть дана система неравенств 

х г +  2 *а <  3

* i > 0  

х 2 >  О*

(3)

М ножество решений этой системы геометрически 
представляет собой пересечение полуплоскостей 
(рис. 36).

tt о;

(3')

Рис. 36

Если к левой части первого неравенства системы (3) 
прибавим положительную  величину *3j получим систе
му (3 ') , эквивалентную  (3):

Ху -f- 2 *а "Ь * 3  =  3

* ! > 0

* 2 > 0

* з > 0

С помощью дополнительной переменной Хз мы свели 
данную систему к системе с тремя переменными. П оло
жив в (3') * 1 = * 2 = 0 , находим третью координату 
* з= 3 .

Геометрически это будет плоскость в трехмерном 
пространстве (рис. 37).
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(4)

В .общем случае систему двух неравенств с двумя 
неотрицательными переменными:

&11Х1 -f- ^12*^2 

^ 21*^1 4“ ^22^2 ^2

дсх >  О

* 2  О,

в случае нахождения максимума линейной формы, т. е.

2 max =  XjJJj -f- 2̂̂ -2

можно всегда преобразовать в систему (4'), эквивалент
ную (4):

®1 Г̂ 1 “Ь ^ 1 ^ 2  +  *3 =  ^ 1  

а12Х1 +  О 22^2 +  X.i = _ & 2

*! >  О (4')
х2 > 0

Хд >  0 .

^шах =  ^1 * 1  4“ XjXa»

Таким образом, если ограничения данных- задачи 
выражены в виде линейных неравенств, то последние 
всегда можно заменить уравнениями путем введения 
дополнительных неотрицательных переменных.

УПРАЖНЕНИЯ

1. Решить неравенство 

37 — 2д- З х — 8

Отв. х >  56.

2. В чем заключается геометрический смысл следующей систе
мы неравенств:

2xi 4* ДГ2 1 > 0
3*1 — 2*а 4  3 > 0

*х — хг — 1 <  0
— 2 л-, — хг — 3 <  0,
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3. Решить систему неравенств с одной переменной

Отв. а) х  <  — 1; б) — Г < * < 1.

4. Решить следующие системы неравенств и дать их геометри 
ческую интерпретацию:

5. Решить следующие системы неравенств и интерпретировать их 
геометрически:

1. Почему теория систем линейных неравенств служит математи
ческой основной линейного программирования?

2. Приведите общий вид неравенств с одной переменной; с двумя 
и тремя переменными?

3. Дайте геометрическую интерпретацию неравенств с одним, дву
мя и тремя переменными.
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е) — лг2 1 =  О 
2*г — х2 2 >  О 

. * i — 2*а -+ 4 >  б.

а) Х\ •— 2*а — 1 >  О

— Здг4 -ф- *а — 2 > О
2 * 1  — 5*2 -f 6 > О

6. Решить систему неравенств

2*! Злс2 — 6 <  О

— *2 — _2 ^  О
— хх — 3*2 — 3 <  0.

ВОПРОСЫ Д Л Я  САМОПРОВЕРКИ



4. Каким условиям должна удовлетворять система трех неравенств 
с двумя переменными, чтобы она определяла часть плоскости, 
лежащей внутри треугольника?

5. Что такое координатный треугольник и как он получается?
6. Какое линейное неравенство геометрически .выражает полупро

странство?
7. При каких условиях система четырех линейных неравенств с 

тремя переменными образует (соответствующими плоскостями) 
тетраэдр?

8. Что такое тетраэдр с координатными плоскостями?
9. Что называется гиперплоскостью? Каким уравнением она опре

деляется?
10. Что называется /г-мерным тетраэдром (или симплексом)?



Г л а в а  VI I I

ТОЖДЕСТВЕННЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 
И НЕОТРИЦАТЕЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ ЛИНЕИНЫХ СИСТЕМ

§ 24. Тождественные преобразования

1. Пусть дана система линейных уравнений 

an x i +  ai2x 2 ~Ь • • • +  ai ix i ~Ь •• • +  а1Пхп — Ьх

а 2\Х1 " Ь  # 2 2 * 2  a 2jX i “(” • • •  +  а 2ПХ п —  Ь 2

............................................................
-f- 0-ijXj —|— . . .  —|— ainxn — bi

V i  +  a mZx 2 +  + a m i X j +  . . .  +  a m nx n  =  bm.

В сокращенной записи эта система может быть пред
ставлена в виде

a i i x 1 + a i i x i +  . . .  + а ц х , - +  . . .  - f a in x n  =  bt (2)
ИЛИ

л
=  (t = 1 , 2 ..........т). (3)

/= I
Здесь т  уравнений системы линейно независимы. В про
тивном случае из системы можно удалить одно или 
даж е несколько уравнений (так называемых «лишних»). 
Условимся считать все Ь( неотрицательными, так  как в 
случае отрицательности их можно сделать полож итель
ными, у множив обе части уравнений на — 1 .

В системе (1) перенесем все члены уравнений в п ра
вую часть. Тогда будем иметь
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О —  Ьу (# 1 1 * 1  "Ь # 1 2 * 2  “Ь • • • ~f" # 1 /* /'  +  

+  . . . - ) -  alnxn)

О =  Ь2 — (а21х 1 +  а22х 2 +  . . .  +  av X/ +

-(- # 2п*л)

(4)
0 = 6 ; -- (а,!*! +  Я/2*2  +  • • ■ +  #//*/' +

Q;n*n)

О =  6л, -  (а т 1 * 1  +  ат 2*2  +  ••• +

+  amixi +  • • • “Ь  #/ия*л).

или, пользуясь сокращенными записями (2) и (3),  соот
ветственно получим

0 =  bt — (#u*i 4" я*а*2 “Ь • • • ~Ь а и х 1 "Ь • • • “h #/п*л) (4 )
или

О =  Ь, — ^  aUx l (* =  1 - 2..........т )- (4") .

Уравнения, записанные в форме (4), (4') или (4 ") . 
будем называть 0 -уравнениями- ■

Из системы (4) определим переменную X/ , для чего 
перенесем член ацх/ влево с противоположным знаком, 
и затем разделим обе части уравнения на сц,- Ф  0. Тогда 
получим

П

-- ---------t-±-Xl
aij aU

ИЛИ, ПОЛОЖИВ

будем иметь

*/ =  К +  Х;1х, +  >-,-2*2 +  - • • +  ЧпХп. где i =  1 ,2 ...........п.
1R4



Такие уравнения, разрешенные относительно одной 
из переменных, называются Х-уравнениями.

2. Пусть система (1) содержит k  линейно независи
мых уравнений и разрешена относительно k  переменных. 
Тогда можно считать, что эта система разрешена отно
сительно первых k  переменных из первых k  уравнений:

x i — Ь\ — (о\ ,*+1  %k+\ +  Я] .* + 2  xk+2 +  • • • +  а1пхп)

х2 =  Ь2 - (fl2 .*+ l x k+l +  а 2,Ь+ 2  Xfc-j-2 +  • • • +  а 2пх п)

.......................................................................................... (5)
Xl =  btv (fll.A-fl Xk+l +  ai,k+2Xk+2 +  ••• +  ainXn)

xk =  bk ' ■ iak.k+i *a-h +  ak,k+2Xk+2  +  •. • +  aknxn). 

Система (5) в сокращенной записи имеет вид
П

x i =  b i —  2  a Ux i  (* =  1 > 2 ...............*)■ (5 ')
/ - * + 1

Обозначим вектор-столбец свободных членов этой си
стемы (5) через В, векторы-столбцы коэффициентов при 
переменных 'xk+u Xk+2, • • • , Хп соответственно через А/ 
(где /= £ + 1 ,  fe-f-2,. . . ,  л ), а левые части уравнений (т. е. 

разрешенные переменные х ъ  х2, . . .  , xk) умножим соответ
ственно на единичные векторы ^-мерного пространства

Ах (1, 0.......... 0); А2(0, 1, . . .  , 0); ; Ай(0 ,0 , . . .  , 1>.

Тогда имеем систему (5) в виде векторного уравнения

2 * а  =  в -  2  (6)
i= l /-* + 1

где векторы Aj, А2, . . .  , Ak образуют базис в ^-мерном 
пространстве.

Составим матрицу разложений векторов 

Ац А„ . . .  I Ак, В, А̂ -|-1, Ад>_|_2» • • • » А/, . . .  , Ад 

в базисе Alt А2, . . .  , Ак
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Имеем:

1 0  . . . 0  . • 0  b\ Qi./H-i • • • aii • • aln

0  1 . . .  0  . . 0  b2 Й2 . * + 1  • • i •

0  0  . . .  1 . • 0  bt ai,k+ 1  . ■ aii ■ * &1П

0  0  . . .  0  . . .  1 bk 1 . • %  • * Чп

(7)

Предположим, что совокупность векторов 

Ai, Ад, . . .  А к , , Ал,

входящих в уравнение (6 ), образует несколько базисов 
k-ro порядка, отличающихся один от другого хотя бы 
одним- вектором. При переходе от базиса к базису 
(см. § 12) все коэффициенты уравнений (5) будут пре
образовы ваться по формулам

Di0 ■ D ij
-ТГ> а ‘/ =  -£Г-b[ =

Переход от одного базиса к другому преобразует 
одну систему уравнений в эквивалентную  ей систему, 
т. е. в систему с теми ж е решениями. При этом мы будем 
рассматривать положительные базисы. Б азис будем на
зы вать положительным по отношению к вектору свобод
ных членов В, если В представляется в этом базисе в 
виде

г- i

Из уравнений системы (5) видно, что базис, содер
ж ащ ий векторы А ь А г,..., A k , соответствующие р азре
шенным переменным, является положительным, так как 
по предположению р,-> 0 .

Переменные x lt х 2, ..., x k , относительно которых 
система (5) разреш ена, будем назы вать базисными, а 
все остальные — небазисными. Решение системы, по
лучаемое приравниванием небазисных переменных нулю, 
называется _базисны м.
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Разберем  последовательность перехода от одного, 
базиса к другому, используя систему (5) и матрицу (7):

1) Выберем один из столбцов матрицы Af (£ + 1  ■’С 
< / <  п ),  в котором имеются положительные коэффи
циенты (один или несколько),

Уи’> Уъ!’ • • • > Ум> • • • » У к/ ^  Щ
при неразрешенных переменных х,-. (В исходной системе

Пусть таким столбцом будет / '.
2) Находим минимальное- значение частных от деления 

свободных членов на соответствующие (только положитель
ные!) коэффициенты при неразрешенных переменных, т. е.

дет при i — i' ,  Коэффициент yvy  назовем разрешающим  
элементом системы (5).

3) Разрешим Г-е уравнение относительно переменной:

Подставим полученное выражение в остальные уравне
ния системы (5). Тогда система (5) перейдет в эквива
лентную ей систему:

отношение минимальное отношение бу-

(8)



При этом совокупность векторов A J( А2, A/'_j, Aj- 
A / '+ i, . . .  , Ak станет новым базисом. Это можно 
показать таким образом. И з (9) следует, что эти векто
ры образую т базис, так  как соответствующий им опре
делитель не равен нулю:

1 0  . . .  0 а 1Г 0  . .  0

0 1  . . .  0 Chi' 0  . .  0

0 0  . .  0 a-i-r 0  . 0
=  avr  >  0

0 0  . . .  0 akr 0  . .  1

Этот базис положительный, так  как новые свободные 
члены неотрицательны. В самом деле, свободные члены 
имеют вид

Если y tj' >  0, то по правилу 2)
Jb i_  ^

Уц' ^  Ууг

и свободный член неотрицателен; если ж е t/iy' < 0 , то сво
бодный член снова неотрицателен.

П реобразование системы (5) в систему (9), опреде
ляемое правилами 1 ) — 3),  является тождественным 
преобразованием.

§ 25. Неотрицательные решения линейных систем

1. В задачах  линейного программирования нас будут 
интересовать реш ения систем неравенств, удовлетво
ряющих условию * / > 0  (/ =  1, 2, ..., п ). Такие решения 
называю тся неотрицательными реш ениями.

Поскольку решение системы лииейных неравенств 
сводится к решению соответствующей системы линейных
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алгебраических уравнений путем введения дополнитель
ных неотрицательных переменных, то одним из важных 
вопросов линейного программирования является опре
деление неотрицательных решений системы линейных 
уравнений.

Пусть дана система линейных уравнений

После того, как будет найдено общее решение, выде
лим подпространство решений, в котором дополнитель
ные переменные неотрицательны. Т ак как в большин
стве экономических задач условие неотрицательности 
налагается не только на дополнительные переменные, 
но и на все другие переменные, рассмотрим прежде всего 
системы, р. которых ограничены все без исключения пе
ременные, т. е. системы

где все х,- >  0 .
К аж дое уравнение системы (2) можно разреш ить 

относительно переменной, входящ ей только в одно из 
уравнений системы (2 ), причем коэффициент при пере
менной долж ен  иметь знак плюс.

Предположим, что уравнения системы (2) разреш е
ны относительно всех таких переменных. После соответ
ствующей перенумерации переменных систему (2 ) 
можно записать так:

П
(1)

П
0 =  ft, — 2  aiixb  ( * = 1 , 2 ............т), (2)

/=|

k

(3)к
0  =  Ь ' ~  2  а ц Х } ,

/ “ ! ' + 1
где

i ' +  k =  п\ bt > 0 ; bt >  0 .
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В системе (3) любое уравнение, не разреш енное 
относительно какой-либо переменной, будет нуль-урав
нение. Следовательно, всякую систему линейных у р ав 
нений можно привести к виду (3).

Чтобы найти неотрицательное решение системы (3), 
производим тождественные преобразования последней, 
для чего:

а) найдем нуль-уравнение, в котором bt > 0 ; если 
такого уравнения нет, то значения переменных

=  b^t Xj =  0  (i =  1 , 2 , . . .  , i , j  — i -}- 1 , . . .  , Щ

образую т неотрицательное решение системы (3) (пусть 
это будет, например', r -е уравнение);

б) отметим в r -м уравнении положительный коэффи
циент аг,<

в) найдем разреш аю щ ий элемент аг>/> и произве
дем тождественное преобразование системы (3);

г) r -е нуль-уравнение используем и в дальнейших 
преобразованиях системы до разреш ения его или до тех 
пор, пока не установим, что система (3) несовместна;

д) разреш ив r -е нуль-уравнение, найдем следующее 
нуль-уравнение со свободным членом Ь{ > 0  и произве
дем с ним аналогичные преобразования;

е) такие тождественные прёобразования продол
ж аем  до чех пор,' пока не освободимся от всех нуль- 
уравнений.

Этот прием тождественных преобразований приме
ним к любой системе т  линейных уравнений с п  пере
менными и через конечное Число шагов приводит к не
которому неотрицательному решению (в случае совмест
ности системы).

З а м е ч а н и е .  В ряде задач  тождественные преоб
разования приводят к уже встречавш имся базисам .
В этом случае имеет место так .называемое за ц и кли ва 
ние. Ввиду краткости изложения в настоящ ем руковод
стве-нет возможности подробно остановиться на этом, 
тем более, что в практических задачах  случаи зацикли
вания встречаю тся крайне редко.

П р и м е р  1 . Н айти неотрицательные решения си
стемы

( х 1 -^-х2 +  2хэ =  3
[ х х  +  х 3 =  2.
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Решение. 1) Составим систему нуль-уравнений: 

г ,0 =  3 — (*! — * 2 +  2*3)
1  0  =  2  — (лгх +  *3).

2) Из второго уравнения определим х\ (или *3). Если,
определить х\ (или *з) из первого уравнения и подста
вить во второе, то получим отрицательный свободный
член. Если определить х 2, то свободный член для х 2 т ак 
ж е будет отрицательный.

Итак,

*х =  2  — х 3.

Подставим значение х\ в первое уравнение данной 
системы:

0 = 1  +дс2 — х з-

3) И з последнего нуль-уравнения определим х3 (так 
как, определяя х 2, получим отрицательный свободный 
член):

х3 =  1 +  * 2 (4)
4) П одставляя .значение * 3 в уравнение *i =  2—х 3, 

найдем

Ху =  1 *2 (5)

Свободные члены в (4) и (5) положительны, поэто
му частным решением будем *i =  l; *2 = 0 ; *3 = 1 .

Поскольку 0 < !* 2 <  1, то общее решение можно пред
ставить так:

*х =  1  — X; * 2 =  X; * 3 =  1  -j- X;

где Я— любое число на отрезке 0 < Х  -<1.
П р и м е р  2. Определить, совместна ли данная си

стема в области 1 неотрицательных значений переменных:

Ху -j- 3*  ̂-f- З*3 =  2 

*i +  2*а +  4*з =  7 

---3*i 3*2 “1" *3 =  3.
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Решение. 1) Составим нуль-уравнения данной системы:

2) В первом нуль-уравневии положительный коэф
фициент при *i =  l одновременно является и разреш аю 
щим элементом, поэтому

* 1  =  2 — (3* 2 +  З*3).

П одставляя полученное значение * | во второе и 
третье нуль-уравнения, имеем:

3) В нуль-уравнении коэффициент при *з полож ите
лен. Разреш аю щ ий элемент принадлеж ит первому урав
нению, поэтому

Эта система несовместна, так как в нуль-уравнении 
свободный член положителен, а оба коэффициента при 
переменных в скобках отрицательны; поэтому второму 
уравнению не удовлетворяет ни одно значение, для кото
рого Х\  >  0 и * 2  >  0.

П р и м е р  3. Найти неотрицательное решение си
стемы

0 =  2 — (*х -J- 3*2 -Ь З*3)

0 =  7 — (*i +  2*2 +  4*3)

0 =  3 — (— 3 * 1  -j- 3 * 2  И- *з)

0 =  5 — ( — * 2 +  *3);

0 =  9 — (— 12*2 +  8 *3).

2 *i 4* * 2  “Ь 2 *з -j- 2 * 4  — 3 

—2*i -f- * 2  +  4* 3 +  2 * 4  =  3

— 2 * i -j- *2 “Ь 7*з -{~ 4*4 <=э 0.
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Решение. Составим нуль-уравнения:

О =  3 — ( 2Xj  +  X i  +  2 х 3 +  2*4)

0 = 3  — (—2*! -)- *2 -|- 4х3 -{- 2*4)

О =  6  — (— -(- 2 * 2  ~Ь 7*з 4 *4).

Произведем тождественные преобразования системы:

П одставляя полученное значение во второе и третье 
нуль-уравнения, имеем

|  0  — 6  — (2 * 2  6 * 3  -|- 4 *4)
|  0 =  9 — (3*2 9*з -f- 6 *4).

Найдем *3:

получаем тождество 0 = 0 .
Одно из неотрицательных решений системы есть

1. Найти неотрицательные решения системы:

— 2*i т}- 3*2 +  *3 — ^
б ) Г * !  —  *2 —  *3  =  1

1  3 * i  —  4 * 2 —  4*3  =  3

в) ( xi 2*2 Н~ 3*з 4*4 =  15
< 2 * ! +  *2  +  4 * 3  —  5*4 =  6

(6)

П одставляя в (6 ), имеем:

*i =  — ; *2 =  0; * з = 1 ;  * 4 =  0.

УПРАЖНЕНИЯ

3*4 2хь =  0.
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2. Исследовать смешанную систему уравнений и неравенств и 
найти неотрицательные решения.

3 1 6
х1 — — х2— —  х3 — Зхц >  —

6 2 12 
2х!— — xt  — —  х3 — 4хв <  —

10* ! — 6лгг — 2 х3 =  12 
5*! — 2*2 — 3 х3 +  6*4 =  34

1 1
~1Г ** Гб Хз - 6л-5 =

56
15

4 " • 3*2 х3 tj- 20*5 = ~ 20.

ВОПРОСЫ Д Л Я  САМОПРОВЕРКИ

1. Какие уравнения системы называются «лишними»?
2. Как поступают с уравнениями системы, чтобы все свободные

члены bt сделать положительными?
3. Какие уравнения называются 0-уравнениями?
4. Какие уравнения называются .^-уравнениями?
5. Что такое базис?
6. Какие переменные называются базисными?
7. В чем состоит переход от одного базиса к другому?
8. Что такое,разрешающий элемент системы?
9. Что называется тождественным преобразованием?



Г л а в а  IX

ОБЩАЯ ЗАДАЧА ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

§ 26. Ф ормулировка общей задачи

1. В линейном программировании важ ное значение 
имеет четкая формулировка задачи. Одной из особенно
стей экономической задачи является то, что на факторы, 
входящие в нее, налагаю тся количественные ограниче
ния. Эти ограничения (в экономике они часто назы ваю т
ся лимитами) могут быть, выражены в виде уравнений 
или неравенств и их систем, в том числе смешанных 
систем.

Пусть дана система
П

^ аи х , =  b{ (i -  1 , 2 , . . .  , от).
l=i

Н абор из т  переменных, такой, что матрица, состав
ленная из коэффициентов при этих переменных в т  урав
нениях (или неравенствах), будет невырожденной
(неособенной), назы вается базисом.

Переменные, которые вводятся в неравенства для- 
замены их уравнениями, назовем дополнительными
переменными.

По отношению к данному базису эти m  переменных 
называю тся базисны ми переменными.

Все остальные переменные, входящ ие в систему
уравнений или неравенств, составленную из условий 
данной задачи, будем называть небазисными.

Реш ением  системы назы вается любой набор перемен
ных x t , удовлетворяю щий всем ограничениям (кроме
ограничений на знаки этих переменных).
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Решение с неотрицательными значениями перемен
ных (т. е. когда дс/> 0 ) будет допустимым решением. 
Таким образом, допустимым решением задачи линейно
го программирования называется вектор х — (xh x 2..... х п ),
удовлетворяющий условиям

П
^  atlXj =  bj (i — 1 , 2 , . . .  , m)
/= i

и
х , > 0  0 = 1 , 2 ........  , п).

В дальнейшем под решением мы будем понимать 
допустимое решение, поскольку нас интересуют только 
неотрицательные переменные.

Введенные в неравенства дополнительные перемен
ные для замены их уравнениями можно расположить 
так, что коэффициенты при этих переменных составят 
единичную матрицу, которая может быть использована 
для получения базиса m -мерного пространства. Векто
ры, составленные из коэффициентов дополнительных 
переменных, долж ны быть линейно независимы. Будем 
назы вать эти векторы базисными векторами.

Базисны м реш ением  задачи линейного программиро
вания назы вается такое допустимое решение, когда, по
ложив X/ = 0  ( / <  п) в ограничениях

П
(аих / xn+i) — ь{,

/= i
будем иметь

хп+, =  bt (t =  1 , 2 , . . .  , m).
Таким образом, базисное решение получается при

равниванием небазисных переменных нулю и решением 
уравнений для базисных переменных.

Базисное решение назы вается допустимым базисным 
решением, если значения переменных х/ >  0. Базисные 
решения геометрически соответствует вершинам много
гранника условий (области определения задачи линей
ного программирования).

З ад ач а  линейного программирования назы вается 
невырож денной, если каж дое ее базисное решение со
держ ит ровно m  положительных компонент. Задачи
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линейного программирования, рассматриваемы е в н а
стоящем курсе, предполагаю тся невырожденными.

Оптимальным реш ением  задачи  линейного програм
мирования назы вается система чисел х\, х 2, ..., х п, удов
летворяющих условиям задачи и определяю щ их экстре
мум (максимум или минимум) линейной формы.

Иначе, оптимальным решением назы вается базисное 
решение задачи линейного программирования, которое 
обращ ает линейную форму

/  (*/) =  ^*1 +  +  • • • +  XjXj Х„*„

в минимум (максимум).
2. Задачу  линейного программирования в двухм ер

ном пространстве рассмотрим на следующем примере.
Найти значения переменных *i и х2, обращ аю щ их в 

максимум линейную форму

Известно, что две прямые

А 1х 1 -(- А 2х 2 + .Л 3 =  0 и Ajxx -)- А 2х 2 -(* Аъ — О

параллельны, если коэффициенты при Х\ и х 2 равны или 
пропорциональны. Иначе, две параллельны е прямые 
отличаются друг от друга свободными членами. Если 
данную линейную форму * 1+ 5 * 2  приравнять какому- 
либо действительному числу, то получим параллельны е 
прямые:

*i +  5*a =  — 10 или х г +  5*а -}- 10 =  0,

* 1  +  5*а =  2 или +  5* 2 — 2 = 0 ,

* i +  5 * 2  =  47 или *! +  5 * 2  — 47 =  0.

Имеем три прямые из семейства параллельны х линий.

12 М. И. Ромакин 177

f  (*1 . *■) =  *! +  5*а,
при условиях:

5*i -f- 6 * 2  ^  30, 

3*! + 2 * 2  < 1 2 ,

* х > 0 ,

* 2 > 0 .

(1)

(2)
(3)
(4)



Возьмем значения х\ и х 2, равные д в у м ,  т. е. * i= * 2 = 2 .
Эти значения удовлетворяю т условиям (1) — (4), 

так как

5*! +  6ха =  5 -2  +  6 -2  =  22 <  30 

3* 1  +  2л:2 =  3 -2  +  2 -2  =  10 <  12

х г =  2  >  0  

* 2 =  2  >  0 .

При этих значениях линейная форма 

/(2 ,2 ) =  2 +  5 - 2 =  12.

Возьмем теперь другую пару значений переменных 
Xi и х 2, например, * 1  =  1 и лг2 = 3 . Эти значения такж е 
удовлетворяю т условиям (1) — (4). Л инейная форма в 
этом случае принимает значение

/ ( 1 ,3 ) =  1 + 5 - 3 =  16.

С равнивая пары значений наших переменных, видим, 
что во втором случае пара (1 ,3 )  делает линейную ф ор
му больше, чем в первом случае (2 , 2 ).

П ри * 1 = 0  и * 2 = 5 , удовлетворяю щ им условиям з а 
дачи, получим наибольш ее значение линейной формы:

/ ( 0 ,5 )  =  0 +  5 -5  =  25.

3. О бщ ая зад ач а  линейного программирования фор
мулируется следующим образом.

Пусть дан а система т  линейных уравнений с п  пере
менными:

a u x i +  я 1ад;2 +  . . .  +  ОцХ] +  . . .  +  а 1пх п =

а21Х1 +  <*22*2 +  • • • “Ь &i!Xj  +  . . . +  ClyiXn. =  b2

anxi  +  ацхг +  • • • +  aiixj +  . . .  +  в[пхп =  bt

a m lx l  +  a m2X 2 +  • • • +  a miXi  +  ' • • • +  ChnnXn —  bm

И

Xy >  0 , * 2 >  0 , . . . . * / >  0 , . . .  , xn >  0 , (6 )
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Требуется найти минимум линейной формы 

f  (Х) — -̂1*1 +  ^2*2 4~ • • • 4- ^/х1 4- • • • 4~ Х„хп, (7)

В (5) — (7) at j, bl и X/ — постоянные величины, a  m <  л*. 
Можно считать все bt неотрицательными, ибо в противном 
случае соответствующее уравнение можно умножить на — 1.

Неотрицательные значения переменных Х\, х 2, . . . , х п, 

представляю щ ие собой вектор х = ( х и х 2 , x jt ... х п ) 

и удовлетворяю щ ие условиям (5) и (6 ), составляю т 
область определения задачи линейного программиро
вания.

Если дана система (5) и х /  > / 0, но требуется найти 
максимальное (в отличие от минимального) значение 
линейной формы

/  М  =  M i  4~ Xg*2 4~ • • • 4~ Хл*л,

то эту задачу можно свести к предыдущей, потребовав 
минимизации линейной формы с противоположным зн а 
ком; при этом для получения искомого максимального 
значения первоначальной линейной формы надо изме
нить знак у найденного минимума.

Д ан ная  нами формулировка общей задачи линей
ного программирования подходит и в случае, когда не
сколько или Fee уравнения заменены на неравенства, 
так как неравенства

a n x i 4- °;2 *2  • • • +  а и x t -|- . .  .-\-alnxn bt 

эквивалентны равенствам

aiixi 4~ ai%x 2 4~ • • • 4~ aiixi 4- • • • 4- ainxn -f- -tn+i =  bi
при условии, что Xn+i такж е неотрицательны.

4. При сохранении принятых выше обозначений об
щую зад ач у  линейного программирования можно сф ор
мулировать более кратко: 

при условиях
П

2  auxi =  b], i =  1,2,  . . . ,  т (8)
/ = 1

х,- > 0 ,  / =  1, 2 , . . . ,  п  (9)
* Запись т <  п означает, что данные m уравнений линейно не

зависимы. В противном случае из системы можно удалить одно или
даже несколько уравнений.
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найтй
п

2max (mlh) =  ^  ( 1 0 )
/ = 1

Ф орму записи общей задачи линейного программи
рования в виде системы (5) — (7) или (8 ) — (10) будем 
назы вать канонической формой.

5. Систему условий (8 ) можно записать такж е в 
векторной форме:

А л  +  4- • • • 4~ AjXj +  . . .  +  Апхп =  В,

где
(hi Ьг

> II «2/ IIСО ^2

ami ЬШ

П од /-м вектором условий  А,- будем понимать век
тор, компоненты которого являются коэффициентами при
х j в условиях системы (8 ). Через В обозначен вектор, ком
поненты которого представляют собой ограничения , bt в 
правых частях условий задачи линейного программирования; 
вектор В будем назы вать вектором ограничений. Таким 
образом, на равенство

A]*i 4* А2л:2 А/Х -, Апхп =  В

можно смотреть, как на разложение вектора ограничений В 
по векторам условий А;- (х/ являются коэффициентами
этого разложения).

Тогда задачу линейного программирования можно 
сформулировать следующим образом:

найти точки х =  (xl t х 2, . . .  х„), имеющие неотрицатель
ные координаты, т. е. * / > 0 , / = 1 , 2 , . . .  п, такие, что

А л  4~ А%х2 -f- AjXj +  • • • 4- Апхп =  В,

а линейная форма /  (х) =  Xjx, +  \ 2х 2 +  . . .  4- 1пхп достига
ет экстремума.
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Используя матричную запись, а такж е терминоло
гию л-мерного векторного пространства, общую, задачу 
линейного программирования можно записать и тяк:

наити

при условии

где

Zmin(max) — Хх

Лх =  В

х >  О,

X =  (Х1( Х2............Х„) — вектор-строка

х =  (xi, х 2, . . .  , хп) — вектор-столбец 

А — II ati II (1 = 1 , 2 , - . . .  , т; / = 1 , 2 , . . .  п) — матрица 

В =  (Ьи  Ьг, . . . .  Ьт) — вектор-столбец 

О — n-мерный нулевой вектор-столбец.

§ 27. Геометрическая интерпретация общей задачи

1. Рассмотрим задачу линейного программирования, 
в которой линейная форма содержит одно переменное

f (x )  — \ x

при условиях

ах < 6 , лг> 0  (а, 6 > 0 ).

Неравенству ах  < 6  геомет
рически соответствует полу-
прямая х  < ; __  (рис. 38) вме-

а
сте с граничной точкой.

Л инейная форма f ( x )  до
стигает своих экстремальных
значений на концах отрезка, на котором она согласно 
условиям задачи определена.

Пусть, далее, требуется иайти максимальное значе
ние линейной формы

f  (х) =  \ х  +  Хг

181



при условиях

ctyX ci^x ^  b2, х  ^  0.

Вводя новую переменную z = a tx — b u приходим к. преж 
ней задаче.

Очевидно, что все значения переменной х, для которых 
•определена линейная форма f(x ) ,  т. е. все точки отрезка
ггц a i
L ai Oj J

выражаются через краиние точки отрезка по

формуле

х =  х А .  + ( 1  — X) А ,  где 0  <  X <  1 .
а 1 Да

Эта формула представляет собой уравнение отрезка, 
причем нч одна из крайних точек отрезка не может быть 
вы раж ена по этой формуле через две другие точки 
отрезка.

К ак ранее было установлено, в таком случае точка х  
есть выпуклая линейная комбинация точек —  и А

Следовательно, лю бая точка отрезка является выпук
лой линейной комбинацией его концов.

2. Рассмотрим случай двух переменных. Н апомним, 
что неравенству a n * i+ a i 2*2 '<  b\ соответствует полу
плоскость с граничной прямой a n * i + a i2* 2=& i, коорди
наты каж дой точки которой удовлетворяю т этому 
неравенству.

Пусть дана система двух неравенств с двумя пере
менными

« 1 1 * 1  + « 12 *2  

«2 1 * 1  ~Ь «22*2 ^  Ь%
Ху >  О, х 2 >  0 . (2 )

Найдем

Zpiax(min) =  XjJCi -f- Х2Х2. (3)

Возьмем вместо неравенств системы (1) уравнения: 

« 1 1 * 1  ~Ь «12 *2  =  by,
«2 1 * 1  "Ь «22*2 == Ь2>
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которые представляю т собой уравнения прямых 
(на рис. 39 , а  это прямые А В  й C D ), или уравнения 
плоскостей (на рис. 3 9 ,6  это плоскости A B F  и C D E u 
параллельны е оси O z).

Л инейная форма 2 =A ,i*i+a,2 * 2  представляет собой 
уравнение плоскости в системе координат x \O x2z. Пусть 
этому уравнению  соответствует плоскость- FOC. Она 
пересекает координатные плоскости д\О г  и х хОх2 соот
ветственно по прямым OF  и ОС.

б)

П рямые BD  и CD  и оси координат О Х х и ОХ2 огра
ничивают область изменения значений х х и Х2 , из кото
рых нужно будет выбрать координаты точки, обращ аю 
щей в минимум или максимум линейную ф орм у: г. 
Выберем постоянные ац  так, чтобы область определе
ния z  представляла собой внутренность треуголь
ника ADG.

По аналогии (п. 1) минимум или максимум линей
ной формы 2  может быть достигнут в точках (*i, *2). 
леж ащ их на границе области изменения переменных, 
т. е. в  вершинах треугольника или на е г о , сторонах. 
М аксимум z,  равный длине отрезка AF, достигается в 
точке (А. Минимум z, равный длине G H = E D  — в точ
ке G. Минимум z  будет во всех точках, леж аш их на 
отрезке DG.
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Рассмотренный случай может быть геометрически 
истолкован на плоскости Х1 ОХ2 .

П рям ая В С  (рис. 36), проходящ ая через начало 
координат, соответствует значению 2 = 0 . Ее уравнение

^1 ^ 1  ~Ь ^2 *2  =  0

Уравнения семейства прямых, параллельны х ВС , м ож 
но записать в виде

г — -(- 2̂*2>

где г — какое-либо постоянное число. П арам етр семей
ства этих прямых пропорционален расстоянию  от нача
ла координат до соответствующей прямой семейства.

3. Пусть теперь дана система т  ограничений с дву
мя переменными, т. е.

-f- fli2*2  ^ p i  

^ 2 1 * 1  +
(4)

а т1х 1 +  а т2х 2 ^

*х> 0 , ДСа> 0 .

Р ассуж дая аналогичным образом , установим, что 
если множество значений (*i, х 2), удовлетворяю щих 
условиям (4) и (5), ограничено, то оно представляет 
собой выпуклый многоугольник. Л инейная форма до
стигает экстремума в вершине многоугольника. Если 
максимум (или минимум) достигается одновременно в 
двух вершинах, то он достигается на всей стороне мно
гоугольника, соединяющей эти вершины, причем сторо
ны многоугольника — это отрезки прямых, уравнения 
которых могут быть получены, если в (4) и (5) зам е
нить неравенства на уравнения. Л ю бое ограничение — 
неравенство — означает, что область определения Ли
нейной формы рассматриваемой задачи  леж ит по одну 
сторону от каж дой из прямых. Все точки выпуклого 
fe-угольника могут быть представлены как выпуклые 
линейные комбинации его вершин.

О бласть изменения линейной формы, представляю 
щ ая собой многоугольник, изображ ена на рис. 40. П р я
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мые, образую щ ие многоугольник O A B C D E F  на плоско
сти * 1 0 *2, соответствуют условиям (4) и (5), в которых 
неравенства Заменены уравнениями. Ш триховка указы 
вает на ту сторону прямой, по которую располагаю тся 
точки плоскости, удовлетворяю щие неравенствам (4) 
и (5). Н аправление прямой M N  определяется векто
ром (Я1 Д 2) ; этот вектор перпендикулярен MN- К оэф фи
циенты Я] и указы ваю т такж е направление, в котором 
увеличивается линейная форма.

З ад ач а  линейного программирования — вычисление 
координат точки, дающей экстремум линейной фор
ме (3) при условиях (4) и (5), может быть (при п = 2) 
геометрически истолкована следующим образом.

Н азы вая область определения линейной формы -мно
гоугольником условий, пересечем последний прямой 
z = X i * i - ( - A , 2*2  и  будем перемещ ать эту прямую M N  п а
раллельно самой себе в направлении увеличения z  (если 
требуется вычислить максимум линейной формы) 
и в направлении уменьшения z  (если требуется вычис
лить минимум линейной ф ормы ). При этом возможны 
несколько случаев.

В случае, изображенном на рис. 40, параллельное 
перемещение приведет прямую в такое положение M 'N ', 
когда у нее окаж ется только одна общ ая точка с мно
гоугольником — вершина С. Эта точка определяет
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единственное решение задачи линейного программиро
вания.

Если прям ая M N  параллельна одной или двум сто
ронам многоугольника, то экстремум достигается во 
всех точках соответствующей стороны многоугольника 
(рис. 41).

Здесь во всех точках стороны CD многоугольника 
ABC D E F G , параллельной прямой M N , достигается макси

мум, а во всех точках стороны 
AG \\M N  достигается минимум ли
нейной формы.

Таким образом, задача линей
ного программирования может 
иметь либо одно, либо бесконеч
ное количество решений. Если две 
вершины даю т экстремум линей
ной формы, то и все точки от
резка, соединяющего эти верш и
ны, определяю т решение задачи  
линейного программирования.

Задача  линейного программи
рования будет неразрешимой, ес
ли определяю щ ие ее условия 

окаж утся противоречивыми (рис. 42).
О бласть определения линейной формы неограничена 

(рис. 43). В том случае, когда прямая A B W M N , линей
ная форма достигает конечного экстремума во всех точ
ках луча А В . Если изменять область определения ли 
нейной формы, поворачивая луч А В  относительно 
точки А , то можно получить два случая — линейная 
форма может стать неограниченной при допустимых 
значениях переменных либо достигнуть максимума в 
единственной точке. Первый случай соответствует 
лучу АВ'у  изображ енному на рис. 43 пунктиром; вто
рому случаю соответствует штрих-пунктирный луч А В ".

4. Геометрическое истолкование задачи линейного 
программирования было рассмотрено нами в предыду
щем пункте для случая, когда дана система т  нера
венств с двумя переменными. Если привести эту задачу 
к канонической форме, то в новой задаче число пере
менных п = т -\-2 , где т  — число неравенств. Таким 
образом, здесь п  — т  =  2. М ожно показать, что геомет
рическое истолкование задачи линейного программиро
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вания остается справедливым и в том случае, когда 
п и т  произвольны, но п — т — 2. Выразим все перемен
ные через два из них, например через xi и х 2 и перепи
шем линейную форму и условия задачи  в следующем 
виде:

2  =  Xj Х2х$

Xk =  а1кХ1 +  a2kx2 ~ ak (k =  3 ,4 ........... n)
д:г> 0  (t =  1 .2 ...........n).

Рис. 43

П рям ы е x k = 0  (<t\kX\-\-a2kx 2= a ^  и оси координат 
образую т на плоскости х \ 0 х 2 выпуклый многоугольник. 
Условия Х ь >  0 устанавливаю т направление штриховки 
сторон многоугольника. Так как определяется область 
возможных значений пар чисел (*i, х 2),  среди которых 
следует вы брать точки, обращ аю щ ие линейную форму 
в максимум (минимум). Коэффициенты линейной фор
мы определяю т семейство параллельны х прямых и н а
правление, в котором увеличивается г. Выберем из 
семейства любую прямую, пересекающую многоуголь
ник, и будем смещ ать ее в сторону увеличения (умень
шения) линейной формы до тех пор, пока она еще 
будет содерж ать точки многоугольника. Предельное 
положение прямой определит максимальное (минималь
ное) значение линейной формы.

Такое ж е наглядное геометрическое истолкование 
задачи линейного программирования имеет место как
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для трех переменных, если условия имеют вид нера
венств, так и в случае, когда число ^переменных превы
ш ает на 3 число условий (п— т  =  3 ), а задача записана 
в канонической форме. Условия задачи образую т в про
странстве выпуклый многоугольник. Коэффициенты 
линейной формы определяют семейство параллельных 
плоскостей L  и направление, в котором увеличи
вается z.

Д ля решения задачи линейного программирования 
следует перемещ ать плоскость L, пересекающую мно
гогранник, в сторону увеличения линейной формы (если 
реш ается зад ач а  на максимум) или в сторону уменьш е
ния z  (если реш ается задача на минимум) до тех пор, 
пока она еще содержит точки многогранника. П редель
ное положение плоскости определяет решение задачи.

Геометрические соображ ения подсказы ваю т здесь, 
как и прежде, что экстремум достигается в крайних 
точках — в вершинах многогранника. Если экстремум 
достигается более чем в одной точке, то он достигается 
на всем ребре или на всей грани многогранника, п арал 
лельной плоскости, определяемой коэффициентами 
линейной формы задачи.

Л ю бая точка выпуклого многогранника может быть 
представлена как выпуклая линейная комбинация его 
вершин, т. е. если х ^ е с т ь  i-я координата k -й вершины, 
a x t есть i-я координата любой точки многогран
ника, то

x t =  -J- Xgj;*2* - j - . . .  +  (i =  11 2,3)

h > o ,  2 X* = 1 - 
*=i

где p  — число вершин многогранника.
5. Распространим теперь геометрическую интерпре

тацию общей задачи линейного программирования на 
случай произвольного числа переменных и неравенств.

Рассмотрим общую задачу линейного программиро
вания.

Пусть требуется найти точки {хх, х 2, ..., х„) п -мер
ного пространства, имеющие неотрицательные коорди
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наты {xj >  0 , / =  1 , 2 , п) и удовлетворяю щ ие соотно
шениям

п
2  aiiXj =  bf (i =  1, 2, . . .  , т),
/= i

в которых линейная форма г  достигает экстремального 
значения.

С истема ( 1 ) и (3) из § 22 образует в п-мерном 
пространстве переменных Х\, х 2, •••, х п область опреде
ления (м нож ество реш ений) нашей задачи. Обозначим 
это множ ество через К.

Д опустим , что К  ограниченно. Тогда К  является вы
пуклым многогранником я-мерного пространства; при 
этом разм ерность многогранника не превыш ает п .— т, 
так  к а к  он принадлеж ит общей части т  гиперплоско
стей, отвечаю щ их линейно независимым уравнениям 
системы. Л инейная форма г  задачи  определяет в «-м ер
ном пространстве семейство параллельны х гиперплоско
стей

^ 1 * 1  +  ^2*2  +  • • • +  XпХ „  =  2 ,

—  оо < 2<  о о .

К оэффициенты линейной формы задаю т вектор 
X —  (Яь Х2....... Х п ), указы ваю щ ий направление возраста
ния z. Вектор X перпендикулярен рассматриваемому 
семейству гиперплоскостей. Будем исходить из некото
рой гиперплоскости семейства, имеющей общие точ^и с 
многогранником К  (значения линейной формы во всех 
этих точках совпадаю т). П ередвигая гиперплоскость 
п араллельно  самой себе в сторону увеличения (умень
ш ения) z, мож но прийти к таком у ее положению, когда 
при дальнейш ем  смещении гиперплоскость уж е не будет 
иметь общ их точек с многогранником К. М ногогранник К. 
располож ен  по одну сторону от полученной гиперпло
скости и имеет с ней общие точки, каж дая из которых 
придает линейной форме г  экстремальное (м аксималь
ное или минимальное в зависимости от постановки 
задачи) значение. Если зад ач а  имеет единственное ре
шение, то многогранник К  и предельная гиперплоскость 
обладаю т лиш ь одной общей точкой, совпадающей с 
некоторой вершиной многогранника.
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В общем случае совокупность решений задачи, яв 
ляясь пересечением предельной гиперплоскости и мно
гогранника условий, представляет собой выпуклый мно
гогранник. Таким образом, полученная предельная 
гиперплоскость определяет всю совокупность решений 
задачи линейного программирования.

§ 28. Экономическая интерпретация общей задачи

1. Введем терминологию, которой мы будем пользо
ваться при решении экономических задач.

Векторы
а и Ьг

%
и В = К

Ьт
названные вектором условий и вектором ограничений, 
будем называть такж е соответственно векторами затрат 
и вектором запасов.  Компоненты векторов затрат опре
деляют затраты отдельных произведенных факторов в 
единицу времени для соответствующего исходного спо
соба производства, а компоненты вектора ограниче
н и й — запасы отдельных факторов, ограничивающие их 
расход.

Набор неотрицательных значений переменных или 
вектор

X — (*1 » * 2» ' • ' *

удовлетворяющий условиям (1) и (2), будем называть
планом  задачи линейного программирования.

План х — (х\, Х2, ..., х п) будем называть базисным,
tl

если векторы А,, входящие в разложение В =  У х ,  A t
i- 1

с положительными коэффициентами x t , являются линей
но независимыми. Из этого определения следует, что 
число его положительных компонент не может превы
шать т .

При ограниченной области определения задачи к а ж 
дый план соответствует некоторой точке многогранника
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условий. Верш ины многогранника условий играют осо
бую роль при определении экстремума линейной” фор
мы. С другой стороны, вершины многогранника пол
ностью его определяю т. Поэтому планы, отвечающие 
верш инам многогранника условий, назовем опорными  
планами.

Систему линейно независимых векторов, отвечающих 
полож ительны м компонентам опорного плана, будем 
назы вать базисом  плана или просто базисом.

Опорный план назовем  невырожденным, если он 
содерж ит ровно — m  полож ительных компонент.

Оптимальным планом  или решением задачи линей
ного програм м ирования назы вается план, удовлетво
ряю щ ий условиям  задачи  и обращ аю щ ий ее линейную 
ф орму в оптимум (минимум или максимум). Линейная 
ф орм а разреш им ой задачи  достигает экстремума в вер
ш инах многогранника условий. В терминах производ
ственной зад ач и  это значит, что для каж дой разреш и
мой задачи  линейного программирования существует 
опорный план, являю щ ийся решением этой задачи.

2. Н аиболее важ ны е этапы решений общей задачи 
линейного програм м ирования определяю тся следующи
ми теоремами:

а) М нож ество всех планов задачи  линейного про
грам м ирования выпукло.

б) Л инейная ф орм а задачи  программирования до
стигает своего минимума в крайней точке выпуклой 
ограниченной области, являю щ ейся множеством п ла
нов этой задачи .

Если линейная форма принимает минимальное зн а 
чение более чем в одной крайней точке, то она дости
гает того ж е значения в любой точке, являю щ ейся 
выпуклой линейной комбинацией этих точек.

в) Если известно, что система векторов Aj, А2, ...,А Й 
линейно независим а и такова, что

А л  +  А^хг -f- . . .  +  A kx k =  Вх

где все x t 0 , то точка х =  (х1( х 2, . . .  , x k 0 , 0 , . . .  , 0 ) 
является крайней точкой выпуклого множества планов k.

г) Если х =  (я], Х2 , ..., х п ) — крайняя точка множест
ва К, то векторы , соответствующ ие положительным x t , 
образую т линейно независимую  систему. И з этого сле
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дует, что крайняя точка имеет не более чем т  полож и
тельных компонент х е.

Следствие: каж дой крайней точке из множества /С 
соответствует т  линейно независимых векторов из д ан 
ной системы Ai, Аг....... А„.

д) Вектор х= (дсь * 2........ хп ) является крайней точ
кой многогранника К  в том и только в том случае, если 
положительные компоненты X /  являю тся коэффициен
тами при линейно независимых векторах А/ в разло
жении

р л  =  в .
/ - 1

3. Рассмотрим некоторые примеры применения ли
нейного программирования в народном хозяйстве.

Задачи  наилучшего использования ресурсов путем 
оптимального их распределения по видам использова
ния делятся на три группы:

1) Задача планирования производства (оптималь
ное использование производственных мощностей).

2) Задача  на составление смесей; рациональный 
раскрой материалов (оптимальное использование сырья
и, материалов).

3) Транспортная задача (оптимальный план пере
возок).

К первой группе относятся задачи на рациональное 
распределение загрузки по станкам, оптимальное рас
пределение заданной программы по станкам, определе
ние оптимальной загрузки оборудования при заданном 
ассортименте, нахождение оптимального ассортимента 
выпуска продукции, планирование севооборотов, рас
пределение машин между видами сельскохозяйственных 
работ и др.

К задачам  второй группы относятся следующие: 
рациональный раскрой промышленных материалов; 
определение оптимальной смеси, сплава, шихты, рецеп
туры, диэты; подбор наиболее дешевых и питательных 
кормовых рационов для сельскохозяйственных ж ивот
ных; комплексное использование сырья и др.

В число трацспортных задач входят: оптимальное 
прикрепление пунктов назначения к пунктам отправле
ния при перевозке грузов; рациональное распределение
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транспортных средств; построение оптимального граф и
ка перевозок и др. К  этой группе относятся задачи, 
касаю щ иеся не только перевозки грузов, но и родствен
ные задачи по снабжению электроэнергией, оптималь
ному размещ ению  почтовой сети и сети телесвязи 
(задача сети); задачи, связанны е с вопросами внутри
заводского транспорта или перевозок внутри предпрйя- 
тия (так назы ваемое регулирование движ ения м атериа
лов); сюда ж е относятся технико-экономические вопро
сы, в которых критерием оптимальности является 
затрата времени (затрата распределения загрузки).

Задачи , относящ иеся к этой группе, с математиче
ской точки зрения, носят характер  минюмализации 
(например, сведение к минимуму общих транспортных 
расходов, общей протяженности перевозок, общих 
затрат времени).

С математической точки зрения, оптим ализация з а 
дач, относящихся к первой и второй группам, носит 
иногда характер максимализации (например, максима
лизация прибыли в задачах  на смеш ивание) или мини- 
мализации (например, минимализация расходов в з а 
даче о пищ е);

З а д а ч а  п р о и з в о д с т в е н н о г о  п л а н и р о в а 
н и я .  Примем следующие обозначения:

т  — число производственных факторов или ресурсов 
(сырье, труд, оборудование, топливо, энергия, транс
порт, посевные площ ади и т. д . ) ;

п  — число технологических способов производства, 
определяющих затраты  каж дого производственного 
ф актора в единицу времени (различны е операции, 
станки с разной производительностью ) —  или число 
товаров, продукции.

Щ/ — число единиц г-го производственного фактора, 
необходимое для производства единицы /-го  продукта, 
т. е. затраты  производственных факторов;

Ъ( — наличные ресурсы различны х производствен
ных факторов, т. е. максимальное число единиц i-гб 
производственного ф актора, имею щ егося на пред
приятии;

%i — количество единиц продукции, выпущенной 
предприятием при работе в течение единицы времени 
по /-му способу производства, или доход от единицы 
/-го товара;
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запланированны й предприятием уровень про^ 
изводства /-го товара, или 'пром еж утки  времени, в те
чение'которы х предприятие работает по 1 , 2 , п  спо
собу производства.

х = ( * 1 , х 2,- ..., х„) — общий план производства. 
Общее количество г-го производственного фактора', 

используемого согласно общему плану производства, 
равно

аах  1 +  +  • • • +  ainxn-

Эта величина не долж на превосходить наличного за п а 
са i-ro  производственного ф актора, поэтому для к аж 
дого г  получаем неравенство

аПх 1 +  а1& 2 +  О-щХп Ь[ .

X j >  О ( / = * 1 , 2 ,  . . . .  ,  п ) ;

отрицательные значения x j  не имеют практического 
смысла.

Количество продукции,- выпущенной предприятием 
за  все время работы по /-му способу (или доход, полу
чаемый от производства х /  единиц /-й продукции), р а 
вен Х/Х/ . С уммарная продукция, выпущ енная пред
приятием (или общии доход),- определяется линейной 
формой

Xi*i +  Х%х3 -f- . . .  -f- Хпхп-

Задача  состоит ~в том, чтобы найти наибольшее зн а
чение этой линейной формы, т. е.

П

z = 2  Х/х<
/ - 1

при1 условии
п

2  & /* /< & /. (1 = 1 , 2 , , . . п )
/ г  J

и
X j  > О .

3  а л ,а  ч а н а  с р с т а в ^ е н и е  с м е с е й  (задача 
диеты ). Введем следующие обозначения:



общ ее число требуемых питательных химиче
ских веществ (белки, жиры, углеводы и др.) и микро
элементов (ж елезо, кальций, витамины и др .);

п —  число имеющихся в распоряж ении различных 
видов продуктов;-

ац — количество единиц г'-го питательного вещества, 
содерж ащ егося в единице /'-го продукта;

b t — минимальная ежесуточная потребность орга
низма в i-м питательном веществе;

Я/ — стоимость единицы /-го продукта; 
х / — количество единиц /-го продукта, используемое 

в диете, или суточное потребление /-го продукта.
Д иета характеризуется системой чисел х  =  (*i, *2,.—. 

х„ ). Общее количество- i-ro питательного, вещ ества в 
принятой диете (т. е. во всех используемых согласно 
упомянутой диете продуктах) равно

а1хх х +  +  . . .  - f  ainxn (/ =  1 , 2 , . . .  , т).

К аж дое из этих количеств Не может быть меньше 
минимальной суточной потребности в ./-м  питательном 
веществе.

Д иета долж на удовлетворять ограничениям

«/1*1 Ч" «i2*2 “Ь • • • “Ь &inXn >  6/ (t =  1,2,*.  . . , /ft).

Поскольку суточное потребление каж дого продукта 
ограничено запасам и, а такж е возможностями и срока
ми их пополнения, учитываем дополнительные условия 
ня компоненты диеты

ап  > * , > 0  ( i =  1 , 2 , . . .  , ft),

где величины ац определяю тся наличными ресурсами 
продуктов и временем, на которое они рассчитаны.

Стоимость всей дреты определяется линейной ф ор
мой

Xj ATj  - f-  Xa* 2  "I" • • • “t”

Д ан ная задача линейного Программирования со
стоит в достижении минимума функций' стоимости г.

Таким образом, получаем оптимальную диету с тре
буемым наборов ежесуточного потребления продуктов
X— (*i, Х2......Хп) .
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К раткая формулировка задачи на диету (при со
хранений ранее введенных обозначений).

Д ан а  система ограничений
П

^  ацХ/ >  bt (i =  1 , 2 ............т),
/-=1

>  0  ( / = 1 , 2 ..........  п).

Найти
Zmln =  ^ 1*1  +  ^2 *2  +  • • • +  ^пХп-

Т р а н с п о р т н а я  з а д а ч а .  Примем следующие 
обозначения:

т  — число пунктов отправления;
п  — число пунктов назначения;
а , — общее количество единиц однородного груза, 

находящ егося в каж дом из т  пунктов отправления 
(< =  1 , 2 ...... т );

Ь/ — количество единиц того ж е груза, потребного 
для каж дого /-го из п  пунктов назначения;

X U — стоимость перевозки единицы груза от i-ro
пункта отправления к / -му - пункту назначения 
( / =  1 , 2 ...... л ) ;

x tj — количество единиц груза, перевозимого из 
i-ro пункта отправления в /-пункт назначения.

Если количество груза, отправляемого из всех 
т  пунктов, равно количеству груза, потребного в 
п  пунктах назначения, то выполняется условие

т п

2 в«*2 >
/ - 1  / = 1

Если из i-ro пункта отправления вывозится весь 
груз, то долж но выполняться условие

П
=  ( < = 1 . 2 ......... от).

/ = 1
Если потребность /-го пункта удовлетворяется пол

ностью, то выполняется условие

2 * , /  =  Ь, ( / = 1 , 2 ............п).
( - 1
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Задача  состоит в определении таких неотрицатель
ных значений неизвестных, перевозок хц  , чтобы общ ая 
стоимость перевозки была наименьшей, т. е.

т п 

Zmin = 2  ^  ^ li X l i '
< - 1 / - I

К раткая формулировка транспортной задачи.
Д ана система ограничений

П
2  *// =  ai ( i = l , 2 ............т)
/ = 1

Хц  >  О
и

т

=  ( / = 1 - 2 ............")•
i=i

Xij ^  0 .
Найти

т п

2min = 2  2  Х ,/ * '7 ’
/ = 1  / = 1

Рассмотрим пример для случая т — 2 и т г= 3 . Запи 
шем' условия задачи  в виде таблицы:

Пункты отправления (т)

Пункты назначения (л)

1 2 3

1 •*11 Хц *13

2 *21 Хы *23

Совокупность перевозок с первого пункта отправле
ния удовлетворяет линейному уравнению

* 1 1  “Ь * 1 2  "Ь -*13 =  а1> 
аналогйчно для второго пункта отправления

* 2 1  ~Ь *22  *23 “  ^2  '
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Условия, которые необходимо налож ить на перевоз
ки, направляем ы е в каждый из трех пунктов н азн а
чения:

* 1 1  х п  =  î>

* 1 2 -“Ь  * а з '=  Ь^у 

*13 “Ь  *23 =  Ьа-

Поскольку отрицательные значения хц  соответствуй 
ют обратным перевозкам из /-го пункта в i-й, а по усло
вию задачи грузы перевозятся из г-го пункта в j -й, то

*11 ^  0 , *12 ^  0» *13 ^  0 ,  *21 ^  0 , * 2 2  ^  0 ,  *23 ^  О-

Стоимость перевозки’*;/ , единиц груза равна Я//*,у.
Требуется определить, сколько единиц груза нужно 

перевезти, с каж дого пункта отправления в каждый 
пункт назначения, чтобы' общ ая стоимость перевозок 
была минимальной, т. е.

Zmln =  Х ц * ц  +  X12^12 “Ь ^13*13 Ч~ ^21*21 "Ь X22*22 “Ь X23*23

или
2 3

Zmin =  2  2  
1=1. / - 1

§ 29. О методах линейного программирования

1. Типичные задачи линейного пролраммирования, 
рассмотренные в предыдущем параграф е, реш аю тся 
особыми математическими методами на определение 
условий экстремума того или иного производственного 
фактора. Задача  определения экстремума функции 
обычно легко реш ается методами математического .ана
лиза. Но классические методы математического анали
за  не могут быть использованы для определения экстре
мума линейной формы при линейных условиях. Д ейст
вительно, если функция f  (*i, ..., *„) имеет экстремум 
в точке, леж ащ ей внутри области сущ ествования, то ее
частные производные v --------- — в этой точке все об-

дх i
ращ аю тся в нуль или не существуют. Частные же произ
водные от лииейной функции равны коэффициентам
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при а -/, но все коэффициенты не могут, быть равны 
нулю; отсюда заклю чаем, что.линейная; функция!не!.мо-- 
жет иметь экстремумов внутри .области существования. 
Следовательно, наибольш его - и . наименьш его значения 
линейная функция достигает, обязательно на . границе 
области сущ ествования.

В предыдущей главе установлен о ,. что. реш ение..за
дачи линейного программирования .сводится. р общем 
случае к тому, чтобы исследовать крайние точки рыпук- 
лого множества, т. е; допустимые реш ения (опорные 
планы ), каж дое из которых, определяется системой .т  
линейно независимых векторов.. О птцмальное /реш ение 
задачи  (оптимальный п л а н ) . отыскивается путем -пере
бора всех опорных планов. О днако даж е в сравнитель
но простых задачах  ̂ вы числение, координат- вершин 
многогранника условий и сравнение значений линейной 
формы в них требует огромного числа операций. .Так, 
в задаче линейного программирования, в которой д а 
но т  ограничений и п  переменных, требуется проверить 
линейную независимость С ” - систем .линейны#, уравне
ний. Д ал ее  следует из всех наборов реш ений'вы делить 
наборы с неотрицательными значениями, т. е. найти 
координаты вершин многогранника условий . 1 И , нако
нец, вычислить значения линейной формы во всех вер
шинах многогранника и сравнить и х м е ж д у  со б о й .....

О вычислительных трудностях- решения зад ач  • ли 
нейного программирования 1 говорит такой пример: ‘Д ля  
разы скания оптимального распределения 5 видов -работ 
м еж ду ' 8  станками необходимо реш ить-около миллиарда 
алгебраических систем линейных уравнений с 1 2  пере
менными, что, очевидно, нереально д аж е  при использо
ван ии 1 современных быстродействующих вычислитель
ных машин. Поэтому для решения рассматриваемы х 
задач  важную  роль играет упорядочение перебора 
вершин. При упорядочении перебора вершин длй реш е
ния задачи линейного программирования не требуется 
сравнения значений линейной формы во всех верш инах 
многогранника условий; Специальные методы сокращ а
ют такж е число сравнений, необходимых для  того что
бы установить, достигается ли на данной вершине 
экстремум линейной формы. Эти методы даю т вЫчйСли- 
тельную схему, позволяющую осущ ествить упорядочен
ный переход от одного опорного плана к другому.
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2. И з разработанных в последнее время методов 
линейного программирования наибольш ее распростране
ние получили метод разреш аю щ их множителей и сим
плексный метод (или метод последовательного улучш е
ния п лан а). Частным случаем симплексного метода яв 
ляется распределительный метод, который применяется 
для решения большого класса специальных задач, назы 
ваемых распределительными или транспортными. Н аибо
лее простым и наглядным является графическое реш е
ние задач  линейного программирования, называемое 
такж е геометрическим или графическим методом.

Графическое решение может быть использовано для 
решения сравнительно простых зад ач  линейного про
граммирования. К достоинствам такого решения отно
сится его наглядность. Но его можно использовать толь
ко тогда, когда количество переменных не превышает 
двух; при трех переменных решение задачи услож няет
ся, а при четырех — становится практически невыполни
мым.

Распределительны й метод является наиболее прос
тым из строго математических методов линейного про
граммирования, даю щ их решение поставленной задачи. 
Обязательны м условием применения распределительного 
метода является использование одной и той ж е едини
цы измерения как для всех исходных данных, так и для 
результатов программирования. Если эти факторы вы-- 
раж ены  в различны х единицах измерения, распредели
тельный метод мож ет быть применен только в том слу
чае, когда имеется возможность привести их к единой 
мере. Распределительны й метод, как показы вает его н а
звание, наиболее применим к решению задач  наилучшей 
организации перевозок, т. е. транспортных задач.

М етод разреш аю щ их множителей предпочтительно 
использовать для решения частных производственно
экономических задач , например, для оптимального рас
пределения заданий  между цехами, участками, бригада
ми, станками.

Симплексный метод является наиболее гибким и уни: 
версальным, применимым для решения любой задачи 
линейного программирования. Он наиболее труден и 
требует большой затраты  времени, что значительно со
кращ ает область его применения для практических це
лей. М атематическая обоснованность симплексного ме
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тода обеспечивает высокую точность результатов. Д л я  
решения задач с помощью этого метода необходимо зн а 
ние элементов линейной алгебры.

ВОПРОСЫ Д Л Я  САМОПРОВЕРКИ

1. Дайте формулировку общей задачи линейного программирова
ния и ее различные формы записи, в том числе каноническую 
форму.

2. Что называется линейной формой? Что такое максимизация и 
минимизация линейной формы?

3. Почему линейная форма достигает экстремума на угловой точ
ке выпуклого множества?

4. Какие переменные называются дополнительными? базисными? 
небазисными?

5. Что называется решением задачи? допустимым решением? ба
зисным решением? оптимальным решением?

6. Что называется базисом?
7. Что такое область определения задачи линейного программиро

вания?
8. В чем состоит геометрический смысл общей задачи линейного 

программирования?
9. Что такое вектор условий и вектор ограничений?

10. Что такое вектор затрат? вектор выпуска?
11. Дайте определение плана; опорного плана; оптимального плана.
12. Что называется базисом плана? Какой опорный план называет

ся невырожденным?
13. Назовите виды задач, решаемые методами линейного програм

мирования?
14. Дайте понятие задачи производственного планирования; зада

чи на составление смесей; транспортной задачи.
15. Назовите методы решения задач линейного программирования.



Г л а в а  X

ГРАФИЧЕСКИЙ МЕТОД

§ 30. Графическое решение задач 
линейного программирования

1. При решении задач линейного программирования 
графическим путем важнейш им вопросом является оп
ределение многоугольника, отраж аю щ его все допусти
мые решения. К ак известно, такой многоугольник — вы
пуклый. Если он:построен, то необходимо построить 
лишь, экстремальны е точки, отраж аю щ ие условия з а д а 
чи. М огут встретиться два варианта: а) из полученных 
чисел одно число окаж ется больше других; б) -из полу
ченных чисел обнаруж атся два одинаковых числа, ко
торые окаж утся больше других. В первом .случае имеет
ся только одна оптимальная точка, которой соответст
вует наибольшее- значение. Во втором случае имеется 
бесчисленное" множество оптимальных точек, располо
женных на отрчезке, и всем этим точкам соответствует 
одно и то ж е наибольш ее значение.

П ри изучении теории систем линейных неравенств 
было установлено, что система неравенств с двумя пе
ременными может быть совместной, либо несовместной.

Если система совместна, то существует по крайней 
мере одна точка плоскости, координаты которой удов
летворяю т всем неравенствам системы. Совокупность 
всех таких точек мож ет быть одной точкой, отрезком, 
прямой, ограниченным или неограниченным многоуголь
ником, полуплоскостью: для точки это будет система

х  К а ,  х  >  а\
для отрезка:

* < а ,  х > Ь ,  где 6 < а ;
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^ЛЯ прямой

Совокупность, точек-, удовлетворяю щ их систёме не
равенств с..двумя переменными^' есть выпуклый много
угольник; в случае, если - переменных болеб двух — вы 
пуклый многогранник.

Если система неравенств несовместна; то не сущ ест
вует ни одной точки плоскости, ; коорди наты '’ Которой 
удовлетворяю т всем неравенствам системы. v

К ак известно, при решении задач  линейного про
граммирования наряду с системой ограничений (урав
нений или неравенств) рассматривается, такж е линей
ная форма, максимальное или минимальное значение 
которой требуется найти. РаУее бьгло установлено, что 
совокупность решений совместной сиЬтемы неравенств 
с двумя переменными образует выпуклый" многоугольник 
решений. В случае двух переменных , лийейная форма 
имеет вид

/(* i ,  *2) =  +
___  ” . t .

При Хх Ф  0, Ха =j= О и, некоторомг фиксированном h  линей
ная форма представляет собой/линейное - уравнение

4Xi*i +  ̂ 2*2  46 f i

с двумя переменными, график которой есть прямая, отсе-
f  fкающая на осях координат, отрезки —  и

Х2
Таким образом, чем больше значение f  1 , . тем д ал ь 

ше прям ая о т с й и т  от 1 н ач ал а 1 Кобрдййат. И зм еняя зн а
чение f, мы получим сёмёиство параллельны х (прямых 
Я.1* 1+ Я ‘2*2= Д  среди которых сущ ествую т 1 двё  такизц н а
зываемых опорными, которым ‘ принадлеж ат Некоторые 
угловые точки (вершины) многоугольника решений си
стемы, но которым /не принадлеж ат внутренние точки. 
Эти опорные прямые находятся на разны х расстояниях 
от начала координат: одна ближ е к н е м у , другая-^Д аль
ше от него. Если каж д ая  опорная прям ая проходит лишь 
через одну верщину. многоугольника решений, то, коор
динаты этой вершины являю тся рещением задачи  ли 
нейного программирования. Зам етим  при. этом, что, 
если опорная прям ая проходит через вершину >мног,о-. 

,угольника ближ е к началу координат, то значение л и 
нейной формы будет минимальное, если ж е опорная пря-

* < + . 0 0 »  ,* ,> ! '— 00.
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мая проходит дальш е от начала координат, значение 
линейной формы — максимальное.

В случае, если опорная прямая содерж ит две верши
ны многоугольника решений, то она содержит все точ
ки, леж ащ ие на стороне многоугольника, концами кото
рой являю тся эти вершины. Тогда задача имеет бес
численное множество пар чисел (*i, * 2), удовлетворяю 
щих у'словиям задачи.

Рис. 44

Рассмотрим на примерах графическое решение задач 
линейного программирования (такое решение называю т 
такж е графическим, или геометрическим методом).

2 . П р  и м  е р  1. Пусть задана система неравенств
+  5*2 ^  15,

5*х +  2*2 < 1 0 ,  * ! , *2 >  0.

Требуется найти 2max =  5*L +  3*2.
Решение. Переменные х х и х 2 неотрицательны, по

этому. множество точек (*i, *2), являю щ ееся возмож 
ным решением задачи, будем искать в первом квадранте 
(рис. 44). В самом деле, для всех точек, леж ащ их на 
оси 0 * 2  или справа от нее, значения * 1 ^ 0 . Такж е и для 
точек, леж ащ их на оси О х, или выше ее, значения х 2> 0 .

Если в неравенстве 3*|-{-5*2-< 1 5  заменим знак не
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равенства на знак равенства, то получим уравнение 
прямой линии 3*1+5*2=15. П оследнему удовлетворяют 
все точки, леж ащ ие на прямой. Все точки, леж ащ ие 
в треугольнике О А В  или на его сторонах, удовлетворяю т 
неравенству 3 * ]+ 5 * г <  15.

Аналогичными рассуждениями убедимся, что множе
ство точек, леж ащ их в треугольнике OCD, удовлетво
ряет неравенству

Рассмотрим функцию f  (*ь *2) =  5 * 1  +  3 * 2  или 
2  =  5*i +  3 *2. Д л я  некоторого фиксированного перемен
ного г  линейная функция z  =  5*i +  3 * 2  есть прям ая ли
ния. Д ав ая  различны е значения г, например 0, 1, 3, 4, 
15 и т. д., получим семейство параллельны х линий. В об
щем случае линейная форма z  => X i*i =  %2х 2, где A,i =  5; 

%2 =  3 есть семейство параллельны х прямых.
Одна из этих прямых, проходящ ая через вершину М, 

дает максимальное значение линейной форме. Коорди
наты точки М  определим, реш ая совместно уравнения 
3*1+5*2= 15  и 5 * 1+ 2 *2 = 1 0 . Имеем: *i =  1,053; *2=2,368. 
П одставляя эти значения в z  =  5*i +  3 * 2, получим м ак
симальное значение г  =  12,37.

3. П р и м е р 2. Рассмотрим теперь задачу на нахож
дение минимального значения.

П усть дана система линейных неравенств

Требуется найти 2mi„ =  2хг +  3*2.
Геометрическая интерпретация задачи видна на 

рис. 45. М инимальное значение линейной формы / ( * ь *2) 
есть Z2. М инимум будет в М  — точке пересечения пря
мых 6 * i + 2 *2 = 8  и * i + 5 *2 = 4 . Совместное решение этих 
двух уравнений дает следующие значения

5*i +  2 * 2<  1 0 .

* 1 +  * 2  < 4 .

6 *! +  2 * 2  >  8 , 

* 1  +  5*2 ^  4,
* 1  'С  3, * 2  ^  3, * i ^  0 , * 2  ^  0 .

4_ 
7 ‘

Таким образом, гт щ =  4.
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.... Задача  линейного п рограм м и рован ия 'с  тремя пере
менными такж е может быть реш ена графическим мето- 

-  дому хотя и-значительно- сложнее. В качестве иллю стра
ции (рассмотрим следующую задачу;

4. П р и м е р '  3. ' П усть.дара система неравенств ..с 
тремя переменными

4 * ! +  бл^+ 'З*^ -С‘24,’

Х1 + . 1  >5*2 +  З* 3 1 2,

Зхх -j- *а ̂  1 2 ,

* i О, I

* 2  ^  О,.

*3 >  0 .
Требувгря найти максимальное 'значение линейной 'фор
мы ;

•г — 0,5*! +  6 * 2  +  5*3.

Областью  определения возможных решений является 
многогранник (на рис. 46 заш трихован). Напомним, что 
уравнение с тремя 'переменными, например 4 * i + 6 *2+  
+  3*з =  24, есть плоскость. Если э этом .уравнении, знак
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равенства зам ениться»  зн ак 'н еравен ства- : т о ' совЬкуп- 
ность решений, удоэлетворяющих, , этому неравенству, 
представляет собой множество всёх точек, леж ащ их 
«над» или «под» плоскостью. М ножеЬтво точек (*ь хг, Хз), ' 
будучи подставлено в линейную форму, д аёт  значение г, 
принадлеж ащ ее плоскости z  =  0,5*i +  6 * 2  +  5*3. Д авйя 'z ’

Рис. 46

различные значения, получим семейство параллельны х 
плоскостей. ■

Плоскость, которой принадлежит наибольш ее значе
ние г, которое имеет по крайней мере одну общую т^ч- 
ку в области допустимых решений, достигает м аксим аль
ного значения г. Точка или точки из области допустимых 
решений, которые леж ат в этой плоскости, суть опти
мальные решения.

Очевидно,, что оптимальное решение получаем в вер
шине многогранника допустимых решений. В этой точке; 
плоскости

4*i +  6 * 2 rf3 jcs = 2 4  и * ! +  1,5*2 +  3 * з = 1 2

пересекаются.
Однако точка М  имеет значение *i =  0.
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Поэтому при совместном решении системы 

|  6  хг +  Злс3 =  24
1 1,5л:а +  Зл:3 =  12

находим, что

* 2 =  х3 =  2 ~

Таким образом, 
, 2

оптимальное решение есть хх =  О,
х* =  х я и, следовательно, максимальное значение 

1
Zmax — 29——,

О

УПРАЖНЕНИЯ  

Нижеследующие задачи решить графически:

1 )

3)

5)

7)

2*i 3*2 ^  6

*1 +  4дгг <  4 
*1 ^ 0  

* 2  >  0 

гшах =  ^1 +  1.5*2-

5*х +  10*2 <  50 
*1 -4* *2 ^  1 

*2 <  4 
* 1  > 0 
*2 > 0 

гтах =  *1 +  х2- 
5*х +  10*2 <  50 

* 1  *2 -1 

*2 <  4 

*1 , *2 ^ 0

Zmin =  2 * 1  +  * 2- 

2 * 1  +  * 2  > 1 

3*1 *}- 4*2 ^  1.5 
*1 >  0 
* 2  > 0  

г ш ш  =  6*1 4*2

2)

4)

*! — *2 >  0 
— 0,5*1 +  хг <  1 

*! >  0 
*г > О 

Zmax ^  х 2 0,75*1. 

*1 ^  3*2 ^  3 

* 1  -£• *2  > 2 

* 1  > О
* 2  »  о 

Zmin =  1.5*1 +  2.5*2.
* 1  +  *2 1

*2 <  5 
*1 < 6 

7*i +  9*2 ^  63 
*1 > О
* 2  >  о

гшах =  10*, + 6,2*2. 
®) * 1  — 0,5*2 > О 

*, — 5*2 >  — 5 

*i >  О
*2 > О

гШ1П =  *1 10*2

6)
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9)

П)

Xl — «2 >  О 
xx — 5*а >  — 5

хх > О
х2 >  О

Zmin =  2*i — 10*,. 

Хх х2 ^  2 
— Хх — 5*2 'С 10

*1 >  О 

*2  > О
2max ~  5*2*

^  -*1 4" *2  <  1

— 0,5*х — 5*2 <  — Ю
Х х > 0
* 2  >  О

zmax=  5*2-
12) Хх ф  *2 >  1 

*2  — 5*! < О 
5*2 — Хх >  О
*х — *2  >  --  1
Хх -ф- *2 <  6

*i >  О 
L *2  >  О

ztnax =  3*1 +  2*2-

ВОПРОСЫ Д Л Я  САМОПРОВЕРКИ

1. Почему классические методы математического анализа не могут 
быть использованы для определения экстремума линейной формы 
при линейных условиях?

2. Какой метод решения задач на нахождение оптимума был раз
работан первым?'

3. В каких случаях применяется графическое решение задачи ли
нейного программирования?

14 М. И’. Ромакин



Г л а в а  X I

СИМПЛЕКСНЫЙ МЕТОД 

§ 31. Понятие симплексного метода

t . Рассмотрим один из общих приемов линейного 
программирования — сим плексны й Merodi основы кото
рого были сформулированы Д ж . Д . Д анцигом в 1949 г. 
и впервые опубликованы в 1951 г. Симплексный метод 
получил такое название от одного из простых примеров, 
при решении которого он использовался. В этот пример

П
входило ограничение вида 2 */ = 1 , х,- >  0 , которое яв-

/ - I
ляется уравнением выпуклого многогранника в п-мер- 
ном пространстве, называемого симплексом.

В двухмерном пространстве (на плоскости), т. е. 
при п = 2 симплекс соответствует треугольнику (рис. 47). 
В самом деле, в этом случае мы имеем смешанную  си
стему * i+ * 2 = l ,  * i > 0 , *2 > 0 . Значения *i и х 2, удовлет
воряющие этой системе, представляю т собой множество 
внутренних и крайних точек треугольника.

В трехмерном пространстве, т. е. при п =  3 симплекс 
соответствует тетраэдру (рис. 48). Действительно, в 
данном случае мы имеем смеш анную  систему

Х1 ~т Х2 +  х з =  1 > 

x t > 0 , х 2 >  0 , . х 3 >  0 .

М ножество внутренних и крайних точек тетраэдра и 
представляет собой множество всех решений указанной 
системы. Теперь название «симплекс» используется неза
висимо от формы линейных ограничений.

Симплексный метод состоит из ряда шагов. С начала 
находят, базисное решение. Затем  определяют, не полу-
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чено ли оптимальное решение. Если оптимального ре
шения нет, то из базиса удаляю т одну из переменных и 
вместо нее вводят другую переменную. Таким образом 
получают новый базис. Если оптимальное решение не 
получено и на этот раз, то с новым базисом поступают 
точно так  же, и, если нужно, все шаги повторяются. С ле
довательно, зад ач а  сводится к тому, чтобы найти любое 
базисное решение, а затем улучш ать его, пока не будет- 
достигнуто оптимальное решение.

З а  конечное число шагов, из числа базисных реш е
ний определяется оптимальное решение. Возможны так-

Рис. 47 Рис. 48

же два других случая: либо значение линейной формы 
будет бесконечно, либо ограничения противоречивы.

Геометрическое решение задачи линейного програм
мирования симлексным методом означает, что, начав с 
определенной вершины многогранника, следующим ша-- 
гом выбирают вершину, которая расположена, ближе 
к оптимальному решению и,- таким образом, последова
тельно приближаю тся к последнему, пока не получат 
его.

2 . П осле приведения задачи линейного программи
рования к каноническому виду для ее решения симплек
сным методом, как было отмечено, преж де всего необхо
димо найти базисное решение (в другой терминологии — 
опорный план).

П ервое  (исходное) базисное  решение можно опреде
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лить непосредственно из системы уравнений, получае
мой при замене неравенств уравнениями введением 
дополнительных переменных.

Коэффициенты при дополнительных переменных об
разую т единичную матрицу, определитель которой р а 
вен единице. Это означает, во-первых, что система невы
рожденная, и, во-вторых, векторы-столбцы, компонента
ми которых являю тся коэффициенты соответствующих 
дополнительных переменных, линейно независимы и об
разую т базис.

П р и м е р .  Пусть дана система линейных неравенств

—2хг +  х 2 <  2

x1 — 2xi < 2  ( 1 )

х г +  х 2 <  5.

Н айдем первое базисное решение. П реж де всего не
равенства системы ( 1 ) заменим уравнениями путем вве
дения дополнительных переменных х 3, x it х 5 (х{ >  О, 
*' =  3 , 4 ,  5).
Получим систему уравнений

—2хг +  х 2 +  * 3 — 2

х г ~ 2 х 2 +  * 4  = 2  ( 2 )

Х1 “Ь Х2 + * 8  =  5

или в векторной форме

А л  -f- А2х2 -j- А 3х3 +  А4л:4 -j- А ьх ь =  В,

где

— 2 1 1

Ai = 1 > Аа — — 2 > А3 — 0

1 1 0

0 0 2

II<

1 ,  Аб 0 . в  = 2

0 1 5
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Коэффициенты при х3, x it xs составляют единичную матрц 
НУ

1 0 0

0 1 0

0 0 1

Векторы А 3, А 4, А 6 линейно независимы! и образую т б а 
зис. С ледовательно, первое базисное решение задачи 
есть вектор

х =  (0, 0, дг3, x it л:5) =  (0, 0 ,2 ,2 ,  5).
Вообще, если дана система

П
2  aijXj <  bt (i =  1 , 2 ........... т) (3 )
/= i

и Xj >  0 , то для получения первого базисного решения
используют дополнительные переменные x n+i, t =  1 , 2 ....... т,
вводимые в неравенства (3) для замены последних уравне
ниями:

П
2  аИх > + ' х "+‘ =  bi (̂  =  1 .2 ...........т). (4)
/ = 1

Поскольку коэффициенты при x n+i образуют единичную 
матрицу, то векторы А я+ ь  А л+ г .............А „ + От линейно неза
висимы и образуют базис. Первое базисное решение будет 
вектор

X =  (0 , 0 ,- . . ■ , 0 , X/i-f-1 ) *л+2> • • • f Xn-j-flj).

3. В практических задачах могут встретиться два 
других случая, когда условия выражены системой урав
нений

П

^ О цХ, =  Ь( (1 =  1 , 2 , . . . ,  т) (5)

/= I
или системой неравенств вида

п
' £ ц Х 1> Ь 1 ( i = l , 2 ............т). (6 )
/ -  к

В случае (5) исходное базисное решение находится 
такж е прибавлением к левым частям уравнений допол-
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нительнъвс переменных x n+t (i =  1 , 2 ,..., m ), называемых 
искусственными (каж дое из искусственных переменных 
равно нулю ). Коэффициенты при. х п+/ образую т еди
ничную матрицу, вектор-строки которой представляю т 
собой первое базисное решение, называемое искусствен
ным базисом.

В случае (6 ) неравенства преобразую т в уравнения 
вычитанием, дополнительных переменных x n+i• П о
скольку коэффициенты при переменных xn+i равны ми
нус единице и не могут служить базисом первого базис
ного решения, то в уравнения добавляю т так  назы вае
м ую  фиктивную переменную ыл+г.

В дальнейш ем будут рассмотрены примеры решения 
задач линейного программирования на оба эти случая.

4. Первое базисное решение не всегда приводит к 
оптимальному решению. На практике чаще бывает, ког
да от первого базисного решения переходят к другому, 
от другого к третьему и т. д., пока не получат оптималь
ного решения. Переход от одного базиса к другому рас
смотрев в главе «векторные пространства». Сейчас мы 
рассмотрим численный пример нахождения оптималь
ного решения задачи линейного программирования, из 
которого видна необходимость получения, кроме перво
го базисного решения, нового базисного решения.

. Пусть дана система линейных неравенств (1), где 
* i> 0 ,  Х г > 0 . Требуется найти минимальное значение ли
нейной форМЫ 2  =  —Х\-\-Х2 (7).

Р еш ая пример (п. 2 ), мы определили первое базис
ное решение х =  (0, 0, 2, 2, 5 ). Подставим полученные 
значения в линейную форму, получим

2l =  — 1 -0 + ' 1 - 0  +  0  +  0  +  0  =  0 ,
т. е. мы имеем базисное решение, когда, говоря эконо
мическим языком, «ничего не производится». Признаком 
того, что полученное решение не является оптимальным, 
служит наличие в индексной строке (см. симплексную 
таблицу) положительных элементов в случае, когда 
отыскивается минимум, или отрицательных элементов в 
случае отыскания максимума. Так как оптимального 
реш ения нет, от первого базиса Аз, А4, А5 переходят к 
новому базису.

Переход от одного базиса к новому базису будем 
осущ ествлять с помощью симплексных таблиц.
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П е р в ы й  ш а г .  Д л я  составления первой симплекс
ной таблицы (таблицаЛ ) во второй строке запиш ем век
торы в следующем порядке В, Ai, А2, А3, А4, А5, где В— 
вектор свободных членов; Ai и А2 — векторы, компонен
тами которых являю тся соответственно коэффициенты 
при Х\ и х 2; Аз, А4 и As — базисные векторы. Влево от 
вектора В добавим столбец «базисные векторы», пока
зываю щ ий элементы, которые составляю т первое базис
ное решение'.

Во втором столбце запишем базисные векторы А3, 
А 4, А5.

В первой строке запишем значения X/, / = 1 ,  2, т. е. 
коэффициенты при переменных Х\ и х 2 в линейной ф ор
ме (7), минимум которой отыскивается.

Обозначим значения линейной формы z  на каж дом 
шаге через z / (на первом ш аге это будет z u на вто
ром z 2 и т. п .).

Последнюю строку называю т индексной строкой. 
К аж ды й ее элемент (индекс) на первом ш аге (но толь
ко на первом шаге!) находится путем вычитания из 
значения линейной ф орм ы -(в  данном случае, из нуля), 
соответствующ их коэффициентов линейной формы (Xу).

Н аличие в индексной строке таблицы I полож итель
ного элемента (+ 1 )  вектора А2 показы вает, что-опти
мального реш ения нет и следует перейти к новому б а
зису.

Т а б л и ц а  I

векторов

Базисные
векторы.

А*1

Вектор 
свободных 
членов В

—1 1 0 | 0 0.

Аг Аа А, А, А5

0 Аз 2 —2 1 1 0 0

0 А& 2 1 —2 0 1 0

0 А ъ 5 1 1 0
-

0 1

Индексная строка 0 1 —1 0 0 0
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В т о р о й  ill а г. Составим вторую симплексную таб 
лицу. Отыскиваем в таблице 1 в индексной строке наи
большее положительное число (в случае ж е нахождения 
максимума линейной формы — наибольш ее по абсолю т
ной величине отрицательное число). Это будет + 1  в 
векторе-столбце Аь который назовем клю чевы м вектор- 
столбцом.

Д ал ее  находим клю чевую  вектор-строку в таблице I, 
которая определяется как строка, содерж ащ ая наимень
шее положительное частное от деления компонент век
тора свободных членов на элементы ключевого столбца.

Имеем m in j-^ -, -y-J =  - j - =  2 .

Это частное стоит, как видно из таблицы, в вектор-стро
ке А4, которая и будет ключевой строкой.. Выведем- век
тор Л 4 и з  базиса А3, А4, А5. Вместо А4 в таблице II вво
дим новый базисный вектор. Д л я  этого каж ды й элемент 
ключевой строки делим на разреш аю щ ий элемент,^стоя
щий на пересечении ключевого столбца и ключевой 
строки, и частные будут соответствующими элементами 
вводимого базисного вектора (2, 1, —2, 0, 1, 0)- Вводи
мый в базис вектор имеет тот ж е номер, что и выводи
мый вектор, а именно At.

П реобразуем  все остальные элементы матрицы -таб
лицы I по следую щ ей схеме (формула приводится в сле
дующем п араграф е). Допустим, мы хотим найти, какое 
число надо записать в таблице II вместо 5 (см. табли
цу I) . Н а таблице I можно представить себе прямо
угольник, в вершинах которого по одной диагонали бу
дут числа 5 и 1 (разреш аю щ ий элемент), а по другой 
диагонали 2 и 1. П роизведение последних делят на р а з
решающий элемент и вычитают из 5; получим:

с  2 - 1  „5 ---------- =  3 и т. д.
1

Д ля составления второй симплексной таблицы м ож 
но упростить некоторые расчеты:

а) Все элементы ключевого столбца во второй таб 
лице будут нулями, кроме разреш аю щ его, равного 1 .

б) К аж дую  строку, в ключевом столбце которой 
стоит нуль, переписывают без изменения.
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Т а б л и ц а  II

ч
базисных
векторов

Базисные
векторы

А б г

Вектор 
свободных 
членов В

1 1 1 0 0 0

А, А, Аз А, а5

0 Аз 6 0 —3 1 2 0

—1 Ai 2 1 —2 0 1 0

0 а 5 3 0 3 0 —1 1

Индексная строка —2 0 1 0 —1 0

в) К аж ды й столбец, в ключевой строке которого 
стоит нуль, переписывают такж е без изменения.

В торая таблица показывает, что получено базисное 
решение (т. е. векторы Ai„ А3, As образую т базис). Это 
будет вектор х =  (2 , 0, 6 , 0, 3). Но второе базисное ре
шение не является оптимальным, так как в индексной 
строке снова есть положительное число 1. Значение ли 
нейной формы б-удет

z2 =  — х х +  х 2 =  — 1 - 0  +  1  =  1 .

Т р е т и й  ш а г .  Переходим от второго базиса А3, 
А ь As к третьему базису.

Находим ключевой столбец А2, в индексной строке 
которого стоит положительное число 1. Ключевой стро
кой будет As, так как это единственная строка, в клнУ 
чевом’ столбце которой стоит положительное число 3, »а 
которое мы должны- разделить свободные члены для по
лучения минимального частного.

Затем  преобразуем матрицу и получим третью симп
лексную таблицу (см. табл. I I I) .  Третье базисное реш е
ние будет х = ( 4 ,  1, 9, 0, 0 ). Й ндексная строка не содер
жит полож йтельны х'чисел. Следовательно, получено оп
тимальное решение

z3 =  — 1- 4 + 1 - 1 +  0- 9 +  0 +  0 =  — 4 + 1 =  — 3.
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Таким образом , наимёньшее значение линейной фор
мы достигается при *i =  4, х2= 2  и х 3= 9  и равно z = —3.

Т а б л и ц а  III

Хг- Вектор 
свободных 
'членов В

— I 1 1 0 0 0
Б1

базисных
векторов

Базисные 
векторы A.J

А, Aj Аз А, А5

0 Аз 9 0 0 1 1 1

—1 Ах 4 1 0 0 1/3 2/3

1 а 2 1 1 0 - 1 / 3 - 1 / 3

Индексная строка - 3 0 . 0 -0 —2/3 - 1 / 3

Правило составления симплексных таблиц 
(кроме-первой):

1. Выберем наибольший положительный элемент 
(когда находится минимум; неотри цательны й  — при 
отыскании максимума) в индексной строке матрицы (ис
клю чая вектор свободных членов).

2. Наибольш ий положительный элемент определяет 
ключевой вектор-столбец.

3. Р а зд е л и м ' компоненты вектора свободных членов 
на положительные элементы ключевого столбца.

4. И з полученных отношений выберем наименьшее 
положительное.

5. Вектор-строка, содерж ащ ая наименьшее полож и
тельное частное, будет ключевой вектор-строкой. Эту 
строку нужро вывести из базиса.

6 . Н а пересечении ключевой строки и ключевого 
столбца находим разреш аю щ ий элемент.

7. Приступаем к преобразованию  матрицы. Р азд е 
лим каж ды й элемент ключевой строки на разреш аю щ ий 
элемент.

8 . Частные от деления элементов ключевой строки
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на разреш аю щ ий элемент будут соответствующими эле
ментами ключевой вектор-строки следующей симплекс
ной таблицы . Элементы новой ключевой строки следую 
щей таблицы находим по формуле:

элемент новой 
ключевой строки

элемент предыдущей 
ключевой строки

разрешающим элемент

9. Все остальные новые элементы для- следующей 
симплексной таблицы рассчитываются по следующей 
формуле

Новый
элемент

Выбранный
элемент

элемент 
ключевой строки X элемент ключе

вого столбца

разрешающий элемент

10. П овторяем все операции (1—9) до тех'пор-, пока 
в индексной таблице-не останется отрицательных чисел 
(при отыскании максимума) или положительных чисел 
(при отыскании минимума). Наличие в индексной стро
ке матрицы, не считая столбца свободных членов, по
ложительных чисел (при отыскании максимума) или от
рицательных чисел (при отыскании минимума) озна
чает, что получено оптимальное решение.

5. Рассмотрим задачу линейного программирования 
на нахождение максимального значения Линейной ф ор
мы.

Пусть дана система неравенств

< 4

х 2 <  6  (8 )

*i +  Ч  <  8  

х х 0 , х 2 0 .

Требуется найти максимальное значение линейной фор
мы:

^шах “  %Х1 5 х 2. (9)
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В ведя в неравенства системы (8 ) дополнительные пе
ременные х 3, хц и * 5  (такж е неотрицательные), получим 
систему уравнении

* 1  +  *з = 4

*2 -f- *4 = 6  (Ю)

* 1  +  * 2  +  *5 =  8

Запиш ем систему (10) в форме векторного уравне
ния:

1 0 1
II ° 0 j| 4

0 x i + 1 Х2 + 0 *3 +  1 х 4 + 0 * 4 =  6

1 1 0 II 0 . 1 II 8

А! А2 Ag а 4 А» В

Тогда задачу линейного программирования можно, 
сформулировать,;следующим образом:

При условиях

А ^  +  А2* 2 +  А3* 3 +  А4* 4 +  А6* 5 =  В (12) 

x i >  0 ( i = l , 2 ..........5)

требуется найти

2шах =  2 * 1  +  5*2 +  0-*з +  0 - * 4  +  0 -* 5. (13)

П е р в ы й  ш а г .  Составим первую симплексную 
таблицу.

В таблицу IV запишем векторы в следующем порядке: 
В, Аь  А2, А3, А4, А5, т. е. сначала запишем В— свобод
ные члены системы ( 1 0 ), затем — векторы А] и А2 (ко
эффициенты при переменных Х\ и *2) и, наконец, базис
ные векторы А3, А4 и  А5 (коэффициенты при базис
ных переменных *з, * 4  и *5). Влево от В (столбца сво
бодных членов) добавим столбец базисных векторов, 
показывающ ий элементы, входящие в базис.

В первой строке таблицы запишем значения Х;<, т. е. 
коэффициенты при переменных х / в линейной форме 
(13), максимум которой мы хотим найти

Во втором столбце «базисные векторы» запишем век
торы Аз, А4 и А5.
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Обозначим значения линейной формы (13) на каждом 
этапе через г-, . (К ак известно, при нахождении базис
ного решения, согласно определению, мы полагаем все 
небазисные переменные х х, Х2 и х 3 равными нулю.).

Н аконец, заполним индексную строку, обозначаемую  
через г,- — X/. К аж ды й индекс ее находится следую 
щим образом. Значения г,- в каж дой клетке строки 
умножим на соответствующие элементы свободных чле
нов (компонентов вектора В), основной части матрицы 
(компонентов не,базисных векторов Ai и А2) и единич
ной матрицы (компонентов базисных векторов А3, А4 
и Аб).

Полученные произведения сложим и из найденной 
суммы вычтем соответствующие каж дому столбцу коэф 
фициенты линейной формы. Результатом  и будет вели
чина соответствующего индекса. Она записы вается на 
соответствующем месте в индексной строке. И так, мы - 
получим следующую матрицу:

Т а б л и ц а  IV

Хд.
В1

базисных
векторов

Базисные
векторы

Ч

Т*"~ "" ' '

Вектор 
свободных 
членов В

2 5 0 0 0

А, А3 Аз А. A i

0 А3 4 I 0 I 0 0

0 а 4 6 0 1 0 1 0

0 Ае 8 ' I 1 0 0 I

Индексная строка 
2 j —  1} 0 - 2

.
—5 0 0 0

И з этой таблицы устанавливаем , является ли наше 
решение оптимальным.

При х 3 =  4, лг4 =  6 , xs =  8

значения x t и Хг, удовлетворяющие линейной форме 
(13), долж ны  быть оба нули. Отсюда вектор (0, 0,4, б, 8 ) 
есть базисное решение, и для этого вектора мы имеем

z, =  2 - 0  +  5 -0  +  0  +  0  +  0  =  0 .
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Следовательно, линейная форма Z\ равна Нулю. З ам е
тим, что (при определении максимума линейной ф ор
мы) оптимальное решение будет только в том случае, 
когда в индексной строке 2 / — X/. не будет отрицатель
ных элементов. Поскольку элементы этой строки, вхо
дящ ие в вектор-столбцы А] и А2 суть — 2  и — 5, мы про
долж аем  испытание.

Таким образом, выяснив, что наш е решение не яв 
ляется оптимальным, мы должны выяснить, следует ли 
продолж ать испытание или остановиться на этом, если 
конечного решения получить нельзя.

Д ля  этого надо руководствоваться следующим:
1 ) если все индексы 2,-— X,- индексной" строки неотри

цательны, т. е. 2/ — X/ >  0 ; то получено оптимальное 
решение.

2 ) если 2 / —- X/ <  0  для некоторого столбца, то мы имеем 
один из двух случаев:

а) если элементы ац  в этом столбце неположительные, 
то решение бесконечное и неопределенное;

б) если какой-нибудь элемент а,у в этом столбце не
отрицательный, необходимо продолжать вычисления.

В данном примере, как видно из таблицы, не все 
элементы индексной строки положительны. Значит, ре„- 
шение не оптимальное.

В т о р о й  ш а г .  Составляем вторую симплексную 
таблицу.

В индексной строке выбираем элемент, содержащий, 
наименьшее отрицательное число. (В случае, если мы 
имеем два или более одинаковых отрицательных числа, 
то можно выбрать любое из них). Вектор-столбец (А2), 
содерж ащ ий этот наименьший отрицательны й. индекс 
(—5), есть ключевой столбец. В таблице он заключен 
в рамки. Д алее, найдем ключевую строку. Д ля  этого все 
компоненты вектора свободных членов В поделим на со
ответствующие элементы ключевого столбца, причем д е
лим только на положительные числа. И з полученных от
ношений выберем наименьшее. Ключевой вектор-стро
кой является А4, так как она содержит
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Элемент матрицы, леж ащ ий на пересечении ключе
вого столбца и ключевой строки, т. е. разреш аю щ ий  
элемент, равен 1 .

Ключевую вектор-строку А4 выводим из таблицы I 
(в таблице эта вектор-строка показана стрелкой). 
Вместо ключевой строки, надо записать в таблицу V 
новую  вектор-строку. Она получается путем деления 
всех чисел ключевой строки на разреш аю щ ий элемент; 
результаты  деления пишем в i соответствующих клетках 
этой строки. Элементы новой вектор-строки в табли
це V  вместо ключевой в,таблице IV получаем по следу
ющей формуле:

* > - % ■ -  <14)
где у'г. — элемент новой ключевой строки, 

уп- — элемент старой ключевой строки,
Угк — разрешающий элемент.
Теперь столбец таблицы «базисные векторы» вместо

А3 

А4

А5

будет другим, а именно

(т. е. получен новый базис А3, А2, А5) и вместо выведенной 
вектор-строки А4 будем иметь Аа.

Элементы других строк находятся по формуле

У И =  Ун — ~ У л  =  Ун —  У г j -У«•Утк
где у'.} — новый элемент, уц  — выбранный элемент,

* У Г j „ „yri =  --------- элемент новой ключевой строки,
'  Угк

y lk — элемент ключевого столбца.

(15)
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Например, найдем из первой таблицы- элемент, стоящий н а 
пересечении строки А3 и столбца В. Так как i =  3 и /  =  О, 
имеем г — 4 и k — 2. Из (15) находим

Узо =  азо а2о 'аю — 4 - 6 - 0  =  4 
Элемент, стоящий на пересечении А3 и А3 (при t =  3 и 
/  =  3), по этому же правилу будет

«зз =  а ззс— а 23- а 32 =  1 —  0 0 =  1.

Т а б л и ц а  V

ч
базисных
векторов

Базисные
векторы

Б 1

Вектор
свободных

2 5 0 0 0

членов
В

А, Аа А3 А, А5

0 А3 4 1 0 1 0 0

5 А а 6 0 1 0 1 0

0 Аб 2 1 0 0 — 1 1

Z j - l j 30 —2 0 0 5 0

Т а б л и ц а  VI

Ч
базисных
векторов

Базисные
векторы

ч

Вектор
свободных

членов
В

2 5 0 0 0

А| А3 А3 А. As

0 А 3 2 0 0 1 1 — 1

5 а 2 6 0 1 0 1 0

2 А г 2 1 0 0 — 1 1

Zj — lj 34 0 .0 0 . 3 2
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П реобразуя таким образом  таблицу I'V, получим табли
цу V. В ней, в индексной строке, я е  все элементы поло
жительные. Поэтому оптимального решения нет, и сле
дует перейти к следующему шагу.

Т р е т и й  ш а г .  Аналогично составим третью симп
лексную таблицу.

Так как все 2 / — X/ >  0, то мы добились оптимального 
решения, т. е. х г =  2 ; х 2 =  6 ; х 3 =  2  и

2шах =  2 -2  +  5 -6  +  0 -2  +  0 +  0 =  34.

Заметим, что коэффициент х 3 дополнительного векто
ра А3 равен нулю в линейной форме и поэтому не влия
ет на значение z.

§ 32. Алгоритм симплексного метода

1т Рассмотрим симплексный метод для невырож ден
ной задачи линейного программирования* в общем виде.

Пусть дана система линейных неравенств (или урав
нений)

2  aijXj | = j bit i =  l , 2 ....... т

х / > 0 ,  / = 1 , 2 ........п.

Требуется найти максимальное значение линейной формы-
П

2щах— X/JCy.

/ = 1

Перед тем как приступить к решению задачи, надо 
привести ее к канонической форме.

П реж де всего убедимся, что все b t неотрицательны. 
Если необходимо, неравенства умнож аю т на — 1 для то 
го, чтобы получить bi >  0. Затем  путем введения допол
нительных переменных каж дое неравенство преобразуем 
в уравнение. Тогда

* Задача называется невырожденной, если каждое ее. базисное 
решение содержит ровно т положительных компонент.
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п п
^  аих/ <  Ь[ становится ^  аих /  +  xn+i =  bh xn+i >  О
/ - 1 ,'-i

и
я! п

2  a-ijXj >  bt становится ^  а*Л' — xn+i =  6 /, *л-м >  0.
У- 1  / - 1

К аж дая-дополнительная переменная определяет нулевое 
значение линейной формы. В случае, если эта дополни
тельная переменная прибавляется к г-му неравенству, то 
столбец матрицы А, соответствующий хп+[, есть е4; 
если ж е дополнительная переменная вычитается из г-го 
неравенства, то столбец матрицы А, соответствующий 
x n+i, будет — е..

М атрица А  рассматривается здесь д ля  того, чтобы 
определить, содержит ли она единичную Матрицу m X m 
(т. е. могут ли столбцы матрицы переставлены с тем. 
чтобы получить единичную матрицу в А ) .  Если единич
ной матрицы нет, то прибавляю т 'Необходимое число ис-‘ 
кусственныЯ векторов Q/ и искусственных переменных 
xn+k с тем, чтобы получить единичную матрицу. В этом 
случае выбирают очень большую относительно X] отри
цательную величину — М  (при нахождении максимума 
линейной формы) в качестве значения искусственной 
переменной (значение — М  можно использовать для 
каж дой искусственной переменной).

Д ля  того чтобы начать решение симплексным методом, 
используют единичную матрицу как базисную. Действи
тельно, коэффициенты при дополнительных переменных 
x n+i образуют единичную матрицу, определитель которой
равен единице. Поэтому векторы Ал+ ь А„_|_2.........А„+ш
линейно независимы и образуют базис. Тогда исходное 
базисное решение задачи есть вектор х  =  (0 , 0 , . . . ,  0 , хп+\,
xn-{-2i ••• > Хп+т)-

Построим первую симплексную таблицу (см. таблицу на 
стр. 227). Такую таблицу легко построить, поскольку y i0= b it 
Уц =  о.ц- Последняя (индексная строка) в которой записы
вается z, Zj — X/ вычисляется по формулам г = 'Х Б;&г, 
Zj — \ j  =  ХЯуА/ — Х£.

Теперь применяют критерий оптимальности:
Если все Zj — X/ >  0, то базисное решение будет оптималь
ным.

226



Симплексная таблица

ч -
базис

ных
строк

Базис
ные

векто
ры

ч -

Вектор
свободных

членов
В

К Х2 ъ ... Xfc хя  ' ±М ±М

А, А, АУ ... Aft - ... A« Q i Q;

Ч A i *1 =  010 "И У12 У Ч V lk У т ^ I ,n + s

Ч * 2— Уго У п У22 У у V ik Угп У2.П+1 У2,п+ь

: Г ' : i '■
: :

XБ г A i х 1— У1о У11 У12
1

уи
2

У ш У In У 1,п+ 1 y i ,n + s

: . :

Ч А г %г~ У го У п Уг 2 4

Уг)
3

Угк У т Уг,п+1 У г,п+ s

’■ ; 1

1 в т Ащ х т ~ У т о У т \ Утъ Ут.) У т к У т п У т ,п + 1 Ц т .п +s

Индексная
строка 2 ~ У т + 1*0 ч —\ =

-У т + 1 Л
—Х2=  

— У т + \,2
...

= У т +  U/
Zk— h =
= y m + l.i

Z„— Х„ =  
— У т + \,п

... ... ...



Когда один или более элементов индексной строки 
отрицательны, т. е. г,■— X,- < 0 , то для выбора вектора, 
который вводится в базис, применяется следующее правило 
вычисления ключевого’ столбца.

Вычисляют zk — X* — min (Zj — \ f); где zf  — X,- <  0. Век
тор A k вводится в базис.

При выборе Ak в качестве базисного вектора, могут 
представиться два случая:

1) У(к “С  0 для всех i. Это означает, что,, значение ли
нейной формы может расти до бесконечности;

2 ) Уik >  0  по крайней мере для одного i. В этом слу
чае можно найти новое базисное решение, для которого 
z' >  г.

Если по крайней мере одно y lk >  0, то для определения 
вектора, который выводится из базиса (для замены строки 
в столбце В вектором Ak), применяется правило для вы- 
числения ключевой строки.

Вычисляют отношение

m i n f - ^ ,  y l k >  О}
i ( У Ik )

=  min {-^2-
Утк i \ У1Н

Вектор г-й строки базиса выводится из него и заменяется 
вектором A k.

Теперь построим вторую симплексную таблицу, исполь
зуя для нахождения ее элементов следующие формулы:

для всех /, i =  1 , 2 , . . . ,  т  +  1 ; i ф  г.

Уг)
У п =  -----

'  Угк
для всех ],

А -1 —  z  =  У т + 1.<Ь Zj — X/ —  Ут+ U /}  /  —  2 ,  . . . , П

или формулы векторного преобразования:

У/ =  У/ +  УпФ, У ! = \ \ У ь  Ут+Л\< Аля всех /

Ф = Уlk - 
Угк ’ ’ 

Уг+l.k
Vrk

У г - \ ,к 1

Угк Угк 

Ут+1,к

Vrk

—  I,
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Значение в л-й позиции столбца Я,Б/  д о л ж н о  быть з а 
менено на X/ , а вектор в r -й позиции, обозначенный в 
столбце «базисное векторы», долж ен быть заменен на

В озвращ аясь к шагу, где мы рассматривали крите
рий оптимальности и правило 1 , отметим, что симплекс
ный метод является конечным итерационным процессом 
и посредством конечного числа ш агов приводит к опти
мальному решению.

В случае вырожденности базисного решения может 
появиться зацикливание, т. е. повторное получение одно
го и того ж е базисного решения. При зацикливании оп
тимальное решение никогда не будет достигнуто-. Но эта 
возможность настолько редкая, что в практических з а 
дача^ почти нигде не встречалась. Д л я  того чтобы пол
ностью гарантировать попадание в цикл, приходится де
лать дополнительные вычисления.

Симплексный метод позволяет на каж дом  шаге вы
числений установить, будет ли решение оптимальным, а 
если нет, то можно ли получить новое базисное реш е
ние, или значение линейной формы будет бесконечно. 
П рактика показы вает, что достижение оптимального ре
шения осущ ествляется в среднем за  2  m in {т, п} ите
раций, где т  — число ограничений (уравнений или не
равенств), п — число переменных.

2. Таким образом, оптимальное решение симплекс
ным методом достигается путем перехода от одного б а 
зисного решения к другому.

М ожно доказать, что оптимальное реш ение задачи  
линейного программ ирования всегда базисное. И з этого 
следует, что зад ач а  сводится к тому, чтобы найти любое 
базисное решение, а затем улучш ать его, пока не будет 
получено- оптимальное решение. П редположим теперь, 
что мы нашли какое-либо базисное решение, которое 
удовлетворяет условия^:

пг
2  k ix i =  В, X, >  О О)

и дает минимум линейной формы

(2)
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Любой вектор системы можно выразить через векторы 
базиса

т
А/ =  2  Уик 1 (/ =  ! - 2 ............ п). (3)

г- i

В первой симплексной таблице уц  =  аи-.
Если заменить вектором А/ один из базисных век

торов А ; , получим новое базисное решение, причем, 
замену надо делать так, чтобы увеличить линейную 
форму z  (при нахождении максимума).

Перепишем (1) следующим образом:
т

В =  2 А л  — рАу +  рА/. 
г- 1

Заменяя А/ выражением из формулы (3), получим
т щ

® АiXi— р 2  ^ ==
г- i  г- i

т
=  2 ( ^ - р ^ ) а ^ + р а /- (4)

г- i

Задача будет решена только в том. случае, если р >  О 
и соответствующие x t — рy tj неотрицательны.

Новое значение линейной формы г ' можно получить на 
основании формул (2) и (4):

т
z ' =  2  \  (x i —  9Уи) +  Pki =  ^  ^‘Xi р ~  Х*' Уч) =

/=1
т

=  2 хл - р ( х^ - х/) (5)
г- i

Введем обозначение 2/ =  Х^у,,. Тогда формулу (5) мож
но написать так:

т
г ' =  2 Х л - р ( 2 / _ Х / ) - 

г= 1
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Таким образом, если 2у — Ху отрицательно, можно, вве
дя в базис вектор Ау, увеличить значение линейной фор
мы.

Возможны следующие случаи:
1 ) Z j— X/ >  0  для всех столбцов; тогда получено опти

мальное решение;
2 ) Zj — X/ <  0  для /-го столбца и уц  >  0  для t-й стро

ки. Примем р =  min для всех i, тде уц  >  0. Пусть
VI]

минимум р достигается при i =  k. В этом случае можно 
ввести в базис вектор Ау, вывести А к и получить новое 
решение задачи с большим значением линейной формы.

3) Zj — Х у< 0  для одного /  и «/,-/< 0  для всех i; тог
да оптимального решения нет.

3. Рассмотрим более-подробно детали перехода от 
одного базисного решения к другому на примере нахож 
дения минимального значения линейной формы.

Пусть требуется найти
П

Zmin =  4 х / {6 )
/=  1

при условии
п

2  АIх ! =  В, X j  >  0 (/ =  1, 2, . . .  , п). (7)
/ - г

К ак известно, вначале находится решение системы 
(7), не обязательно даю щее минимальное значение ли
нейной формы (6 ), для чего берем одно из базисных 
решений.

Предположим, что мы нашли базисное решение, соот
ветствующее т  векторам Ау из первоначальной совокупно
сти векторов п. В этом базисном решении х =  (хи х 2, . . .  ,
х т, . . .  , хп) не нарушая общности, можно считать, что
первые т  векторов Alf Аа, . . .  , А т есть единичные, т. е. 
образуют базис. Тогда компоненты базисного решения х с 
номерами, превышающими т, равны нулю х т+\ =  . . .  =  
=  хп =  0 , а базисное решение имеет вид х =  (Хц х 2, . . .  ,
Хт> 0 ............. 0)-

Тогда справедливы соотношения (6 ) и (7).
Теперь переходим к другому шагу. Зн ая  известное 

базисное решение, находим новое базисное решение.
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Так как векторы Ai, А2,..., Ат линейно независимы, 
то они образую т базис в m -мерном пространстве. П о
этому каж ды й из данных п  векторов А/ можно вы ра
зить через этот базис в виде линейной комбинации век
торов базиса:

т
2  Л/ A, =  A/f ( / = 1 , 2 ........... п), (8)
i - i

где уц  , — элементы /-го столбца матрицы, для которого 
находится решение.

Зам еняя один из базисных векторов, получим другое 
решение. Это можно сделать путем увеличения z  (если 
это возмож но).

Д опустим ,-что для некоторого вектора, не входящ е
го в наш базис, например A m+i , в выражении

Ul.m+l Аа +  У2 ,т+ 1  Аа +  . . .  - i-ут,т+ lA m = A m4-1  (9)

хотя бы один из коэффициентов у/.т+1 > 0 . Умножим обе 
части равенства (9) на некоторую положительную величину 
р получим

РУ1.Ш+1 Ах -j- pf/2.m+l Aj +  . . .  -f- pt/m.m;+l Ада =  pAm-fi', 

полученный результат вычтем из (7):

( А л  — pyi,m+i Ai) +  (А^2 — РУ2.Ш+ 1  Аа) +  . . .  +

+  (А  т*т — РУт,т+ 1  A J  =  В  —  р А ж + 1 .

Вынося за скобки соответственно векторам \ lt Аа, 
получим:

С*1 — РУит+l) Ах +  (х2 — pj/2.m+l)Aa +  . . .  +

+  (Хт —  РУт. т+l) Ат +  рАт+1 = В

Итак,
т

2  ~  Р У‘>т+д А /  -j- p A m+ !  == В . О ® )

i- i

Вектор

Х ~  C*i ~  Р У\,т+й х ъ РУ2,т+й ••• tXm Р Ут' /п+ 1’ Р̂
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является решением, если компоненты этого вектора будут 
неотрицательны, т. е. когда р > 0  и х г V -р y t,m+i >  О, 
причем мы рассматриваем только положительные значения р, 
так как находится решение х ', отличное от х. Нам необ
ходимо найти такое р >• О, что x-t — р tji,m+\ >  0  для всех,

0. Перенося второй член неравенства в правую часть 
с противоположным знаком, имеем:

Следовательно, любое р, для которого 0 <  р <  min — 1 ,
i .  1

где минимум берется по тем i, для которых yi,m+i >  0  
определяет в соответствии с ( 1 0 ) некоторое решение нашей 
задачи.

Но базисное решение содержит ровно т  полож итель
ных компонент. Поскольку в решение х ', входит т - f - 1 
компонент, следует обратить в нуль хотя бы одну из 
компонент вектора х'. П оложив

р =  р0 =  min - О —  для всех yt,m+1 >  0 ,
I У1.Ш+ 1

компонента вектора х ', для которой достигается мини
мум, обращ ается в нуль. Положим, -что эта компонента 
стоит на первом месте, т. е.

X ; Хх
ро =  m in  -— —  =  .

I У\,т-\-\

Тогда мы получим новое решение

+  А3*з +  . • • +  Атх т -f- A^-f! * m+ i =  В ,

где

х, =  х ( — ро Уш+\ (» =  2, 3 ...........т) и x m+i — р0.

Можно показать, что х ' =  (*2, х 3............ хт, x m+i) есть
угловая точка, для. этого достаточно доказать, что сово
купность векторов А2, А3 ........... " \ т, \ т+! линейно незави
сима (доказательство предоставляем читателю).

Следующим шагом симплексного метода будет н а
хождение новых базисных решений до тех пор,, пока не 
получим оптимальное решение.
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Д л я  получения новых базисных решений надо пред
ставить любой вектор, не входящий в новый базис А2, 
А3,..., A m+i, в виде линейной комбинации векторов 
этого базиса. И з (9) получим:

есть некоторый вектор, не входящий в новый базис. Выра
жение (11) подставим в ' (12):

Таким образом, процесс получения новых базисных 
решений заклю чается в отыскании нового вектора, ко
торый следует ввести в базис известного базисного ре
шения, и определения вектора, подлеж ащ его исключе
нию из этого базиса. Критерий, используемый для оп
ределения вектора, который следует ввести в базис, яв 
ляется основным элементом симплексного метода. Он 
назы вается критерием оптимальности.

Рассмотрение задачи  симплексным методом привело 
нас к решению х '. Теперь найдем значение линейной 
формы г ', для  чего на основании (6) и (10) заменим В 
на z '  и А/ на Я/ :

, /  уЧ \  , Уч к
+  • • • +  I У т ! ----------------У т .т + 1  ] А т  +  ------------А /п + 1-

\  »1,т + 1  /  у1,т+1

т

г — (Xi РУ‘.т+\) X/ +  —

т т

i - i

Учитывая (2) и положив

i- i

т

zi =  х<‘ 
i=i

(14)
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перепишем (13) в следующем виде
z ' =  z +  р (Хт + 1  — 2т + |) (15)

Следовательно, если значение Xm+i т -  zm+i >  О и, взяв 
вектор Аш+ 1  по формуле ( 1 0 ), мы можем получить реше: 
ние, то в силу (14) мы получим большее значение линей
ной формы, если р > 0 .

Пусть в соответствии с формулами- (6 ), (8 ), (13), (14) и
(15) мы вычислили величины Уц и Xm + 1 — zm+\ для i =  
=  1, . . .  , т\ j  =  т +  1, /га +  2, . . .  , п. При этом воз
можны три взаимно исключающие друг друга случая:

1 ) X/ — Zj >  0  для некоторого /  и уц ^>  0  для некото
рого £. В этом случае можно заменить один из векторов 
базиса новым вектором А и получить таким образом дру
гое решение с большим значением z0. Это осуществляется 
следующим образом. Поскольку у-ц >  0  по крайней мере
для одного t, то примем, что р =  min по всем t, для

( Уи
которых уц  >  0 .

Пусть j =  т  - f  1. В силу (10) вектор В  является линей
ной комбинацией векторов А2, А3, . . .  , Am+i с неотрица
тельными коэффициентами, а из формулы (13) вытекает, что 
линейная форма имеет значение, большее z„. Векторы А2, 
А3, .... , Anj-j-i снова образуют базис и решение задачи 
продолжается.

2 ) X/ — Zj >  0  для некоторого' /  и уц  <  0  для каждо
го i. В силу (10) для любого положительного р все коэф
фициенты x t — руц положительны. Так как р можно брать 
прризвольно большим, то по (15) максимальным значением 
линейной -формы является бесконечность. В этом случае 
задача линейного программирования неразрешима.

3) Ху — Zj <  0 для всех / = 1 , 2 ,  п. Можно пока
зать, что в этом случае z0 является минимумом, т. е. ре-

т
шение 2  А,- xi =  В есть минимальное решение (доказатель- 

i=i
ство опускаем).

Теперь сформулируем критерий оптимальности. Если 
h  — Z jK  0  для /  =  / п +  1 , т +  2 , . . .  , п, то вектор
х =» (х1р х 2, . . .  , х т, 0 ...........0 ) является решением задачи
линейного программирования (6 ) — (7).

Заметим, что если исходная задача связана с нахож 
дением максимального значения, то все указанны е вы
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ше рассуждения необходимо отнести к разности z7 — Ху.
Понятие критерия оптимальности основывается на 

следующих теоремах:
1. Если для некоторого /  соблю дается условие 

Z1 — V >  0 . т 0  можно построить такое множество реш е
ний задачи, что для любого из них справедливо неравен
ство /z '> z ,  где z  — значение линейной формы, соответ
ствующее этому решению.

2. Если для некоторого базисного решения х =  (*ь 
х2 ,—, . х т) справедливы неравенства гу — Ху <  0, (/ =  1, 
2 ,..., п ),  то решение х  является оптимальным.

4. В случае, если по условию задачи  мы получаем 
непосредственно систему уравнений (тогда задача не 
содерж ат единичную- матрицу, из которой может быть 
составлен первоначальный базис) прибегают к так назы 
ваемому методу искусственного базиса  (или М -методу).

Пусть требуется найти минимальное значение линей
ной формы

г =  XjATj -f- Х ^  +  . . .  4 " К хп

при условиях

а 11х 1 ~Ь а 12Х 2 +  • • • +  а 1 пх п  =  Ьх 

а 21х 1 “Ь  а 22Х 2 +  • • • 4 "  а ъпх п =  Ь2

I a mlX l +  a m2x 2 +  • ■ ■ +  CLmnXn =  Ьт

И

xj >  0 .

Рассмотрим так называемую  расширенную задачу, 
для чего в систему уравнений введем искусственные пе
ременные х п+ 1  . Тогда получим:

an x i а 12х ъ "Ь • • • +  а1пхп +  xn+l =  bt

а 21х 1 4 "  а 22Х 2 +  • • • +  Q-yiXn +  * л + 2  =  Ь2
(16)

. amlXl +  а пЛХ2 +  • • ■ +  а тПХп +  хп + т  =  Ьт

X j > 0  (/ =  1.п, п +  1, . , .  , п +  т). (17)
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Требуется найти минимальное значение линейной фор
мы

zmln =  ^1*1 '4* +  • • • +  п̂хп ~Ь

+  М  (хл+ 1  +  Хп+2 +  • • • 4* ХП+ ш) I

где величина М  предполагается достаточно большим поло
жительным числом, значение которого заранее не задается, 
а х =  (*!, х 2, . . .  , хп+т) удовлетворяет условиям (16) и (17).

Векторы А„+1 , А„4-2............Ап+ т образуют базис, назы
ваемый искусственным.

Если исходная задача имеет хотя бы одно решение; 
то оно является такж е решением и расширенной з а д а 
чи. Применение симплексного метода к расширенной з а 
даче обеспечивает такое решение, в котором каж дое из 
искусственных переменных х  n+i равно нулю.

Если исходная задача не имеет решений, то решение 
расширенной задачи будет содерж ась по крайней мере 
одно * n + i> 0 .

Значения компонент вектора х будут хп+1 =  Ьг, хп+ 2  =  
=  Ь2, . . .  , хп+т =  Ьт и могут быть приняты за исходное 
решение расширенной задачи. При этом значение линейнойт
формы z =  М  ^  bt .

i = l
Поскольку базисом является единичная матрица, то, 

значения компонент вектора X/ будут

Уll =  î/> У2/ ~  /> • • • > Ут/ ~  Q-mlI 
а значение линейной формы

т
2/ =  М  ̂  УП-

1 = 1
Д ля искусственных переменных, образующих базис, разно
сти Zj — l j  будут линейными функциями М . Тогда исход
ное решение будет

т
Zj —  \ j  =  M ^ i y i i - l i . 

i=i

Заметим, что одна цз двух независимых друг от друга 
частей разности z  t — X/ зависит от М , а другая не з а 
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висит. Д альнейш ие вычисления производятся аналогич
но рассмотренному в п. 3 приему.

5. П ри рассмотрении понятия симплексного метода 
и при решении задач линейного программирования 
симплексным методом приводились следующие фор
мулы:

.  ' Уг/
Уч — Уч у ' Уik-

Выведем эти формулы. Рассмотрим случай, когда 
матрица исходной задачи линейного программирования 
содержит т  векторов, из которых может быть составле
на единичная матрица т -го порядка.

Пусть в данной совокупности п  векторов А1( А2, ... ,А „  
имеются такие т  единичных векторов, которые можно 
сгруппировать в виде единичной матрицы т-го порядка. 
Не нарушая общности, можно считать такими векторами
Ax> А2, . . .  , А т. Тогда единичная матрица А  =  || Ах, А2......
Аш || =  Е  является базисом. Так как А - 1 =  Е, то полу
чаем исходное базисное решение, равное х =  В и х/ =  А;-,

где х =  (хи  х 2................хт), Xi >  0 , х/ =  (уи , t/2/........ ymj).

Д ля /  =  0, 1 ,2 .п  значение линейной формы г,- равно
скалярному произведению /-го вектора на вектор-столбец, 
обозначенный через X, а именно:

т  т

Z0=  2  ХЛ -  z i  =  2 1 ‘у11’ 1 =  1 ’ 2 ’ • ■ ’
1 = 1  1 = 1

где X — m-мерный вектор и содержит компоненты векто
ра X, соответствующие базисным векторам А/.

Элементы г и г, — Х;. помещаются на соответствующие 
места (т  +  1)-й строки таблицы. Разности zj — Х;- для 
векторов базиса всегда равны нулю. Если все разности
2 / — X; <  0  для / = 1 , 2 ..........п, то возможное решение
х  =  (xlt х 2..........х т) — фи  Ьг, . . . ,  Ьт) является оптималь
ным и минимальное значение линейной формы равно z„.

Предположим теперь, что по крайней мере одна из 
разностей z,- — X/ >  0. Перейдем к новому базисному реше
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нию, базис которого содержит т  — 1 векторов первона
чального базиса Alt А2, . . . ,  \ т. В качестве вектора, вводи
мого в базис, теоретически можно выбрать любой вектор, 
соответствующее значение разности z;-— X/ для которого 
положительно.

Число шагов, необходимых для получения оптимального 
решения, может быть уменьшено, если ввести в базис та
кой вектор А /с  Zj — Х;->  0, который связан с максимально 
возможным на данном шаге уменьшением значения линей
ной формы. Вектор А/ в этом случае будет соответствовать

шах ро =  (Zj — X/),
/

где Ро определяется для каждого /  из соотношения
Ро =  min , где минимум берется по всем уц >  0.

* У1]
Если число индексов /, для которых г,- — X/ >  0, велико, 

применение вышеуказанного правила затруднительно. Более 
простой критерий для выбора вектора, подлежащего введе
нию в базис, состоит в определении одного из векторов, 
соответствующих max (z, — X/).

/
Практика показывает, что переход к оптимальному 

решению осуществляется в среднем за 2  min {и, т) итераций. 
В дальнейшем мы будем пользоваться вторым критерием. 
Положим, что

max (Zj —  Xj) =  zk — Хк >  0.

Тогда вектор \ k подлежит введению в новый базис. 
Подсчитаем теперь

Ро =  min для уш >  0 ( t > 0 ) .
I У1к

Если все y lk <  0, может быть найдено решение со сколь 
угодно малым значением линейной формы. Наши вычисле
ния тогда заканчиваются.

Допустим теперь, что некоторое y ik >  0 и
X I XI

Ро =  min —i -  =  .
i У1к  Уьк

Вектор А, тогда следует исключить из базиса. Новое реше
ние будет обладать базисом, состоящим из векторов
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А1( . . . , А ; _ Ь Аг + 1 .........Ат , А*. Займемся вычислением
нового возможного решения и разложением векторов, не 
входящих в его базис, по векторам базиса.

Поскольку первоначальный базис (АхАа . . .  Am) =  Е,
то

В =  А л  +  A tx t +  • • • +  Атх т (18)

А* =  А^х^Ч- А[У[к +  . . .  +  Amymk (19)

Из (19)

А/ =  А хУх/ +-A j Ун +  • • • +  A mymj: (20)

Аг = -----(A* A xf/xft • ■ • к тУть)' (21)
yik

Подставим выражение для A t в (18), получаем 

В =  Ах*х ~Ь • • • Н- Х{ (Аа Axf/xft . • • ■“  AOTt/OTj,)J -f- •••

•• • +  Атх т
или

В =  (х г — — -  1/х*) Ах +  •••' +  +  . . .
\  Уi k  1 У ik

‘ ‘ +  (Д:'п ~  ^ и Утк) кт '
Таким образом, новое решение X ' =  (х\.........х 'к, . . .  ,х'т

* '>  0 , определяемое соотношением

В =  Aj>;J +  . . .  +  k kx k +  . . .  +  Атхт,

вычисляется по формулам

X. =  x t — y lk (i =  1 , 2 , . . . ,  I —  1 , / +  1 .......... m)
У1к (22)

V lk

Аналог ячно* подставляя (21) в (20), получаем разложение 
каждого вектора А/, не входящего в базис нового, решения, 
по векторам этого базиса

А/ =  Аху^ +  . . .  +  к $ к. +  +  Ату тГ
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Поскольку z. —  X, =  X ^;. +  . . .  +  l kyk . +  . . .  +  l my mi -  X/, 
непосредственное применение формул (23) дает

г  —  X,- =  Z j  -  )ч  -  ( z k  - I J — L .

'  У1к

Аналогично, подставляя выражение для х ' из (22) в соот
ношение

го =  '̂1-^1 +  • • • +  }'kx k +  • • • +  К .х т'

получаем

Л  =  2о — (г* — >•*)•—  •
Угк

где

Х1 ~  У го 20 =  Ущ+1,0

Zi ~  \  =  Ут+\,Г

Заметим теперь, что для получения нового решения X ', но
вых векторов х' и разностей z. — X'., каждый элемент симп
лексной таблицы I для строк i =  1 , . . . ,  т  +  1 и столбцов 
/ =  0 , 1 ......... п преобразуется по общим формулам;

(24)

Формулы (24) применяются ко всем элементам вы 
числительной таблицы, включая столбец В и ( т + 1 ) - ю  .

-16 М. И. Ромакин 24)



строку. П реобразование, осущ ествляемое указанными 
формулами (24), эквивалентно преобразованию  по ме
тоду последовательного исключения (§ 16), где за веду
щий элемент принимается угк.

§ 33. Примеры определения оптимального решения

П р и м е р  1. Пусть дана система неравенств
( 3*! +  5 х 2 <  15
1  5*! +  2 лга <  1 0

х х > 0 , х г >  0 .
Требуется найти максимальное значение линейной 
формы

z m a x  =  5 х х - f -  3 j f j .

Решение. В неравенстве введем дополнительные пере
менные х 3, * 4  >  0 , получим

( Зхх +  5л;2 +  х 3 =  15 
1 5 * !  +  2 х 2 +  х 4 =  1 0

В системе уравнений значения векторов будут сле
дующие:

3 |5 1 0
, В =

15
* Аа — » Ад -- , А4 =

5 | 2 0 1 1 0

Коэффициенты при дополнительных переменных х 3 
и Xi составляю т единичную матрицу. Это означает, что 
уже имеется исходное базисное решение с базисом Аз, 
А4. Дополнительные переменные имеют в линейной ф ор
ме нулевое значение. В самом деле

z =  Зхх -}- 3*2 ~Ь 0  • Хд -{- 0  • х&.
Поэтому для этого базисного решения Х£/ =  (0 , 0 ).
Кроме того, вектор свободных членов В =  || 15, 10 И, 2  =  
=  0 , г, — >/ =  — X/.

Теперь закончена подготовительная работа к состав
лению первой симплексной таблицы.

П е р в ы й  ш а г .  Заполним клетки таблицы соот
ветствующими числами. В последней клетке столбца 
«базисные векторы» в индексной строке запишем 2/  — X/ 
первый элемент в этой строке будет z.

Очевидно, что исходное базисное решение не являет
ся оптимальным: два элемента из индексной строки
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Т а б л и ц а  1

ч
базисных
векторов

Базисные 
векторы 

Б j

Вектор
'свободны х

членов
В

5 3 0 0

А. А3 Аз А.

0 Аз 15 3 5 1 0

0 а 4 10 5 2 0 — 1

•*-*1•*-*
N 0 —5 “ 3, 0 0

Т а б л и ц а .  II

Ч
базисных
векторов

Базисные
векторыч

Вектор
свободных

членов
В

5 3 0 0

А, А» Аз А,

0 Аз 9 0 3 ,8  . 1 —0,6

5 Ах 2 1 0,4 0' 0,2

Z j - l j 10 0 —1 0 1

(—5 и —3) отрицательные. М инимальное значение из 
них есть Z\—A,i =  —5. Поэтому вектор Aj. будет выведен 
в столбец «базисные векторы» в следующем шаге.

В т о р о й  ш а г .  И так, ключевым столбцом являет
ся вектор Ai (в первой таблице показан  в рам ке), ко
торый вводится в базис на втором шаге. Теперь опреде
лим ключевую строку, которая выводится из базиса и 
место которой займет вектор А]. Д ля  этого воспользуем
ся формулой

-^5- =  m i n j  —  , У/* > о \ .
Угк I К У1к >
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Т а б л и ц а  1П

ч -
базисных
векторов

Базисные
векторы

A£i

Вектор
свобод

ных
членов

В

5 3 0 0

А* Аа А* А.

3 "Аа 2 ,3 6 8 0 1 0 ,2 6 3 2 - 0 , 1 5 7 9

5 Ai 1 ,0 5 3 1 0 — 0 ,1 0 5 3 0 ,2 6 3 2

zj -Xj 1 2 ,8 7 0 0 0 ,4 6 3 2 0 ,8 4 2 1

О ба элемента: г/п =  3 и у%\ =  5 положительны. П о
этому можно разделить на них соответствующие элемен
ты вектора свободных членов; минимальное значение из 
отношений

Ую _  15 __ g  g  У2 0  Ю _  2

Уи  3 у  а  5

будет 2 , которое долж но находиться в ключевой строке. 
Таким образом, ключевой строкой будет вектор А4. Этот 
вектор базиса и заменяется на вектор А, (ключевую 
строку такж е заключим в рам ку).

Заметим, что ую  находится в столбце «свободные 
члены» на той ж е строке, что и у и ,  а уго там, где уц- 
Разреш аю щ им элементом будет «/,.* =  г/21 =  5.

Теперь необходимо вычислить таблицу для нового 
базисного решения.

В первую очередь необходимо найти элементы клю 
чевой строки в сортветствии с формулой

Уг)
«„• = -----, для всех /

1 Угк

(новая г-я строка получается делением каждого эл е 
мента прежней г-н строки на разреш аю щ ий элемент
Угк “ */21 =  5).
Например,

А > " ' Й ' ”  т ” 2; ^ “  t  - °-4; * » “ Т “ 0 '2-
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Остающиеся две строки находятся по формуле

Уи =  У и —  —  Uri Для /, i =  1, 2 , . . . ,  т  +  1, i ф  г.
'  У гк

Д ля вектора-строки А3 имеем

—  =  —  =  4 “ =  0 ,6  и У\/ =  у и  ~  ° ’6^ '-Угк Уп 5 11
В частности

у\0 =  15 — 0,6 • 10 =  9; у'п  =  5 — 0,6 • 2 =  3,8;

Уи  =  0 - 0 , 6 - 1  =  — 0,6.

Д ля вектора-строки Z j— имеем

—  =  — 1 и у ‘ = у „  +  у ы.
Угк '

Отсюда

=  0  +  1 0  =  1 0 ; у32 =  2  - 3  =  -  1 ; уи  =  0  +  1  =  1 .

Полученные данные заносятся во вторую симплекс
ную таблицу (см. табл. II) .  А нализируя таблицу, уста
навливаем, что новое.базисное решение все еще не qn- 
тимально, так  как  z2 — Яг — — 1  <  0 .

Т р е т и й  ш а г .  В индексной строке 2/  — X/ вто
рой таблицы — 1 единственная отрицательная величина. 
Следовательно, вектор-столбец А 2 является ключевым 
столбцом и на следующем, третьем ш аге вводится в но
вый базис.

Клю чевая строка, которая доЛжна быть выведена из 
базиса, определяется как минимальное значение отно
шений

Уы  _  9 . Уао _  _2_

У12 3,8 у  2 2  0,4

Наименьшим числом является первое из этих отноше
ний, которое входит в вектор А з. Таким образом; век
тор Аз зам еняется на А2. Теперь построим третью симп
лексную таблицу. Заметим , что г-я строка — это первая 
строка (вектор А з) и сначала мы вычислим, ее. Н овая 
первая строка третьей таблицы определяется из 
1 -й строки второй таблицы путем деления каж дого эле
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мента 1 -й строки второй таблицы на разреш аю щ ий эле
мент y rk =  Уп =  3,8.

Следовательно,

■9 » = з"? =  2 ,3 6 8 1  =  ° '2632;

Вторая и третья строки находятся по формулам

У'н =  Уи —  —  Уф Для всех, /, £ = 1 , 2 ......... т +  1; i Ф  г.
'  Угк

Д ля второй строки

JL* =  j™ . =  М .  =  0,1053 и у' =  y v  - 0 ,1 0 5 3 t /2/,
Угк Уг 2 3.8 У2' Уг‘  У2‘

В частности,

г/20= 2  —0,1053 (9 )=  1,053; у ^ = 0 —0 ,1053(1 )=  —0,1053; 

у'и  =  0,2000 +  0,1053 (0,6) =  0,2632.

Д ля третьей строки

—  =  -  -  0,2632; у3. =  </з/ +  0 ,2632t/i/.
J/ia 3.8

Следовательно,

г/з0 =  10 +  0,2632(9) =  12,37; у'33 =  0 +  0,2632(1) =  0,2632;

у м  =  1 +  0,2632 (— 0,6) =  0,8421.

В третьей таблице имеем Zj — X/ > 0  для каж дого А,-. 
С ледовательно получено оптимальное решение. Опти
мальное базисное решение имеет в базисе векторы Aj, 
А2. Из столбца «базисные векторы» видно, что

х х =  1,053; у 2 =  2,368; г =  12,37.

Это точно такой ж е ответ, который был получён в 
§ 30 графическим методом.
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П р и м е р  2. Пусть дана система линейных нера
венств

*х -(- Зл'а -(- 2дСд +  5лг4 ^  20 

2 х х 1бдга +  Хд -(- *4 4

3*! — *2— 5дс3 + 10*4 <  — Ю (1)

>  0 

*2 > 0  

* з > 0

*4 >  0 .

Требуется найти минимальное значение линейной 
формы, т. е.

z„,in =  — 2 * х — * 2 — 4лг3 — 5*4.

Как видно, это задача на нахождение минимума ли
нейной формы. Ее можно привести к задаче на нахож 
дение максимального значения линейной формы, как и 
в предыдущем примере. Для этого надо изменить знаки 
линейной формы:

2тах =  2*! +  *2 +  4*3 +  5*4-
Рассмотрим теперь^ ограничения (1).  Чтобы получить 

исходное базисное решение все свободные члены долж 
ны быть неотрицательными, т. е. Ь{> 0. Поэтому третье 
неравенство системы (1) умножим на — 1:

---3*2 +  * 2  +  5*з — 10*4 ^  10.
Введя дополнительные переменные, получим систе

му уравнений
* i  +  3 * 2  +  2 * 3  +  5 * 4  +  * 5  = =  2 0  

2*! +  16*2 +  Х3 +  Х4 — *в =  4 

---3*j +  *2  +  5*з — 10*4 — Х1 =  Ю-
П е р в ы й  ш а г .  В полученной системе единичной 

матрицы нет. Здесь мы имеем один столбец ei (допол
нительной переменной * 5 ) единичной матрицы. Д о б а 
вим еще два столбца Qi =  е2, Q? =  е§ и две искусствен
ные переменные х а1, хпГ
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Теперь можно построить первую симплексную таб 
лицу (табл. IV) .  И сходная базисная матрица есть Е =  
=  (А5, Qi, Q2), так  что Хб / =  (О, — M t —  M ) Д л я  этой 
таблицы

2/ X/ * X/, z  —= ХВД ,

поэтому, например,

2 3 — Х3 =  — Л4 — 5М — 4 =  — 6 УИ — 4; 

z' — — 4уИ — 1(Ш =  — 14Л4.

Д ва вектора А2, А8 имеют г,- — Ху <  0. Наименьшее 
значение есть z2 — Х2 — — 17Л4— I. Поэтому А2 вводится 
в базис. Поскольку все у п  >  0, то строку базиса, которую 
надо заменить на Аа, находят делением на у п  свободных 
членов и выбором минимального отношения из них:

j/и    20 _ у а0   4 _ Узо   10
г/12 3 у  22 16 Уз2 1

Наименьш ее значение есть поэтому вторая строка
У м

базиса зам еняется на Аг, т. е. вектор Qi выводится из 
базиса. Ключевой столбец и ключевую строку заключим 
в рамки.

В т о р о й  ш а г .  Составим новую симплексную таб 
лицу.

Проиллюстрируем применение формулы векторного 
преобразования.

С начала вычислим Ф. Поскольку k — 2, г =  2, y rk =  
=  Уп  =  16, то

1 3 1 , 1 17M-f 1
1 16 ’ 16 16 ’ 16

=  || — 0,1875; — 0,9375; — -0,0625; 1,0625ДТ +  0 ,06251|

Новые векторы-строки определяем путем нахожде
ния Ф.
Например для г/о имеем

Уго =  020 =  х 52 = 4 и у0 =  || 20; 4; 10; — 14М || -+.

+ 4 II — 0,1875; — 0,9375; —0,0625; l,0625A f+0,0625 || =

=  || 19,25; 0,2500; 9,750; — 9,750М +  0 ,2501|.
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Т а б л и ц а  1V

Б ази с
ных

векто
ров

Базис
ные

векто
ры

A* i

Вектор
свобод

ных
членов

В

2 1 4 5 0 0 0 —м —м

А, А, Аз А, а 5 А6 А, Qi Q*

о As 20 1 3 2 5 I 0 0 0 0

- м Q i 4 2 16 1 1 0 — 1 0 I 0

- м о * 10 — 3 I 5
)

— 10 0 0 — I 0 1

Z j - l j —14М М—2 —17М— 1 — 6М—4 9А1—5 0 м м 0 0



Т а б л и ц а  V

Ч '
базис

ных
векто

ров

Базис-
ные

векто
ры

Вектор
свободных

членов
В

2 1 4 5 0 0 0 - м — м

4-

А , л. А , As а 7 Q i q 2

0 Аб 19 ;2 5 . 0 ,6 2 5 0 ' 0 1 ,8 1 3 4 ,8 1 2 1 0 ,1 8 7 5 0 — 0 ,1 8 7 5 0

1 А з 0 ,2 5 0 0 0 ,1 2 5 0 1 0 ,0 6 2 5 0 0 ,0 6 2 5 0 0 — 0 ,0 6 2 5 0 0 0 ,0 6 2 5 0 0

— М Q s 9 ,7 5 0 — 3 ,1 2 5 0 4 ,9 3 8 —  1 0 ,0 6 0 0 ,0 6 2 5 0 — 1 — 0 ,0 6 2 5 0 1

.Zj-kj
— 9 .7 5 0 Л 1  

4 0 , 2 5 0 0

3 ,1 2 5  Л1 

— 1 ,8 7 5
0

— 4 ,9 3 8 М  

— 3 ,9 3 8

1 0 .0 6 Л 1  

— 4 ,9 3 8
0

—0 ,0 6 2 5 м  

— 0 ,0 6 2 5 0
м

1 ,0 6 2 5 М  

4 0 , 0 6 2 5 0
0



Т а б л и ц а  VI

хя
Б )

базисных
векторов

Базисные
векторыч

Вектор 
свободных 
членов В

2 1 4 5 0 0 0 | —М —и

а , Аз Аз А. а 5 А6 А, Qi О*

0
‘ А б 15,67 1, 772 0 0 8,506 1 0,1646 0,3671 — 0,1646 —0,3671

1 А а 0,1266 0,1646 1 0 0,1899 0 —0,06329 0,01266 0,06329 —0,0126

4 Аз 1,975 —0,6329 0 1 —2,038 0 0,01266 —0,2025 —0,01266 0,2025

Z j - l j 8,025 —4,367 0 0 — 12,96 0 —0,01266 —0,974 — —

Т а б л и ц а  VII

ч
базисных
векторов

Базисные
векторыч

Вектор 
свободных 
членов В

2 1 | 4 | 5 0 0 о j —М —м

А, а2 Aj А, а5 А, А, Qi 02

0 Аб 10,00 —5,600 —44,80 0 0 1 3,000 —0,2000 —3,000 0,2000

1 а 4 0,6667 0,8667 5,267 0 1 0 —0,3333 0,06667 0,3333 -0 ,0 6 6 6 7

,4  ' Аз 3,333 1,133 10,73 1 0 0 —0,6667 -0 ,0 6 6 6 7 0,6667 0,06667

Z j - l j 16,67 6,867 68,27 0 0' 0 —4,3333 0,06667 — —



Т а б л и ц а  VIII

ч
базисных
векторов

Базисные
векторыч-

Вектор 
свободных 
членов В

2 I 4 5 - 0 0 0 —М —м

Aj Аз Аз А, а 5 Аа А7 Qi q2
0 А„ 3,333 — 1,867 — 14,93' 0 0 0,3333 1 —0,06667 — 1 0,06667

5 а 4 1,778 0,2444 0,2883 0 1 0,1111 0 0,04444 0 0,04444

4 Аз 5,556 —0,1111 0,7778 1 0 * 0,2222 0 —0,1111 0 0,1111

Zy— Ху 31,11 — 1,222 3,556 0 0 1,444 0 0,2222 — —

Т а б л и ц а  IX

ч
базисных
векторов

Базисные
векторы

А с 
Б /

Вектор 
свободных 
членов В

2 1 | 4 5 0 0 о | - м —м

А, . А А3 А. а 5 Ав А, Qi q 2

0 Ае 16,91 0 — 12,77 0 7,636 1,182 1 0,2727 —1 -0 ,2 7 2 7

2 Ai 7,273 1 1,182 0 4,091 0,4545 0 0,1818 0 —0,'l818

4 A3 6,364 0 0,9091 1 0,4545 0,2727 0 —0,09091 0 0,09091

Zj Ху 40,00 0 5,000 0 5,000 2,000 •0 0 , — —



Это является столбцом В  новой таблицы'. Д ругие столб
цы находятся таким ж е образом. (Ф используется для 
определения каж дого нового столбца).

Т р е т и й  ш а г .  При следующей итерации, как вид
но из таблицы  V, вектор А 3 вводится в базис, а третья 
строка, т. е. СЬ выводится из базиса. Н а этом этапе 
выводим последний искусственный вектор и поэтому в 
таблице V I М -элементы исчезают в z ' , z j — Х;.

Д ля этой итерации & =3, так что

Угк =  Уза =  4,938
и

1,813 . 0,06250 . 1 j . 4.938Л* +  3,938

4,938 ’ 4,938 ’ 4,938 4,938

=  || — 0,3671; — 0,01266; — 0,7975; Л* +  0,7974 Ц.

Д л я  того чтобы увидеть как исчезает М , предполо
жим, что вычислен у* . Поскольку

Уг* =  034 =  — 10.06,
у \ =  || 4,812; 0,06250; — 10,06; 10.06М — 4,938Ц —

— 10,06II — 0,3671; — 0,01266; — 0,7975; Л* +  0 ,79741| =  
=  || 8,506; 0,1899; — 2,038; — 12.96Ц, 

что представлено в таблице VI.
В общем, нет необходимости вклю чать столбцы в 

таблицы для искусственных векторов. В настоящ ем при
мере искусственные векторы преобразую тся при каждой 
итерации для—последующего их использования в зад а 
чах.

Мы получим z^ax =  40,00; zm|n = — 40,00. Оптималь
ный базис включает А 1; А 3, А в. Значения базисных переменных

*! =  7,273; *з =  6,364; х в =  16,91.

УПРАЖНЕНИЯ

1. Дана система уравнений
— 2*i Н~ х% *̂ з = 2

Xi — 2х г Х4 е=. 2
■*1 “Ь х2 Ч1, ХЬ =  5

и x j >  0 (/ =  I, 2, 3, 4, 5).
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Найти Zinin — * 2— *i*
2. Дана система уравнений

( —  2* i - f  x t  - f  х3 =  — 2
|  Х\ — 2xt  A 4 =  2

( * 1  x2 + *5 =  5
и Xj >  0 { / = 1 , 2 , 3 .  4, 5).

Найти zmin =  *2 — xx.
3. Дана система уравнений

f — 2*i -f- хг +  x3 = 2
|  — *i -f- 2X2 "Ь xa =  8 
( xi +  *2 +  *5 =  5

и x j >  0 (/ =  1, 2, 3, 4 , 5).

Найти zmin = х г — х1.

4. Дана система уравнений

2* i — x<i - х3 = 4
Х\ — 2х2 +  х4 = 2

Х 1 +  * 2  +  * 5  =  5

и Xj »  0 (/ =  1, 2, 3, 4, 5).

Найти Zmin =  *2 — *1 •

5. Дана система уравнений

2*i +  *а ~г *з =«2
xi  — *2 И2* х4 = 2
Х1 +  *2 •+■ *5 = 5

и Xj >  О (/ =  1, 2, 3, 4 , 5).

Найти zmjn =  *2 — *i-

Показать, что в данной задаче линейная форма не имеет ко
нечного минимального значения.

6. Дана система уравнений

xL — х4 — 2хв =  5
*2 “Ь 2*4 — ЗЛ"5 -J- *g =  3 

*3 2xt — 5xs 6*5 =  5

и Xj >  0 (/ =  1 , 2 ............. 6). -

Найти zmin =  хх +  хг +  х3.
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7. Дана система уравнений:

-*i +  *4 +  6дси =  9
Здг! -+• * 2 —  4*3 +  2 * в =  2

*! — 2 * 3 -f * 5 -f  2*в =  6

и Xj >  0 (/ =  1 , 2 , . . . , 6).

Найти гШ1П =  * i — х2 +  *з +  х4 +  *5 — *,.

8. Дана система уравнений

!
х \  —  х г  +  2*з —  х 4 =  2

2*) 4 “ *2 — 3*з xt  == 6

* 1  +  * 8  +  * 3  +  * 4  =  ?

и *у >  О (/ =  1, 2, 3 . 4).

Найти 2гаш =  2л’1 +  *2 — *з — *4

9. Дана смешанная система из уравнений и неравенств

2 * 2  —  * 3  —  * 4  +  * 5  >  О
2*1 -f" 2 * 3  —  * 4  +  *5 О

* 1  — 2*2  — *4 -f *5 > О
+  х г +  х з = 1

и x j  >  О (/ =  1, 2 , 3, 4, 5).

Найти гШ1„ =  *4 — *5.
10. Дана система линейных уравнений и одного неравенства

1*1 4“ 2*2 — *з *4 =  0
2*i — 2*2 +  3*з -f- 3*4 — 9

* i  —  +  2* з  —  *4  =  6

и Xj >  0 (/ =  1, 2, 3, 4)

Найти гш|П =  — 3*! +  *2 +  З*3 — *4.
11. Дана система уравнений

3*з *5 +  *6 — 6
*2 +  2*3 — *4 = 1 0

*1 +  *в =  о
* 3  +  *в +  *7 =  6

и Xj >  0 (/' =  1, 2 , . . . , 7).

Найти zm|n =  *! — *2 - f  *3 — 3*4 +  *6 * - *e — 3*,.
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12. Дана система уравнений
Г — 2хх +  +  3xg =  2
I 2* i+  3*2 -J1- 4хз =  1 

Найти zmin =  Xi — 2*a -f- 3*3.
13. Дана система неравенств:

• *2 +  * з

и Xj >  0  (/' =  1, 2, 3 ) .

2 * 1  — *■> Л'з <  12
*1 +  *4 < 5

2л*1 -f- 2л*2 +  л*з — 2*6-<  20
* i  —  х г —  2х3 —  2х4 —  2*5 <  10 

2*г -)- 2хе — 2х3 —  2х4 +  * 5 <  24

( / = 1 .  2, 3. 4, 5).
Найти zmjn =  — 2хг — 3*г +  2*4 +  3*5.
14. Дана система неравенств

2*1— * г + * з  + * 6+ * 7  + * » — * io — 2 * u — * 12+  2*1з + * 1 5  < 1 2
*1 + * 4 — * в+ * !> + 2 * 8  + * 1 0 + * 1 1 + * 1 2  + * 1 4  < 5

2*1 + 2*г+ *з—2*5+*e+2*7—*8+*9—2*10  +2*12—2*13 + 2*is< 2 0
*1—*2—2*з-|-2*4—2*5+*в— * 8 +2*10—2*ц—'*12+2*13 < 1 0
— 2 * 1 + 2 * г— 2 * 3 — 2 * 4 + * 5 + * 5 + * 7+ * 8  + * 1 0 + 2 * 1 1  +  2*12 + * 1 4 — 2*15 24

и x j  > 0 ( / = 1 , 2 ,  , 15).

Найти zmin =  — 2*i — 3*2 +  2*4 + 3* 5 — *, — *8'+  2*, — *хо —
—  3*11 +  2*12 —  *13 +  *14 +  2*15-

15. Дана система
1 +  *3 —  *4  —  *5 +  3*в =  О

1
*2 +  2*3  —  *4 —  —  * 5 +  *в =  О

И *; > 0 ( /=  1, 2,... , 6).
Найти zmin =  — * 3 — *i — 3*5 +  8*в +  3.
16. Дана система

7
* i +  *2 +  7 * з  +  2*1 — g 

3
2*1 —  *2 +  3*з +  3*4 —

£,

2 * i  +  2*2 +  8* з  +  *4 =  4 

и Xj > 0  ( /  =  1; 2 , 3 , 4 ).

Найти zmjn == 5*i — 10*2 +  7*з — 3*4.
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17. Дана система неравенств
5*1 — 2дга <  3 

* 1  +  *2 1 

*— 3*1 ^  *2 ^  3
— 3*1 — 3*2 <  2 

* i >  О 
*» >  О

Найти z mjn ■■ — *х +  2 * , ,

18 . Дана система уравнений
*1 — * 4 — 2*в =  5

*а -ф- 2*4 — 3*5 ф  *« =  3 
*з 2*4 ““  5*6 6*в =  5

и *у >  0 (/ =  1 , 2 , . . . ,  6)

Найти г т ш =  * i +  *2 4* *3"
Задачу решить симплексным методом.

ВОПРОСЫ Д Л Я  САМОПРОВЕРКИ

1. Что такое симплекс?
2. В чем состоит идея симплексного метода?
3. Почему название «метод последовательного улучшения имею

щегося плана» выражает экономическую сторону симплексного 
метода?

4. Что такое допустимое решение? Базисное решение? Опти
мальное решение?

5. Что такое план? Опорный план? Оптимальный план?
6. Из каких шагов состоит симплексный метод для нахожде

ния оптимального решения?
7. Как найти первое базисное решение?
8. Как перейти от первого ко второму базисному решению?
9. В чем состоит Л1-способ отыскания первого базисного ре

шения? ,
10. Для чего составляются симплексные таблицы?
11. Что такое индексная строка?
12. Что такое ключевая строка? Ключевой столбец? Разре

шающий элемент?

17 М. И. Ромакия



Г л а в а  XII

ПРАКТИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ, РЕШАЕМЫЕ МЕТОДАМИ 
ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

В настоящ ей главе рассматриваю тся задачи линей
ного программирования, реш аемые графическим и симп
лексным методами. Некоторые из этих з а д а ч . решены 
полностью, другие доведены' до вы раж ения их условий 
в канонической ф орме или до указаний, каким методом 
целесообразно решить задачу.

Задача 1. Цех для производства двух видов продук
ции использует четыре группы оборудования, в количе
ствах указанны х в таблице:

Группа

Необходимое количество 
единиц оборудования 

на один комплект Количество
производственного

оборудования
продукции I продукции II

оборудования 
в группе

А 2 2 12
В 1 2 8
С 4 0 . 16
D 0 4 12

чистый доход (в тыс. руб. 
на 1 шт.) 2 3 —

По техническим условиям (или при данной техно
логии) на производство одной штуки продукции I необ
ходимо занять соответственно 2, 1, 4, 0 единиц у казан 
ных групп оборудования. Д ля  производства 1 шт. про
дукции II таких единиц будет соответственно 2, 2, 0 и 4. 
(Коэффициент «нуль» означает, что при производстве 
той или иной продукции данное оборудование не при
меняется).
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Обозначим количество комплектов продукции I че
рез а продукции II через х 2. Пусть к аж д ая  единица 
продукции I дает предприятию 2  тыс. руб. чистого д о 
хода, а II — 3 тыс. руб. Тогда максимальное производ
ство продукции в денежном выраж ении составит

2щах =  2* i  -}- 3* 2*

Найти, сколько единиц каж дого вида продукции 
долж но производить предприятие, чтобы получить м ак
симально возможный уровень валовой продукции цеха 
в денежном выражении.

Р е ш е н и е .  Условия, ограничивающие производ
ственные мощности цеха наличным оборудованием, за* 
пишем при помощи следующих неравенств;

2xt +  2 * 2 <  1 2  (а)

* 1  +  2 * а < 8  ф)

4*х <  16 (с)

4*а < 1 2  (d).
Найдем неотрицательные значения *i и х 2, удовлет

воряющих неравенствам данной системы ( 1 ) и обращ аю 
щих в максимум линейную форму

2щах =  2 *i -f~ 3*2- (2 )
Н еравенства системы (1) показываю т, каковы 

предельные возможности использования каж дого вида 
наличного оборудования. Н еотрицательные значе
ния *i и *2, удовлетворяю щ ие ( 1 ), можно определить
графически.

В системе декартовы х координат рассмотрим пер
вый квадрант, поскольку *[ и х 2 неотрицательны 
(рис. 49). К аж дое из неравенств системы ( 1 ) представ
ляет собой, как  известно, полуплоскость. Построим 
прямые, соответствующие указанны м неравенствам (а ), 
(о) ,  (с) и (d) .  Пересечение полуплоскостей образует 

выпуклый многоугольник O ABC D , множество точек 
которого удовлетворяет системе ( 1 ).

Установим, какая точка этого многоугольника соот
ветствует наибольшей стоимости производимой продук
ции. Рассмотрим семейство параллельны х прямых 
вида 2 * 1+ 3 *2 = г ,  где г  — неопределенная величина, ко
торая, однако, сохраняет постоянное значение для к а ж 
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дой из этих прямых. Такие прямые определяю т соответ
ствующие уровни доходности.

Поскольку многоугольник является выпуклым, до* 
статочно проверить значения z для его вершин;

Л (4,0), В  (4,2), С (2,3) и D (0,3).
Получим:

гл - 2 - 4 +  3-0 = 8 ; 

гз =  2 • 4 +  3 • 2 =  14; 

zc =  2-2 +  3-3 =  13; 

zD = [2 -0  +  3 -3  =  9.

С ледовательно, z max =  14, т. е. максимальное значе
ние равно 14 тыс. руб., что определяется точкой В.

З адача  2 . Решить предыдущую задачу, оставив все 
данные задачи без изменения, кроме одного, а именно, 
что продукция II приносит чистого дохода не 3, 
а 4 тыс. руб. Тогда линейная форма будет

Zmax •“  2 х х +  4 х 2.

У к а з а н и я  к р е ш е н и ю .  В озможные решения 
задачи будут определяться тем ж е многоугольником, 
так  как  система ограничений осталась та же. Прямые, 
определяю щ ие уровни доходности, будут теперь, однако 
отличаться от прямых, изображенных на рис. 49. П р я 
мые линии уровней доходности, соответствующие но
вым условиям, отраж ает рис, 50. Н а нем видно, что
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теперь имеется не одна оптимальная точка, как это 
было в предыдущей задаче, а совокупность точек, 
расположенных на отрезке между точками В  и С. 
К аж дой из этих точек соответствует максимальный 
чистый доход, равный 16 тыс. руб.

Задача  3. Д л я  производства двух видов продук
ции А и В  предприятие использует 4 группы оборудо
вания (I, И, III , IV ). Н а производство- I шт. продук
ции А  требуется занять в течение единицы времени 
(например, в течение часа, смены) 1; 0,5; 2 и 0 единиц 
соответственно I, II, III, IV оборудования, а на произ
водство 1 шт. продукции В  требуется 1; 1; 0 и 2 еди
ницы I, II, III,  IV оборудования. И меется оборудования 
по группам: I— 18, II— 12, I I I—24, 1У— 18 единиц. П ред
приятие получает с 1 шт. продукции А  4 руб. чистого 
дохода и 6  руб. с 1 единицы продукции В.

Сколько единиц каждого вида продукции долж но 
производить предприятие, чтобы получить наибольшую 
величину чистой прибыли?

Отв. 12 ед. продукции А; 6  ед. В; z max = 8 4  руб.
З адача  4. В опытном хозяйстве установили, что 

откорм животных выгоден только тогда, когда каж дое 
животное будет получать в дневном рационе не менее 
6  ед. питательного вещ ества А , не менее 12 ед. вещ е
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ства б  и не менее 4 ед. вещ ества С. Д ля  кормления 
ж ивотных используется два вида корма. В ниж есле
дующей таблице показано, сколько единиц каж дого 
питательного вещ ества содержит 1 кг  каж дого вида 
корма:

Питательные веещества Корм I Корм II

А 2 I
В 2 4
С 0 4

Известно, что цена корма I равна 5 коп. за  1 кг, 
а цена корма II — 6  коп. за  1 кг.

Требуется установить, какое количество корма к а ж 
дого вида необходимо расходовать ежедневно, чтобы 
затраты  на него были минимальными.

Р е ш е н и е .  Обозначим необходимое количество 
корма I — через х\, корма II — через х 2.

И з условий задачи составим систему неравенств:
2хх +  *а >  6  

2хг +  4*а >  1 2  

4*2 4.
*х >  О
*а >  О

Требуется найти минимум линейной формы 
Zmin =  5 * i  -(- 6* 2-

Построим прямые по их уравнениям, соответствую
щим каж дом у из неравенств системы:

2 * 1  +  * 2  =  6 ,

2*! +  4*2 =  12,

4*2 =  4.

Все допустимые решения задачи определяю тся о гр а
ничивающими линиями. В рассматриваемой задаче
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заш трихованная площ адь леж ит поверх трех пересе
кающихся прямых, потому что в этом случае левые 
части неравенства не меньше правых частей.

Оптимальное решение (минимальные затраты ) дает 
точка с координатами (2, 2 ). Следовательно, целесо
образнее приобретать по 2 кг  обоих кормов. При таком 
решении затраты  составят

Zmin =  5 -2  +  6 -2  =  22 (коп).

Задача 5. Д ля  изготовления столов и шкафов упот
ребляю тся два вида древесины. Расход древесины 
каж дого вида на каж дое изделие зад ан  следующей 
таблицей (в куб. м ):

Д ревесина

И зделие
I вид II вид

СТОЛ 0 , 1 5 0 , 2
ш к а ф 0 , 2 0 ,1

Д оход мастерской от производства одного стола со
ставляет 12 руб., а ш каф а — 15 руб. Определить, 
сколько столов и сколько ш кафов долж на изготовить 
м астерская, чтобы обеспечить наивысшую рентабель
ность их производства, если в ее распоряжении имеется 
60 куб. м  древесины первого вида и 40 куб. м  древесины 
второго вида.

У к а з а н и я  к р е ш е н и ю .  Обозначим через х 1м х 2 
соответственно то количество столов и ш кафов, которое 
следует изготовить мастерской. И з условий задачи сле
дует, что запасов древесины ограничено. Эти условия 
составят систему неравенств

j  0,15*! +  0,2*а < 6 0
1 0,2*! +  0,1ха <  40 ^

Требуется найти неотрицательные значения перемен
ных Xi и Х2 , удовлетворяю щ их условиям системы (3) 
и обращ аю щ их в максимум литейную форму

Zmax =   ̂2хх -{- 15 * 2.
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З ад ач у  можно решить графическим методом и сим
плексным методом.

П еред тем, как  начать решение задачи  симплексным 
методом систему (3) следует привести к канонической 
форме. Имеем:

0,15*! +  0 ,2 л:а +  * 3 — 60 

0,2*! -|—0,1*а +  * 4  =  40

Xg, * 4  ^  0 .
Найти

Zmax =  1 2 * i 15*2-

Д л я  проверки решения задачи  ниж е приводятся 
симплексные таблицы:

Т а б л и ц а  I

^ Б ’
базисных
векторов

Базисные
векторы

А б 1

Вектор 
с вободных 

членов В

12 15 0 0

А, Аа А» А,

0 а 8 60 0,15 0.2 1 0

0 а 4 40 0,2 0,1 0 j 1

г г  —  h 0 —12 — 15 0 0

Т а б л и ц а  ГГ

векторов

Базисные 
векторы '

А* /

Вектор 
свободных 
членов В

12 | 15 0 0

Ai Ад А8 А ,

15 Ai 300 0,75 1 б ' 0

0 а 4 10. 0,125 0 —0,5  _ 1

—  X, 4500 —0,75 0 75 0
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Т а б л и ц а  III

ч
базисных
векторов

Базисные
векторы

ч -

Вектор 
свободных 

членов В

12 | 15 - 0 о

^1 Аг Аз А|

15 а 2 240 0 1 8 6

12 Ах 80 1 0 —4 8

г 3 “  ^3 4560 0 0 72 6

Отв. дгх “  80, x i =  240, гтах =  4560 руб.

Задача  6 . В мастерской промартели освоили произ
водство столов и тумбочек для торговой сети. Д л я  их 
изготовления имеется два вида древесины: первого — 
72 куб. м и второго — 56 куб. м. Р асход  каж дого вида 
древесины на каж дое изделие показан в следующей 
таблице (в куб..лг):

Древесина

Изделие
I вид II вид

С т о л ................. .................................................. 0, 18 0,08

Тумбочка ............................................................ 0 ,09 0,28

От производства одного стола промартель получает 
чистого дохода 1,1 руб. и одной тумбочки 70 коп.

Определить, сколько столов и тумбочек долж на из
готовить мастерская из имеющегося м атериала, чтобы 
обеспечить наибольший доход.

Отв. 350 столов и 1000 тумбочек, zmax = 4 5 5  руб.
Задача 7. С вокзала можно отправлять ежедневно 

скорые и курьерские поезда. Вместимость вагонов и н а 
личный парк вагонов на станции указаны  в следующей 
таблице:
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Число вагонов 

в поезде

Курьерский 1 — 5 6 3

Скорый 1 1 8 4 1

Вагон вмещает 
пассажиров — — — 58 40 32

Наличный парк 
вагонов — 12 8 81 70 27

Требуется выбрать такое соотношение между чис
лом курьерских и скорых поездов, чтобы число пасса
жиров, которых можно отправить ежедневно, достигло 
максимума.

Отв. 5 курьерских и 7 скорых поездов, 
z max=  7722 пассажиров.

Зад ач а  8 . Н а рынок в  город привозят одним видом 
транспорта картоф ель из трех колхозов по 4, 3 и 1 ко
пейке за  кг  из первого, второго и третьего колхоза 
соответственно. Н а погрузку тонны картоф еля ленточ
ным транспортером требуется времени: в первом кол
х о зе — 1 мин, во втором — 4 мин, в третьем — 3 мин. 
Чтобы продукт вовремя поступил на рынок, надо, чтобы 
на погрузку 1 2  т, потребных для города на каждый 
день, затрачивалось не более 40 мин. Сколько надо 
привозить на рынок картофеля из этих колхозов, чтобы 
общ ая стоимость картоф еля на рынке была минималь
ной, если известно, что первый колхоз может ежедневно 
доставлять картоф еля не более 1 0  т, второй не более 
8  т, третий не более б т ?

О т в .  1 ш, 5 т  и 6 т ;  zmin = 2 5 0  руб.



Зад ач а  9. Ц ех выпускает три биДа изделия, причём 
суточный плановый выпуск составляет 90 единиц изде
лия I, 70 — изделия II и 60 — III. Суточные ресурсы сле
дующие: 780 единиц производственного оборудования 
(станки, машины и т. п .), 850 единиц сырья (металл 
и т. п.) и 790 единиц электроэнергии, расход которых на 
одно изделие представлен в таблице:

Ресурсы

Изделия

I II III

Оборудование.......................... 2 3 4
С ы р ь е ....................................... 1 4 5
Электроэнергия ...................... 3 4 2

Стоимость изделия I равна 8  руб., II — 7 руб., I I I—6  руб.,
Сколько надо производить изделий (какого ти п а и 

в каком количестве), чтобы получить максимальную 
стоимость выпускаемых сверх плана изделий?

У к а з а н и я  к р е ш е н и ю ,  Цех после выполнения 
плана по выпуску каж дого изделия имеет возможность 
перевыполнить план и получить максимальный объем 
продукции в денежном выражении. Каж ущ ееся опти
мальное решение задачи за счет перевыполнения плана 
выпуска изделия I со стоимостью 8  руб. и изделия II — 
по 7 руб. за  единицу не соответствует действительности.

Устанавливаем, что расход ресурсов на выполнение 
плановых заданий составляет:

а ) оборудования 2 - 9 0 + 3 - 7 0 + 4 -6 0  =  630,
б) сырья 1 - 9 0 + 4 -  7 0 + 5 -6 0  =  670,
в) электроэнергии 3 -9 0 + 4 -7 0 + 2 -6 0 = 6 7 0 .
Следовательно, для перевыполнения плана остается

150 единиц оборудования, 180 — сырья и 120 — электро
энергии. Обозначив сверхплановое количество изделий 
первого типа *ь  второго * 2  и третьего х 3, составим си
стему уравнений:

2хх +  3 * 2  +  4*з =  150 

*! +  4* 2 +  5*з =  180 (4)

3*t +  4*2 +  2*з =  120.
Решение этой системы дает приближенные значе
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ния * i= 7 ;  *2 = 1 2 ,3 ; *3*=24,7. Это означает, что пол
ностью израсходовав все ресурсы, цех изготовит 7 еди
ниц изделия I; 12,3 изделия II и 24,7 — III, что составит 
в денежном выражении

7 - 8 +  1 2 - 3 - 7 +  24,7-6 =  290,3 руб.

Если систему (4) представить в виде системы нера
венств, то это будет означать, что расход средств не 
долж ен превыш ать, но вместе с тем мож ет быть и мень
ше имеющегося наличия.

Т огда зад ач а  будет состоять в следующем. Д ан а  
система неравенств:

2*! +  3*2 +  4*3 ^  150 

*J +  4*2 +  5*3 <  180

3*х +  4*2 +  2*з <  120

* i >  0, * 2 > 0 »  хз >  0-
Требуется найти максимальное значение линейной 

формы

2щах =  8* j  +  7*2 +  6 * 3.

(Заметим, что расход средств как и величина неисполь
зованных ресурсов — числа неотрицательные, так как 
их перерасход не может быть допущен. Коэффициенты 
при *4, *5, * 6  равны нулю, потому что неиспользованные 
ресурсы не создаю т дополнительной стоимости).

Заменив неравенства уравнениями путем введения 
дополнительных переменных, получий систему урав
нений:

2*i +  3*2 +  4*з +  *4 = 1 50

*! +  4*2 + 5*з +  * 6 =  180 (5)

3*i +  4 * 2  + 2 * 3  +  *g =  1 2 0 ,

где * 4  — величина недоиспользованных ресурсов обору
дования, * 5 — сырья, *в — электроэнергии (*4, х 5, * 6 в е 
личины такж е неотрицательные).

Задача  реш ается симплексным методом. Н иж е при
водятся симплексные таблицы:
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Т а б л и ц а  IV

ч
базисных
векторов

Базисные
векторы

N - В
ек

то
р 

св
об

од
ны

х 
чл

ен
рв

 
В 8 | 7 | 6 1 | 0 0 J)

А, Аз А, As Ав

0 а 4 150 2 3 4. 1 0 150

0 А  5 180 1 4 5 0 1 180

0 Ав 120 3 4 2 0 0 120

Z j - l j 0 —8 —7 —6 0 0 0

Т а б л и ц а  V

Базисные
векторы

ч -

ч » 8 7 6 0 0 0
Б /

базисных
векторов В

ек
то

р
св

об
од

а
чл

ен
ов

А, А3 Аз А, Ад Ав

0 а 4 7 0 0
1
3

00 
| со 1 0

2
~ '"з

0 А 5 140 0
8
3

13

3
0 1

1

8 A i 4 0 1
4

3

2

3
0 0

1
3

Zj- -X ,- 3 2 0 0
11
3

__2

3
0 0

8
3



Т а б л и ц а  VI

Ас Базисные
векторы

А*/

2 ® 8 7 6 0 о 0
Б/

базисных
векторов

В
ек

то
р

CB
06

0fl
F

чл
ен

ов

А , Aj Аз А, 5̂ ' Ав

6 А5 2 6 -
4

0
1
8

1
3
8

0
1
4

0 Аз 26—
4

0
17
8

0
13

_ 8
1

3

4

8
1

2 2 i
1

5
4

0
1
4

0
1
2-

Z j- - l j
1

3 3 7 -
2

0
15
4

0
1
4

0
5
2

Отв. 22,5 изделий I и 26,25 изделий III; zmax =  337,5 руб.

З ад ач а  1 0 . Д л я  откорма свиней на ферме в ежене
дельный рацион каж дой свиньи требуется вклю чать не 
менее 6  единиц питательного, вещ ества А, 8  единиц ве
щества В и 12 единиц вещества С. Д л я  откорма можно 
использовать 3 вида кормов. Д анны е о содержании 
питательных веществ в одной весовой единице каждого 
из них приведены в таблице (цифры условные):

Питательные вещества

А в с

I 2 1 3
II 1 2 4

III 3 1,5 2

Требуется составить наиболее дешевый рацион при 
условии, если одна весовая единица корма I стоит
2 руб., корма II — 3 руб., а корма Ш — 2 руб. 50 коп.

270



У к а з а н и я  к р е ш е н и ю .  С оставляем из условий 
задачи систему неравенств

Найти

2хх -(- х2 З* 3 6

xi -f- 2*а 4- 1,5*з 8

3* i  -j- 4*2 4- 2 *з >  12.

2min = : 2 * i  ~f- 3 *2  4“ 2,5*з.

(6)

(7)
Заменим неравенства (6 ) уравнениями путем введе

ния дополнительных переменных

2 *i * 2  "1“ 3*3 — * 4  — 6

* 1  +  2*2 +  1,5* 8 

3*1 4- 4* 2 -f- 2*з

—  *5 =8  
—  * в =  12

(8)

В системе (8 ) коэффициенты при дополнительных 
переменных равны минус единице и не могут служить 
базисом д ля  первой симплексной таблицы.

П оэтому в уравнения системы (8 ) добавляю т 
фиктивные переменные * 7, * 8 ,  х д. Тогда вместо ( 8 )  по
лучим следующую систему:

2*1 4- * 2  4" 3 * 3  —  * 4  4" X j  =  6  

* 1 4- 2 * 2  4- 1.5*з — *5  +  *8 =  8

3*i 4- 4 * 2  +  2 * 3  — х в 4- *9 12.

В линейную форму (7) добавляю т произведение
сум мы -ф иктивны х переменных на достаточно большое 
число М  (со знаком плюс, если требуется найти мини
мум, и со знаком минус, если максимум). Имеем:

Zmin =  2 * 1  4- 3*2  4- 2 ,5*3  "Ь М (*7 +  *8 “Ь *0).

Д алее, д ля  решения используют М-метод.
Отв. Рацион состоит из 3,3 весовой единицы кор

ма II и 0,9 единицы корма III, в котором содерж ится
6  единиц питательного вещества А , 8  единиц вещ е
ства В; вещ ества С — избыток в 3,1 единицы; наиболее 
дешевый рацио» — 1 2  руб. 2 2  коп.
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бЫСи'АЯ ШКОЛА \ т


	лемен m ъ\

	и линейною

	ЭЛЕМЕНТЫ

	ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРЫ И ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

	\ Я 21*1 4“ ^22*2 $5" ^2

	*х + 5*а > 15 5^i -f* *2 ^ 15 ху > О

	ФФ 0).

	|| а^а^... а±п ||.	(3)

	ИИ

	ИГ1 = М1-

	б)	хл = лх.

	(t = 1, 2	m; /== 1, 2,..., p).

	Х =

	D = MI =

	x + y-fo + jh, *а + {/а)-


	а, = (2, 1, 0), а2 = (0, -2, 1), а3 = (1, 2, -1).

	ех = (1,0,0, ... , 0)

	ел = (0,0,0, ... , 1)

				(3)

	(4)

	А„ = Ctjnbi -j- $2nba “Ь • •• “Ь атпЬт-

	(1)

	ез

	(аиАу + ЯаИа,- + ... -\-а,пХАп j)xx -J-

	... +(fli/ AXj -f- Яц'Аз/ + • • • + an/Anj) X/ ...

	•	• • + {ОщАц -f- ayiAtf + • • • + Q-nnAnj) х„ =


	*/=—• (6)

	i. amlXl.+ йт2Х2 + • • •+ amjxj + • • • +атя*л = Ьт.




			(3)

	^aijXj = 0 (t = 1, 2,... ,/п).	(Г)


	2 аИх/ = 0. i.i=i

	2 Оц (*/ + x’j) = 2 %*/ + 2 ail'Xi = 0 ^ = 1 ’2	т)- (5)


	х2 Ьгзхз ~Ь • • • "Ь byixn — s2,

			 . • • (8)

	-'“л—1 -Ь Ьп—\ХП = Sfi—1 хп = sn.

	где

	В результате получаем систему


	2	з 3 з


	*2 =3 *з = 2,

	Ала — 10 Аа— ^ ‘Аа—	3








	О	^

	XjAfj + ^2^2»

	S-Mi +	=	MP' T(8,0) + 1"(0,10) = (2> T") ■

	^1®1 "Ь ^2^2, о, Х2 0.

	Xibi + ^2^2 + ^зЬ3


	0, i=l, 2, . , к
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	У A*+Al + Al

	V А* + ^2+	+	А1

	f(**) = /(th*i + РЛ4-	4-tV*,) =

	e \xf (*i) 4->2/ (*a) 4- ••• 4- Iх rf (xr)

	xi>0 (i=1.2, ... , г).

	т. е°+±=2.

	°и < 0, то Ла< — —.

	au>0

	Ху -}- 2д:2 — 6<0, х1 + 2*а'— 10 < 0.

	(3) (2)



	*i + 2л:а — 6<0, *х + 2*а— 10 > 0.

	«21*1 + а22*2 + &2>0	(5)

	Аг> 0, Л2> 0, D> 0.

	Л<0, А2< О, D<0.

	Ху + 2дса — 5 > 0.

	«31*14- а32*2 4- а33х3 4- Ь3 > О °41*1 4" а42*2 4- а43*3 4" bl 0.


	;>0 (2)


	Л>о, л2>о, Л>0, £>>о

	А\У Н- ^2Z +	— D	0,

	Оц*1 4" а12Х2 + ■ • • + allXi + • ■ • "Г ащХп + Ьг ]]> О Ctiixi + 022*2 4" ■ • ■ 4" aiixi + • • • + Qyixn + b2 0


	Dx<0, D2<0	D"<0, D'<0.

	a\ixi 4" aia*a 4~ • • • 4~ aiixj + • • • + ainxn 'С Ьх

	ахЛ 4~ ai2*a 4~ • • • 4~ aiIх! 4- • • • 4- &inxn — Ьх

	аих\ 4- °is*2 4- • • • 4- aiIх! 4- • • • 4- атхп -С @21Х1 4" а22Х2 4- • • • 4- a2iXi + • • • 4- а2ДХп	Ь2

	aiixl 4" ai2x2 4- • • • 4" atixl 4- • • • 4- ainxn

	amixi 4- am2x2 4- / • • + i 4- • • • 4- amnxn bm. Запишем эту систему более кратко: anxi 4* аях2 4- ••• 4- aiixi + ••• + &inxn 'К. bj (1')

	^ajXj < bit i= 1, 2, ... , т.	(1")

	auxi + а12*а + ■ • • + a\ixj + • • • + alnxn хп+\ = by

	х2>0




			

	= (t =1,2	т).	(3)

	0 = bt — (#u*i 4" я*а*2 “Ь • • • ~Ь аих1 "Ь • • • “h #/п*л)	(4	)

			(5)

	b[ =

	(8)

	(1)

	(3)

	0 = Ь'~	2	ацХ},

	х3 = 1 + *2	(4)

	(6)





	/ (*/) = ^*1 +	+	•	•	•	+	XjXj	Х„*„

	*х>0,

	хг = 2 > 0 *2 = 2 > 0.


	Xy > 0, *2 > 0, ....*/> 0, ... , xn > 0,	(6)

	Требуется найти минимум линейной формы f (Х) — ^-1*1 + ^2*2 4~ • • • 4- ^/х1 4- • • • 4~ Х„хп, (7)

	2 auxi = b], i = 1,2, ...,	т	(8)



	ггц ai

	б)

	(4)

	h>o, 2X*=1- *=i





	рл = в.

	z=2 Х/х<

	«/1*1 Ч" «i2*2 “Ь • • • “Ь &inXn > 6/ (t = 1,2,*. . . , /ft).

	XjATj -f- Xa*2 "I" • • • “t”



	2в«*2>


	= (/=1-2	")•

	6*! + 2*2 > 8, *1 + 5*2 ^ 4,

	*1 'С 3, *2 ^ 3, *i ^ 0, *2 ^ 0.


	4. Пример' 3. ' Пусть.дара система неравенств ..с тремя переменными

	*2 ^ О,.

	/- к

	<4

	У/ = У/ + УпФ, У!=\\Уь Ут+Л\< Аля всех /




	2 kixi = В, X, > О

	(2)



	Хт> 0	0)-

	У1к (22)

	1 5*! + 2лга < 10


	г/12	3 у 22	16	Уз2	1

	Уг* = 034 = — 10.06,

	*i > 0,	*2	>0» хз> 0-

	3*i -j- 4*2 4- 2*з > 12.

	(7)

	2*1 4- *2 4" 3*3 — *4 4" Xj = 6 *14- 2*2 4- 1.5*з — *5 + *8 = 8






