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В соответствии с современным уровнем науки о переносе тепла 
и массы, а также в методических целях во второе издание книги 
введен новый раздел «Основы теории переноса». Определение пото
ков переноса энергии и массы но интенсивностям множества пере
мещаемых носителей и по взаимодействию их с частицами веще
ства в элементарном слое, в отличие от обг>[чпого феноменоло
гического определения потоков с помощью гипотез, позволяет 
более детально рассмотреть все особенности иропессов переноса 
и истолковать соответствующие коэффициенты. Изучение этого 
раздела, по мнению автора, позволит более обстоятельно озна
комиться с явлениями переноса энергии, массы и нлшульса и об
легчит изучение дальнейших разделов курса теплопередачи.

Наличие значительного количества справочников с табли
цами математических функций, а также книг с таблицами тепло
физических величин различных веществ, например [8 , 27], 
позволило исключить приложение к этой книге — справочные таб
лицы. Из книги исключен также раздел, касающийся расчета 
теплообмепиых аппаратов. Изложение этого раздела требует све
дений технологического характера и изучается в специальных 
курсах теплотехнических устройств и установок. За счет приня
тых сокращений более нолио изложен материал в разделах курса: 
теплопроводность и теплопередача тел, а также конвективный 
и лучистый теплообмен.

В тексте и в рисунках книги используются единицы измерения 
международной системы (СИ), в связи с чем сделаны необходимые 
пересчеты. При всеобщем использовании этой системы единиц 
излгерения устраняется необходимость пересчета различных 
данп1.1Х.

Автор выражает благодарность рецензентам рукописи книги: 
коллективу сотруднпков кафедры МВТУ нм. Баумана и д. т. н. 
профессору БАУМУ В. А. за цепные замечания, способствовав
шие улучшению книги.
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Р а з д е л  п е р в ы й  

ОСНОВЫ ТЕОРИИ ПЕРЕНОСА
(ЭНЕРГИИ, МАССЫ И ИМПУЛЬСОВ)



§ 1. Общая характеристика процессов переноса

В различных отраслях науки и техники весьма большую роль 
играют явления переноса различных субстанций: энергии, массы, 
импульса или количества движения. Все процессы, протекающие 
во времени и в пространстве, так или иначе связаны с явлениями 
переноса, и поэтому их изучение необходимо лицам самой различ- 
Hoii специальности.

П е р е н о с  э н е р г и и  в пространстве, в котором нахо
дятся различные тела и среды, осуществляется с помощью тех 
или иных носителей энергии и в конечном счете всегда происхо
дит в сторону меньшей объемной плотности энергии. Последняя 
величина определяет количество энергии в единичном объеме 
прострапстиа, занятого Toii или nnoii средой, обозначается И 
и имеет единицу измерения дж!м^.

Величиной, определяющей результирующий перенос энергии, 
является у д е л ь н ы й  п о т о к  э н е р г и и .  Величина эта 
векторная и определяет количество энергии, переносимой сквозь 
единичную площадку поверхности в единицу времени в опреде
ленном направлении I. Обозначается эта величина q и имеет еди- 
шщу измерения emlM" .̂

П е р е н о с  м а с с ы  среды осуществляется путем диффузии 
или испускания частиц вещества (молекул, атомов), а также путем 
течения массы. Величиной, определяющей результирующий пере-

—*■
нос массы, является у д е л ь н ы й  п о т о к  м а с с ы  дм- 
Величина эта так?ке векторная и имеет единицу измерения кг1м^сек.

Общий поток энергии, переносимой сквозь площадь поверх
ности F, определяется интегралом

Q =   ̂ gndF вт, (1 ,1 )
т

где 9„ =  g cos (Z ,/г) — нормальная составляющая вектора резуль
тирующего переноса энергии.
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^  ( F )
—> —>

где (]м, п =  (Jm cos {I, п) — нормальная составляющая вектора ре
зультирующего переноса массы сред]>[.

П е р е н о с  и м п у л ь с о в  осуществляется вследствие 
изменения количества движения текущих масс среды. Количество 
движепня представляет собой удельный поток текущих масс

““V

среды (дш) и определяется произведением плотности среды (q)
на вектор скорости течения {w). Как будет показано далее (§ 17), 
перенос количества движения в слоях текущей среды обусловли
вает силу трения Ртрен, сложный вектор которой определяется 
соответствующими напряжениями.

Величины удельных потоков переноса энергии и массы, а также 
возникающая сила от изменения количества движения могут б].тть 
весьма различными. Нанрпмер, величина удельного потока энер
гии находится в порядке: от 10® -^  и ниже (теплообмен животных

и растений с окружающей средой) до 10® и выше (в высокотем
пературных реакторах, при очень высоких скоростях раскален
ных газов, в атомной энергетике и т. и.).

Удельные потоки переноса массы также находятся в широком
диапазоне изменения: от 10~®~® и ниже (диффузионный нере-

Л1 сак

нос газов в пористых телах) до 10  ̂ “  выше (струйный пере
нос масс воды и газа при больших скоростях течения и т. и.).

Большие удельные потоки переноса энергпп возникают в слу
чаях, когда носителями являются частицы больших энергий, 
перемещаемые с больвюй скоростью: потоки электронов, нейтро
нов, атомов и молекул при высоких температурах и т. п. Боль
шими удельными потоками энергии сопровождаются также про
цессы фазовых, химических и атомных превращений вещества 
(конденсация паров, кипение жидкостей, сублимация, плавление, 
горение, деление и синтез атомных ядер).

Н о с и т е л я м и  э п е р г и и, помимо различных элемен
тарных частиц вехцества {молекулы, атомы, электроны, нейтроны 
и т. п.), являются также множества раздробленных частиц- твер
дого тела (различные сыпучие массы), множества возмущенных 
масс в турбулентных потоках н<идкостей и газов (турбулентные 
«моли»). В качестве носителей энергии служат волны упругих 
колебаний частиц вещества среды или отделып.1Х ансамблей 
частиц, электромагнитные волны излучения. Последние видгл носи
телей энергии при сохрапенпи волновых свойств могут рассмат

Так же определяется и общий поток массы:

<‘ .2)
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риваться так же, как перемещаемые в пространстве частицы: 
ф о н о II ы энергии упругих колебаний, ф о т о н ы  энергии 
излучения.

С к о р о с т ь  п е р е м е щ е н и я  н о с и т е л е й  в про
странстве может быть весьма различной: от 10 '^ м!сек и ниже (мед
ленное течение вязких жидкостей и газов) до 300-10® м1сек (ско
рость спета).

Характер перемещения носителей в различных телах и средах 
оказывается разнообразным. При достаточно болыпо11 концен
трации частиц вещества множество перемещаемых носителе11, 
взаимодействуя с множеством частиц вещества, отличается д и ф- 
ф у 3 II о и II ы м характером перемещения с более или менее 
равномерной интенсивностью по всем направлениям пространства. 
"Ĵ aK, например, осуществляется диффузионный перенос молекул 
и атомов в газах и парах, перепое свободных электронов в метал
лах, перенос фотонов излучения в оптически плотшлх малопро- 
зрачпых средах и т. д.

Если перемещаемые в пространстве носители не встречают 
частиц вещества среды, с которыми они могут взапмоде11Ствовать, 
то такой характер перемещения носителей называется л у ч е- 
в ы м. Примерами такого характера перемещения носителей 
являются молекулярные пучки газа, лучи света и т. д.

Могут быть также случаи с м е ш а н н о г о  характера пере
мещения носителей, когда часть носителей из всего множества 
имеет диффузионньп! характер перемещения в среде, а другая 
часть отличается лучевым характером. Так распространяется, 
например, энергия солнечного излучения в атмосфере Земли: 
часть коротковолновых носителей энергии солнечной радиации 
поглощается п рассеивается в атмосфере и поверхности земли не 
достигает.

В некоторых телах п средах перемещение носителе!! отличается 
различной интенсивностью по направлениям. Такой характер пере
носа энергии отвечает, например, теплопроводности монокри
сталлов.

Различные особенности перемещения носителей должны учи
тываться при детальном рассмотрении явлений переноса.
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ПЕРЕНОС ЭНЕРГИИ 

§ 2. Различные пиды переноса энергии

Перенос энергии разлпчнымп носителями может осуществлять
ся в разн1.1Х условиях. В неподвижных телах перенос энергин 
осуществляется теми или иш.1ми носителями путем взаимодей
ствия и обмена энергией с частицами вещества тела. Если при этодг 
перенос энергии происходит в условиях, близких к термодинами
ческому равновесию вещества, определяемому температурой 
в каждом отдельном месте тела, то такой перепое энергии назы
вается т е п л о п р о в о д н о с т ь ю .

Перенос энергии в неподвижных телах может осуществляться, 
и при отсутствии локального термодинамического равновесия, 
по в этих условиях температура, отвечающая тепловому состоя
нию вещества тела, уже пе является характерной величино11 для 
определения переноса энергии. В этих условиях характерной 
величиной (как будет показано ниже) является объемная илот- 
пость энергии.

В различных подвижных средах перенос энергии, по.мимо тен- 
лопроводности, осуществляется перемещением масс среды в про
странстве. Этот впд переноса энергии течением масс среды на
зывают к о н в е к т и в н ы м  п е р е н о с о м ,  или к о н в е к- 
ц и е й.

Помимо теплопроводности и конве1гцип, перенос энергии м о
жет осуществляться путем излучения и взаимодействия посителе11 
энергии излучения с частицалп! вещества среды. Такой вид пере
носа энергии отвечает и з л у ч е н и ю, или радиации, фотонов, 
эмиссии электронов, нейтронов и других частиц.

Все рассмотренные виды переноса энергии (теплопроводность,, 
конвекция и излучение) во многих случаях осуществляются 
совместно. Например, в потоках жидкостей и газов осуществляется 
конвективно-теплопроводный перенос тепла. В потоках сред, из
14



лучающих энергию (раскаленные газы), осуществляется конвек
тивно-радиационный перенос энергии.

Во многих случаях перенос энергии сопровождается процес- 
садп! ^освобождения или связывания энергии (переход в потен
циальную форму) частицами веы1,ества среды, а также процессами 
превращения энергии из одной формы в другую: нанример, ири 
фазовых, хилшческих и атомных превращениях комионептов среды, 
при воздействип различных сил, при излучении и поглощении 
энергии.

Предварительное, достаточно детальное ознакомление со всеми 
особенностями различных видов переноса энергии и ее иреврап;е- 
ниямп необходимо для изучения курса теплопередачи.

§ 3. Теплопроводность

Л. Характеристика множества носителей

В различных тверд1.1х телах, а также в неподвижных и подвиж
ных жидких и газовых средах перенос энергии осуществляется 
множеством различных носите-

г /Noле11 путем обмена энергией с ча
стицами вещества.

Множество тех или иных 
носителей энергии, находящих
ся в объеме тела или среды в 
условиях диффузионного пере
носа энергии тенлоироводно- 
стью, можно |)ассмат])ивать как 
статистическое множество носи- 
Teflcii, имеющих среднюю ско
рость перемещения с, среднюю 
энергию е н средний свободный 
пробег I между актами обмена 
энергией носителей с частицалш

р и сти к и  н о си те л е п  в ст а т и ст и ч е - носитслыюго количества носителей
^  с признаком Xском множестве отвечают опре

деленному распределению ве
личии с, 8, I, которое меняется 
с изменением теплового состояния множества.

На рис. 1 представлеш>[ кривые распределения в статпстиче-
6 Лазском множестве относительного количества носителей Пх=

с признаком X  по отношению к общему количеству носителей в еди
ничном объеме пространства No в зависимости от величины при
знака X — с, е, I.

Характерной особенностью статистического дщожества носи- 
гелей является то обстоятельство, что очень малой и очень боль-
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шой величиной признака х  обладает очень малое количество носи
телей.

С изменением состояния множества носителей, которое в усло- 
ииях термодинамического равновесия определяется температурой,

6Jk.iô
Но

Рис. 2. Распределение газовых молекул и фо- 
тонов^излучепия с эпергией Е  при термодина

мическом равновесии

кривая распределения располагается так, что с повьппспием тем-
бЛ'хпературы максимальное значение сдвигается в сторону
•̂ 0

больших величии признака х.
На рис. 2 показано распределение энергии молекул газа 

и фотонов излучения, которые находятся в единичном объеме про
странства в условиях термодинамического равновесия. Как видно, 
оба вида носителей энергии при одинаковой томнсратуро отли
чаются различным положением максимума в кривой распределе-
6



ния: для фотонов излучения положение максимума отвечает боль
шей энергии. Как показывает расчет, средняя энергия фотонов 
излучения при одинаковой температуре оказывается примерно 
в 2 раза выше средней энергии молекул газа. Рассматриваемые 
носители, однако, резко различаются своей скоростью перемеще
ния. Если для молекул газа скорость перемещения носит статисти
ческий характер распределения, зависит от температуры и для раз
личных газов при комнатной температуре имеет величину порядка 
10  ̂-4- 10® м1сек, то все фотоны излучения независимо от темпе
ратуры имеют одинаковую скорость перемещения: около
300-10* м/сек.

Б. Определение удельного потока носителей

Наиболее детальной характеристикой потока носителей 
является интенсивность перемещения носителей в определенном 
направлении пространства. Величину интенсивности перемещения—>
носителей /г по направлению I можно определить как вероятное

Рис. 3. К определению интенсивности переме
щения носителей в направлении I

количество носителей, проходящих сквозь единичную площадку,
для которой направление I является нормалью п, и поступающих
из единичного пространственного угла, располол^епного по оси I 
(рис. 3). Единицей измерения величины интенсивности переме
щения носителей по направлению в пространстве /; служит 

1

м^-сек ■ стер
Пользуясь понятием интенсивности потока носителе1!  по 

направлению, можно определить количество носителей, прохо
дящих за время с?т_элементарный_объем с основанием площади
2 с. Н. Шорип 'I'



dF II высотой dl:

Объем рассматриваемого элементарного пространства (рис. 3) 
составляет

d^V =  dF-dl.

Так как dl =  c -d j, где с — средняя скорость перемещения 
носителей, то dW =  dF-c-dx.

Отношение
dSNi 1 . , 1
d̂ V — -  /г м3

представляет собой вероятное количество носителей, находя
щихся в каждый момент времени в единичном объеме простран
ства и перемещаемых по направлению I в пределах элементар
ного пространственного угла da.

Следует отметить, что величины dF, dW  и da предпола
гаются достаточно большими по сравнению с размерами носи
телей.

Количество носителей, находящихся в единичном объеме 
пространства и перемещаемых по всем направлениям, опреде
ляется интегралом;

N =  5 4 / ;d a ) .  (3,2)
(4я)

При неизменной средней скорости перемещения носителей (с) 
и одинаковой интенсивности (/; =  /) по всем направлениям про
странства имеем:

Л̂  =  4 4 л/, (3,3)
с

откуда для определения интенсивности потока носителей 
при диффузионном характере их перемещения получаем сле
дующую формулу:

/ =  i  (3,4)

Зная величину /, по известной концентрации носителей
в объеме {N) и средней скорости перемещения (с) можно вычис
лить вероятное количество носителей, проходящих сквозь еди
ничную площадку (рис. 3), или удельный ноток носителей
в направлении нормали к площадке п:

9лг, п =  /(coscpdco. (3,5)
(2Я)

d^Ni =  i dF-da-dx.  (3,1)
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Элементарный телесный угол, как известно из геометрии, 
определяется отношением элементарной площадки d F ,  вырезан
ной элементарным телесным углом па сфере к квадрату радиуса т 
этой сферы:

с 1 ( л = ^  . (3,6)

На рис. 4, иллюстрирующем определение телесного угла, 
величина элементарной площадки 
определяется произведением дуг:

dF  =  г dcp • г sin ф • с?0,

у г л а

где ф — угол, дополнительный к 
углу широты;

0 — угол долготы.
Таким образом, для определе

ния элементарного пространствен
ного угла имеем следующую фор
мулу:

(/со =  sin ф-йф-й0. (3,7)
Если перемещение носителей

I) пространстве илтеет диффузионный характер с равномерным рас
пределением интенсивности по всем направлениям, то удельный
поток носителей по направлению п определяется следующей 
формулой:

е= 2л ф=я/2

gN,n =  j  5 sinф cosф dф  =  л•/, (3,8)
0 = 0  Ф =0

или
. (3,9)

Полученная формула не вполне согласуется с обычно прини
маемым распределением перемещения носителей по отдельным 
направлениям в пространстве. При рассмотрении статистического 
множества носителей обычно считается , что по направлениям 
к каждой грани в единичном кубическол! объеме перемещается 
I/O от всего количества паходящпхся в нем носителей N.

Множитель 1/6 можно получить, если в вышеприведенную фор
мулу для определения удельного потока носителей, перемещав-
мых по направлению п нормали к единичной площадке, ввести

направляющий косинус cos (Z, п) =  cos ф: 
е = 2 я  ф = я /2

qN,n =  f dQ sinфcos2фcгф =  -| -л /, (3,10)
6 =0 Ф =0

2* 19



или

1 ~лг  1 qN,n =  -^cN сек (3,11)

Дополнительный множитель cos ф приходится нводить в фор
мулу (3,8) при рассмотрении переноса импульса носителей для 
определения давления газа, давления радиации, внутреннего тре
ния, или вязкости, газа. Прп определении же переноса энергии 
и массы в формуле удельного потока (3,9) можно сохранить мно
житель 1/4.

Следует отметить, что точная теория молекулярного переноса 
в неоднородных газах (энергии, массы и импульса молекул), 
помимо попадания и выхода молекул из элементарного объема, 
учитывает сложное поведение молекул в объеме (молекулярные 
столкновения, изменепие состояния при соударениях и т. д.).

Для множества иных носителей (пе газовых молекул) точной 
теорией также должны быть учтены особые свойства и поведение 
носителей, условия обмена энергии носителей с частицами 
вещества и другие особенности.

В. Определение удельного потока энергии

Предполагая диффузионный характер перемещения множества 
носителей с равномерно распределенной интенсивностью переме-

I

F-I

щения но всем направлениям пространства, 
рассмотрим перенос энергии в плоскопарал
лельном слое толщиной, равной среднему 
свободному пробегу носителей I (рис. 5).

Элементарные носители энергии вносят и 
выносят сквозь единицу площади первой гра
ничной поверхности рассматриваемого слоя 
следующее количество энергии:

1 -  вт
=  е

Рис. 5. К определе
нию удельного потока 

носителей

где N '  и е ' — объемная концентрация и сре
дняя энергия носителей на первой гра
нице слоя (х),
с — средняя скорость движения носите
лей энергии.

Множитель 1/2 учитывает количество носителей, перемещае
мых в обоих направлениях +а: п —х. Прп этом для каждого 
направления в формуле для определения Qx принимается множи
тель 1/4.

Количество энергии, выносимой и вносимой носителями сквозь 
единицу площади второй граничной поверхности рассматриваемо
го



го слоя, составит:

9;+ ,= l c iV " e " ,

где N" и е"— объемная концентрация и средняя энергия носи- 
теле!! на BTopoii границе слоя {х I).

Разность количеств энергии {с/х— Qx+l) определяет результи
рующий однократный обмен энергии носителей с частицами ве
щества в слое. Эта разность представляет также результирующий 
перенос энергии в рассматриваемый слой:

7 , =  | c ( i V V - 7 V " ? ) - ^ .  (3,12)

Если q'x— q"x+~i — то объемная плотность энергии U =  Ne
на обеих границах слоя сохраняется неизменной и результирую
щий перенос энергии в слое 9^= 0 .

При различных плотностях энергии на границах слоя удель
ный поток энергии в рассматриваемом слое определяется форму
лой:

g , =  i - c (C / '- f 7 " ) ,  (3,13)

где U' =  N 'e ' и U "=  N"e"— объемные плотности энергии 
на границах слоя.

Полученная формула показывает, что в условиях диффузион
ного характера переноса энергии в среде удельный ноток энергии 
определяется произведением средней скорости носителе!! энергии 
(с) на вел!!чи1!у разност!! объемной плотности энергии носителей 
при обмене энергией с частицами среды (6 f / =  U '— U"):

q = ^ c 6 U .

Переходя от рассматриваемого слоя толщиною I !< бесконечно 
малому элементарному слою толщипо!о dx и пользуясь простым 
линейным соотношением

— —

I  d®

(знак минус для дифференциала dU учитывает падение объемной 
плотности энергии в направлении ее распространения), приходим 
к следующе!! формуле, определяюще!! перенос энерги!! в теле или 
среде в направлении х\

1 "7 ,о

В рассматриваемых условиях диффузионного характера пере
носа подобные же формулы получаются и для других направле-
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ний распространения энергии г/ и z:
1 - f d U  (jy — р cZ ду  ’
1 -7  dU 

gz =  --77 cl2 “  dz •

Величины q , q , q̂ . для распространения энергии в направ-
лениях X, у, Z -в каждом месте тела или среды можно рассмат-
ривать как проекции некоторого вектора q в направлении I, 
так что

qc,os(l, x) =  q̂ -, geos (7, y) =  qy\ 9 cos (Т, z) =  q̂ .

Вектор q можно назвать вектором диффузионного переноса
энергии.

Пользуясь ортами единичного вектора i, /, А, можно на- 
писать:

Т», -?■ , у  l - i Y d U - t ,  д и  -t , dUg =  g .i +  gy] +  q .k =  - - ^ c i  +  —  j +  .

D dU dU dUВеличины , представляющие изменение скалярной

величины — объемной плотности энергии в направлениях ж, г/,
г, оцределяются как проекции векторной величины градиента 
объемной плотности энергии в теле ■ или среде grad t/, который 
обозначают также VZ7.

Таким образом, для определения вектора диффузионного
переноса энергии получаем формулу;

(3.15)
где

(3.16)2 сек V I /

представляет собой коэффициент диффузионного переноса энергии.
Следует отметить, что допущение диффузионного характера 

переноса энергии с равномерным распределением интенсивности 
переноса по всем направлениям в пространстве является первым 
приближением. В общем случае характер переноса энергии ока
зывается более сложным. При обмене энергией носителей с части
цами вещества могут возникать касательные напрян{ения, кото
рые обусловливают существование более сложного вектора, 
а именно — вектора второго ранга, или т е н з о р а ,  н а п р я 
ж е н и й .

В некоторых телах интенсивность переноса энергии по направ
лениям резко различается. В монокристалле, папример, интен
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сивность переноса энергии вдоль главной оси оказывается суще
ственно больше интенсивности переноса в поперечном направле
нии. В этом и других подобных сложных случаях коэффициент 
переноса приобретает тензорный характер.

г. Некоторые особенности переноса тепла 
теплопроводностью

• В условиях термодинамического равновесия вещества среды, 
определяемого температурой Т, согласно классической теории теп
ла, средняя энергия носителей е, независимо от их природы, 
определяется формулой:

е =  ге

где VikT — элементарная энергия любых различных форм дви
жения носителей {к =  1,3803 1,38 • дж1град,
Т — температура), 

п — множитель, учитывающий число степеней свободы воз
можных форм движения носителей.

Объемная плотность энергии определяется произведением:

где N — число носителей энергии в единичном объеме.
Производная объел1ной плотности энергии но температуре опре

деляет теплоемкость вещества в единичном объеме:
dU лг 1 7 дж=  Qcv =  Nn кdT ~  2 м^град '

Таким образом, из классической теории тепла следует, что теп
лоемкость не зависит от температуры.

Такое противоречие с опытом, как известно, устраняется 
квантовой теорией тепла, согласно которой энергия распреде
ляется между носителями более сложно и элементарная энергия 
(34/сГ) достигается лишь в пределе, при полном возбуждении раз
личных форм движения частиц вещества.

Имея в виду, что
dU =  QCy dT,

для вектора диффузионного переноса энергии в условиях термо
динамического равновесия получаем формулу:

д т = -aV(Q C y7’) 5 - .  (3,17)

Произведение aQCv= к называют к о э ф ф и ц и е н т о м  
т е п л о п р о в о д н о с т и  тела, единице!! измерения которого 

втслужит ---------3̂ .
 ̂ м - г р а д
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Формула

д т = - м т ^ ,  (3,18)

выражает известную гипотезу Фурье для распространения тепла 
в телах. Согласно этой гипотезе, количество тепла, переносимого 
через единичную площадку в единицу времени, пропорционально 
градиенту температуры.

Коэффициент диффузионного переноса тепла

а =  ~^м^1сек  (3,19)есу  ' V . /

называется к о э ф ф и ц и е н т о м  т е м п е р а т у р о п р о 
в о д н о с т и  т е л а .

При переносе тепла в газах средняя скорость носителей энер
гии — молекул газа — определяется из равенства кинетической

/' тс^\энергии молекулы ( J и эквивалентного ей количества тепла 

( п ^ А Г ) :

тс^ 1 ;

Для трех возможных степеней свободы перемещения молекулы 
в пространстве множитель и =  3.

Имея в виду, что масса отдельных молекул газа определяется 
отношением

М и

где Мм— масса одного «моля» газа,
7V„—- число молекул в одном «моле» (  6,024-10^® ^ >

М О Л Ь  у

а произведение

JSlJi =  /?„ =  8,3144 ^  8,32 —“  “  ’ ’ моль-град

представляет собой универсальную газовую постоянную, для 
средней скорости перемещения молекул газа находим следующую 
формулу:

с =  | / з ^ Г  м/сек. (3,20)

Средняя длина свободного пробега молекул газа (Z), как и дру
гих носителей энергии, определяется через условное «.эффектив
ное сечение» переноса (Q) и через число носителей в единичном 
объеме (N):

Т-Ш-  (3,21)
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Эта формула может быть получена, исходя из следующих 
элементарных соображений.

Если число носителей, находящихся в каждый момент време
ни в единичном „объеме пространства {N),  разделить на число эле
ментарных слоев с толщиной, равной среднему пробегу носителей 
при однократных взаимодействиях с частицами вещества (Z), 
то получим число мест однократных взаимодействий, отнесенное
к единичной площади поперечного сечения • Это же число
мест определяется отношением единичной площади поперечного 
сечения к площади эффективного сечения каждого взаимодей
ствия ■ Из равенства

N  _  1
1 / Г ~  ^

получаем формулу (3,21).
На основании (3,21) коэффициент диффузионного переноса 

энергии определяется формулой:

 ̂ (3,22)2 NQ

Чем больше средняя скорость перемещения носителей (с) 
и чем меньше суммарное эффективное сечение взаимодействий 
носителей с частицами вещества в единичном объеме (jVQ), тем 
больше коэффициент диффузионного переноса энергии (а). При 
полном отсутствии взаимодействий понятие диффузионного пере
носа теряет смысл. В этом предельном случае не существует также 
и градиента объемной плотности энергии, и лучевой поток носите
лей определяется формулой (3,8).

Числовой множитель  ̂ формулах (3,16) и (3,22) отвечает
приближенному расчету. Но так как коэффициент переноса тепла 
обычно определяется экспериментально, то приближенный расчет 
числового множителя не влечет за собой каких-либо погрешностей.

Более важно отметить, что в актах однократного обмена энер
гией носителей с частицами вещества может и не успевать устанав
ливаться термодинамическое равновесие. При этом путь свобод
ного пробега носителей Z =  ст не будет отвечать требуемому вре
мени, так называемой релаксации микросистемы (т * >  т).

Если, например, для переноса энергии поступательного дви
жения молекул в газах еще можно предположить, что на пути 
среднего свободного пробега молекул осуществляется переход 
к термодинамически равновесному состоянию, то в отношении 
энергии вращательного и колебательного движения молекул время
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перехода т =  - i  может быть далеко не достаточным для необходи- 
с

мого времени релаксации микросистемы (т <  т* или т <  т^).
В этих условиях для определения коэффициента переноса 

энергии требуется большой путь переноса 1^= ст^.
Для представления о величине среднего пути переноса газо

вых молекул между соударениями молшо привести следующие 
характерные величины для воздуха нрн нормальных условиях 
(давление 760 мм рт. ст., температура 0° С).

Число молекул в единичном объеме N  ^  2,7-10“®^^; средняя

скорость перемещения молекул с ^ 4 8 5  м/сек; средний свободный 
пробег молекул Г= 0,85-10’ ’  м (0,85-10"^ мм); среднее время 
пробега молекул между соударениями т ^  0,175 • 10““'' сек.

Таким образом, даже если время релаксации при переносах 
энергии в газах т* будет на четыре порядка больше времени про
бега молекул между соударениялш =  10^^, то все же путь пере
носа сг^ в газах при нормальных условиях будет достаточно 
мал (l^<i 1 мм). С повышением давлен1гя путь переноса энергии 
в газах еще уменьшится.

Однако в разреженных газах и газах при очень высокой тем
пературе путь переноса энергии 1̂ , отвечающий времени релакса
ции микросистемы, может быть значительным, особенно при пере
носе таких форм энергии, которые слабо меняются при соударе
ниях молекул (энергия электронов и др.).

Особое значение путь переноса/*, отвечающий времени релак
сации микросистемы т„. в газах, может иметь в процессах переноса 
энергии в тонких пограничных слоях текущих масс газа у поверх
ности обтекаемых тел. При переносе энергии в тонком погранич
ном слое газа могут быть существенные отклонения от условий 
термодинамического равновесия. Напрпмер, ионизированные 
молекулы газа в условиях высокой температуры в отдалении от 
холодной стенки могут легко достигнуть стенки без существен
ной рекомбинации в пограничном слое.

При рассмотрении переноса энергии с участием других носи- 
теле!! (не газовых молекул) особенности переноса, связанные с ре
лаксацией микросистем, также необходимо учитывать.

В особых случаях теплопроводности, когда длина пути пере
носа носителей энергии в среде соизмерима или даже больше 
размеров тела, формула (3,18) не удовлетворяет математическому 
описанию процесса теплопроводности и для этого требуются иные, 
более сложные теоретические предпосылки. Однако даже и в этих 
особых случаях распространения тепла приближенно все же удает
ся применять формулу (3,18) для описания теплопроводности 
тела.
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§ 4. Конвекция

В текущих средах (жидкостях, газах, раздробленных сыпучих 
массах твердых тел) перенос энергии, помимо теплопроводпости, 
осуществляется перемещением масс среды. Такой конвективный 
перенос энергии наблюдается, например, при течении жидкостей 
и газов в различных каналах и при обтекании тел, при течениях 
воздуха внутри помещений, при различных перемещениях воз
душных масс в атмосфере Земли, при течениях в водных простран
ствах морей и океанов и т. п.

Для определения конвективного переноса массы служит удель
ный поток массы

' кг
Чтив M - W Q  ,

где W — вектор скорости потока,
Q — плотность среды.

Удельный поток конвективного переноса тепла определяется
произведением вектора конвективного переноса массы (^конвм) 
на тепловую энергию единичной массы (суТ):

gmunT =  WQCvT ^  . (4,1)

Даже при небольпшх скоростях течения среды (w) удельный 
поток конвективного переноса тепла значительно превосхо
дит удельный поток переноса тепла теплопроводностью среды
(?конв г >  9т) • В связи с этим конвективный перенос тепла играет 
преимущественную роль во многих случаях теплообмена.

Во многих случаях конвективный перенос тепла осуществляет
ся потоками неоднородных сред: газо-жидкостпых, паро-жидкост- 
ных, капельно-газовых, капельно-паровых, газо-песочных и т. д. 
(кипящие жидкости, конденсирующиеся пары, распыленные жид
кости в газовых и паровых потоках, кипящий слой мелких зерен 
при продувании газом и т. п.).

Во всех этих и других неоднородных средах конвективный 
перенос тепла оказывается более сложным, чем в однородных сре
дах жидкостей или газов.

Наряду с тепловой энергией единичной массы среды {суТ) 
конвекцией переносится также кинетическая энергия движущейся
среды и ее потенциальная энергия {Е^), которая включает:
энергию давления (pv) и энергию возможных превращений отдель-
ных компонентов среды ^  Qi — парциальная плотность
отдельных компонентов, Ei — соответствующая энергия превра
щений). Таким образом, в общем случае вектор конвективного пере
носа энергии определяется произведением удельного потока массы
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( w q ) на суммарную энергию единичной массы среды;

gmuBE =  WQ(^cvT +  pv +  ^ + ^ ^ ' ^ - ^  . (4,2)

Как известно, сумма
гг, , . дж

СуТ pv — l ------KQ

представляет энтальпию единичной массы среды и поэтому вектор
конвективного переноса энергии определяется формулой:

, 0̂ 2 'ZoiEt \  вт , ,
9koiibE =  0'Q +  ^  -1-----^ )

Необходимо иметь в виду, что при различии концентраций 
отдельных компонентов среды в отдельных местах потока осуще
ствляется диффузионный перенос компонентов, а следовательно, 
и диффузионный перенос потенциальной энергии возможных пре
вращений. Вектор диффузионного переноса потенциальной энер
гии определяется аналогично вектору диффузионного переноса 
тепла:

9дифЕ =  --О г. Д  {QiEi) ^  , (4,4)

где Di^j — коэффициент диффузии i-oro компонента среды.

§ 5. Турбулентный перенос энергии

В турбулентных потоках жидкостей и газов перенос тепла в зна
чительной мере осуществляется неупорядоченным перемещением 
или дрейфом отдельных возмущенных клочкообразных масс сред1,1 
в потоке. Эти дрейфующие, сравнительно большие, массы среды 
в потоке удается рассматривать как множество отдельных моляр
ных или турбулентных носителей энергии, которые, перемещаясь 
в различных направлениях пространства, способны переносить 
энергию. Диффузионный характер дрейфующих турбулентных 
масс в потоке позволяет применить для определения удельного
потока турбулентного переноса энергии формулы, аналогичные
молекулярному переносу тепла:

9турб!7= 0-ту^^и, (5,1)
—>  -----

9'турб т — — ^TypoV-/, (5)2)
где и  — средняя во времени объемная плотность энергии среды 

в данном месте пространства,
Т — средняя во времени температура среды,
Ятурб И ?̂ турб — коэффициенты турбулентного переноса тепла 

и теплопроводиостн.
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Коэффициент турбулентного переноса тенла определяется 
аналогично коэффициенту молекулярного переноса: произведе
нием средней скорости дрейфа (стурб) на среднюю длину пути пере
мещения турбулентных масс при их взаимодействии (/турб)-

<̂ турб ' ' Стурб • т̂урб-

Вследствие много большего пути переноса турбулентных масс 
Б потоке среды по сравнению со средней длиной пути переноса 
молекулярных носителей в среде (/турб >  м̂ол): несмотря на сущест
венно меньшую скорость дрейфа турбулентных молей (с у̂рб <  Смол)> 
коэффициенты турбулентного переноса тепла и турбулентной 
теплопроводности оказываются значительно большими коэффи
циентов «мол и >1„ол-

Коэффициенты турбулентного переноса определяются экспе
риментально и, как показывает опыт, находятся в зависимости, 
от турбулентного состояния потока, определяемого скоростью 
течения масс (wi) и характернглм геометрическим размером тела 
(Zi), взаимодействующего с потоком (диаметр канала, размер 
обтекаемого тела):

^̂ турб =  yiWili. (5,3)
В этой формуле для определения коэффициента турбулентного 

переноса тепла множитель х находится экспериментально и, как 
оказывается, зависит от условий образования турбулентного 
потока (течение в каналах, обтекание тел, истечение струй) и в не
которой мере зависит от критерия Рейнольдса f  Re =  , где

V

V — кинематическая вязкость среды ̂  .

Энергия турбулентных молей (етурб) определяется энергией 
всего неоднородного множества молекулярных носителей, заклю
ченных в турбулентных молях. В процессе переноса энергии тур
булентными молями вещества в потоке среды одновременно осу
ществляется сложный нестационарный перенос энергии молеку
лярными носителями в самих турбулентных молях. В этих усло
виях интенсивный перенос турбулентных масс в потоке порож
дает значительную неоднородность температур в пространстве 
и во времени. Время уничтожения температурных неоднородно
стей зависит от размеров турбулентных молей, и для описания 
процесса турбулентного переноса тепла неизбенхпо приходится 
пользоваться осреднепнымп значениями температуры. Особенно 
заметными температурные неоднородности в турбулентном потоке 
оказываются в местах больших градиентов температур, например 
у обтекаемой стенки с отводом или притоком тепла на поверхности.

Если среда в турбулентном потоке способна к тем или иным 
превращениям, то наряду с турбулентным переносом тепла осу
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ществляется турбулентный перенос потенциальной энергии пре
вращений компонентов среды:

9 т у р б £ =  (QiEi), (5 ,'4)

где )̂турб — коэффициент турбулентного переноса г-ого компонента 
среды,

Qj — парциальная плотность г-ого компонента,
Е — энергия превращения j-oro компонента.

§ 6. Излучение

В отличие от теплопроводности и конвективного переноса, 
перенос энергии излучением имеет совершенно иной характер. 
Носителями лучистой энергии являются электромагнитные волны, 
или в ином представлении — фотош.1. Скорость перемещения этих 
носителей огромна и в вакууме приблизительно равна 300-10® м!сек 
(скорость света). Так как все тела, находящиеся в пространстве, 
имеют температуру, превышающую абсолютный пуль, то все они 
в той или иной мере способны излучать энергию. Следовательно, 
в любом месте пространства всегда осуществляется перенос энер
гии излучением. Лучистый перенос энергии, как и в случаях 
теплопроводности и конвекции, можно также определить в е к- 
т о р о м  и з л у ч е н и я .

Однако простые диффузионные представления о перемещении 
носителей энергии излучения с равномерной интенсивностью 
во всех направлениях пространства здесь не всегда применимы, 
и вектор излучения в общем случае имеет сложный и н т е 
г р а л ь н ы й  характер.

А . Перенос энергии излучением

Интенсивность j i {v)  потока носителей энергии излучения 
можно определить как вероятное количество фотонов частоты v,

—►
переносимых сквозь единичную площадку по направлению I 
нормали к площадке и поступающих из единичного простран
ственного угла, расположенного на оси I (рис. 6). Интенсив-
ность энергии излучения /г (v) по направлению I определяется 
произведением:

/z (v ) =  / i (v )e (v ) ,  (6 ,1 )

где e (v ) — энергия носителей излучения частоты v.
При прохождении радиации в слое частиц вещества, которые 

способны взаимодействовать с радиацией, иптснсивность энергии 
излучения / ; ( v )  изменяется. Если выделить элементарный слой 
толщиной 61, равной среднему расстоянию между частицами
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вещества среды, которая способна поглощать и рассеивать 
радиацию (рис. 7), то после прохождения радиацией рассматри
ваемого слоя интенсивность ее ослабляется и может быть опре
делена как

/г+бг (v) =  (1 -  бфосл)

где бфосл =  — относительное эффективное сечение ослабле
ния радиации в рассматриваемом слое среды (2 б/^осл — 
суммарная площадь эффективного сечения всех ослаб
ляющих радиацию частиц вещества среды на площади F 
в слое Ы).

Рис. 6. к  определению ин
тенсивности потока носите

лей энергии излучения

Рис. 7. К определению ослабления интен
сивности энергии излучения в слое среды

где бфи

Интенсивность энергии собственного излучения 6В (v) частиц 
вещества среды в рассматриваемом слое толщиной 61 опреде
ляется произведением относительного эффективного сечения бфизл 
лучеиспускания частиц среды в слое на интенсивность энергии 
собственного излучения вещества В (v):

б5(лО =  бфизл-5М ,

-относительное эффективное сечение лучеиспу
скания в рассматриваемом слое среды (Е б /’изл — суммарная 
площадь эффективного сечения всех излучаюпщх частиц 
вещества среды на площади F  в слое Ы).

Это собственное излучение вещества среды в слое увеличит 
интенсивность проходящего через слой излучения I m i {'v) так, 
что для него можно написать следующее равенство:

1м1 (v) =  (1 — бфосл) h  (v) -t- бф„дл5 (v).

Если не учитывать рассеянной радиации в направлении I 
и ограничиться лишь собственным излучением среды, то раз-
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Ь ш  (v) — /г  (v) =  — бфосл/г (v) +  бфизл^ (v) 
представляет полное изменение интенсивности излучения в слое

—»•
среды по направлению I.

Допуская линейное соотношение
l Mi { v ) - I l { v )  dh{^)

61 dl ’
получаем следующее уравнение переноса энергии излучения 
частоты (v) в ослабляющей и излучающей среде;

^  == ('') +

Величина ^  представляет собой относительное
эффективное сечение ослабления интенсивности радиации в эле
ментарном слое. Величину -^ ~ ^  =  А: (v) 1/Jvt называют к о  эф фи-

о/
ц н е н т о м  о с л а б л е н и я  с р е д ы  для интенсивности прохо
дящей радиации.

Ослабление интенсивности радиации в среде в общем случае 
вызывается поглощением и рассеиванием радиации частицами 
вещества. Если обозначить коэффициент ослабления интенсив
ности радиации вследствие поглощения a (v ), а вследствие рас
сеяния— P(v), то коэффициент общего ослабления определится 
суммой:

* (v ) =  a (v ) +  P(v). (6,3)

В е л и ч и н а  представляет собой относитель
ное эффективное сечение лучеиспускания вещества в элементар
ном слое. Величину — (v) ijM можно назвать к о э ф ф и 
ц и е н т о м  с о б с т в е н н о г о  л у ч е и с п у с к а н и я  с л о я  
с р е д ы .

Пользуясь коэффициентами A(v) и (v), уравнение переноса 
энергии излучения можно представить в следующем виде;

'? ^ )  =  _ A (v ) / , ( v )  +  e , ( v ) S ( v ) .  (6,4)

Произведение коэффициента (v) на интенсивность собствен
ного излучения вещества среды В  (v) представляет интенсив
ность /y (v )  собственного излучения единичного объема среды.

Если вещество среды заметно не рассеивает радиацию, а только 
ее поглощает [P(v) <  ct(v)], то

=  -  а (V)  h  (V)  +  (V)  В (v). (6,5)

ность
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Если вещество среды обладает только тепловым, ила темпера
турным, излучением, т. е. излучением, отвечающим тепловому 
состоянию среды (это излучение отвечает также излучению абсо
лютно черного тела), то в условиях общего термодинамического 
равновесия среды ни1{акого изменения интенсивности радиации 
быть не может и, следовательно;

dll (V) п 
dl

ИЛИ
a (v ) / , ( v )  =  e  ̂{v)B{v) .

Так как в условиях термодинамического равновесия интенсив
ность радиации частоты (v) однозначно определяется температу
рой (Г), не зависит от свойств среды и тождественно равняется 
интенсивности энергии излучения абсолютно черного тела при 
данной температуре В{у, Т), то в этих условиях

В соответствии с этим в изотермической среде, способной 
только к температурному излучению, существует равенство

a(v)  =  e,^(v). (6 ,6 )
Таким образом, приходим к важному выводу о том, что в усло

виях термодинамического равновесия поглощательная и излуча- 
телъная способности всех веществ для тепловой радиации одина
ковы. В этом заключается з а к о н  К и р х г о ф а  для тепло
вого излучения тел.

Если собственное излучение среды [е^ (v)5(v)] оказывается 
много меньше ослабляемого средой внешнего излучения [A;(v)/i(v)]

i ^ { v ) B { y )  -С h{v)  Ii {v) ,

то уравнение (6,4) переноса энергии излучения в среде переходит 
в известный з а к о н  Б у г е р а :

^ = _ f t ( v ) / , ( v ) .  (6,7)

Интегрированием дифференциального уравнения

в пределах заданной толщины слоя между точками Л и М  на пути 
Sam (рис. 8), при неизменном коэффициенте ослабления радиа
ции к{у), получаем интегральную формулу закона Бугера:

/z.A f(v) =  /i,A (v)e-"''')*AM . (6 ,8)

Произведение k{v)sAM представляет собой безразмерную оп
тическую плотность среды для проходящей через нее радиации.
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Эту величину называют также к р и т е р и е м  Б у г е р а  
{В и. =  ks).

Если коэффициент поглощения в рассматриваемом слое среды 
Sam не сохраняется постоянным, то оптическая плотность слоя 
среды вычисляется интегралом

м
В и = ^  k{v,  P)dl ,

А

где к (v, Р)  — коэффициент ослабления радиации в текущем 
месте Р  слоя среды sam на расстоянии от А до М.

Отношение
и

-  f  h(v. P)dl

определяет пропускаемость^ или прозрачность, слоя среды толщп-
м

ною б'ддх с оптической плотностью В и =   ̂ k{v,  P) dl  для посту-
А

пающей в сло11 радиации I i, a {v).
Величина

м
-  (( h(v, P)dl

^( v )  =  l - Z ) ,^ ^ ( v )  =  l - e  А (6 ,10 )

определяет ослабляемость этого слоя.
Уравнение (6,4) для переноса энергии излучения можно 

ироинтегрировать и в общем случае, когда собственное излуче
ние среды играет внолне заметную или даже основную роль. 
Для интегрирования этого линейного уравнения достаточно при
менить следующие физические соображения.

Суммарная интенсивность радиации поступающей
но направлению I в место М  слоя среды (рис. 8), склады
вается из:

1) интенсивности радиации, поступающей в место М  слоя
М

-  ft ( V ,  Р) dl ■

среды Sĵ î с границы слоя А, ослабленной в е раз, и
2 ) суммарной интенсивности радиации, поступающей в место

М  от собственных излучений всех элементарных слоев среды
в пунктах Р, расположенных на расстоянии от А до М, ослаб- 

м
-  J ft (V, Р) dl

ленных в е ^ раз.
34



Таким образом, решение задачи представится следующим 
интегральным уравнением-.

м и
-  J  h  ( V ,  Р) dl М  _  1̂' ft ( V ,  Р )  d l

Ii ,M{v)  =  Ii,Ae  ̂ - ' r ' ^d l - e ^ { v , P) Bi _p { v ) e  р

(6,11)
где произведение dl-e^{v,  P)Bi^p{v)  представляет собственное 
излучение элементарного слоя среды в текущем месте Р.

Рис. 8. К выводу интегр.альной формулы 
закона Бугера

Для чисто поглощающей среды [/i;(v) =  a(v)] и для собствен
ного температурного излучения среды, подчиняющейся закону 
Кирхгофа [8  ̂ (v) =a ( v ) l ,  интегральное уравнение запишется:

м
-  h ( V ,  Р) dl 

И
М - | a ( v ,P ) d !

dl-a{v,  P ) Bp { v ,  Т) е (6 ,12)

Для изотермического слоя среды, у которого В (v, 7") >

'n =  B{v ,  7’) [ 1 - е - “ <'’’ ^>*^^Л, (6,13)
отношение

' д ” ! ‘  -  ‘ .дм Т)  (6,14)

представляет степень черноты температурного лучеиспускания 
изотермического слоя среды толщиной с коэффициентом 
поглощения a(v , 'Г).

Для слоя, у которого a (v , »  1, (v, 7’) —> 1; для
слоя, у которого a(v,  Т) ^  1 , >a(v,  T)6l.
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Уравнение переноса энергии излучения можно получить 
и в общем случае ее распространения при пестациопарпом про
цессе накопления или убыли лучистой энергии в рассматриваемом 
месте пространства. Для определения изменения интенсивности 
энергии излучения во времени н по направлению воспользуемся 
понятием так называемой с у б с т а н ц и о н а л ь н о й  п р о 
и з в о д н о й ,  которая представляет собой полное изменение 
той или иной субстанции во времени вследствие ее наконления или 
убыли в данном месте и вследствие ее конвективного переноса. 
Применительно к изменению интенсивности энергии излучения
частоты V в направлении I имеем:

d li(^ ) d h (v )  5 / , ( v )
dx -  дх di '

где с — скорость распространения энергии излучения. Имея 
, dlв виду, что ах =  — , приходим к следующему равенству:

d ll  (V , (V) d ll  (V) ,  гч

В связи с этим уравнение переноса энергии излучения (6,4) 
для нестационарных процессов ее распространения запишется 
в виде следующего равенства:

- a ( v ) / a v )  +  e , ( v )5 (v ) .  (6,16)

Интенсивность энергии излучения в рассматриваемом месте 
пространства является сложно11 функцией трех координат х, у, z:

Ii{v)  =  Ii{v,  x , y , z ) .

Согласно правилу дифференцирования сложных функций, 
имеем:

dli(\)_ dliiy) dx a/;(v) dy 5 /,(v) dz
dl dx ' dl~^ dy ' dl dz ' dl '

Вводя направляющие косинусы углов

cos (I, oc) =  ^ ,  cos (T, y) =  % ,  cos (7, z) =  ~ ,  

уравнение переноса энергии излучения можно записать в виде:

1  Щ М  4- - L  (v) cos (Т, а:)] - f  ~  [Тi (v) cos (l, y)\ -t-

+ -| r [^i(v)cos(T, z ) ] =  - a ( v ) / , ( v ) - b e * ( v ) 5 ( v ) .  (6,17)

Б. Уравнение распространения энергии излучения

36



Умножая все члены этого равенства на элементарный телес
ный угол d(A II интегрируя в пределах полного пространствен
ного угла сй =  4я, получаем:
ди (V) . д

дх д х

д Г
дт.

 ̂ /г (V) COS (7, ж) dco J +  ^  [   ̂ /i(v)cos(7, ?/)d(o J +
4Я) (4Я)

 ̂ /^(v)cos(T, z)dco =  — a(v)  c t /(v )+  £ у  (v), (6,18)
(4я )

где и  (у) — ^   ̂ Ii (v) dco — объемная плотность лучистой
(4Я)

э н е р г и и ,

Еу  ( v )  =   ̂ 8ф ( v )  В ( v )  d(a — представляет собственное и з л у -
(4Я)

ченпе среды, находящейся 
в единичном объеме.

Величины

 ̂ Ii (у) cos {I, х) d(£),  ̂ Ii {v)  cos (I, ij) da,   ̂ Ii (v) cos {I, z)da>
(4Я) (4Я) (4 я )

позволяют рассматривать их как проекции некоторого вектора
7л (v), который называют в е к т о р о м  л у ч и с т о г о  п о т о к а
э н е р г и и .  Пользуясь ортами единичного вектора i, /, к, вектор 
лучистого потока можно определить суммой:

Ял (V) =  Ял. ж ( v )  i +  г/л, у  ( v )  /  +  д а .  Z  (V) к. (6,19)

Проекции вектора Ял,х(' )̂, дл,у{^),  ? л ,  г ( ^ )  представляют 
собой результирующий перенос лучистой энергии сквозь проек
цию площадки на плоскость, перпендикулярную направлениям 
X,  у, Z.  Это легко видеть, если написать следующие равенства:

I i  ( v )  c o s  (I,  x ) d w =   ̂ / + ;  ( v )  c o s  {I ,  x) da —
(4 я )  ( +  2Л)

—  1 - 1  ( v )  COS (7, x) da =  ( v )  -  E _ ^  ( v )  =  ( v ) ,
( - 2Л)

 ̂ Ii (v)  cos {I, y) da =   ̂ f+i (v) cos {I, y) da —
(4 я )  ^  ( +  2Я)

—  ̂ I - i { v ) c o s ( i , y ) d a  =  E + y { v ) - E - y { v )  =  q„_y{\),
( - 2 Я )

(6,20)
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 ̂ Ii (v) COS (I, z) da =   ̂ 1+1 (v) cos (I, z)d(x> —
(4Я) + 2 k

—   ̂ /_;cos(X z)dco =  £'+2 (v) — £'-z(v) =  9 n, 2 (v),
(- 2 Я )

где £'+3c(v); E+y{v)\ (v) — удельные лучистые потоки в направ
лениях +  ж, + у ,  + Z  сквозь проекцию площадки на 
плоскость, перпендикулярную х, у, z;

E-x{v) ;  E-y{v)\ (v) — то же в направлениях — х, — у, — z.
Применительно к задачам светотехники лучистый вектор был 

пснользован В. А. Фоком. В теории электромагнитного поля 
вектор переноса эиергпи известен как вектор Умова — Пойн- 
тинга. Существование вектора, определяющего удельную плот
ность потока энергии в общем случае, установлено Н. А. Умовым.

Пользуясь вектором лучнстого потока, уравнение распростра
нения энергии излучения можно записать в виде:
д и ^  +  =  Еу  (V) -  а (V) си  (V), (6,21)

или, применяя векторную операцию с11у(?л(^), имеем:

div 9л (v) =  £;v(v) — а (v)cC7 (v). (6,22)

Это уравнение и является уравнением расиространения энер
гии излучения частоты v. Оно выражает равенство, согласно кото
рому накопление или убыль энергии излучения в единицу вре
мени в единичном объеме пространства в сумме с величиной рас
хождения вектора лучистого потока представляет результирую
щее излучение среды в единице объема в рассматриваемый момент 
времени. При этом результирующее излучение определяется раз
ностью собственного излучения среды Еу{\) и поглощенного ею 
излучения a{y)cU{v)  в единичном объеме.

Особый интерес представляет распространение лучистой энер
гии в условиях локального термодинамического равновесия среды. 
В этих условиях результирующее излучение в рассматриваемом 
месте равно нулю как для Отдельных участков спектра (v), так 
и для всего спектра частот излучения v от О до оо:

E v { T ) - a c U ( T )  =  0, (6,23)

где Еу{Т)  =  (7 ')4я5(Г) — температурное излучение среды в еди
ничном объеме;

1) {Т)=  — АяВ{Т)  — объемная плотность температурного из
лучения.

Из равенства
E y { T ) ^ a c U ( T )
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следует уже известное соотношение коэффициентов излучения ино- 
глощенпя среды при температурном равиовеснп (закон Кирхгофа):

^  =  1. (6,24)

При условии термодинамического равновесия уравпенпе рас
пространения лучистой энергии представится в следующем виде:

4^-1 d ivg„ =  0 (6,25)

или в раскрытой форме это уравнение запишется:
9U J ж ддл, у Z _  п
дх дх ‘ ду 8z

Полученное уравнение представляет обш;ую теорему Н. А. Умо
ва о переносе энергии, согласно которой «всегда существуют три 
функции q ,̂ Qy, Qz, обладающие тем свойством, что сумма их 
первых производных но осям х, у, z дает уменьшение плотности 
энергии в единицу времени в данной точке тела. Эти функции мо
гут быть названы токами энергии».

В общем случае при отсутствии термодинамического равнове
сия в. среде для излучения всех возможных частот спектра от О 
до со уравнение распространения лучистой энергии запишется 
в виде:

- f  div дл =  5 ('') ^  ('v) dy — da a (v) Ii (v) dv.

(6,26)

dU

(4it) ii (4it)

§ 7. Уравнение распространения энергии

A . Общий случай распространения энергии

В общем случае перенос энергии различными носителями осу- 
и];ествляется в нестационарных условиях ее наконленпя или убыли 
и сопровождается разными действующими источниками энергии. 
Последними могут быть, нанример, электронагрев, работа сил 
внутреннего трения в текущей, сжимаемой и деформируемой 
среде ИТ. п.

Баланс энергии в общем случае ее распространения можно 
записать следующим равенством:

dQx =  d  (^диф ^конв +  <?луч) +  dQ^i. (7 ,1 )
Общая производи-Изменеиие энер

гии в объеме V 
за время dx, дж

Приток энергии в объем V 
диффузией, конвекцией и 
излучением за время dx, 

дж

тельность источ
ников энергии в 
в объеме V за вре

мя dx, дж
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Рассмотрим подробнее отдельные члены записанного равенства:
1 ) изменение энергии в объеме У за время dx складывается 

из изменения тепловой энергии среды, находящейся в объеме У,

Рис. 9. К выводу уравнения рас
пространения энергии

изменения ее кинетической энергии, изменения потенциальной 
энергии среды и изменения лучистой энергии (t/луч) в объеме V:

dQ^=  J d (Q C v r)d F +  J d { Q  +
(V) (V)

+  5 d{QEn)dV+  5 dUny^dV-, (7,2)
(V) (V)

2) результирующий перенос энергии диффузией, конвекцией 
и излучением осуществляется через ограничивающую поверх
ность F  рассматриваемого объема V и за время dx составит сле
дующую величину:

-ь
^ (^дифЧ“ ^конв ^луч) =  — Ф (9диф, п+^конв, п +  ̂ 'пуч, п) (7,3)

$
где (?пиф. „, ?конв, П, Ялуч. П — проекции векторов диффузионного 

и конвективного переноса энергии, а также вектора
излучения энергии на направление внешней нормали п 
к элементу поверхности dF (рис. 9);

3) производительность источников энергии в объеме V за время 
dx представляет следующий интеграл:

d Q .=  J q„ (V)dVdx ,
(V)

О Л )

/тг\ втгде ^?и(^)--з— удельная производительность, или мощность, нсех 
источников энергии в данном месте объема V.
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в  результате подстановки (7,2), (7,3) и (7,4) в (7,1) получаем 
равенство

5 [d(QCvT’ ) +  d ( д ^ ) + й ( с £ п )  +  й£/луч
(V)

d V  =

=  -  §  ( 9 д и ф , п + 9  К О Н В , П +  qny4 .n)dF-dx+  ̂ qa{V)dVdx.  (7 ,5 )
(F )  (У)

Пользуясь теоремой Остроградского — Гаусса о преобразова
нии поверхностного интеграла в объемный, имеем:

^  (9диф, п  +  9конв, п +  9луч, п) dF =   ̂ div (9диф +  9конв +  9луч) 1
(V) (V)

где div (д'дифЧ- к̂онв +  9луч) — дивергенция, или расхождение, сум
марного вектора переноса энергии в единичном объеме 
диффузией, конвекцией и излучением.

Пользуясь этим равенством, баланс энергии в рассматриваемом 
объеме V можно представить следующим интегралом:

S +  Q -Ь Q^n +  С^луч^+
(V)

+  d iv  (9д„ф + дк он в  +  9луч) — dV =  0. (7 ,6 )

Так как равенство нулю этого интеграла сохраняется для про
извольного объема У, то оно будет выполняться и для любого 
кусочного объема.

При условии непрерывности изменения всех подынтегральных

функций Т, Ей, t/луч. 9диф, ?конв, ?луч, будет ВЫПОЛНЯТЬСЯ равен
ство нулю и всей подынтегральной суммы:

(^QCvT -Ь Q Q ^ ^ n  + t/дуч^ +

+  div (̂ диф +  9конв +  9луч) — 9и — О- (7>7)
Полученное равенство и представляет собой уравнение рас

пространения энергии в различных телах п средах. Отдельные 
члены этого уравнения выражают изменения и результирующие 
переносы различных видов энергии в единичном объеме в единицу

вт ^времени ^  ; рассмотрим пх подробнее:

Еп =  +  — потенциальная энергия единично!! массы среды,

включающая энергию давления (^pv— и энергию воз
можных превращений в среде (фазовых, химических, 
атомных);
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9диф =  +  9дифЕ =  ~  {QCvT) — — вектор диффу
зионного переноса энергии, представляющий суммарный 
диффузионный перенос тепла (дсуТ)  и потенциальной энер
гии возможных превращений в среде (SQj/Jj);

9конв =  K)Q f +  ^  +  ^  J  — вектор конвективного переноса энер
гии, который включает конвективный перенос: энтальпии 
(i), кинетической энергии п потенциальной энергии

возможных превращений едиршчной массы среды;

9луч — лектор лучистого потока энергии, определяемый состав-
со

ляющими 9лу,, .J.. =  dv 7;(v)cos(Z, Xt)doi (i =  1, 2, 3),
b ( in)

где V — спектральная частота излучения, / ;  (v) — интенсив
ность энергии излучения, с?со — элементарный телесный 
угол;

и̂ — удельная производительность (мощность) различных источ
ников энергии в единичном объеме (работа внутреннего 
трения, электронагрев и т. п.).

Имея в виду, что сумма Су?’ +  рт =  СрГ =  г ^  представляет
собой энтальпию единичной массы среды, и заменив вектор 
переноса тепла (QCyT) на эквивалентную величину ac^V (qi), 
уравнение распространения энергии можно записать в следую
щем виде:

д г f . . ■т’̂  , 20iZ?A 1 , л- Г Z'- , , SoiEf

dU TrVXT
- f  div [ -  aV (Qt) -  Е/)г, jV (Qi^Ol +  +  div ддуч =  и̂- (7,8)

Если кинетическую энергию движения единичной массы среды 
представить эквивалентной величиной энтальпии среды:

w'̂  _  Г|
— СрОкиН!

( ? )

то можно ввести условное понятие кинетическои температуры 
движущейся массы среды:

0кин =  | ^ .  (7,9)

Сумма температур, отвечающих тепловому состоянию среды (Т) 
и кинетической энергии движущихся масс среды (0„ип), пред
ставит обобщенную условную температуру

Г^ =  7’ +  0нш1°К. (7,10)
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Эта условная температура отвечает тепловому состоянию 
полностью заторможенной среды и поэтому называется т е м п е 
р а т у р о й  т о р м о ? к е н и я .

При больших скоростях перемещения масс среды или при 
движении тел в среде с большой скоростью кинетическая тем
пература (0кип) может быть не только соизмеримой, но и значи
тельно превышать температуру теплового состояния среды 
(0КИН Т).

По пути введения условных температур для характеристики 
процессов переноса и превращения энергии можно пойти и да
лее. Можно, например, ввести условное понятие температур 
для энергий различных превращений компонентов в среде: фа
зовых, химических, атомных;

20превр =  0фа8 “Ь 0ХИМ +  Эат, (7,11)

где 0фаз = — температура фазового превращения в среде;
Q®p

0ХИМ =  — температура химического превращения
Q'̂ p

в среде;
й — -^температура атомного превращения в среде;

QCp
бфаз, бхим, бат “  парциальные плотности компонентов среды, 

подвергаемых соответствующим превращениям;
^Фаз, Ехии, £ат — энергии соответствующих превращений еди

ничной массы компонентов;
QCp= SQjCp. — сумма произведений парциальной плотности 

и теплоемкости отдельных компонентов среды (сум
марная плотность среды Q =  2 Q;).

Так11М образом, температура возможного теплового состояния 
движущейся среды, подвергаемой различным превращениям, 
представится суммой:

Tifif, = T -Н 0ЮШ Ч’ 20превр °К. (7,12)
Для сред, способных взаимодействовать с внешним излуче

нием в различных частях спектра, сумма членов, представляю
щих изменение лучистой энергии в единичном объеме в единицу 
времени, определяется разностью энергии собственного излуче
ния среды, находящейся в единичном объеме (^„зл v), и энергии 
поглощенного средой внешнего падающего излучения (Z?nornv)-

На этом основании имеем равенство
Р)Т7 - >

“Ь d iv  9луч =  •Ё'изл V — ^'погпУ, (7,13)

СО

где i?H3n v =   ̂5 E^(v)i?(v)dv — собственное пзлучепие сре-
(4Я) О
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ды в единичном объеме: е* (v) — коэффициент собст
венного лучеиспускания, В (v) — интенсивность энер
гии собственного излучения частоты v, dco — элементар
ный телесный угол,

СО

^погл V =  \ rfcD \ а (v) /г (v) dv — поглощенное излучение сре-
(4Л) 6

ды в единичном объеме: а (v) — коэффициент поглоще
ния, (v) — интенсивность энергии внешнего падаю
щего излучения.

Пользуясь понятием условных температур, уравнение рас
пространения различных форм энергии, включая и энергию 
излучения, можно представить в следующей форме:

— - —  +  div {wQCpT^  ̂- к \ Т -  jVeCpGnpeBp) -Ь
"Ь Еизп V —  ^погл V =  Яч-

(7.14)
Целесообразно отметить, что это общее интегро-дифференциалъ- 

}we уравнение распространения энергии отражает существование 
связи различных изменений состояния текущей среды в любом 
месте со всеми окружающими местами пространства. Связь эта 
осуществляется через интенсивность собственного излучения сре
ды в рассматриваемом месте [i5(v)], и интенсивность падающего 
излучения [/;(v)l из окружения. Такая дальнодействующая свя
зующая роль излучения позволяет проводить оптические измере
ния и управлять процессами изменения состояния среды с по
мощью радиационных воздействий.

Z>. Частные случаи распространения энергии

Для сред, неспособных к испусканию и поглощению энергии 
излучения {лучепрозрачные среды), а также для сред, малопроз
рачных для излучения и находящихся с излучением в термодина
мическом равновесии div л̂уч =  0 ^ , уравнение распро
странения энергии запишется в виде:

а г , ш2 , ЕогЬ-. Л 1 , г-^ , 2Qi£'i \ ,

-f- div [ — aV (qO — (q;, Ei)] =  д^- (7,15)
Пользуясь понятием условных температур, это уравнение 

представится в иной форме:

— ^ -------------------- 1 div(o)QCp7'^* — XVT — yVQCpOnpoDp) =  ^u- (7.16)

В частном случае стационарного режима и при отсутствии 
каких-либо источников энергии (электронагрев, работа трения
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и пр.) уравнение распространения энергии сводится к равенству 

div (шоСрГ** -  -  SZ);, ,VQCp0npeBp) =  0 . (7,17)
Для нейтральных сред, неспособных к каким-либо превраще
ниям компонентов с освобождением пли связыванием энергии по
тенциальной формы (EQiEi =  0) и без учета излучения, уравнение
(7,16) запишется в виде:

дх

Если, кроме того, скорость течения среды достаточно мала 
(Окип <С Г), то получаем следующее уравнение конвективно-тепло
проводного переноса тепла при нестационарном режиме с источ
никами:

^ -^ ^ -^ A iv {w Q c ^ T -X ^ T ) =  q,,. (7,19)

В частном случае нейтральной неподвижной среды (да =  0) 
получаем уравнение распространения тепла теплопроводностью:

д(ос„Т )
J ^  +  d i v ( - ? . V r )  =  g„. (7,20)

Все эти частные формы уравнения распространения энергии 
являются исходными уравнениями при решении различных кон
кретных задач теплопередачи.

§ 8. Перенос энергии в среде на границе 
с поверхностью тела

Перенос энергии в среде на границе с поверхностью тела ослож
няется тем, что в приграничном слое носители энергии обмени
ваются не только с частицами среды, но и с частицами тела. Если, 
одиако, число носителей энергии столь велико, а средний свобод
ный пробег их в среде столь мал, что на обмене энергией в гранич
ном слое среды не сказываются особенности обмена энергией на 
граничной поверхности тела, то диффузионный характер переме
щения носителей в среде сохраняется во всех слоях среды до са
мой границы с поверхностью тела. При этом условии перенос 
энергии в граничном слое среды можно рассматривать на основе 
тех же соображений, которые были положены в основу вывода 
уравнения переноса энергии теплопроводностью (см. § 2).

Выделим элементарный слой среды на границе с телом тол
щиной, равной среднему пробегу носителей энергии (рис. 10 ). 
Допуская в этом слое, как и в других слоях, отдаленных от по
верхности тела, диффузионный характер перемещения носителей 
энергии со средней скоростью с, для определения результирую
щего переноса энергии в приграничном слое среды по направле-
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Ш1Ю HopAiajiii к поиерхностн F  имеем следующую формулу;

(8Д)

где {Up i7i)— разность объемных плотностей энергии в пригра
ничном элементарном слое среды.

Во всех последующих элементарных слоях среды, начиная от 
приграничного слоя, диффузионный перенос энергии по направ-

леипю пормалп к поверхно
сти определяется аналогичными 
формулами удельных потоков 
тепла:

( j p ,  ОО ---------------  U ( X i ) -

В пограничном слое среды 
у стенки осуществляется кон
вективный перенос тепла теку- 
щидш элементарными слоялпх 
среды. При больпп1Х градиентах 
скоростей, возникающих в эле
ментарных слоях при обтекаппи 
поверхности тел с очень боль
шими скоростями, выделяется 
большое количество тепла тре
ния. При соответствующих пе
репадах температур в погранич

ном слое могут иметь место различные превращения компонентов 
среды (фазовые, химические). Во всех указанных случаях удель
ные потоки теила qp,i,  qp, 2> в элементарных слоях погранич
ного слоя но направлению к стенке будут различными. Если, 
однако, заменить путь переноса энергии но направлению нормали 
к поверхности тела, на котором осуществляется перепад объем
ной плотности энергии {Up — Uco), условным слоем б, состоящим 
из п элементарных слоев I с равномерным перепадом объемной 
плотности энергии в каждом элементарном слое

U i - U i ^ i _ U p —Uoo

Рис. 10. К определению переноса 
энергии в среде на границе с поверх

ностью тела

т. е. допустить прямолинейный характер изменеппя объемной 
плотности энергии в пограничном слое (рис. 10 ), то для удельного 
потока переноса энергии к стенке получаем формулу:

qF =  \ "^ {U F -U o .) . (8,2)
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в  условиях локального термодинамического равновесия в среде 

U p  —  Uoi> — QCy { " i p  —  Too),

где QCv — средняя объемная теплоемкость среды,
Тр — Тсо — разность температур среды на границе с поверх

ностью тела и в отдалении от нее.
Имея в виду, кроме того, что у  с/ =  а представляет коэффи

циент диффузионного переноса тепла, а произведение aqcy — X — 
коэффициент теплопроводности, приходим к следующей формуле 
переноса тепла с поверхпости тела в окружающую среду:

Яр'=^{Тр~^Тоо).  (8,3)

мМножитель у  =  “  отражает эквпвалентнып перенос тепла теп
лопроводностью на пути перепада температур {Тр— Тсо) и пред
ставляет собой к о э ф ф и ц и е н т  т е п л о о б м е н а  т е л а  
с о к р у ж а ю щ е й  с р е д о й :

др — а{Тр — Тоо). (8,4)

Полученная формула отвечает известному закону Н ь ю т о- 
н а—Р и X м а п а для определения теплоотдачи тел в окружаю
щей среде. Множитель а называют также к о э ф ф и ц и е н 
т о м  т е п л о о т д а ч и ,  единицей измерения которого служит 

вт 
м'^град ■

Чем толще СЛ011 среды (б), в котором осуществляется услов
ный перенос энергии теплопроводностью с заданным перепадом 
температур (Тр — Тсо), тем меньше коэффициент теплоотдачи (а). 
Чем больше коэффициент теплопроводности среды (X), тем больше 
коэффициент теплоотдачи.

При обтекании тела средо11 слой с заданным перепадом темпе
ратур располагается вблизи границы тела, и толщина этого слоя 
(б) оказывается тем меньше!!, чем больше удельный ноток среды 
относительно поверхпости тела (ауд) (рис. И ).

Пом1!мо с!\орост!1 о б тек а н и я , на толщину н о гр ан !!ч н о го  сл оя  
су1цествеппое влияние оказывают размеры п форма поверхности 
тела, а также температура среды. 13се эти факторы соответствую- 
ш,им образом влияют и па коэффициент теплоотдачи (а). В третьей 
част!1 курса будут подробно рассмотрен!)! все факторы, онределяю- 
!!i,!ie коэффицпе!1т теилоотдач!! для р а зл 1!Ч!!ых случаев обте!<ания 
тел различн!>!ми средами. Здесь отметим лишь, что все те фа!<торы, 
которые способствуют уменьшению пути переноса б, будут спо
собствовать и повышепи!0 коэффициента теплоотдач!! а. Исходя 
!!3 этих соображенп!!, отыс!{1!ва!ртся и способы интепсиф!!кации 
те!!лообмена.
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Следует отметить, что в тонких пограничных слоях среды 
у стенки перенос энергии в некоторых случаях может осущест
вляться при отсутствии локального термодинамического равно
весия, нанример при переносе энергии носителями, отличающи
мися большой энергией и скоростью перемещения. В этих усло
виях коэффициент теплоотдачи среды к поверхности тела будет 
более высоким.

Во многих случаях перенос энергии в среде па границе с по
верхностью тела осложняется: помимо теплопроводности среды,

7

Рис. 11. Распределение температур в ио- 
граиичиом слое среды у степки при раз

личных скором ях течения

осуществляется радиационный иеренос энергии, может осуще
ствляться диффузионный и конвективный перенос энергии средой, 
истекающей из массы тела; на границе тела в среде могут иметь 
место химические и фазовые превращения (горение, сублимация, 
испарение, кипение жидкости, конденсация пара). Все эти и дру
гие сложные условия приходится учитывать при рассмотрении кон
кретных задач переноса энергии на границе с поверхностью тела.

Для того чтобы судить, насколько различен коэффициент тепло
отдачи в отдельных случаях переноса энергии, приведем некото
рые его величины, полученные из опыта. В условиях естествен
ной конвекции воздуха у поверхности плоской стенки при ком
натной температуре а =  10®-f-10^ вт1м^град. В условиях вы
нужденного течения этого же воздуха в зависимости от скорости 
перемещения коэффициент теплоотдачи может быть а =  
=  10  ̂ 10  ̂втЫ^град. При турбулентном течении /кидкостей в тру
бах, в зависимости от рода жидкости и скорости течения, коэффи
циент теплоотдачи находится в широком диапазоне изменения от 
10̂  до 10  ̂вт1м^град. В условиях кипения различных жидкостей
48



II конденсации паров величина а находится в диапазоне 
10^ 4-1 0 ** вт1м^град и выше.

В заключение следует отметить, что полученная формула для 
определения иереноса энергии с поверхности тела в окружающую 
среду

д р ^ с { и р — Uoo)

имеет общий характер для различных видов переноса энергии.
В четвертом разделе курса будет показано, что радиацион1п.1п 

перенос энергии с поверхности излучающего тела в окружающую 
среду также определяется подобной формулой:

Яр , луч — с {Up, луч — Uco, луч).
где Оь'.луч и со, луч — объемные плотности лучистой энергии па

границе тела и в отдалении от него. 
Таким образом, на основании детального рассмотрения раз

личных видов переноса энергии приходим к выводу о том, что 
результирующий перенос энергии во всех случаях осуществляется 
в сторону меньшей объемной плотности энергии и пропорциона
лен скорости носителя и разности объемных плотностей энергии 
на пути переноса.

 ̂ с. Н. Шорин



• Г л а в а  / /

ПЕРЕНОС МАССЫ

Перенос массы среды в пространстве может осуществляться 
как путем диффузионного проникновения отдельных носителей 
массы в сторону меньшей концентрации их, так и путем течения 
масс. Во всех случаях перенос массы сопровождается и переносом 
энергии, а во многих случаях и различными превращениями ее 
компопептов. Такой перенос массы осуществляется, например, 
в процессах испарения, кипения, конденсации, сублимации, окис
ления, горения и т. п. Перенос массы осуществляется также в раз
личных природных процессах: в атмосфере Земли, в земной коре, 
в водоемах, в живых организмах, растениях и т. и. Знание зако
номерностей процессов переноса массы, сопутствующих переносу 
энергии, необходимо для расчета различных технологических реак
торов U аппаратов.

Наиболее разработанной является теория переноса массы в га
зовых средах. Как и в случае переноса энергии, молекулярно- 
кинетическая теория газов позволяет выяснить основные законо
мерности явления переноса массы. Строгое изложение теории 
переноса массы в неоднородных газах сложно. Здесь, как п в тео
рии переноса энергии, ограничимся упрощенными представле
ниями о переносе массы в неоднородных газовых средах.

§ 9. Диффузионный перенос массы lasa

Л.  Молекулярный перенос массы

Для рассмотрения молекулярного диффузионного переноса 
массы в газе, состоящем из нескольких разнородп1,1Х молекул, вы
делим элементарный плоскопараллельный слой толпцпюй 7;, 
равной средней длине свободного пробега i-i.ix молекул газа.

В условиях равномерно распределенной иптепсивпости пере
мещения j-ых молекул газа во всех нанравлс1П1ях пространства
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со средней скоростью с;, которая в изотермических условиях диф- 
фузии сохраняется неизменной, количество молекул, входящих 
и выходящих сквозь единицу площади первой границы рассмат
риваемого слоя, определяется формулой:

<S'‘ )

где A'i — объемная концентрация i-ых молекул газа на первой 
границе рассматриваемого слоя.

Количество молекул, выходящих и входящих сквозь единицу 
площади второй границы слоя, составит:

=  (9,2)

где iVi — объемная концентрация i-ых молекул газа на второй 
границе рассматриваемого слоя.

Множитель 1/2 в этих формулах учитывает количество мо
лекул, перемещаемых в обоих направлениях -\-х ъ. — х.

Разность (д ’х, г — (/х+1., г) определяет результирующий перенос
i-ых молекул газа после однократного соударения их в рас
сматриваемом слое.

Если масса i-ых молекул т , ,  то формула для определения 
результируюд;его переноса массы i-ых молекул газа в рассма
триваемом слое представится в следующем виде:

=  (9,3)

Если концентрация i-ых молекул газа на обеих границах 
слоя сохраняется неизменной, то результирующий перенос массы 
в слое отсутствует:

Ях, i =  О-

Переходя от рассматриваемого слоя толщиною li к элемен
тарному слою толщиною dx и пользуясь простым линейным 
соотношением

N i — N i dNi
J. dx ’

a также имея в виду, что N inii =  Qi есть парциальная плот
ность массы i-ых молекул газа, для определения удельного 
потока массы г-ых молекул получаем следующую формулу:

1 -  7 дп: кг ,rv /ч
gx,i -  — J  Cih -Q-- . (9,4)

В условиях диффузионного перемещения молекул аналогично 
определяются и удельные потоки массы i-ых молекул газа
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и в других направлениях:

1 -  г dQi
qz,i — — 2 •

Формула (9,4) выражает известную гипотезу Фика для опре
деления диффузии в газах.

Величины ь Qz, I для диффузии f-ых молекул газа
в направлениях х, у, z ь каждом месте пространства можно 
рассматривать как проекции некоторого вектора qi в направ
лении I, так что

?iCos(7, х) =  дх,й giCos(l,  у) =  ду^г, cos (Z, z) =  qz, i.

Вектор qi называют в е к т о р о м  д и ф ф у з и и  м а с с ы .
Величины представляют собой изменение

скалярной величины парциальной плотности массы i-ых
молекул газа в направлениях х, у, z и определяются как 
проекции векторной величины градиента парциальной плот
ности среды gradQ;, или Vq,.

Таким образом, для определения вектора диффузии массы 
получаем следующую формулу:

(9.4')

Множитель Di  ̂  ̂=  M^jcen, представляющий произведение

средней скорости перемещения i-ых молекул газа (с;) на среднюю 
длину пробега их (1;), называется коэффициентом диффузионного 
переноса, или к о э ф ф и ц и е н т о м  д и ф ф у з и и .  Помимо пара
метров, определяющих состояние газа (температуры и давления), 
коэффициент диффузии i-ых молекул в газе зависит и от рода 
других компонентов газовой смеси. Поэтому целесообразно для 
коэффициента диффузии применять двойные индексы Di  ̂j, где 
под /  понимается ряд других компонентов в газовой смеси.

В. Турбулентная диффузия

В турбулентном потоке неоднородной среды отдельные воз
мущенные массы дрейфуют в пространстве, и таким образом 
осуществляется диффузионный перенос массы среды большими
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носителями — турбулентными молями. Турбулентную диффузию 
определяют аналогично молекулярной диффузии вектором тур
булентного переноса массы:

—> —
9турб, г =  — ^TypaVgi, (9>5)

где /)турб — коэффициент турбулентной диффузии, который анало' 
гично другим коэффициентам переноса определяется 
произведением средней скорости дрейфа турбулент
ных масс среды (стуро) на среднюю длину пути пере
мещения турбулентных носителей ( т̂урб)-

Как и в случаях турбулентного переноса тепла, коэффициент 
турбулентной диффузии определяется экспериментально и зави
сит от скорости турбулентного потока (iwi) и характерного размера 
тела (1{), с которым взаимодействует турбулентный поток:

п  ;
■'Лурб — 'Х‘ Win t

где множитель к отвечает конкретным условиям турбулентной 
диффузии (течение в каналах, обтекание тел, струйное течение).

Как и в случаях турбулентной теплопроводности, коэффициент 
турбулентной диффузии масс определяется экспериментальным 
путем.

Вследствие значительно большего пути переноса турбулент
ных масс среды в сравнении с длиной пути переноса молекуляр
ных носителей (̂ турб ^  м̂ол ) коэффициент турбулентной диффузии 
оказывается много больше коэффициента молекулярной диффузии:

^турб ^  ^мол*

Перенос турбулентных масс в пространстве порождает значи
тельную неоднородность концентрации i-ro вещества среды п не
избежно сопровождается нестационарной внутренней молекуляр
ной диффузией в отдельных турбулентных молях. Поэтому в описа- 
пип процесса турбулентной диффузии приходится пользоваться 
осредненной парциальной плотностью q

10. Уравнение переноса массы

В общем случае перенос массы среды, как и перенос энергии, 
осуществляется в нестационарных условиях ее накопления или 
убыли, а также в условиях различных превращений отдельных 
компонентов вещества среды.
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Изменение массы 
г-го вещества сре

ды в объеме V 
за время dr, кг

Баланс массы в условиях переноса г-го вещества среды пред
ставляет равенство:

dMi =  d (Л^диф X +  л/конв г) (̂ Л/превр ii (10,1)
'  Приток массы 1 Г П р ^ о к  или убыль"

г-го вещества
в объеме 7ди ф ф у- /™ зу л ь та Т е “ ра^зией II конвекцией результате раз-

за время й х % г  личных превраще-
^ ’ J  Lhhh за время dx, кг_

1 ) изменение массы г-го вещества в объеме V за время dx 
определяется интегралом;

d M i= ^ d Q fd V ,  (10,2)
(V)

г д е  Q j—  п а р ц и а л ь н а я  п л о т н о с т ь  г -го  в е щ е с т в а  м а ссх д  с р е д ы ;
2 ) результирующий перенос массы i-ro вещества диффузией

и конвекцией осуществляется через ограничивающую поверхность 
F  рассматриваемого объема V и за время dx составит:

d {Мщцф i i )  =  — ^ {Цциф ii QuoiiB t, п) d F • dx, (10,3)
(F )

где 9д„ф n =  — Z);, j  ^  и i,n =  WnQi — проекции векторов

диффузионного (дгдиф i) II конвективного (дконв г) пере
носа массы г-го вещества на направление внешне!!
нормали п к элементу поверхности dF\

3) приток или убыль г-го вещества среды в объеме V за вре
мя dx в результате превращения среды представляет пнтеграл

^■^превр г =   ̂ livpeBii i(y) • dV • dx, (1 0 ,4 )

(V)

где п̂ревр i (У) — удельная производительность процесса превра
щения г-го вещества в данном месте объема V. 

В результате подстановки (10,2), (10,3) и (10,4) в (10,1) полу
чаем равенство:

 ̂ dQi dV =  — ^ (?диф i , «“Ь̂ конв г, п) d F • dx- '̂  ̂ 7 превр i (Т̂ ) ' dV • dx. 
(V) (F ) (У)

Согласно теореме Остроградского — Гаусса, заменяем поверх
ностный интеграл ^ на объемный  ̂ :

(F ) (V)

(9диф г, п +  ?конв г, п) d F —  ̂ div (^дпф i "Ь ^копв i) dV,
(F)  (V )
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где div (ддиф г +  дконв О представляет дивергенцию или расхож
дение суммарного вектора переноса массы г-го вещества 
среды в единичном объеме путем диффузии и конвекции. 

Пользуясь этим равенством, баланс массы i-ro вещества 
среды в объеме V можно представить интегралом

dQi
“Ь div ( ( ^ диф ; |) О ' п р е в р  г d V  —  0. (10,5)J L <?t 

(V)

Так как равенство нулю этого интеграла сохраняется для 
произвольного объема V, то оно будет выполняться п для 
любого кусочного объема. При условии непрерывности изменения
всех подынтегральных функций q,, ддифь 9конв?превр г будет 
выполняться равенство нулю и всей подынтегральной суммы;

+  div д̂иф i +  div i — дпревр г =  0 . (10 ,6)

Полученное равенство представляет собой уравнение переноса 
г-го вещества среды в условиях его превращения. Отдельные члены 
этого уравнения представляют изменение и переносы i-vo реагирую
щего вещества среды в единичном объеме в единицу времени 
\кг1м^сек].

В этом уравнении основной переменной величиной является 
парциальная плотность q, i-ro реагирующего вещества среды.

Так как общая плотность среды в отдельных местах объема рав
няется сумме парциальных плотностей ее отдельнрлх компонен
тов (qO

Q =  2Qi, (10,7)

то в любом месте объема суммарный результирующий диффузион
ный перенос всех парциальных плотностей должен равняться 
нулю:

S div 9д„ф i =  0 .

Это условие отвечает взаимности диффузионного переноса 
компонентов среды в единичном объеме. В частном случае двух
компонентной системы для одномерной диффузии имеем следую
щее условие взаимности диффузионных потоков:

9 д и ф  1 , 2  —  < 7 д и ф  2 ,  1 >

ИЛИ

П Q̂l _  п 0̂2

Суммарная производительность процесса превращения всех 
веществ, согласно закону сохранения массы, также не может из
менить общей плотности среды в объеме, и поэтому

^^превр i =  0.
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Таким образом, условие сохранения общей массы в единичном 
объеме требует соблюдения следующего равенства:

^  +  div(ffiie) =  0 , ( 10 ,8)

где Q — общая плотность среды.
Уравнение (10,8) называют у р а в н е н и е м  с и л о  га н о -  

с т и текущей среды; оно справедливо при условип, что текущие 
массы среды не имеют разрывов. Поэтому уравнение (10,8) назы
вается также у р а в н е н и е м  н е р а з р ы в н о с т и.

В раскрытом виде уравнение (10,8) запишется:

2 + i  + -k i
Для несжимаемой среды q =  const в стационарных условиях 

течения уравнение силошностп переходит в более простое диф- 
ференцальное уравнение:

илп в векторной форме

divm) =  0. (10,11)

§ И . Уравнение переноса массы в частных случаях

Уравнение (10,6) описывает различные случаи переноса массы. 
Ниже рассматриваются некоторые частные случаи уравнения 
переноса массы.

А . Уравнение диффузии

При диффузии в неподвижных средах конвективный перенос
массы отсутствует (^конвг =  0), и уравнение (10 ,0) для этих усло
вий запишется в виде:

- f -div ^диф i =  9превр !• (11.1)

в  раскрытом виде получаем следующее дифференциальное 
уравнение диффузии:

дх V дх )  Sfy \  ̂ ду )  dz  ̂ dz )  '?превр с
(11 ,2)

При условип постоянства коэффициента диффузии во всех 
местах среды имеем:

-----jAQ; ~  ?превр ь

где Aq; =  i- -h ^  -  оператор Лапласа.

56



в  частном случае стационарной диффузии и при отсутствии 
в среде каких-либо процессов превращения массы

AQi =  0. (11,4)
Решением этого дифференциального уравнения Лапласа яв

ляется функция распределения парциальной плотности г-го ве
щества в среде Qj (х, у, z).

Для случая стационарной диффузии г-го компонента в среде, 
находящегося в плосконараллельном слое в поперечном напра
влении с постоянным коэффициентом диффузии Di  ̂j, решение 
дифференциального уравнения

S  =  0  ( 1 1 . 5 )

дает следуюп;ую функцию распределения;
Qi ( х )  =  C i - { - С2Х,

где Cl и С2 — произвольные постоянные интегррфования.
Последние можно определить по известной величине удель

ного потока диффузии (/д„ф , и известным концентрациям на гра
ницах слоя Qi и q".

Приж=0 qJ —Сг, при x =  s Qi =  Qi +  C2S, откуда С2 =  — 
Удельный поток диффузии определяется формулой

<7диф i  ■•= —  ^ 1 ,  j  ^ i ,  j ^ 2.

или

9яифг =  А , ^ ^ ’ . (1 1 .6 )

Распределение парциальной плотности i-ro компонента среды 
при его диффузии в плоскопараллельном слое отвечает уравнению:

Qi{x) =  Q \ - ^ x .  (11,7)

Б. Уравнение диффузии в условиях конвективного 
переноса массы

Уравнение диффузии в условиях конвективного переноса 
массы без каких-либо ее превращений в среде запишется в впде:

+  i-l-d iv ^ K O H B  i =  0 .  ( 1 1 ,8 )

Особенно простым случаем является диффузионно-конвектив
ный перенос массы в стационарном одномерном потоке с посто
янной скоростью W и постоянным коэффициентом диффузии Di  ̂j.
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Для этого случая имеем следующее дифференциальное уравнение;

dx̂ '
W dQi =  0 . (11,9)D ij dx

Интегралом этого дифференциального уравнения является 
следующая функция распределения i-ro вещества в среде:

=  +  , (1 1 ,10 )
где Cj и Сг — произвольные постоянные интегрирования.

Применительно к конвективно-диффузионному переносу г-го 
компонента среды, движущейся в направлении к поверхности F,

расположенной поперек одномерного 
потока, произвольные постоянные ин
тегрирования определяются заданны
ми парциальными плотностями теку
щей среды: начальной Qi и конечной q'[ 
на границе с поверхностью F  (рис. 12).

При х =  0 Q'i~Ci-j- Са;

при Dиз Qi — Cl>

Рис. 12 Распределение пар
циальной плотности массы 
среды в одномерном потоке 
в условиях копвективио-диф- 
фузионного переноса массы

Di,i
откуда находим:

Сг =  -  (Qi -  Qi').
Таким образом, получаем следую

щее уравнение распределения концен
трации в одномерном потоке среды:

Qi (г:) =  Q i - ( Q ; - Q i )  охр Л
Du 3. 

(11,11)
Вычислил! толщину граничного 

слоя, в котором осуществляется из
менение концентрации i-ro компонента среды, протекающей 
сквозь этот слой к поверхности тела, расположенного поперек 
потока. Для слоя, в котором осуществляется перепад парци
альной плотности Q, на 99% от ее полного перепада (Qi — Q?),
или соответствепно для отношенпя e t - -0i (х)

Qi — Qi
щ -(1 %) находим:

б =  4,606 .

Коэффициент диффузии различных газов находится в преде
лах от 10'® до 10““ M^jcen. Для скорости течения w =  i м/сек 
толщина граничного слоя оказывается менее 0,05 мм. Таким 
образом, диффузионный перенос вещества в набегающем потоке 
осуществляется в весьма тонком пограничном слое.
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Удельный поток диффузионного переноса вещества в рассма
триваемых условиях определяется выражением

<7диф1= =
Сопоставляя полученную формулу с формулой переноса тепла 

к поверхности тела из окружающей среды:

кг

— От ( I  о ^ f )
вт
л<2 ’

замечаем аналогию в процессах переноса тепла и массы:

gM, =  CXM,(Qi,0 - Q i , F ) ^ .  (11,13)

Коэффициент а„. называют к о э ф ф и ц и е н т о м  м а с с о -  
о т д а ч и ,  который имеет единицу измерения Mjcen.

Для рассмотренного случая одномерного сквозного потока 
среды коэффициент массоотдачп определяется скоростью потока

a„. =  WMiceK, (11,14)

В условиях обтекапия средой поверхности тела граничный 
слой с перепадом концентрации диффундирующего вещества 
в среде получается значительно большим, чем при сквозном 
течении. Соответственно уменьшается коэффициент массоотдачп:

(̂ м̂ об1Ск 01м̂ сквозп-

§ 12. Уравнение диффузии в условпях конвективного 
переноса массы и ее химического превращения

Уравнение (10,6) распространения концентрации вещества 
в условиях его химического превращения в текущей среде 
представляется в следующем виде:

^  +  div 9д„ф i +  div(7i,oHBi =  9xiiMi, (1 2 ,1 )

где, кроме известных величин, х̂им г — удельная объемная п р о 
и з в о д и т е л ь н о с т ь  п р о ц е с с а  х и м и ч е с к о г о  
превращения, или с к о р о с т ь  х и м и ч е с к о й  р е а к 
ц и и ,  кгЫ^сек.

Формула процессов химического превращения в реагирующей 
системе веществ записывается в следующем символическом виде:

n^Xj, . (1 2 ,2)
i=l 3=1

где XiTi X j  — исходные (i) и конечные (/) продукты реакции;
щ и rij — соответствующие стехиометрические коэффициенты.

Этой формуле отвечает равенство, представляющее баланс мо
лекулярных масс исходных (Mj) и конечных (Mj) продуктов реа-
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гирующеи системы:
1=Й j=x

n tM t=  njMj. (12,3)
i=l 3=1

Химические лхревращения могут быть весьма разнообразными. 
Наиример, в условиях термической диссоциации среды полу
чаются продукты, содержащие более простые молекулярные обра
зования, атомы и ионизированные частицы вещества. В реакциях 
окисления углеводородов, в зависимости от наличия кислорода 
в исходной системе веществ, могут получаться различные про
дукты. Например, в результате реакции конверсии метана с уча
стием водяного пара получаются следующие продукты:

СН4 -|- ->  +  ^соСО -f- ИщсНгО.
Термический крекинг метана

СН4 +  исС

дает углерод сажи и водород.
Удельная производительность, или скорость, химической реак

ции в каждый момент времени определяется результирующей 
скоростью прямой и обратной реакции:

9хим i. 3 =  ?Х1Ш i — ?хим 3 ■ (1 2 ,4 )

Скорости прямой и обратной реакций определяются законом
действующих масс и законом Аррениуса, учитывающим влияние
температуры. В соответствии с этими законами для определе
ния qxim г И дхим j МОЖНО записать следующие формулы:

_  ^акт i I,

9xHMi =  ^ft6 'ifQ i* '; (12 ,5 )
1

_  ^акт J и

=  -Г Ь Р . (1 2 ,6 )1
где и Ку, — множители пропорциональности в формулах ско

ростей прямой и обратной реакций; 
к и и — числа, представляющие порядок реакции;
^акг i и £^акт 3 — соответствую щ ие энергии активации;

/?м — газовая постоянная моля ( i ? „ ^ 8 , 3 2 ------ -------  ̂ );м V м I моль-град J
J  — температура; 
h к
[]  Qi* и и  Qj-'—произведения концентраций реагирующих исход- 
1 1

ных (t) и конечных (/) компонентов среды в степенях, 
соответствующих стехиометрическим коэффициентам 
(пг и п^).
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Величину можно рассматривать как некоторую■Пм
характерную температуру, отвечающую активному состоянию 
частиц вещества, вступающих в химическую реакцию. Напри
мер, для газовых реакций £'акг =  4 - 10*- f - 4 - 10® и соответ-

М О Л  ъ
ствующая характерная температура 0акт =  5-10®-н 5*10^°К. Эта 
температура на один-два порядка превышает среднюю кинети
ческую температуру всех газовых молекул.

В условиях термодинамического равновесия реагирующей 
системы веществ скорости прямой и обратной реакции одина
ковы:

9xiiMi =  9xHMj- (1 2 ,7 )

Результирующая скорость процесса химического превраще
ния в этих условиях равна пулю (дхимг,; =  0).

Из этого условия находится так называемая к о н с т а н т а  
т е р м о д и н а м и ч е с к о г о  р а в н о в е с и я  реагирующей системы:

1

Так как отнощение коэффициентов пропорциональности
о  hдля данной реагирующей системы представляет постоянное 

число, то в качестве константы термодинамического равновесия 
принимается размерное отношение:

К  ,  Е  F
ЛГравн р =  4 --------- =  ^

И е?'

Разность ^акт i — ?̂акт j =  AZ представляет собой изменение изо
барного термодинамического потенциала, который для выбран
ного стандартного состояния реагирующей системы называется 
н о р м а л ь н ы м  с р о д с т в о м .

Так как для выбранного стандартного состояния изобарный 
термодинамический потенциал Z зависит только от температуры, 
то, следовательно, и константа термодинамического равновесия 
определяется только температурой.

Константы равновесия химических реакций выражают также 
через мольные концентрации реагирующих веществ:

=  г , -  ( ‘ 2 .9 )
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где Mi, — молекулярная масса;

[[ Ср

Краъп С— -̂ ---- “ • ( 1 2 ,10 )

Для газов мольные концентрации связаны с парциальными 
давлениями:

=  (12,11)

В связи с этим константу равновесия для газовых реакций 
выражают также через парциальные давления реагирующих ком
понентов:

U pV
^ р а в н  р  —  "5 • ( 1 2 , 1 2 )

II
При этом

^равнр =  ^равн С ( 12, 13)
Сумма парциальных давлений всех компонентов газовой смеси 

определяет ее общее давление (закон Дальтона):

l p i + l p j  =  p. (12,14)i=l }=1
В условиях ЛГравн=̂ 1 результирующая скорость реакции 

определяется разностью скоростей прямой и обратной реакций:
_  -̂ акт i h _  ^акт J и

q . .u u  =  Kue I I (12Д5)
1 1

В условиях ^равн >  1 результирующая скорость реакции, 
или удельная производительность процесса химического пре
вращения вещества, определяется'лишь прямой реакцией:

1

\2п .

9х„м1 =  Л:.е (12,16)
Пользуясь этой формулой, уравнение распространения кон

центрации химически реагирующего вещества (qi) в потоке 
напишем в следующем виде:

5 r  +  d iv (^ Q ,-A ,,V Q .)  =  A .̂e Q > r - . -  (12,17)

Уравнение это представляет собой баланс рассматриваемого 
реагирующего компонента массы среды, согласно которому долж-
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но выполняться следующее равенство:

Изменение (на
копление или 
убыль) во вре
мени вещест

ва Qi

+

Результирую- ■ 
щий конвек
тивный и диф
фузионный пе
ренос вещест

ва

Удельная про
изводитель

ность вещест
ва Qi

Решение этого нелинейного дифференциального уравнения 
позволяет получить распределение концентрации реагирующего 
вещества в пространстве и во времени Qi(a:, у, z, т). Так как удель
ная производительность процесса химического превращения (^хим)

), то для решенияв сильной мере зависит от температуры е 
задачи о распределении концентрации Qj необходимо привлечь 
совместное уравнение распространения энергии и реагирующего 
вещества.

§ 13. Конвективно-диффузионный перенос энергии 
химически реагирующей среды

Освобождаемая или связываемая энергия в процессе химиче
ского превращения рассматриваемого вещества {энергия реакции), 
согласно закону сохранения энергии, находится как разность 
энергий образования конечных и исходных продуктов реагирующей 
системы:

3= к  i=h

£химЛ/1 =  2
i= l 1 = 1

где Ёхшм — энергия реакции одного моля реагирующего веще
ства Mi]

Е ц . и Eм  ̂— энергии образования соответствующих конечных 
и исходных продуктов реакций; 

rij и И; — соответствующие стехиометрические коэффициенты 
в формуле химической реакции.

Мощность, или удельная производительность, источника энер-
/' вт \ГИИ химическои реакции ( дхишЕ—з ) находится как произведение:

<7хим Е  ---  9хим Рх^ХИМ Р1! (13,2)
где 9химр1 — удельная производительность процесса химического 

превращения вещества Qi;
Е Х И М  Р 1

■̂ хим All - энергия реакции, отнесенная к единице массы
к д ж  , ,  .реагирующего вещества, —  (M i— молекулярная масса,

КЗ

или моль, реагирующего вещества).
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Путем умножения всех членов уравнения распространения 
концентрации реагирующего вещества па энергию реакции ,£химр1 
получаем соответствующее уравнение распространения химиче
ской энергии:

--------'Q ™  Ехтлш р1 — ^ 1 , jV (Qi/ixHM pi)l =  9хим Е- (1 3 ,3 )

Уравнение это выражает балаисовое равенство;

Изменение (на
копление или 
убыль) хими

ческой энергии 
во времени

Результирующий 
конвективны!! и 
диффузионный 

перенос химичес
кой энергии

Производитель
ность, или мoп^- 

пость, источника 
химической энер

гии

Уравнение распрострапения концентрацпн химически реаги
рующих компонентов в потоке среды (уравнение 12,17)' и соответ
ствующее ему уравнение (13,3) для распространения химической 
энергии в потоке наряду с распространением энергии различных 
форм

— ------(-d iv  (WQC^T ̂  ^VT’) +  ^изл V ^поглУ =  9и ?химВ (13 ,4 )

могут OF>iTb привлечены для решения задач о распределении кон
центраций и температур в потоке химически реагпрую1цих сред.

Однако, если не ставить задачу о нахождении распределения 
концентраций реагирующих компонентов в потоке среды, а огра
ничиться задачей переноса энергии, то достаточно воспользоваться 
одним общим уравнением (7,14), которое включает и перенос 
химической энергии (левую часть уравнения 13,3). Такое рас
смотрение переноса обще!! энергии дает возможность обойти весьма 
болыппе трудности, возникающие при решенип совместной зада
чи о распределении температуры и концентрации реагирующих 
компонентов в среде.

Рассмотрим для примера задачу о конвективно-диффузионном 
переносе энергии в одномерном стационарном потоке хилпшески 
реагирующей среды.

Если не учитывать энергии излучения и других источников 
энергии, то для одномерного потока с ограниченной скоростью 
(0КИН <  Т) имеем следующее дифференциальное уравнение рас
пространения энергии (записанное в форме пзлгенения различных 
температур):

W ^  )  = 0 .  (1 3 ,4 ')d x  d x  \  d x  J  d x \  d x  J  v > /

Допуская в нервом приближении равенство коэффхщиентов 
диффузионного переноса энергии и массы (а D) и обозначая
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?’* =  Т +  0 Х И М ,  имеем;
w dTi,

dx^ a dx ^0. (13,5)

Применительно к переносу энергии потоком среды к поверх
ности тела с температурой Тр, расположенного поперек потока

Рис. 13. Распределение температур в 
одномерном потоке среды, подвергаемой 

химическим превращениям

{сквозное течение, рис. 13), решенпе уравнения (13,5) находит
ся в виде:

( X ) ■■ ехр W \ (13,6)

где Г* 1 = -Г 1 -]-0х„м — начальная суммарная условная температу
ра среды (Г! — температура теплового состояния среды;

. Qi
9'̂ Р

— условная температура, отвечающая хи
мической энергии среды при температуре Г^, е ' — на
чальная концентрация реагирующего компонента;
Q и Ср — плотность и теплоемкость среды);

7’*а =  7’2 +  9хим — конечная суммарная условная темпера
тура среды (Гг — температура среды при равновес
ном тепловом состоянии со стенкой на поверхности;
О" Qi ^хим

ХП1Н ■условная температура, отвечающая хи-
мическои энергии среды при температуре 1\-, q ' — 
конечная концентрация реагирующего компонента). 

Удельный поток энергии, переносимой к поверхности тела 
с температурой Т находится вычислением:

- X ат^
дх (13,7)
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Произведение WQCp =  a представляет собой к о э ф ф и ц и е н т  
т е п л о о т д а ч и  т е л у  п р и  с к в о з н о м  т е ч е н и и  с р е-

й т .ды
г р а д

Пользуясь обозначением а и раскрывая и 7’ .̂,, прихо
дим к следующей формуле:

qp =  a (T̂ i -  1\) Л- а (0х„„ -  0х„м). (13,8)
Таким образом, приходим к важному выводу о том, что 

удельная теплоотдача при сквозном течении химически реаги- 
рующей среды складывается из теплоотдачи среды, отвечающей 
разности температур и теплоотдачи, отвечающей раз
ности условных химических температур среды (0мм ~  Охим)-

При отсутствии химического превращения в среде распределе
ние температуры и удельная теплоотдача потока определяются 
формулами:

' 1 \ — Т { х )  Г  W \=  ехр — --X  '

где a =  WQCp — коэффициент теплоотдачи при сквозном течении.
Если раскаленная термически диссоциированная среда 

(T i'b  >  Ti) движется но направлению к охлаждаемому телу 
с Гг <  (рис. 13), то теплообмен такой среды со CTenKoii будет 
более интенсивным, чем для среды не!п’радьной. Такой случай 
отвечает, например, теплообмену охлаждаемой стенки с раска
ленным потоком продуктов сгорания топлива при высоких те-мпе- 
ратурах, 1гревышаюи],их температуру термической диссоциации; 
тегглообмену потока илазм1,1 с охлаждаемой стенкой и т. п.

величина условно11 хпмическохг телшературы различных сред, 
способных к хпмическол1у тгревращению, может быть весьма раз
личной (0ХИМ ^  Т).

Химическая температура среды определяется расчетом, ис
ходя из условия термодинамического равновесия, отвечающего из
вестной температуре теплового состояния среды {Т i и Т )̂.

Следует, однако, отметить, что для достижения термодинами
ческого равновесия реагирующей системы за короткое время 
необходимо осуществить достаточно большое число актов обмена 
энерпгей частиц вещества. При весьма болынцх скоростях хими
ческих реакций могут быть существентпз1е отклонения от термо
динамического равновесия, и определение переноса энергии в этих 
условиях осложняется.

В отличие от рассмотренного сквозного течения среды через 
стенку при обтекании стенки средой с той же скоростью, коэффи
циент теплоотдачи будет значительно меньшим:

^  ^  ^  _____ _ - в т

Ообтск Исквозн —  ^^8 Ср ^2 gpad ‘
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Аналогично конвективному переносу тепла химическр! реа
гирующей средой можно рассматривать н конвективный пере
нос тепла средой, в которой осуществляются фазовые превра- 
щелия компонентов с соответствующим освобождением или свя
зыванием энергии (£̂ фаз)-

•фаз

— а>т /

<аз

1’ис. 14. Распределение температур б  Рис. 15. Распроделеиие тер.шо])а-
среде с копдогсацией пара одного из тур в среде ири испарении в пей

компопептов капель жидкости

Удельная теплоотдача поверхности тела в этих условиях 
определяется формулой

//74 \ effb
*1 ж2 ’ (13,9)

где =  7’i - f  0фаз! — начальная суммарная условная темпера
тура среды (Г, — температура теплового состояния

Q,, Qt -^фаз iсреды; Ьфа з ; =—-----------условная температура, отве-
Q̂ p

чающая энергии фазового нpeвpan^eиия '̂фаз г компо
нента среды Qi\ qJ — начальная концентрация i-ro ком
понента; Q и Ср— плотность и теплоемкость среды); 

^*2=  ? ’2 +  0фяз! — конечная суммарная условная температу
ра среды (У’г— температура среды прп равновесном 
тепловом состоянии со стенкой на поверхности;
,w, Ог iОфаз ( =  — г;;--------условная температура, отвечающая
энергии фазового превращения £фаз, компонента i; 
Qi — конечная концентрация г-го компонента).

Если начальная температура фазового превращения компонен
та в среде будет больше конечной (0фаз, >  0фаз О и среда, нрнтекаю- 
ш,ая к поверхности тела, будет охлаждаться (отвод тепла стен
кой, рис. 14), то теплообмен такой среды с телом будет больше,
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чем нейтральной среды. Такой случай отвечает теплообмену 
газопаровой среды с капельной конденсацией пара на поверхности 
стенки.

Если начальная температура фазового превращения компонен- 
га в среде будет меньше конечной (0фаз j <  0фаз i) и среда, притекаю
щая к стенке, будет нагреваться (приток тепла к стенке, рис. 15), 
го теплообмен такой среды со стенкой будет также больше, чем 
нейтральной среды. Такой случай отвечает теплообмену газо
жидкостной среды с испарением капель жидкости па поверхности 
стенки.

14. Диффузионно-конвектниный перенос пара 
в газовой среде при пспаренип жидкости 

на поверхности

Для определения переноса пара при испарении жидкости 
вместо парциальной плотности itapa (qh) в газовой среде удобнее

пользоваться соответствующей 
величиной парциального дав
ления пара (Рц), которое нахо
дится из его уравнения состоя
ния в газовой фазе:

где

ПшТ
Рп =  Я пм ~

Я =  8,32-103

(14,1)
д ж

м о л ь - г р а д  

универсальная по
стоянная;

Ма — молекулярная мас
са пара, .

^  МОЛЬ

Т — температура, °К.
В связи с этим для вектора 

диффузионного переноса пара 
в газовой среде имеем формулу

Л/г,

Ркс. 16. К определению диффузионно
конвективного переноса паров при 

испарении жидкости
где Dn, г — коэффициент диф
фузии пара в газовой среде, 
м^1сек.

Рассмотрим процесс испарения жидкости с поверхности в ок
ружающую среду (рис. 16). При меньшем парциальном давлении 
пара данной жидкости в газовой среде в местах, отдаленных от 
поверхности жидкости, но сравнению с парциальн1,1м давлением 
пара на границе, осуществляется диффузионный перенос пара 
в окружающей газовой среде.'
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Парциальное давление пара на границе газовой среды с жид
костью в условиях, близких к термодинамическому равновесию 
пара и жидкости, однозначно определяется температурой жид
кости, отвечающей определенному давлению насыщенного пара. 
Величина ,,3,. =  /(<„,) находится из таблиц, представляющиз 
термодинамические свойства пара.

Поток пара, в].тносимого с поверхности жидкости в окружаю
щую газовую среду, создает соответствующий конвективный 
перепое пара в газовой среде:

М „
^конв п =  Qn =  .

Суммарный перенос пара в газовой среде в направлении а 
по нормали к поверхности F составит:

=  Г -  г +dx ‘ " '  " J •
При наличии градиента парциального давления пара и сохра

нении постоянства парциальных давлений в газовой среде (РцН 
- fP j,=  где общее давление) навстречу потоку пара осуще 
ствляется соответствующий диффузионный перенос газа:

_  п Afv dPr ЯтФ т - - i J v .  п .

Так как для газа нет выхода сквозь поверхность жидкости 
в ее массу (если не считать возможного растворения газа в жид
кости), то дпффузионны!! перенос газа в направлении к поверх
ности жидкости должен уравновешиваться обратным конвектив 
ным потоком газа:

_  Л/г
9копв г --^тРт ■

Из равенства 9д„ф г =  q ôaa г находим
Dp тт dWj. =  ^  ./>г ах

Так как р^ = Р о— Ри и допуская равенства Dr, п =  -^п, г и Wn=Wr, 
приходим к следующей формуле, определяющей диффузионно- 
конвективный поток пара при испарении жидкости в окружаю
щую газовую среду:

Эта формула известна как формула С т е ф а н а  для одно
мерного стационарного диффузионно-конвективного потока пара 
в газовой среде.

При заданной температуре жидкости и известном парци
альном давлении насыщенного пара на границе нас, э также
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при пзвестпом парциальном давлении пара и отдалении от гра
ницы Ра, I в условиях стационарного режима можно проинтегри
ровать дифференциальное уравнение (14,2).

Разделив для этого переменные, имеем;
dPn —  (J  ДмГ 7

Ро —  Рп D a , y ~ M „ P o

Интегрируя в пределах х =  0 и х = 1 ,  находим:
1,^ Р о - Р . ^ , 1  ^  ---- ^

Ро  —  Рп. иас> F Оц,  г ЛУпЛ)

Отсюда получаем;

f/„ =  Iи ■ '-------. (14,3)
Hy^l I Pq —  /^п, пас . с е к  

Эту формулу используют при экспериментальном определении 
коэффициента диффузии паров различных жидкостей.

§ 15. Перенос массы в среде па границе 
с поверхностью тела

Перенос массы в среде на границе с Ш)верхпостью тела во 
многих случаях осложняется процессами усвоения или выноса 
вещества. Скорость усвоеии>г на поверхности тела с активным 
веществом его массы может ограничиваться скоростью химического 
реагирования переносимого вещества, процессами адсорбции или 
абсорбции в пограничном слое те.ча. В пограничном слое среды 
у поверхности тела перенос вещества так же, как и перенос энер
гии, осложняется по сравнению с переносом ветцества в слоях, 
отдаленных от поверхности тела механизмом обмена. Если, одна
ко, концентрация частиц переносимого веп|,ества (молекул, ато
мов) столь велика, а средни11 свободный пробег этих частпц столь 
мал, что диффузионный характер переноса частиц сохраняется 
во всех слоях среды до самой границы, то для определения пере
носа вехцества в пограничном слое можно использовать те же сооб
ражения, которые были допущены при выводе формулы для опре
деления вектора диффузиоппого переноса.

Вводя, как и в случае переноса энергии на границе тела со 
средой, условный эквивалентный слой б, в котором осуществляет
ся равномерный перепад парциальной плотности переносимого 
вещества Q; от поверхности тела в окружающую среду:

_  Qi, F —  Qi, ОС

h s
получаем следующую формулу для определопия удельного потока 
массы:

\ С! и  , ч
?г, /. = Y - ^ - ( Q i . F  — Qi, С«).
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Произведение -\-Cili =  Оц  представляет coooii к о э ф ф и 
ц и е н т  д и ф ф у 3 ИИ f-r о к о м п о н е н т а  в е щ е с т 
в а  в среде.

Множитель =  а; аналогично переносу энергии называют
к о э ф ф и ц и е н т о м  м а с с о о т д а ч и тела, или к о э ф 
ф и ц и е н т о м  м а с с о о б м е н а, единица измерения кото
рого м1сек:

7i,F==ai(Qi,i,.-Qi,oo) . (15,1)

Можно заметить, что если определять удельный поток энергии, 
отдаваемой поверхностью тела в окружающую среду, формулой

где и },' II Uoo — объемные плотности энергии среды на границе 
с поверхностью тела {Up) и в отдалении от нее ((Уос), 
то к о э ф ф и ц и е н т ы  э н е р г о о б м е н а и 
м а с с о о б м е н а имеют одинаковую единицу
измерения м/сек, представляющую единицу измерения 
скорости переноса.

Во многих случаях перепое массы в пограничном слое среды 
у поверхности тела осложняется конвективным переносом исте
кающего или притекающего вещества к поверхности тела. Исте
чение или приток вещества па поверхности пористого тела может 
осуществляться с неравномерной удельной плотностью потока. 
Такой сложный характер переноса вещества на границе имеет 
место, например, при горении слоя частиц топлива, при сублима
ции влажных тел в вакууме, при сушке нагреваемых тел, при исиа- 
репии и кипении гкидкостен, при конденсации пара и т. п. Jke 
эти и другие осложнения процесса переноса массы на поверхности 
тела необходимо иметь в виду в теоретических и опытных исследо
ваниях процессов массообмена.

§ 16. Перенос массы в пористых телах
Многие твердые тела пористой структуры оказываются вполне 

доступными для диффузионного переноса массы какого-либо ве
щества сквозь пористое тело (рис. 17). Например, диффузионный 
перенос газов и жидкостей сравнительно легко осуществляется 
в слоях песка, крошки и т. и. Многие строительные материалы 
и изделия (кирпич, дерево) оказываются также доступными для 
заметной диффузии газа, пара и жидкости. Диффузионный пере
нос массы газа и пара осуществляется через стенки строительных 
ограждений зданий, через стенки обмуровки печей и т. п.
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Диффузионный перенос массгл среды и пористых телах можно
внределять вектором диффузионного переноса;

9дпф1,* — ♦ Q̂i> (16,1)

где . — коэффициент диффузионного переноса массы i-ro ве
щества среды в пористом теле;

Vqi — градиент парциальной плотности г-го вещества в среде. 
В некоторых случаях диффузионный перенос массы вещества 

среды в пористом теле сопровождается абсорбцией,^ фазовыми

Рис. 17. К определению переноса массы и 
пористых телах

превращениями и т. д. Абсорбция имеет место, например, при 
переносе вещества в активных пористых телах. ‘Разовые превра
щения возникают, например, при диффузионном переносе водя
ного пара воздуха через строительные ограждения зданий и т. п. 
В холодных слоях парунсных степ здания в зимнее время при 
диффузионном переносе водяного пара воздуха изнутри помеще
ния наружу возможна конденсация водяного пара, намокание 
стен и их промерзание. Последнее нередко приводит к разрушению 
материала стен.

При нагревании влажных пористых тел осуществляется диф
фузионный перенос влаги, сопровождаемый испарением и выно
сом пара. Так осуществляется сушка влажных материалов.

В некоторых случаях диффузионный перенос массы вещества 
в пористом теле может сопровождаться химическим превраще
нием массы. Так, например, осуществляется газификация порис
той массы кусочков угля и т. п.

Уравнение, описывающее процесс диффузионного переноса 
i-ro вещества среды в пористом теле, в общем случае нестацио
нарных условий п различных химических, фазовых и других
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ирезращений переносимого вещества запишется в виде следую
щего равенства:

д Х  ^ ( ^ к о н в  i.jit +  9диф i, н=) —  9превр i, *  • (16,2>

Равенство это представляет собой баланс вещества г в едипич 
ном объеме пористой массы:

Накопление или 
убыль вещества /, 

кг
м‘‘ сек

+

Ре 3 у л I, т ир у Ю1Ц и ii 
перепое вещества i 
конвекцией и диф-

ФУзней,

Объемная скорость 
усвоения или выхо- 

кв
да вещества i, - 3—

Для одномерного потока конвективного переноса вещества 
сквозь пористую стенку при слабом диффузионном переносе по 
сравнению с конвективным переносом (?дифг,:*< 9конв{,») имеем 
следующее дифференциальное уравнение:

doi , д , ,

Wt дх ~  9превр i, «  • (16,3)

Скорость усвоения пли выхода различных веществ среды 
с парциальными плотностями Qi, Q2, ... (при общей илотности 
среды Q =  2 Q;) при взаимодействии с активным веществом 
пористой массы тела может быть различной. Для каждой состав
ляющей решение уравнения даст функцию распределения на пути 
переноса и во времени Qi{xi, т). Таким образом, осуществляется 
разделение отдельных компонентов потока среды активным пори
стым шелом. Явление это используется в хроматографических 
методах анализа компонентов различных сред.

Коэффициенты диффузионного переноса массы (Z?t, *) какого- 
либо вещества (газа, пара, жидкости) зависят от структуры по
ристого тела и определяются экспериментально. Так же экспери
ментально определяется, способность пористой массы к взаимо
действию с переносимыми ве1цествами (дпреврг, *)•

Рассмотрим некоторые иростепгпиб задачи переноса массь1 
в пористых телах.

л . Диффузионный перенос массы

Концентрационный напор диффузионного переноса массы 
в пористом теле можно определить из условия диффузионного 
переноса вещества через пористую стенку в стационарных усло
виях и 'ири  отсутствии взаимодегхствия с пористой массой. Для 
этого случая имеем простейтяее дифференциальное уравнение:

* dxО -
о (16,4)
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-  н=. 2 - '=  ?диф г, :)= =  const.

Для однородной стенки и при неизменном коэффициенте
диффузии получаем:

ЯтФ i, * ~  * g > (16,5)

где S — толщина стенки.
Удельный поток диффузионного переноса компонента газовой 

среды с парциальным давлением pi определяется формулой

=  (16,6)

где p'i и Pi — парциальные давления i-ro компонента среды 
на обеих границах стенки;

—■ газовая постоянная одного моля;
Mi — молекулярная масса г-го компонента.

Разность представляет собой удельный концентра
ционный напор диффузионного переноса вещества в порис
том теле.

Чтобы судить о величине концентрационного напора при
диффузионном переносе вещества в пористом теле, подсчитаем 
его величину на примере диффузии водяного пара, содерн^ащегося 
в воздухе, через пористую стенку строительных ограждений.

При температурах воздуха, граничащего с внутренней 
и наружной поверхностью стенки, f  =  + 1 8  С и f ' =  —20° С 
и при относительной влажности воздуха ф' =  ф" =  60?/о пар
циальные давления водяного пара составят:

р'игО =  Ф>И 20, пас =  0,6-2065 =  1240 ,

№20 =  ф" РНзО, нас =  0 ,6 -102,7 =  61,(5 ^  .

или

Удельный концентрационный напор, отнесенный к 1 ж тол
щины стенки, находим:

=  2360S м'̂  ■ м. '

Для кирпичной стенки толщиною 0,5 м при известном коэф
фициенте диффузионного переноса пара, отвечаютцем комнатной 
температуре

=  0 ,3 6 .1 0 - 5 ^ ,
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_  0i35-10~^-18-2360 _«„о /1Л_7 _л оло
ддифНзО,* 8,32.103.273 ’ м^сек ’ - час

Интересно отметить, что коэффициент диффузии пара в порис
том теле — кирпиче — оказывается лишь на один порядок меньше 
коэффициента диффузионного переноса пара в воздухе при той же 
температуре.

Б. Конвективный перенос массы в пористом теле

Если пористая перегородка отделяет пространства, заполнен
ные однородным газом с одинаковой температурой, но при раз
личном давлении, то в пористой перегородке осуш,ествляется 
конвективный перенос массы газа в сторону меньшего давления.

В достаточно тонких каналах пор конвективньп”! перенос массы 
газа осуществляется молекулярным течением, закономерность кото
рого установлена Кнудсеном. Формула, определяющая удельный 
поток молекулярного течения газа, имеет следующий вид (см. 
стр. 107):

д м о л , т е ч  =  - |  ] /  (16,7)

где М  — молекулярная масса газа;
/?м — газовая постоянная моля;
Т — температура;
р и ^2 — давления газа, находящегося в пространствах 

перед и за перегородкой.
Удельный конвективный поток массы газа в пористой пере

городке, отнесенный к единичной площади ее поверхности, соста
вит меньшую величину. Газопроницаемость различных стенок 
обычно определяется экспериментально.

удельный поток диффузионного переноса пара в стенке составит;



Г л а в а  I I I -

IIEPEIIOC ИМПУЛЬСОВ

Перенос импульсов, или количества движения, в потоках жид
ких и газовых сред вызывает касательные напряжения и сопровож
дается изменением давления. Знание закономерностей переноса 
импульса в текущих средах необходимо для решения различных 
гидродинамических и газодинамических задач, а также задач 
конвективного теплообмена.

Для газовых сред перенос импульсов можно рассмотреть на 
основе молекулярно-кинетической теории газов. Ограничимся, 
как и в теории переноса энергии и массы, упрощенным представ
лением о переносе импульсов в газах.

§ 17. Перенос импульсов в газах

А . Давление газа

Результирующий удельный поток множества молекул газа, 
иереносимых через единичную площадку в обоих направлениях, 
согласно изложенному в § 2 , составляет

1 -АТ 1qN.n =  -=rcN-3 сек

При обмене импульсами молекул газа {тс) на рассматривае
мой единичной площадке возникает давление газа:

p =  qN,n-{mc) =  ^N m c^. (17,1)

Таким образом, давление газа пропорционально концентрации 
молекул (N ) и их кинетической энергии движения (тс^).
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д . Внутреннее трение, или вязкость, газа

При перемещении газа относительно поверхности тела или 
относительно других масс газа, движущихся с иной скоростью, 
в соседних слоях осуществляется перенос импульсов, вызванш>1Й 
различием скоростей, и возникает сила внутреннего трения.

Для рассмотрения нерепоса импульсов ц определения внутрен
него трения перемещаемых слоев газа с различной скоростью 
выделим элементарный слой толщиной I, равной средней длине 
свободного пробега молекул газа (рис. 18).

В условиях диффузионного перемещения газовых молекул 
с равномерно распределенной интенсивностью во всех направле
ниях пространства результирующий 
перенос массы однородных молекул 
газа в рассматриваемом слое в на
правлении нормали к единичной 
площадке определяется формулой

? , =  4  с (N'm  -  N"m) =  |  с (q' -  q"),
(17,2)

где с

1 X

' " ' Г

t v ; t v ;

/
\

\
1 /

/ v i
т

А >

-

Рис. 18. К определению пере
носа импульсов в газе

средняя скорость перемеще
ния молекул;

N ' и N" — концентрации моле
кул на границах слоя; 

гп — масса молекул; 
q ' и q" — соответствующие пло

тности газа.
Множитель /̂з в формуле переноса импульсов, в отличие от 

переноса энергии и массы, выбран в соответствии с определением 
силового взаимодействия молекул, переносимых в рассматривае
мый слой.

При различии в скоростях перемещения массы газа на грани
цах рассматриваемого слоя w' и w" осуществляется перенос 
импульсов в слое, который определяется разностью oj'q ' —w"q " 
(разность количеств движения).

В результате переноса импульсов возникает сила внутрен
него трения в текущем газе или касательное напряжение
в направлении сдвига текущих слоев жидкости I:

O i ^ ~ c  (w'l q' -  w"i q") ^  . (17,3)

Переходя от рассматриваемого слоя толщинох! I к элемеп- 
тарному слою толщиной dn (где ?г — направление нормали к I)
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и допуская линеиное соотношение
w ' l Q '  —  w ' l  Q "  _  d { w i  q )

I dn

получаем следующую формулу для определения касательного 
напряжения от внутреннего трения в газе:

Множитель сТ =-v ~  представляет собой коэффициент
переноса импульсов в газах, который называют к и н е м а т и 
ч е с к о й  в я з к о с т ь ю  г а з а .

Формулу для определения касательного напряжения в теку- 
дщх слоях газа и жидкостей записывают также через градиент

f'dwi' скорости ( ~
dwi н  р ,,

КЗ  71 С6Кгде т) =  VQ ^  или представляет собой к о э ф ф и ц и е н т
д и н а м и ч е с к о й  в я з к о с т и  с р е д ы .

Формула (17,5) выражает известную гипотезу Ньютона 
для определения силы внутреннего трения, или вязкости, жид
костей и газов.

Обмен импульсами при течении масс газа с различной ско
ростью осуществляется так, что наряду с касательными напря
жениями акао возникают нормальные напряжения Стнорм, в резуль
тате которых появляется давление па едииичпо11 площадке. Сово
купность всех возникающих напряжений (касательных и нор
мальных) обусловливает в текущих средах суи1,ествованне тен
зора напряжений.

Следует отметить, что диффузионный характер переноса импуль
сов в среде с равномерным распределением интенсивности переноса 
во всех направлениях пространства имеет ограничения. Ограни
чения эти связаны с очень большими скоростями движения среды 
(скорости звука и выше) и очень малыми концентрациями молекул 
газа (разреженный газ).

При течениях масс газа с очень большими скоростями, превьЕ- 
шающими скорость звука, перенос импульса и действие сил 
молекулярного трения в газе осложняется частичным «скольже
нием молекул». Эффект «скольжения молекул» в газе выз1>1вается 
тем, что скорость звука по величине оказывается одного порядка 
со средней скоростью перемещения молекул в газе при данной 
температуре. Частота соударений молекул в слоях газа при этом 
уменьшается, и течение масс газа осуществляется с меньшим внут
ренним трением.
78



Скорость звука, как известно, отвечает скорости распростра
нения импульсных возмущений в среде и определяется следующей 
формулой:

=  ■ (17,6)

где р — давление газа;
Q — его плотность.

Для быстрых возмущений масс газа в среде изменение со
стояния газа подчиняется изоэнтропическому процессу:

^  =  const, (17,7)
qI<-

где А'=  Ср/су — отношение теплоемкости при постоянном давле
нии и объеме.

Используя, кроме того, уравнение состояния газа
Р  Л м2’

М (17,8)

где /?м — газовая постоянная моля;
М  — молекулярная масса газа;
Т — температура, ^

находим:
=  (17,9)

откуда для определения скорости звука в газе получаем 
следующую формулу:

(17,10)

Средняя скорость перемещения молекул в газе, как извест
но, определяется формулой:

Таким образом, скорость звука оказывается одного порядка 
со средней скоростью перемещения молекул в газе:

(17,11)

Например, для воздуха в условиях комнатной температуры А: 1,4 и

а 0,7 с.

Весьма важным в газовой динамике больших скоростей 
является скоростной критерий, представляющий собой отно1ие-
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ние скорости движения масс {w) к скорости звука (а):
HITм  =  - .а

Особенности течений газовых масс оказываются различными 
при М <  1 (дозвуковое течение) и М >  1 (сверхзвуковое течение). 
Переходящая область М 1 (трансзвуковое течение) такн<е свя
зана со своими особенностями.

Как уже указывалось, при М >  1 наблюдается явление 
«скольжения газа». Явление «скольжения газа» может наблю
даться и при М <  1, но при достаточно больших разрен?ениях 
газа {р -С Poj где — атмосферное давление) или при размерах 
каналов, соизмеримых с длиной свободного пробега молекул 
(Z SS5 d — диаметр канала). В последнем случае приходится иметь 
дело с так называемым молекулярным течением. При этом роль 
внутреннего трения в газе уменьшается.

§ 18. Уравнение движенпя вязкой жидкости
Уравнение движения вязкой жидкости можно составить, если 

рассмотреть изменение количества движения и сумму всех дей-

Рис. 19. К выводу уравнения движения вяз
кой жидкости

ствующпх сил в элементарном объеме dV, который выберем в виде 
параллеленинеда с гранями dx, dy, dz, расноложенными соответ
ственно осям координат х, у, z (рис. 19).

Изменение количества движения. Результирующее изменение 
количества движения текущей среды в элементарном объеме, 
или ее импульс (сила инерции), определяется следующей форму
лой:

DP .uepndV ^^(W Q )dV , (18,1)
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D
где (J<yQ) предстапляет субстанциональную производную ко-

личества движения среды (o;q), которая в проекциях на оси 
координат запишется следующими тремя составляющими:

1

^ 'п н е р ц ,  U  —  ^ { W y Q )  =  ^ { W y Q )  +  W ^ ^ { W y Q )  +

-^ '^y§y(% Q ) +  ^^-h(^yQb

Р,терц. z =  ( w , q ) =  ~  ( ® , q )  +  W ^ ~  (йУ^р) +

д д

(18,2)

J
Сила тяготения. Для массы среды в элементарном объеме 

сила тяготения определяется произведением плотности среды
(q) на ускорение (g) двшкения в поле тяготения:

h^rdV  =  ^gdV. (18,3)
Сила внутреннего давления. Результирующее изменение внут

реннего давления при перемещениях среды в проекциях па оси 
ж, у, Z, как следует из рис. 19, представляется следующими 
тремя равенствами:

- ^ ^ d x { d y . d z ) = - ^ . d V ,дх

ду

— -Q~dz{dx-dy) =

ду
др
dz dV.

(18,4)

Произведения в скобках представляют собой площади трех 
граней параллелепипеда, по отношению к которым рассматривается 
результирующее изменение внутреннего давления.

др др др представляют изменение скалярнойВеличины -J- ,дх ’
величины — внутреннего давления среды {р) по направлениям
X, у, Z', их можно определить как проекции векторной величины 
градиента давления — р, или у  р.

Таким образом, для определения результирующей силы изме
нения внутреннего давления среды получаем следующую фор
мулу:

.Р давл^1^~ yP'dV.
С. к. Шорни

(18,5)
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Сила трения. При перемещении масс среды в элементарном 
слое с различной скоростью возникают касательные напряжения:

dwiа, =  т] дп

где 1]— динамическая вязкость среды;
dwi— изменсппе скорости течения в направлении п, иерпен-

•

дикулярном линиям тока I .
Действие сил трения или касательных напряжений в элемен

тарном объеме осложняется в условиях сжатия или расширения
—у

среды при изменении ее температуры и давления 0), а
также при изменении коэффициента вязкости среды Ф 0 ;

( =  1, 2, 3^ . С учетом всех этих особенностей поведения среды
составляющие сил трения в элементарном объеме могут быть 
представлены в следующем виде:

' div w'^

dwr
трен, X • dV=^

f <9 Г
ду

P.

(
Т р е н ,  V

+ dz

dWx I

dV =

dz "I

dŵ  
~di 
^  Г

dw-i
dy

^Tpeu, z-dV — ri

г
дх 3
д г с

dz L4
dwy 2
ду 3
d Г

dx . 4
dŵ , 2

dw
dzdx

divtiy^ +

")J}

(
dw-. dWx
dx dz )

dz 

+  §-y
dwu

L ‘ V 52

dV,

dV,

dV.

(18,6)

Помимо рассмотренных сил, на текущую среду в элементар
ном объеме dV могут действовать и другие силы, например силы
магнитного ноля (Рмагп-dF), давление радиации (Ррад ^̂ Ю и т. п.

Сложение всех сил, действующих на текущую среду в эле
ментарном объеме dV, приводит к следующему равенству, выра
жающему баланс сил:

к
( ^ P t ^ d V ,  (18,7)Риперц • dV '■

где i = l , 2 ,  3 , . . . — индекс, отвечающий порядку наименования 
де11ствующих сил;
А — общее число действующих сил.

Рассматривая течение среды в ноле тяготения под воздейст
вием силы давления, с учетом силы внутреппего трения иолу-
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чаем следующее уравнение сохранения суммт.1 сил или уравне
ние количества движения:

D (18,8)( ^ Q )  —  Р т я г  ~Ь Р д ав л  “ Ь  Р треп-

В векторной форме это равенство сил запишется в следую
щем виде:

(Qtiy) =  Qg -  V Р +  ?трсн • (18,9)

В проекциях на оси координат г, у ,  z  уравнение движения 
запишется;

^  (tc^.Q) =  Q g COS ( ^ ,  ^ ) -  { ^  [  Л ( 2  d i V ш )

4-  ̂ Гт1 4-  ̂ Гп 4-'’ “’■Л 11

^(t^'„Q) =  Q g c o s ( g , y ) - g  +  { ^  [т 1 (^2 ^ - | c l i v ^ ) ]  -Ь

)]}■+

ду

V 9 /  ' ду
dp , J' d  

dz

+  1̂
dwr , dw.

-  +

^  i^zQ ) =  Qg cos (g. z ) - % + {

)]dx L ' V dx +
dŵ
dz

(18,10)

Для текущей несжимаемой жидкости без учета изменения 
динамической вязкости среды уравпение движения в векторно!! 
форме представится в следующем виде:

dw

или
dw , . -*■ 1 , А^ + w { w ,  v ) =  g - - - V P + x A w .

(18,11)

(18,12)

При помощи известной векторной операции «вихря» уравне
ние (18,12) можно упростить. Эта операция обозначается сим
волом rot и имеет следующий смысл, если ее выполнить над
каким-либо вектором А:

где г, /, Л- — орты единичного вектора, направленные по осям 
координат X,  у, z .

Так как в уравнении (18,12) g есть постоянный вектор, то
rot g =  0 .
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При помощи орт i, / , к можно написать;
др -? (9/1 ~г -др у

Операция «вихря» над \jp приводит к равенству;

< ■
д"-р ik д р̂

дудх дудх

Таким образом, после операции «вихря» член (^g—  

в уравнении (18,12) исключается и вместо этого уравнения по
лучается следующее:

ди>r o t +  rot ау (ш, v ) =  'vrotAa^. (18,13)

Это уравнение указывает, что распределение скоростей {ско
ростное поле) в так называемых вынужденных потоках среды.

Рис. 20. Стабилизированное течение вязкой жид
кости в трубе

которые осуш;ествляются под напорным действием си.ч давления, 
не зависит от давления и определяется действием сил трения.

Покан{ем ото на примере наиболее простого случая стабили
зированного ламинарного течения однородной несжимаемой 
изотермической жидкости с постоянной вязкостью в горизон
тально расположенной трубе неизменного сечения (рис. 20). 
Для этих условий и стационарного режима течения имеем: 

diVbSsO (несжимаемая жидкость);
Wjj =  0, Wz =  О (ламинарное течение в направлении оси трубы);

d{wQ) _ Q (стационарный режим течения);
дх
dw
дх :0  (стабилизированное ламинарное течение);

cos {g, х) — 0 (горизонтально расположенная труба);
Зт|
^  =  0 “

(h\
дг =  0 (постоянная вязкость).
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Соответственно этим условиям уравнение движения (18,10) запи
шется:

дх

Для симметричного распределения скоростей в потоке оператор 
Лапласа для скорости представляется в цилиндрических коор
динатах:

. d'̂ W , i dw !ЛО A!Z\
=  +  (18,15)

Давление (р) по всему сечению одномерного потока жидкости 
сохраняется неизменным (не зависит от г). В связи с этим диф
ференциальное уравнение

должно удовлетворяться при условии, что обе части равенства 
представляют одну и ту же постоянную величину:

dp
d x ~ ^ ’

^  d^w . 1  dw
' г d r ) =  с .

Постоянную величину С можно определить из условий задан
ного падения давления (pi — p )̂ и потоке по длине трубы (L).

Для всех линий тока в трубе сохраняется линейное соотно
шение:

„ Pi—Р2 _  Г 
dx L  •

Таким образом, приходим к следующему дифференциальному 
уравнению:

d̂ w I  ̂ Pi—Рг (18 17)
dr"̂  ' г dr ц L V > /

Интегралом этого дифференциального уравнения является из
вестная формула Гагена — Пуазейля:

w { r ) = P ^ { W - - r ^ ) ,  (18,18)

где R =  4t — радиус трубы.
Формула эта отвечает параболическому распределению скоро

стей в любом сечении стабилизированного лалгшшрпого течения 
жидкости в трубе.
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Расход жидкости находится интегрированием по сечению:
R

( ? =  5 w { ? - ) 2 n r d r = ^ P ^  . (18,19)
О

Вводя среднюю скорость потока

имеем следующую формулу распределения скоростей по сечению 
потока;

а;(г) =  2^  [  1 - .  (18,21)

Наибольшая скорость соответствует липни тока по оси 
трубы;

Wo =  2w. (18,22)

Гидродинамическое сопротивление ламинарному течению 
жидкости в трубе находится по формуле

(18.23)

Сопоставляя эту формулу с известной формулой сопротивле
ния течению жидкости в трубах

=  (^8,24)

находим к о э ф ф и ц и е н т  с о п р о т и в л е н и и  л а м и н а р н о м у  
т е ч е н и ю  ж и д к о с т и в т р у б а х;

g =  (18,25)

где /?е =  - ^  •

Наряду с вынужденным напорным потоком жидкости пред
ставляет интерес так называемый свободный поток среды.

Свободный ноток осуществляется, например, в ноле тяготения 
при различии плотностей неравномерно нагретых масс среды. 
В этих условиях в среде возникает подъемная сила, определяе
мая разностью плотностей;

? п о д =  - ( Q - Q o o ) g ,

где Q — плотность среды в рассматриваемом месте;
Qoo — то же, но в отдалеюш от места нагретой среды.
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Если плотность среды изменяется обратно пропорционально 
температуре, как, например, для газов

=  ^  =  =  (18,26)

где р = — коэффициент объемного расширения газа, для(
жидкости Р <  > то для подъемно11 силы получаем формулу

Л од  =  0ооИ7’ - г ’оо)?. (18,27)
Даже при сравнительно небольшом изменешш плотности 

в различных местах неравномерно нагретой среды разность плот
ностей оказывается достаточной для того, чтобы возникаюш,ая
подъемная сила ( / ’ под) была соизмеримой с силами трения (Ртреп).

—V —V

давления ( Р д а в л )  и инерции ( Р „ н е р ц ) -

в  этих условиях уравнение движения с участием подъемной 
силы представится в следующем виде:

rot ^  +  rot (м), V) =  rot gp (Г — 2'оо) +  V rot Аш. (18,28)

Это уравнение указывает, что распределение скоростей в пото
ках среды с участ.ием подъемной силы не зависит от давления 
и определяется разностью температур и действием сил трения 
в жидкости.

§ 19. Уравнение одномерного течения

Наиболее просто уравнение движения запишется для одно
мерного потока жидкости. По направлению тока Z, составляю
щему известный угол с направлением ускорения силы тяготения
g (рис. 2 1 ) в стационарных условиях, уравнение (18,10) пред
ставится в следующем виде:

где Ртрен — результирующее действие силы трения, отнесенное 
к единичному объему.

Для возмояшости интегрирования этого дифференциального 
уравнения запишем его в следующем виде:

d ( q  ^ )  =  QgrfZ cos ( i ,  l ) - d p - P r p e n d l .  <19,2)

Интегрирование этого уравнения при неизменной плотности 
среды Q в пределах между двумя заданными сечениями кана-
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ла (1 ) и (2) приводит к следующему равенству:

=  — Qg ( ^ 2 - Z i ) - ( P 2 - P i ) - L треп)

где ^трен — результирующая работа сил трения в единичном 
объеме при течении жидкости в канале па заданной 
длине между сечениями (1 ) и (2).

Полученное равенство, записанное в форме

(19,3)

представляет собой известное уравнение Бернулли для текущей 
жидкости с учетом действия сил трения.

По физическому смыслу это уравнение можно рассматривать 
как сохранение энергии в единичном объеме: кинетической энер

гии потенциальной энергии давления {р) и потенциаль
ной энергии массы единичного объема среды, находящейся в по
ле тяготения (q^z).

Если вся работа трения переходит в тепло, то соответственно 
изменяется температура среды:

•f'TpeH =  ССуГг — QCyTi-j^ •

В этих условиях уравнение сохранения энергии для текущей 
несжимаемой среды представится в следующем виде:

Q- ^  +  /̂ 1 +  Qg'Zi +  qcvT 1 =  -f- />2 +  QgZi +  Qcv?’2- (19,4)

Для сжимаемой текущей среды Q = const (где и — удель
ный объем среды), и уравнение (19,2) запишется в следующем



виде:

d cos (g, 7) - t 'r fp -  =

=  — gdz — vdp — p,  (19,5)

где d — изменение кинетической энергии единичной массы
текуш,ей жидкости; 

gdz — изменение потенциальной энергии единичной массы 
среды, находящейся в поле тяготения;

L’cZjD — работа сил давления, затраченная на неремещепио 
единичной массы среды по линии тока; 

с̂ -̂ -трен, р — работа сил трения для единичной массы переме
щаемой среды вдоль линии тока.

Согласно первому закону термодинамики, имеем следующее 
равенство:

dQ — di-~vdp, (19,6)

где di — d (ср'Г) — изменение энтальпии единицы массы среды; 
udp — элементарная работа сил давления; 
dQ — тенло, сообщаемое пли отводимое для единицы массы 

среды.
Таким образом, в соответствии с первым законом термоди

намики уравнение (19,5) можно представить в следующем виде:

d i d  gdz =  dQ — ^̂ /̂тpeн, р- (19,7)

Сумма i-\ -~ -\ -g z  =  суТ +  р т +  ~  +  gz представляет собой
полную энергию единицы массы среды: тепловую энергию (суТ), 
потенциальную энергию давления (pv), кинетическую энергию
движения и потенциальную энергию положения среды в
поле тяготения {gz).

Таким образом, для сжимжмой текущей среды уравнение сох
ранения энергии представится в следующем виде;

d{i-\— 2 — dZripeH, р- (19i8)

В частном случае при условии изоэнтропического течения сре
ды (отсутствие теплообмена и трения) уравнение (19,8) перехо
дит в следующее:

d { i + ' ^ + g z )  =  0. (19,9)

Интегрирование этлго уравнения в пределах между двумя 
заданными сечениями канала (1 ) и (2 ) приводит к следующему
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равенству:

(19,10)

Пользуясь этим уравнением, можно, нанриыер, определить 
скорость изоэнтронического истечения газа из соила. При Zi =  Za

(19,i i ;

Отсюда для скорости истечения w-i получаем формулу

^ 2 =  — гг) м!сек. (19,12)

§ 20. Тепло треппя и кинетическая температура среды, 
движ^тцейся с большими скоростями

А . Тепло трения движущейся среды

Тепло, возникающее в результате действия сил трения в еди
ничном объеме, можно вычислить, рассматривая работу, обу
словленную касательными и нормальными напряжениями теку
щей сжимаемой вязкой среды. При этом полная работа нормаль
ных и касательных составляющих сил трения преобразуется час
тично в энергию давления и кинетическую энергию потока и час
тично переходит в тепло.

Полная работа нормальных и касательных составляющих 
сил трения в единичном объеме за 1 сек представляется суммой

д 3
^-трен =  {OxxWx +  <^хуЩ - f  а^.ВУг) +  ^  (Pvx-Wx +  ^yyWy Oy^W,) -I-

Zx^x “b "b ^zz^z) »

где а^  ̂=  ц ( 2  div w

a„„ =  T ir2 ^ ^ - ^ d i v

(20 , 1)

vv

O z z  =  1] ( 2
1 dw.

dz 3

dy J 

)

нормальные напряжения 
(рис. 19),

dw2 dWx 'Tdx d z

касательные напряжения 
(рис. 19).
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Работа сил треиия, преобразуемая в энергию давления и ки
нетическую энергию потока, определяется суммой:

Соответственно этой работе изменяются давление и кинети
ческая энергия движущейся среды в единичном объеме:

Wx +  w'y-\-wl 
2

Работа сил трения, переходящая в тепло, находится как 
разность:

Т — Т г — in „  dWy dŵ  \ .
■'-'трен, тепл —  ^>трен -̂^трен, мех — ''Г ^хг J

Соответствующая этой работе мощность теплового источника 
от дехгетвия сил трения в текущей среде определяется произве
дением:

7 т р е п  = ■ 'П *1 *д и сси п  . ( 2 0 , 4 )

где Г] — вязкость среды;
Ф д и с с и п  — так называемая диссипативная функция

Ф д и с с и п  —  2

+ - I  (20.5)
Для наиболее простого случая — одномерного течения среды 

относительно плоской поверхности стенки неограниченных раз
меров — диссипативная функция определяется равенством

фдиссип -\~Ъ у )  ■

Соответствующая мощность теплового источника находится:

CdWx\^ вт
- ^ )  м -̂ (20 ,6)

При больших скоростях обтекания тел изменение скорости 
в тонком пограничном слое у поверхности тела может быть на
столько большим, что мощность теплового источника от действия 
сил трения оказывается не только соизмеримой с различными 
видами переноса тепла в пограничном слое (например, теплопро
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водностью), но п может значительно их препышать. Так осу
ществляется нагрев тел, движущихся в газовой среде с большой 
скоростью.

V. Кинетическая температура движущейся среды

При движении среды с большими скоростями, как уже ука
зывалось (§ 7), можно ввести понятие условной кинетической 
температуры, отвечающей кинетической энергии единичной мас-
сы движущейся средыГ-^ ):

г\
2ср

При условии мгновенного (без тепловых потерь) торможения 
двинчущейся массы среды кинетическая температура отвечает 
также соответствующему повышению температуры теплового 
состояния заторможенной среды (температура торможения):

0  к и нгде критерии кинетическои температуры.
Пользуясь понятием критерия скорости движения среды

М =  -^ (гд е а — — скорость звука в газе), получаем
формулу для определения температуры полного мгновенного 
торможения движущейся среды;

=  (20,7)

Для примера оценки заметной величины критерия кинети
ческой температуры

М *>  0 ,0 1 ( 1 %)Т  2

вычислим соответствующую скорость воздуха (А = 1 ,4 ) :

0.224».

Для температуры Г  =  273° К скорость звука в воздухе

а =  \/  =333 Micen.

Следовательно,
0,224*333 =  75 м/сек.
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Таким образом, при скорости движения воздуха да > 7 5  MjceK 
критерий кинетической температуры становится заметным

1% ) .

При движении воздуха с М =  1 (звуковая скорость)

:55°.

При обтекании тел воздухом с весьма большими скоростями
(М >  1) кинетическая температура ~  может достигать
весьма больших величин. Например, прп М =  10 0i„,h =  20-T%  
««5500°К ; при М =  20 0„„„^22ООО°К.

20 25 30 35

Рис. 22. Теашсратура торможения в зависи
мости от числа М в условиях течения 

Куэтта [63]

Необходимо учитывать, что полное мгновенное торможение 
движущейся среды не достигается. Поэтому реализуемая кине
тическая температура оказывается меньшей:

0K1IH реальп — Г Окпп — Г -
k — i м 'г .

где г — к о э ф ф и ц и е н т  в о с с т а н о в л е н и я  кинетической тем
пературы.

Коэффициент восстановления кинетической температуры оп
ределяется экспериментально применительно к конкретным слу
чаям обтекания тел (г =  0,850- f - 0,995).
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При торможешш в газе тел, движущихся с очеиь большими 
скоростями (сверхзвуковыми), температура торможения разви
вается настолько высокой, что газ подвергается термической 
диссоциации и ионизации молекул и атомов. Тедшература газа 
при этом снижается в соответствии с энергией диссоциации 
и ионизации (^’дисср^ компонентов среды (q;):

С̂г-Бдисо Pi 
Яёр

13 ЭТИХ условиях температура теплового состояния газа при 
торможении тел, движущихся с очень высокой скоростью (сверх
звуковой), определяется формулой

■о.

Заметная диссоциация молекул газа отвечает температуре, 
превышающей 2000° К, а ионизация частиц наблюдается при

еще более высокой температуре.
На рис. 22 представлена по

лученная расчетом зависимость 
температуры торможения для раз
личных чисел М и показано вли
яние термической диссоциации и 
ионизации газа.

§ 21. Перенос импульса иа стенку 
или торможение текущей среды

Перенос импульса, или коли
чества движения, текущей среды 
( w q ) на стенку, вдоль которой пе
ремещается среда (рис. 23) со 
скоростью в отдалении от стенки 
ьУоо, определяется из условий, ана
логичных переносу энергии и мас
сы на стенку.

При этом формула, определяющая удельную силу трения, отне
сенную к единичной площади поверхности обтекаемого тела, 
находится в следующем виде;

Рис. 23. К оиределению иереноса 
импульса на стенку (торможение 

текущей среды)

(2 1 , 1)

1 --где — ĉ  =  v — коэффициент переноса импульса, или коэффициентО
кинематической вязкости среды; 

бц) — условный эквивалентный пограничный слой среды, »



котором осуществляется перенос импульса с равно
мерным изменением количества движения;

Jĵ oceoo — количество движения среды в отдалении от стенки;
— количество движения среды на границе с поверхно

стью стенки.
При условии полного торможения среды на стенке WpQp =  О 

(течение без скольжения) удельная сила торможения опреде
ляется формулой

^-^WooQcc. (2 1 ,2 )

Сила трения, возникающая нри][обтекании тела жидкостью, 
может быть определена так же, как некоторая доля динамичес
кой силы потока:

=  (21,3)

где I — коэффициент трения.
Из равенств (21,2) и (21,3) для коэффициента трешш полу

чаем следующее соотношение:

Так как ~ c l  =  v, а — число Рейнольдса, отнесен
ное к расстоянию х  от начала обтекания поверхности тела по
током, то коэффициент трения определяется формулой

2

Яег

Из теории пограничного слоя применительно к обтеканию 
плоской стенки ламинарным потоком изотермической среды'(§74) 
для толщины пограничного слоя известна формула

бш 1
^ 0,332 "

Для коэффициента трения при обтекании плоской стенки ла
минарным потоком среды получаем формулу

 ̂ 0,664

Для коэффициента трения при стабилизированном течении 
изотермической жидкости в трубе из формулы Гагена — Пуазейля 
следует:

t _  64
^лам. труб -  7^  , ( 2 1 , 5 )
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где Rci =  — число Рейнольдса (щ) — средняя скорость потока,
d — диаметр трубы, v — кинематическая вязкость 

жидкости).
В условиях турбулентного потока изотермической жидкости 

в трубе коэффициент трения также находится в зависимости от

числа Re — w d однако степень влияния получается меньше,
чем для ламинарного потока. Например, для гладких труб в диа
пазоне изменения Ле <  10 ^

т̂урб '
0,3164 (21,6)

Помимо числа Re, коэффициент трения турбулентного потока 
находится в завнсимостн от относительной шероховатости степок

.Критическая 
зона

0.010 - 

о,й®Е 
ms

'  /Кетзобетонные m pyh i S^=0,3r3fin  
Литые чугунные =0.25
ГатВанизированные

чугунные труды S^=0,15 
Сварные стальные трубы = 0,0^5 
Цепьнотянутые =0,015
...I I J I I I, 1,1

о,оог
0,001
0,0008
0,0006
о,ооои
о,ооог
0,0001
0,00003

OMOOf
10̂ I 6 т i s ^  гт  ч s ^  тч i 6 Ip  m i n

Рис. 24. Коэффициент трения при течении изотермической жидкости б трубах

канала бщ/rf, где бш— характерный резмер шероховатостн стенок:

5 т у р б  =  /  ( ^ б ,  б щ / d ) .

На рис. 24 представлены графики зависимости коэффициента
г» wdтрения от числа Не = —  для условии изотермического течения
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жидкости в трубах с различной относительной шероховатостью

Cf)-
Как видно, в переходной области числа Re 2300 характер 

зависимости коэффициента торможения от числа Re заметно 
изменяется.

Для условий неизотермического течения среды при наличии 
теплообмена с поверхностью тела коэффициент трения, помимо 
прочих факторов, зависит от температурного поля текущей среды.

Течение газа с большилш скоростями относительно поверхности 
тела, как уже отмечалось, происходит с некоторым скольжением, 
и коэффициент трения уменьшается.



^ Г л а в а  /К =

КОЭФФИЦИЕНТЫ ПЕРЕНОСА

На практике приходится встречаться с весьма различными 
толами и средами, в которых осуществляется перенос энергии, 
массы и импульса. Состояние тел и сред может изменяться как 
по виду фаз (твердое, жидкое, парообразное, газообразное, плаз
менное состояния), так и но параметрам состояния (давление, 
температура). Перенос энергии в различных телах и средах 
зависит от вида носителей, их скорости, характера перемещения 
носителей (диффузионны11, конвективный, лучевой) и параметров 
состояния вещества. Перенос массы и импульса также зависит от 
скорости, характера перемещения частиц вещества и параметров 
состояния.

При определении удельных потоков диффузионного переноса 
тепла

q, =  {Q C y T )^  ,

или — К\Т,

диффузионного переноса массы отдельных компонентов вещества
кг

м'^сек

при определении силы трения текущих слоев среды

dwxили =  Т] ,

важнейвтее значение имеют коэффициенты переноса: 
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а — — ” — коэффициент переноса тепла, или температуро-
нроводность вещества (q и  с — плотность и теплоем
кость вещества);

— коэффициент теплопроводности вещества;м-град

D i,j —  — коэффициент диффузии г-го компонента вещества;

V =  ^  — коэффициент кинематической вязкости среды;
Q С6К 

Н'Сек V Vг\ — ^  — коэффициент динамическои вязкости среды.
Коэффициенты переноса а, К, D i j ,  v u т) являются физи

ческими характеристиками (физическими параметрами) веще
ства и представляют его свойства в процессах переноса тепла, 
компонентов массы вещества и внутреннего трения текущих слоев 
среды. Коэффициенты эти определяются экснериментальпо и нахо
дятся в зависимости от факторов, определяющих состояние веще
ства (температура, давление). Ниже рассматриваются характер
ные особенности коэффициентов переноса различных веществ 
и анализируется зависимость их от различных факторов. Кон
кретнее данные о коэффициентах переноса содержатся в различ
ных справочниках тенлофизических величин.

§ 22. Влияние температуры и давления 
на коэффициенты иореноса в газах

Как было показано, все коэффициенты диффузионного переноса 
тепла, массы и импульса определяются нроизведением средней 
скорости носителей (с) на среднюю длину свободного пробега (/):

а, D, v ^ { d ) .
Согласно кинетической теории газов, которая достаточно 

хорошо объясняет свойства и поведение газов при обычных давле
ниях и температурах, когда состояние газа близко к идеальному, 
средняя скорость перемещения молекул газа зависит от темпе
ратуры;

где 8,32 — газовая постоянная одного моля;
М  — молекулярная масса газа;
Т — температура газа.
Средняя длина свободного пробега молекул газа определяется 

формулой
1=  — - 

NQ  ’
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где N  — концентрация молекул в единичном объеме;
Q — эффективное сечение переноса соударяющихся

молекул.
Для каждого газа величина молекулярной массы неизменна; 

количество молекул в единичном объеме пропорционально давле
нию газа (р) и обратно пропорционально температуре (Г).

При пеизменном эффективном сечении переноса соударяю
щихся молекул для коэффициентов переноса тепла, массы и импуль
са имеем следующие пропорциональные соотношения:

а, D, V------

Как показывает опыт, влияние температуры для различных 
газов оказывается несколько большим, чем в степени 1,5. Пока
затель степени у телшературы находится в диапазоне от 1,5 до 2.

Таким образом, коэффициенты переноса тепла, массы и импуль
са для различных газов зависят от телшературы и давления, и эту 
зависимость можно представить в следующем виде: .

(22 ,1)

где До, D q, Vo — коэффициенты переноса тепла, массы и импульса 
для различных газов при нормальном состоянии 
(Го — 273° К, ро =  760 мм рт. ст.). 

Коэффициент динамической вязкости идеального газа не 
зависит от давления и изменяется лишь с температурой:

1, =  v e  =  rio
Т \ n-1

k -t ; )  •

в  связи с большой средней скоростью молекул (с) из всех 
двухатомных газов наибольшим коэффициентом переноса обла
дает водород (На), а из одноатомпых газов — атомарный водо
род (Н). Значительно меньшими коэффициентами перепоса 
обладают газы с тяжелыми молекулами (СОг, SO2).

При очень малых и очень болыпих давлениях газа на коэф
фициентах переноса сказываются особенности поведения молекул 
в разреженном и копцентрировапном газе по сравнению с идеаль
ным. При очень низких давлениях газа (р <  1 am) коэффициенты 
переноса определяются в соответствии с лучев]лм характером 
перемещения молекул. Большая концентрация молекул при 
больших давлениях газа приводит к заметному силовому вза
имодействию молекул, которое оказывает влияние на коэффи
циенты переноса.
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§ 23. Критерии физических свойств газа
В решении различных задач конвективно-диффузионного пере

носа тепла важную роль играет отношение коэффициентов пере-
1 --- 1 - “носа импульса =  g d )  и тепла (аеу= 2  ^0- Отношение этих

коэффициентов, рассчитанных со1'ласно приближенной теории 
диффузионного переноса, является постоянным числом;

=  4  =  0 .6 6 0 .. . (23,1)

Как показывает точная теория диффузионного перепоса в газах 
и подтверждает опыт, это характерное число - -  =  0,6CG ие удов-

летворяется, особенно для простых одноатомных газов. В табл. 1
Vприводятся отношения для различных газов.
<̂V

Т а б л и ц а  1

V V
Газ Газ“ су “ су

Водород На . . . . 0,521 Окпсь азота N 0 ................. 0,526
Гелнй Не ..................... 0 ,4 Кислород О2  ..................... 0,529
Метан СН4 ................. 0,588 Аргон Аг ............................. 0 ,4
Аммиак NI-I3 . . . . 0,588 Двуокись углерода СО2  . 0,596
Неон N o ..................... 0 ,4 Закись азота N2 O . . . . 0,596
Окись углерода СО 0,534 Сернистый газ SO2 . . . 0,61
Этилен С2 Н4 . . . . 0,642 Х лор CI2 ............................. 0,556
Азот N, , . ■ • 0,524 Кринто)! К г ......................... 0 ,4

Ксенон Хе ............................. 0 ,4

Для приближенного определения отношения 

жить формула Эйкена:

X 9ср1су—5

мо;кет слу-

(23,2)

где Ср/су — отношение теплоемкостей газа при постоянном дав
лении и постоянном объеме.

Отношение коэффициентов переноса импульса (v) и тепла
Су

Ос =  йс называют к р и т е р и е м  ф и з и ч е с к и х
Р  *

с в о й с т в  г а з а  в процессах конвективно-диффузионного пере
поса тепла, или к р и т е р и е м  П р а н д т л я :

Рг = (23,3)
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в  решении задач конвективно-диффузионного переноса массы 
важную роль играет отношение коэффициентов переноса имиуль-

_ ^ __
са (v =  2 cZ) и массы молекул (Z)j J =  2 cl). Отношение этих коэф
фициентов, согласно приближенной теории, также представляет 
постоянное число:

=  0 .6 6 6 . . .  

в  действительности, однако, отношение

(23,4)

D
значительно

i,J
отличается от числа 0,666 и оказывается различным для молекул 
газов с различной атомностью. Кроме того, это отношение зависит 
от состава газовой смеси, в которой осуществляется диффузия 
молекул г-го компонента газа.

Отношение коэффициентов переноса импульса (v) и массы 
молекул {D ij) называют к р и т е р и е м  ф и з и ч е с к и х  
с в о й с т в  газа в процессах конвективно-диффузионного пере
носа массы, или к р и т е р и е м  Ш м и д т а :

Sc:
Di.j ■

В табл. 2 представлен критерий Sc для диффузии некоторых 
газов.

Т а б л и ц а  2

Диффундирующий 
газ (i)

Среда
. < 3

Диффундирующий 
газ (г) Среда

(D

Хлористый водо Водяной 0,81 Водяной пар Воздух 0,488
род НС1 

Аммиак NH3

пар Н2 О 
Водяной 1,5

Н2 0  

Водород Н2 К исло 0,182

Аммиак NH3

пар Н2 О 
Воздух 0,634 Водород Н2

род О2 

Азот N2 0,187
1,83Д вуокись углеро Водород Бензол CgHg Воздух

да СО2 На 0,158 Бензол CgHe Двуокись 1,37

К ислород О2 Азот N2 0,681 Бензол С0 И0

углерода
Водород 3,26

В связи с одинаковым характером влияния температуры и дав
ления газа на коэффициенты переноса а, v и D i j  критерии физи
ческих свойств Рг и Sc для газов, близких к идеальным, не зави
сят от давления и сравнительно слабо изменяются с температурой.

§ 24. Особенности переноса в разреженном газе
При очень малом давлении (р <  1 am), в состоянии ^-ильного 

разрежения газа, длина свободного пробега молекул (Z) может
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быть настолько большой, что становится соизмеримой или даже 
больше размеров тела (/), которое находится в разреженном газе

( к р и т е р и й  К н у д с е н а  К  =  i).

В этих условиях простые диффузионные представления о пере
носе тепла, массы и импульса теряют силу; иптепсивность пере
мещения молекул по различным направлениям в сильно разрежен
ном газе не сохраняется одинаковой; сказывается лучевой характер 
перемещения молекул. Перенос энергии на границе с поверхностью 
тела в разреженном газе осложняется отражением молекул с непол
ным обменом энергии с частицами тела; наблюдается явление 
температурного скачка. Течение разреженного газа относительно 
поверхности тела осуществляется со скольжением, и на границе 
наблюдается скачок скорости тече- _
ния.

Явления переноса в разреженном 
газе еще более усложняются при те
чениях газа со скоростями (ш), пре
вышающими скорость звука (к р и- 
т е р и й  М а х а  М > 1 ) .

А . Перенос энергии в разреженном газе

В сильно разреженном газе у 
стенки (/? <С 1 атм) молекулы пере
мещаются по направлению к стенке 
без соударений между собой и их 
можно рассматривать как поток ча
стиц, аналогичных потоку фотонов 
при излучении тел без поглощения 
энергии излучения промежуточной 
средой. В этих условиях удельный 
молекул на единицу площади стенки определяется формулой:

Рис. 25. К определению удель
ного потока молекул разре
женного газа, падающих па 

стенку

ноток энергии падающих

дпад== /г с о з ф й с о ,  
( 2  л)

где /г = сЛ̂ е — интенсивность энергии молекул, перемещаемых

по направлению  ̂ к стенке (iV — концентрация молекул 
в пространстве, с — скорость их перемещения, е — сред
няя энергия молекул газа);

ф — угол между направлением Z перемещения молекул и
нормалью п к стенке (рис. 25);

Jco =  sin ф йф — элементарный телесный угол.
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Выполняя интегрирование, находим;
2  я  ф = я / 2

9 п а д  = ciVe dQ  ̂ sin ф cos ф =  ~  cTVe. (24,1)
о  ф = 0

Если разреженный газ находится в состоянии термодинами
ческого равновесия нри температуре Т, то средняя энергия 
молекул газа определяется формулой:

е =  кТ,

где и — множитель, отвечающий числу степеней свободы дви
жения молекулы с элементарной энергией •

В этих условиях формула (24,1) запишется в виде:

д и а д  = : ^ c N n j k T = ^ c U  =  { c  { Q C y T ) ,  ( 2 4 , 2 )

где J7 =  дсуГ — объемная плотность энергии в газе ■
При полном обмене энергией падающих молекул газа на 

стенку с частицами вещества стенки результирующий перенос 
энергии к массе стенки определяется разностью потоков энергии 
молекул, падающих на стенку (^пад) и отраженных стенкой 
{ д т р )  с энергией, отвечающей температуре стенки Тр\

9 р е з .  м а к с  =  9 п а д  Ч Т р '  ( 2 4 , 3 )

При неполном обмене энергией молекул, падающих на стенку,
с частицами вещества стенки результирующий перенос энергии 
к массе стенки определяется разностью:

? р е з  =  9 п а д  ^ о т р ,  Т ц ^р>  ( 2 4 , 4 )

где о̂тр, Тоjp — удельный поток энергии молекул, отрангенных 
стенкой при неполном обмене энергией, отвечающей 
^  о т р  ^  F-

Отношение — —  =  аак< 1 представляет собой способность
9 р е з ,м а к с

усвоения энергии молекул стенкой и называется к о э ф ф и- 
ц и е н т о м  а к к о м о д а ц и и .

Согласно уравнениям (24,3) и (24,4), для коэффициента 
аккомодации получаем следующую формулу:

=  - ' г * ' " " "  ■
? п а д  ^ о т р ,  Т р

При неизменной средней скорости падающих и отраженных 
молекул удельные потоки энергии при температурах "Гр и 7 ’о т р
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1 -
<7отр, T p  =  ^ c { q c v T f ) ,

9отр, (б С у ^ ’ отр )-

В этих условиях коэффициент аккомодации определяется 
отношением разности температур:

=  (24,7)
1 оо— J F

Для вычпслопия коэффициента аккомодации, помимо температур 
гэза Тоо и стенки Тр, необходимо знать температуру отражен
ных молекул 7’отр.

Теплоотдача сильно разреженного газа (А' >  1) определяется 
формулой:

9рез =  ? п а д  —  ?отр , CQCy {T oo  7 ’ отр) =

=  а.а,к\щсу{Т^ — Тр). (24,8)

Произведение «ак cQCy =  ар представляет коэффициент тепло
отдачи стенки, и, следовательно, формула теплоотдачи разрежен
ного газа запишется в обычном виде:

qp =. ар (Too — Тр),

где ajr — коэффициент теплоотдачи разреженного газа опреде
ляется произведением скорости движения молекул (с), 
плотности таза (q), его теплоемкости (су) и коэффи
циента аккомодации (аак).

Б. Температурный скачок

В результате неполного обмена энергий газовых молекул 
на стенке в приграничном слое газа (рис. 26) наблюдается 
температурный скачок (Тотр — Тр), которых! в соответствии с фор
мулой (24,7) определяется так:

Т о г ^ -Т р = .{1 -а ,^ ) {Т о .-Т р ) .  (24,9)

Чем меньше коэффициент аккомодации аак, 'I'gm больше 
температурный скачок в пограничном слое разреженного газа 
у стенки. При аак =  0 температурньи! скачок достигает предельной, 
наибольшей величиныт-равной разности температур газа и стенки:

(7  отр —  Тр)макс — Т' оо Тр. (24,10)
При Оак =  1 температурного скачка в пограничном слое газа 
у стенки не суш,ествует.

определяются формулами:

(24,6)
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ограниченного различными 
т

T oo

tX

Рис. 26. К определению томпера- 
турпого скачка у  стенки в разре

женном газе

Измерения переноса тепла в слое разреженного воздуха,
металлическими стенками (бронза, 

алюминий, чугун), указывают для 
коэффициента аккомодации вели
чины, изменяющиеся в зависимо
сти от состояния поверхности от 
0,87 до 0,97.

По данным Смолуховского, 
в тонких слоях газа коэффициент 
аккомодации изменяется от 0,1 
до 1.

Существование температурного 
скачка в пограничных слоях силь
но разреженного газа у стеики 
или в весьма топких слоях газа 
атмосферного давления (например, 
газа, находящегося в порах слоев 
люльчайших зерен) связано со сни
жением результирующего переноса 
энергии. Не следует, однако, за

бывать о существовании другого вида переноса энергии через 
слой — излучения, которое во многих случаях играет решаю
щую роль.

В. Свободное молекулярное течение 
разреженного газа

Формула (24,1) для определения удельного потока энергии 
свободно перемещающихся молекул разреженного газа и падаю
щих на единицу площади поверхностп
стенки может быть применеиа и для удель- ____/1
ного потока массы свободно вытекающих 
молекул из отверстия тонкой перегород
ки, разделяющей газ обычного давления 
{р >  1 атм) от разреженного газа {р <
<  1 атм). Если диаметр отверстия п толщи- 
£ia перегородки будут значительно меньше 
длины свободного пробега молекул газа, 
то множество молекул газа, двин^ухцихся 
в обе стороны, будут свободно проходить 
отверстие перегородки без столкновений.

Удельные потоки массы молекул, проходящих отверстие 
перегородки (рис. 27) без обратного отражения от боковых степок, 
определяются формулами:

1 -  

92, 1 =  Т

7
>
/V, и
р, И"
Т, * h

Рис. 27. К оиределепию 
свободного течения мо
лекул разреженного газа 
в отверстии перегородки
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где (?Ь2И (/2,1— удельные потоки массы молекул, проходящих 
отверстие перегородки в направлениях 1,2 и 2,1;

Cl и С2 — средние скорости неромещепия молекул газа в про
странствах 1 и 2; 

и TVa— соответствующие концентрации молекул газа; 
т — масса молекул газа.

Результирующий перепое массы молекул через единичную 
площадку отверстия составит:

q  =  q i , 2  —  q-i, 1 =  \  { c i N i m  —  с^ М гт ).

Имея в виду, что давления газа и скорости молекул опреде
ляются формулалш:

1 ”  1 -  Pi =  ^Nimc\, рг =  ^М:2.тс1,

для результирующего переноса массы молекул через отверстие 
перегородки получаем следующую формулу:

Важно н интересно отметить, что дан{е при одинаковом давле
нии газа, разделенного перегородкой (pi =  рг), но при различных 
температурах {Т  ̂ Ф Гг) перенос массы молекул газа осуществляется 
в сторону меньшей концентрации газовых молекул , т. е. в сторону 
большей температуры.

Перенос молекул газа в сторону меньшей концентрации при 
больше!! температуре называют т е р м и ч е с к о й  д и ф ф у -  
3 и е ii, в отличие от обычной изотермической диффузии. Процесс 
термической диффузии используется для разделения газов в газо
вых смесях.

При одинаково!! температуре газа в о б о ! !Х  пространствах 
(Ti — Т2 — Т), но при разл!1чпом давлепи!! {pi Ф рг) удельный 
поток переноса газа в условиях свободного перемещения моле
кул определяется формулой (формула Кнудсена):

г .  Течение масс газа со скольжением

Перемещение масс разреженного газа отпоситель!Ю поверх
ности тела сопровождается скачком скорости перемещения на 
границе с !юверхностыо тела. Существование С1<ачка скорости 
и явления скольжения газа вдоль стенки связано с частичшям
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свободным молекулярным течением разреженного газа. Особенно 
заметно скольжение текущих масс разреженного газа при ско
ростях перемещеиия (ю), превышающих скорость звука {а), т. е .,

« и г  W лкогда критерии М =  — >  1.
Как показывает опыт и теория переноса импульса при тече

ниях масс газа со скольжением, коэффициент сопротивления обте
канию тел разреженным газом оказывается меньшим, чем при 
обтекании этих же тел газом обычного давления.

Us,CfM

Рис. 28. Характсрпстики течения газа со скольжением: 
Ug—  отношение скоростей течения; С /'М  — характс[)истика 

трения при течении [39]

Теория течения газа со скольжением рассматривается в спе
циальных курсах газовой динамики [01]. Здесь ограничимся лишь 
рассмотрением результата решения задачи обтекания пластины 
газом в широком диапазоне изменения скорости потока.

На рис. 28 представлены графпки безразмерной скорости
скольжения газа {us =  и произведения коэффициента сопро
тивления (Cf) на критерии Маха (М) в зависимости от комплекс-

1 1 X / Л Т ^  т  г»пого критерия: критерии М =  критерии Кнуд-
сена К  =  1/1, I — средний свободный пробег молекул, I — полная 
длина пластины, х  — расстояние от встречной кромки пластины). 
На рис. 28 указаны области соответствующих течений газа: без 
скольжения, со скольжением и свободного молекулярного дви- 
гкения. Как видно из представленных данных, эффект скольжения
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газа при обтекаппи пластины сказывается тем больше, чем больше 
длина свободного пробега газовых молекул и чем больше ско-
ростнон критерии М =  —.

§ 25. Особеиности переноса в плотных 
газах п парах

При очень больших давлениях (р >  1 атм) на нереносо в газах 
сказывается силовое взаимодействие молекул. Особенности пове
дения молекул могут сказываться на переносе п при обычных 
давлениях, но прп состояниях газов, близких к пасыш,епному 
пару, когда возможна ассоциация молекул. С понижением темпе
ратуры н повышением давления но мере приближения состояния 
газа к нас1.1ш,енному пару поведение газа все в большей мере 
отклоняется от свойств идеального газа. Характеристическое 
уравнение состояния идеального газа (уравнение Клапейрона — 
Менделеева) теряет сийу, и для описания изменения состояния 
реального газа приходится привлекать иные уравпення (уравне
ние Ван дер Ваальса и др.).

Отклонение свойств реального газа от идеального сказывается 
(Соответствуюш,им образом и на коэффициентах переноса энергии, 
лшссы и импульса.

Если, паирилгер, для идеального газа дииалшческая вязкость, 
ткак уже указывалось, не зависит от давления и изменяется только 
с  температурой газа

ТО при большпх давлениях н низких температурах па динами
ческой вязкости газа начппаот сказываться п давление. Влияние 
давления газа на динамическую вязкость может быть выражено 
формулой И. Ф. Голубева:

г](р, Л  =  Л (Л  +  « ( - ^ - ) "  . (25,1)

где Г] (Г) — динамическая вязкость газа, не завнсяш,ая от дав
ления;

— термическое давление газа, определяемое суммарным 
импульсом молекул, ударяюш,ихся о стенку (р >  р); 

а и п — величины, постоя1пп.1е для каждого газа (табл. З).
Уравнение (25,1) достаточно хорошо согласуется с экс1^ери- 

мента.пьныдо! данными динамической вязкости различных газов 
для давлений до 800 атм.

Термическое давление р,̂  для известных температур и дав
лении газа можно вычислить, пользуясь тем или иным уравнением 
состояния реального газа. Термическое давление может суще
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ственно превышать давление, под которым находится газ; причи
ной этого являются силы молекулярного взаимодействия, сни
жающие давление газа на стенку.

Т а б л и ц а  3

Газ

Водород Из .................
Азот N2  .........................
Двуокись углерода СО2

Аммиак NH3 .................
Метап СЫ4 .....................
Этап СзИв . . . .
Пропап С3 Н 8 .................
Этилен C2 II4 .................

73 1 , 1 2

567 1 , 1 2

930 1,117
550 1,115
540 1 , 1 0 2

880 1,118
1475 1 , 1 2

1 0 0 0 1 , 1 1

На рис. 29 представлены графики зависимости дипалтческой 
вязкости азота от температуры и давления [И ]. Как видно, до 
50 атм давление слабо сказывается иа динамической вязкости

Рис. 29. Динамическая вязкость 
азота в зависимости от темпера

туры и давления [1 1 ]

Рис. 30. Динамическая вязкость 
аммиака в зависимости от темпера

туры и давлеиия [И ]

азота. При очень высоком давлении — 800 атм и при темпера
туре менее 50° С динамическая вязкости азота более чем в 2,5 раза 
превышает вязкость азота при атмосферном давлепии. На рис. 30 
и 31 представлены графики зависимости динамической вязкости 
аммиака и водяного пара от температуры п давления. Как видно.
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воо^с
Рис. 31. Динамическая вязкость водяного пара в зави

симости от температуры и давления [ 1 1 ]

Рг

Рис. 32. Критерий физических свойств Р /-=  — водяного пара 
в зависимости от температуры и давления [8 ]



по мере приближения к состоянию насыщения и жидкому состоянию 
динамическая вязкость газов особенно сильно зависит от темпера
туры н давления. В состояниях, близких к насыщенным парам,

Sc
0.7

0.6

Q5-
О 20 йО ВО SO

Рис. 33. Критерий физических свойств Sc =

m t ’c

V
DiJ

водяного пара в воздухе в зависимости от темпера
туры при р  =  760 мм рт. ст.

у газов сильно меняются и другие физические параметры (плот
ность, теплоемкость, коэффициент теплопроводности, диффузии 
и т. п.). Соответственно меняются также и критерии физических 
свойств газа в процессах конвективно-диффузионного переноса 
тепла и массы (критерии Рг и Sc) (рис. 32 и 33).

§ 26. Коэффпциеиты переноса в газовых смесях

Перенос энергии, массы и импульса в газовых смесях ослож
няется различием в скоростях перемещения молекул отдельных 
газов, а также различием средней длины свободного пробега 
молекул. Наиболее падежным является экспериментальное опре
деление коэффициентов иерспоса в газовых смесях. Одпако 
встречающийся весьма различный состав газовых смесей неизбеж
но требует экстраполяции полученных опытных данных но коэф
фициентам перепоса. Большая практическая потребность опре
деления коэффициентов переноса в расчетах и проектировапии 
различных аппаратов и устройств заставляет прибегать к упро
щенным методам определения коэффициентов переноса газовых 
смесей. В качестве такого упрощенного метода предлагается 
следующий.

Для газовой смеси заданного состава, по приближенной форму
ле Эйкена, определяется критерий физических свойств газа:

/ с м

При этом теплоелшость газовой смеси для заданной темпера
туры определяется суммированием парциальных теплоемкостей
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кдж
^Рсм ~  ^  î^Pi нм^град ' 

i=l
где г. II Ср. — объемные доли и теплоемкость отдельных компо

нентов газовой смеси.
Теплоемкость нрн постоянном объеме определяется по формуле 

Майера;

где 7?м — газовая постоянная моля;
Ум — 22,4 нм^/молъ — объем моля газа.

Кинематическая вязкость газовой смеси связана с динами
ческой вязкостью соотношением:

V. -

отдельных компонентов:

Сем

Плотность газовой смеси вычисляется по формуле:

6см 22 ,4  ’
i=&

где М с м = 2  — молекулярная масса газовой смеси (Mi — 
i=l

— молекулярные массы компонентов смеси; г; — объемные доли 
компонентов смеси).

Для онределепия динамической вязкости газовой смеси 
можно воспользоваться приближенным методом, который основан 
на использовании преобразованной формулы Сезерленда — Тизена 
для определения вязкости бинарной газовой смеси:

i=h

=  2  S ---------- . (26,1)

3=1

где Tii — динамическая вязкость комнопептов газовой смеси;
«i — концентрация молекул компонентов в смеси;

—  множитель, представляю

щий в формуле (26,1) соотношения динамических вязкос
тей рассматриваемого компонента (j) со всеми дру
гими (/) и соответствую1Цпе соотношения молекулярных

/  Mj масс ' Mi
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Для определения динамической вязкости смеси по формуле
(20,1) необходимо зпать состав смеси г̂ , ■•■), молекулярные мас
сы {Mi) и динамическую вязкость компонеитов (i^;) газовой смеси. 

Вычислив Г] см , находим кинематическую вязкость смеси
VcM =  ~  II определяем коэффициент переноса тепла в газовой

6см
смеси по формуле:

(Яс )̂см —
9 (ср /су )см  —  5

Vc„.С у / Ы У 1  ^

Далее находим коэффициент теплопроводности газовой смеси:
^ с м  =  ( ^ c ^ ^ ) c m Q c m C V j , ĵ j -

Пример. Вычислить коэффициент теплопроводности газовой 
смеси следующего состава (газ конверсии игетапа):

Компоненты Объемные 
доли, %

Молскулярнан 
масса, пг/моль

СО, 1,89 44
СО 24,1 28
На 43,48 2

N2 22,04 28
НгО 8,49 18

Вычисление провести для температур 200, 700 п 1300“ С илп 
соответственно 473, 973 и 1573° К.

Из справочника «Тсплофизическпе свойства веществ» (под ред.
Н. Б. Варгафтика [8J, табл. 1—2) выбираем динамическую вяз
кость отдельных компонентов и расчетомпо формуле (26,1) находим 
динамическую вязкость газовой смеси для заданных температур.

Т а б л и ц а  4

Температура. “С XT' tlTTTI TfTTT 1
Гааы

200 700 1300
Г^ДИ И ИЦ Ы

измерения

СОр 22,05-10-8  
24 ,3  -10-8 
12,14-10-0
24.25.10-е
1 5 .9 7 .10-fi

.39,8.10-6 
40,15-10-6  
19,77-10-8 
3 9 ,5 5 -10-е 
3 7 ,8 5 -10-е

58,9-10-6  
5 5 ,9 5 -10-е 
27 ,4  -10-6 
54 ,9  -10-6 
67 ,6  -10-6

н ■ сек
л

со
Ио

НзО

} { -с ек  

} ( -сек
л/2

Газовая
см о сь

1

23,1.10-в ,38,96-10-s 5 5 ,75-. 10-6 и • сек
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Далее для газовой смеси заданного состава находим объемный 
вес, кинематическую вязкость, теплоемкости и Су и коэффициент 
тенлоттроводности. Результаты вычисления представлены в табл. 5.

Т а б л и ц а  5

Физические пара
метры смеси

Единицы изме
рения

Температура, °С

2 0 0 700 1300

6с ы
108-Vc„
ср
Су
(V /O cy ) с 
с̂м

и-сек/м^
кг1нмЗ
м̂ 1сек
кдэ1с1 кг-град
кдок/кг-врад

вт/л1 -град

23,1
0,583

39,8
1,865
1,35
0,54
0,058

88,96 
0,2833 

137,8 
2,025 
1,51 
0,566 
0 ,104

55,75
0,175

318,7
2,2
1,685
0,592
0,1582

Имея в впду мопотоппып характер изменения всех величин 
от температуры, для других температур физические параметры 
смеси можно найти графической интерполяцией.

§ 27. Коэффициенты переноса в ягидкостях
В отличие от газообразного состояния веп;ества, в жидкостях, 

вследствне весьма большой концентрации молекул, происходит 
образование отдельных неустойчивых молекулярных структур. 
Образование молекулярных структур в жидкости усиливается 
по мере фазового перехода вещества из жидкого состояния в твер
дое. Наличие 1\голекулярпых структур в жидкостях приводит 
к тому, что молекулярное трение при течении жидкостей по 
сравпеппю с газами оказывается значительно большим. Динами
ческая вязкость у жидкостей больше, чем у газов. Однако вслед
ствие значительно большей плотности жидкостей кинематическая 
вязкость у жидкостей меньше, чем у газов.

С иопиженнем те^шературы жидкости структурные образова
ния в ней усиливаются и вязкость жидкости заметно возрастает 
(рис. 34). Наоборот, с повышением телгаературы структурные 
образования п жидкости ослабляются и вязкость жидкости па
дает.

При наличии структуррнлх образований в жидкостях перенос 
тепла, помимо молекулярных носителе!!, осуш,ествляется также 
с участием нестройных упругих колебаний отдельных молеку
лярных ансамблей. С нониженпеы температуры жидкости перенос 
тепла упругими колебаниями структурных ансамблей увеличи
вается. Вследствие этого коэффициент тенлопроводпости многих 
жидкостей иовыигается с понижением тедшературы (рис. 35).

Аномально в этом отношении ведут себя вода и глицерин. 
У глицерина коэффициент тенлопроводпости падает с иопиженнем

8* 115



температуры. У воды коэффициент теплопроводности возрастает 
с повышением температуры примерно до 120° С; при этой темпе
ратуре он достигает максимальной величины, т. е. Л =  0,686

м - г р а д '

И при дальнейшем повышении температуры коэффициент тепло
проводности воды падает. При 40° С вода имеет минимальную 
теплоемкость. Вода по своим физическим свойствам, в сравнении 
с другилш жидкостями, является более сложной жидкостью.

Рис. 34. Вязкость различных жидкостей в зависимости 
от температуры:

1 —  м с т и л а ц е т а т ;  2 —  м е т и л о в ы й  с п и р т ;  3  —  б е н з о л ;  d —  в о д а ;
5 —  ч е т ы р е х х л о р и с т ы й  у г л е р о д ;  в —  э т и л о в ы й  с п и р т ;  7 —  д и ф е -  

н и л ь н а я  с м е с ь  ( д а у т е р м ) ;  s —  р т у т ь ;  9  —  г л и ц е р и н

Для жидкостей, вследствие значительного увеличения вязкости 
с понижением температуры, в особенности в области низких
гемиератур, критерий физических свойств Рг =  ^  оказывается
значительно большим, чем для газов [Рг — 0,5-н1). Например, 
для1 воды при 20° С Рг =  7,06; для спирта — 16,6; смазочпого 
машинного масла — 3880; глицерина — 7250.

В сравнении с жидкостями — непроводниками электричества 
(различные жидкие углеводороды) — электропроводящие жидкие 
металлы отличаются много большими коэффициентами! тепло

116



проводности. Большой коэффициент тенлопроводности у жидких 
металлов обусловлен весьма большой скоростью перемеш,ения 
носителей энергии — свободных электронов. Критерий физических

Я̂ м град 
0.7 

ОМ 
0,66 
ОМ
0,62 
0,6

0,58 
0:56
0,54

8

/
/

АО 60 80 100 120 1Ш fC

Рис. 35. Коэффициент теплопроводности различные 
жидкостей в зависимости от температуры:

I — вазелиновое масло; 2 — бензол; з — ацетон; 4 — касто
ровое масло; 6 — спирт этиловый; в — спирт метиловый;

7 — глицерин; « — вода

СВОЙСТВ жидких металлов в конвективно-диффузионном переносе 
тепла оказывается много меньше, чем неэлектропроводящпх 
жидкосте!”! и газов {Рг <  1).

§ 28. Коэффициент теплопроводности твердых тел
Перенос тепла в твердых телах в завпсимости от рода и струк

туры тела (металлы, полупроводники и непроводяш,ие тела порис
того п монолитного строения) осуществляется различными носи
телями: колебательным движением частиц и их ансамблей, сво
бодными электронами, фотонами радиации и т. п.
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При одинаковом градиенте температур удельные потоки тепла 
в зависпмостп от рода твердого тела сильно различаются. В метал

лах и других электропроводя
щих телах (графит) при том же 
градиенте температур дости
гаются значительно большие 
удельШ)10 потоки тепла, чем в 
телах, полунроводящнх и не 
ироводяпщх электричества. В 
телах литого строения теплопро
водность больше, чем в тех же 
телах пористого строения (бетон 
и пенобетон, стекло и пеностек
ло, лптая п пористая пластмасса

, 6т 
^ м-град

1000 t’c

Рис. 36. Коэффициент теплопровод
ности различных металлов в зависи

мости от температуры

и т. п.). Характер влияния темпе
ратур],i на перенос тепла в металлах 
и неметаллах также оказывается 
различным.

А . Металлы и их сплавы

О
- 200-100 300 t°G

Рис. 37. Коэ(|)фициент тепло
проводности различных спла
вов в зависимости от те.мпе- 

ратуры:
1 — латунь с 18% цинка; 2 — ла
тунь с  30 % цпнка; 3 — латунь с 
12% цинка; i  — сплав хрома, нп- 
келя и железа; 5 — бронза (85% 
Си, 7%  Zn, 6%  Sn, 0,6%  N1);

— маргапцовпстая бронза (57% 
1% Zn, 2 ,3%  Мп); 7 — ор у

дийная бронза (85% Си, 9%  Sn,
4%  Zn); S — сплав олова с цинком 
(92% Sn, 8% Zn); 9 — фосфористая 
бронза (88% Си, 11% Sn, 4%  Р);
10 — белый металл (88% Sn, 8% 
Sb, 4%  Си); I I  — константап (60% 
Си, 40%  N i); 12 — монель-металл 
(67% N1, 29% С и); 13 — манганпн 
(8 4% Си. 1,2% МП и 4%  N1); 11 — 
нпнелевая сталь о 30% N1; 16 — 
жидкий сплав олова с цинком 

(92% Sn. 8% Zn) [8J

В металлах перенос тепла осу
ществляется преил1уществеппо сво
бодными электронами. Такое пред
ставление соответствует установлен
ной для металлов закономерности, 
согласно которой отношение теплопроводности к электропровод' 
ности при заданной температуре у различных металлов сохра-
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няется постоянным. Закономерность эта для многих металлов 
подтверн<дается экспериментально.

Для большинства металлов (рис. 36) коэффициент тенлонро- 
водности с увеличением температуры несколько уменьшается;

м-град 
200

л 6т 
м град

70

60

50

---Углеродистые стали
С -  Содертнае углерода °/с

■К.

- 200-100 100 Ь С

^ с т е н о т н ы е  
ст али

'^ а р т е п с и т н ы е  полуф еррит ные  
и ф еррит ны е ст али

100 300 500 700 300 t°C

Рис. 38. Коэффициент 
теилопроводпостп алю
миниевых сплавов в за- 
впсп.мостп от темпера

туры:
I — а.!1ус1шь с 20% Si; г  — 
силумин с 12,5% S1; л — дю 
ралюминий (4% Си, 0,5% 
Мк); d — альпакс с 13% S1; 
5 — сплав с 15% Си; 6 — 
сплаи с 10% Zn и 2%, Си; 
7 — литье о 8% Си; s — 
термически обработанный 
сплав с 8% Mg; 9 — литье 
с 8% Mg; 10 — литье с  2% 
Mg; 1 — термически обрабо

танный сплав с 14 % Mg

Рпс. 39. Коэффициент теплопроводно
сти различных углеродистых сталей 
и сталей с другими массами различных 

элементов;
С Si Мп 

~  12 +  28 +  55
W

96 18]

соответственно уменьшается электропроводность и увеличи
вается электрическое сопротивление металлов.
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Коэффициент теплопроводности сплавов (рис. 37 и 38) увели
чивается с повышением температуры.

На рис. 39 и 40 представлены графики зависимости от темпе
ратуры коэффициента теплопроводности некоторых углеродистых 
сталей и легированных сплавов.

Рис. 40. Коэффициент теплонроводпости 
легированных сталей в зависимости от теи- 
пературы; 1 —  15ХФ; 2 — 12МХ; 3 — 4X13; 
4: —  2Х В ; 5 — ЭЯ1Т; б — ЭИ257; 7 —

721X15 [8 ]

Коэффициент тенлонроводности электропроводящего графита, 
как и у металлов, оказывается весьма большим и заметно падает 
с повышением температуры.

Б. Полупроводники, кристаллические и аморфные тела

В твердых телах кристаллического строения, непроводниках 
электричества, перенос тепла осуш,ествляется упругими колеба
ниями отдельных композицпй атомов. В монокристаллах наблю
дается различная интенсивпость переноса тепла по различным 
направлениям.

В табл. 6 приведены данные о коэффициенте тенлонроводности 
вт^ кристалла кварца по различным направлениям и для

различных температур.
Как видно из данных табл. 6 коэффициент тенлонроводности
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кристалла кварца в направлении оси существенно больше, чем 
в поперечном к оси направлении. С иовышением температуры 
различие коэффициентов теплопроводности по направлеииям 
параллельно и перпендикулярно оси уменьшается.

Т а б л и ц а  6

t “С

О
100
200
300
400

_1_ м-град 
перпендикулярно 

оси  С

0,67
0,503
0,419
0,362
0,31

j| м-град 
параллельно оси  С

1,13 1,69
0,797 1,58
0,629 1,50
0,503 1,43
0,419 1,35

Отношение

В сложных комбинациях тел кристаллического строения коэф
фициент теплопроводности может по-разному меняться с темпе
ратурой в различных диапазонах ее изменения.

В области высоких температур (более 800° С) перенос тепла 
п кристаллах (Si02 , AI2O3 и др.) в большей мере осуществляется 
излучением энергии, и коэффициент лучистой теилопроводности 
кристаллов при высоких температурах может достигать величин, 
сравнимых с теплопроводностью металлов.

В аморфном состоянии твердое вещество но сравнению с крис
таллическим строением отличается меньшим коэффициентом теп
лопроводности.

В полупроводниках наряду с переносом тепла колебаниями 
ансамблей частиц перепое энергии осуществляется также свобод
ными электронами. В связи с этим коэффициент теплопроводности 
полупроводников но сравнению с непроводящими телами оказы
вается большим.

В. Тела пористого строения

Такие тела, как кирпич, бетон, керамика, различные огне
упорные материалы, шлак, асбест, шлаковая вата, хлопчатобу
мажная вата, шерсть и т. п., имеют пористое строение. Наличие 
нор не позволяет рассматривать такие тела как сплошную среду. 
Некоторые материалы (как, например, дерево) имеют неодинако- 
lioe строение в различных паправлеппях (вдоль и поперек волокон).

Сложный процесс распространения тепла в твердой массе 
тела (скелете) и в норах, занолпеппых газом или жидкостью, 
условно представляют одним общим усредненным коэффициентом 
теплопроводности. Этот средний коэффициент теплопроводности
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Ряс. 41. Коэффициент теплопроводности при переносе 
энергии излучением в зависимости от темнературы и сред
ней длины свободного пробега фотонов 1ф] А,вз— коэффи

циент теплопроводности воздуха

Рис. 42. Коэффициент теплопроводности некоторых строи
тельных материалов в зависимости от плотности пористой 

массы (по данным [55]):
I — торф; 2 — фибролит; 3 — пенобетон; 4 — ксилосиликат; 6 — пе- 
нопемзобетон; 6 — пробковый кирпич; 7 — термоизоляционный кир
пич; 8 — шевелин; 9 — торфоплита; 10 — прессоваппый торф;
I I  — шлаковая пробка; 12 — строморганик; 13 — тепловая ш тука
турка; 2 ̂ — пенобетон; 15— гранулированный шлак; 16  — пеногли- 
нит; 17 —  алебастровая плита; 18 — пемзобетонный кирпич; 1Я — га
зобетон; 20 — артикскпй туф; 21 — известково-трепельный органик;

22  — шлак



зависит от характера пор в материале, от среды, заполняющей 
поры, II в общем случае зависит от направления теплового потока 
(как, например, у дерева).

В сухол! материале газы, заполняющие поры, имеют небольшой 
коэффициент теплопроводности (^,аз)- Перенос тепла излучением

Рис. 43. Коэффициент теилоцроиодиости строительных материалов 
I) зависимости от плотности иорнстой массы (по данным [5 5 ]):

'^тп^петьный°^Типш  ̂ ~  известняк (параллельно
к п С ш  в -  теплый раствор; 7 -  глннбторфяной
i 5 — асбестовая —  алебастровый кпрппч;
шечнп^г — и а ^ н я У ? № п п Р н т  " " Р " " ' '  “ з обожженной глпны; 13 —  раку-
иая вула- 2 7 — кпагХй кипппи”  слоям);. 15 — глина; 1в — болотная р5 да, 2 7 / 9  — известняк;

го кислотоупорпый кпрппч; 2 1  — песчаник
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стенками пор при невысоких температурах (менее 100°) также 
отвечает небольшому коэффициенту лучистой теплопроводности 
(>̂ луч)- Последний, помимо температуры, зависит от расстояния 
между стенками пор п понижается с уменьшением их размера 
(рис. 41). Таким образом, следует ожидать, что коэффициент 
теилопроводпостп сухих пористых материалов будет уменьшаться 
с увеличением пористости. Опыт подтверждает эти соображения 
(рис. 42 и 43). Чем меньше пористость того или иного материала, 
тем больше коэффициент теилопроводпостп.

Значительное влияние па коэффициент теплопроводности мате
риалов оказывает их влажность. Занолненпе нор влагой, имеющей

более высокий коэффициент тепло
проводности, чем газы, заметно уве
личивает коэффициент теплопровод
ности материала.

На рис. 44 представлен график 
зависимости коэффициента теплопро
водности почвы различной пористо
сти от влажности.

■) Вт 
<  м  ерод

'Ь п̂ .град 
3.0

О 10 го 30 40 50 60 
Влатность.у.

Рпс. 44. Коэффициент теп- 
лоцроводпости почвы раз
личной нористости в зави
симости от влажности (по 

данным [58])
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Рпс. 45. Коэффициент тенлонро- 
водности неска и глины различ
ной влажности в зависимости от 
температуры (но данным [58])
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На рис. 45 представлен график влияния температуры и влаж
ности па коэффициент теплопроводности песка и глины в диапа
зоне положптельных и отрицательных температур (°С). Как видно, 
при температуре фазового перехода воды из жидкости в лед резко 
меняется коэффициент теплопроводности воды, и это сказывается 
и па резком изменении коэффициента теплопроводности влажной 
почвы.
124



Для различных пористых материалов, применяемых в области 
повышенных п высоких температур (различные теплоизоляцион
ные и огнеупорные материалы), с повышением температуры па 
коэффициент теплопроводности материала все в большей м-ере 
оказывает влияние лучистая теплопроводность (рис. 41). Однако 
слонашп характер влияния температуры на перенос тепла в твер
дом скелете материала и в порах приводит к различной темпера
турной зависимости коэффициента теплопроводности пористых 
материалов.



Г л а в а  V

МЕТОДЫ РЕШЕП1И1 ЗЛДЛЧ /иЗЛЕПИЙ 
ПЕРЕНОСА

§ 29. Условия однозначности для процессов 
в явлениях переноса

Аналитическое решение отдельных задач переноса энергии, 
массы и импульса может быть выполнено для конкретных задан-, 
пых условии. Дифференциальные, интегральные или интегро- 
дифференциальные уравнения, описывающие те или иные частные 
случаи явлепий переноса, в пределах этого частного случая никак 
не ограничивают самых разнообразных возможностей нротекания 
явления. Это обстоятельство находит свое формальное выражение 
в том, что то или иное дифференциальное, интегральное или 
интегро-дифферепциальпое уравиенне имеет бесчисленное множе
ство отдельных решений, оиределяющих рассматриваемое част
ное явление с точностью до произвольных функ1Ц1Й.

Для того чтобы из бесчисленного множества отдельных реше
ний уравнений получить конкретное решение, отвечающее задан
ным условиям протскапия явления, необходимо привлечь условия 
однозначности.

У с л о в и я м и  о д н о з н а ч н о с т и  н а з ы в а ю т  
т а к и е  у с л о в и я ,  к о т о р ы е  о д н о з н а ч н о ,  т. е. 
е д и н с т в е н н ы м  о б р а з о м ,  ф о р м у л и р у ю т  к о н 
к р е т н ы е  о с о б е н н о с т и  р а с с м а т р и в а е м о й  
ч а с т н о й  з а д а ч и .  Эти конкретные особенности отличают 
изучаемое явление от множества других явлени11 этого же 
класса, описываемых той же системой уравнонп!!.

Условия однозначности для явлений переноса опергпн, массы 
и илшульса включают:

1) геометрические особенности решаемой задачи; задается 
форма и размеры ограничивающих поверхностей тел или иро-
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странства, в котором осуществляется тот или иной сложный пли 
простой процесс;

2) особенности протекания процесса во времени; задаются 
начальные условия процесса и условия протекания его во вре
мени;

3) граничные особенпости решаемой задачи; задается распре
деление отдельных величин, определяющих протекание про
цесса на границах (температур, состава среды, скоростей и т. п.);

4) физические и химические особенности среды, в которой 
осуществляются те или иные процессы; задается состав и 
известны физико-химические свойства среды, известны физичес
кие параметры среды, существенные для процесса, т. е. содер
жащиеся в дифференциальных и других уравнениях, а также в 
начальных и граничных условиях.

Присоединением условий однозначности к математическому 
описанию процесса дифференциальными и другими уравнениями 
заканчивается первый этап решения ноставленпоп задачи. Строго 
говоря, необходимо еще доказать, что для составленных уравне
ний и нрисоединениых к ним условий однозначности существует 
единственное решение, т. е. что они составлеигл правильно. Мате
матический анализ этого вопроса чрезвычайно сложен.

§ 30. Различные возможности решения задач 
явлений переноса

Сложный процесс в явлениях переноса в общем случае осу- 
1цествляется в условиях движущейся, химически реагирующей, 
подвергаемой фазовым иревращенпям и излучающей среды. Тот 
или ииой процесс в явлениях переноса протекает во взаимной 
связи отдельных частных процессов. J3 силу сложности исходной 
системы самих уравнений, описывающих всю совокупность про
цессов, а также нелинейности этих уравнений, которая связа1[а 
с характером закономерносте!! отдельных процессов (например, 
хидшческпдп! плн другими реакцияАш) сложной зависимостью 
коэффициентов переноса и других физических параметров от 
телшератур!.! и давления, реиюнис проблемы сложных процессов 
в явлениях переноса в настоящее время не может быть построено 
на основании математического решения задачи в строгом виде. 
Для решепия отдельных частнг,!х задач переноса неизбежно 
приходится вводить те или иные упрощения и условности.

Одним из возможн].тх путей псследованпя сложных процессов 
является построеппе такой упрощенной физической модели рас
сматриваемого явления, которая могла бы быть доступна анали
тическому решению на основе исходных уравнений. Результат 
аналитического исследовапия модели сложного процесса позво
ляет вскрыть существующую «оргаппческую связь» отдельных 
определяюдцих процессов п установить искомую функциопальпую
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зависимость. Эта зависимость далее может быть привлечена для 
обобщения данных экспернментального исследования сложных 
процессов.

Роль физико-математического анализа в таком подходе к реше
нию задач переноса существенно возрастает.

Привлечение физических моделей для аналитического решения 
различных задач явлений переноса может быть расширено исполь
зованием аналогии в математическом описании различных про
цессов переноса. Широкой известностью пользуются электри
ческие и гидравлические интеграторы. В последнее время все шире 
привлекаются математические счетные машины.

Возможен и другой, во многих случаях более надежный, 
путь экспериментального исследования различных процессов 
в явлениях переноса. Представляется прежде всего возможным 
проводить непосредственное экспериментальное изучение влия
ния на протекание того или иного сложного процесса переноса 
отдельных существенных для рассматриваемого процесса вели
чин. Существенные для процесса величины связаны друг с другом 
неизвестной функцией. 15ид этой функции стремятся определить 
опытным путем, воспроизводя изучаелшй процесс в лаборатории.

Однако такой путь непосредственного экспериментального 
решения различных задач переноса является весьма трудоемким 
и непрактичным, так как ряд существеннтлх для сложного про
цесса величин содержит иногда до восьми и даже более величин. 
Найти связь между многими величинами опытным путем — дело 
исключительной сложности. Кроме того, результаты такого 
исследования будут пригодны только для тех условий протекания 
процесса, которые воспроизводились в лаборатории.

Здесь на помощь экспериментатору приходит теория подобия 
физических процессов. Теория подобия значительно упрощает 
постановку и проведение опытного изучения процесса, а также 
увеличивает ценность полученных результатов по следующим 
причинам:

1. Теория подобия указывает, что нет необходимости непо
средственно изучать опытным путем связь между отдельными 
существепнымп для процесса величипамп. Оказывается, значи
тельно проще найти связь между безразмерными критериальными 
отношениями характерных величии, которые представляют кри
терии подобия. При этом количество критериев подобия, между 
которыми отыскивается функциональная связь, меньше количества 
самих характерных для данного процесса величин.

2. Теория подобия указ1,1вает, что пайдеппая опытным путем 
связь между критериями подобия справедлива не только для 
тех условий протекания процесса, которые имели место в лабора
торном экспериментальном исследовании, по и для бесчисленного 
количества других условий, которые подобны условиям проведен
ного эксперимента.
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3. TedpiiH подобия указывает правила построения моделей, 
которые будут подобны образцам.

Таким образом, теория подобия является научной основой 
постановки и обобщения результатов опытного изучения различ
ных процессов. Разработка теории подобия для решения различ
ных теплофизических проблем принадлежит покойному акаде
мику М. В. Кирпичеву.

§ 31. Понятие о подобш! физических процессов

Понятие о подобии сложных физических явлений, в отличие 
от простого геометрического подобия, требует введения ряда 
новых представлений.

Если для геометрического подобия двух фигур, образованных 
прямыми липиями на плоскости, нанример треугольников, много
угольников и прочих фигур, достаточно равенства соответственных

Рис. 46. Подобие различных геометрических фигур

углов и иропорциоиальности сторон (рис. 46), то для подобия 
физических процессов требуется соблюдение более сложных 
условий.

Например, для подобия процессов течения среды в трубах 
наряду с соблюдением подобия геометрических форм каналов 
требуется подобие полой скорости, а при наличии переносов тепла 
и массы — еще и подобие температурных поле11 и полей состава 
среды.

Если для Подобия геометрических форм каналов требуется 
лишь одинаковое масштабное преобразование всех размеров
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«образца», чтобы получить «модель», то для подобия скоростных 
и температурных полей, а также полей состава среды необходимо 
надлежащее преобразование всех тех параметров и величин, 
которые определяют скоростные и температурные поля, а также 
поля составов текущих масс жидкости или газа. При этом преоб
разование отдельных величин должно проводиться не независидго 
друг от друга, а во взаимной связи, указываемой закона1\ш, управ
ляющими данным явлением.

Такую связь можно отыскать, руководствуясь мателгатическим 
описанием процесса, состоящим из различных дифференциальных, 
интегральных и интегро-дифференциальных уравнений и условий 
одпозначностп.

Основой теории подобия является исходное определение 
понятия о физическом подобии.

Два физических процесса А м Б  называют подобными друг 
другу, если для этих процессов выполняются следующие требо
вания:

1. Математические онисания обоих процессов отличаются друг 
от друга только численными значениями содерн<ащихся в них 
именованных физических величин. Во всем остальном эти описания 
полностью совпадают друг с другом. При этом предполагается, что 
математические описания обоих процессов составлены при помощи 
одной и той же системы единиц измерения и одной и той же систе^п.т 
координат. Такие процессы можно называть к а ч е с т в е н н о  
о д и н а к о в ы м и .

2. Сходственные величины ал и обоих процессов связаны 
преобразованием подобия'.

«А =  СаОв.
Коэффициент пропорциональности С а называют м а с ш т а б е  м, 
и л и ^ к о н с т а н т о й  п о д о б и я .  Масштаб, или константа 
подобия, указывает, во сколько раз необходимо изменить ту 
или иную физическую величину, описывающую процесс Б, для 
того, чтобы получить сходственную величину для подобного 
процесса А.

3. Выбор констант подобия ограничивается следуюлщм усло
вием. Если подвергнем преобразованию подобия безразмерное 
математическое описание процесса А, то получим безразмерное 
математическое описание процесса Б, не содержащее масштабов, 
или констант подобия. Ниже это определение будет пояснено на 
конкретном примере.

§ 32. Критерии подобия в явлениях переноса

Для математического описания различных процессов переноса, 
которое представлено в главах I, II и III, был привлечен ряд 
таких фундаментальных определяющих величин, как удельные
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потоки энергии, удельные потоки массы, объемные плотности 
энергии и массы, удельные производительности, или объемные 
скорости процессов фазовых, химических и атомных превраще
ний, различные взаимодействующие силы и т. п. Цоскольку эти 
и другие величины, а также результаты различных операций над 
ними в том или ином явлении переноса находятся во взаимной 
связи, устанавливаемой законами сохранения энергии, массы 
и импульса и другими опытными законами, то для сравнительной 
оценки отдельных участвующих в явлениях фундаментальных 
величин и результатов операций над ними можно установить 
соответствующие характеристические или критериальные отноше
ния. Они представляют собой безразмерные отношения характер
ных величин, участвующих в явлениях переноса к какой-либо 
избранной для сравнения величине.

По смысловому понятию критериальная величина всегда может 
быть привлечена в качестве критерия подобия. Например, для 
сравнительной оценки интенсивностей конвективного переноса 
тепла 9конв, г и теплопроводности 7тепл, г текущей среды может 
служить критериальное отношение:

_  ? к о н в ,  I  Kj. —
9 т е п л , I

Из этого критериального отношения определяется критерий 
подобия конвективно-теплопроводного переноса тепла в различных 
текущих средах.

Критериальное отношение интенсивностей конвективного
7конв, г,1 И диффузионного д'диф, i,i переноса массы вещества i

L ' -  __  ? к о н в  г
 ̂к о н в  г /д и ф  г —  '

9дифг

может служить для определения критерия подобия конвективно
диффузионного переноса массы вещества в текущих средах.

Из критериального отношения сил иперции Рипсрц и сил трения 
Ртреп в текущих средах

 ̂ ипсрц 
л  инерц/трен —  - р -  

I  тт р е ц

определяется критерий кинетического подобия текущих жид
костей.

Существуют различные методы получения критериев. Ниже 
излагается метод, который, как нам представляется, в наибольшей 
мере отвечает физическому смыслу и пониманию отыскиваемых 
критериев.
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тепла

§ 33. Критерии подобия в процессах 
переноса тепла

л . Основные величины для определения критериев 
в процессах распространения тепла

Для определения различных видов переноса тепла в качестве 
основных величин используются соответствующие удельные потоки

в среде и на ее границе с поверхностью тела:

q^=z — удельный поток переноса тепла теплопроводностью
среды (?1 — коэффициент теплопроводности, — градиент

температуры в данном ме
сте);

?копв =  -  удельный поток
конвектив}юго переноса те-
пла(!1У — вектор скорости 
потока, Q и Ср — плотиость 
и теплоемкость среды);

— удель-

Рис. 47. к  определению переноса те
пла па границе среды со степной

4 f , - п = дт̂
дп F, - п

F, +п
ный поток переноса тепла 
теплопроводностью среды 
на границе с поверхностью 
тела F  — коэффициент 
теплопроводности среды, 
+ /г — направление внеш
ней нормали к поверхно
сти (рис. 47)1;

— удельный поток переноса тепла тепло~
проводностью тела на границе со средой „ — коэффициент 
теплопроводности тела, — направление внутренней нор
мали к поверхности (рис. 47)1; 

qp — a {Тр — Гос.) — удельный поток теплоотдачи на границе среды 
с поверхностью тела (а — коэффициент теплоотдачи, 
7’f  — ?’оо — разность температур среды на границе со стенкой 
и в отдалении от нее);

=  ayi.'QCp (Tj? — 7’оо)— удельный поток теплоотдачи па границе 
при сквозном течении среды в массе тела (ш/,-— скорость 
сквозного потока среды, q и  — плотность и  теплоемкость 
среды).

В математическом описании процессов распространения тепла 
используются также операции над величинами удельных потоков, 
выражающие результирующие переносы тепла в единичном
объеме в единицу времени 
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— { — 'hĴ T) — результирующий перенос тепла теплопро
водностью',

—> —>
div <7конв =  div (аудСрГ) — результирующий конвективный перенос 

тепла.
Фундаментальными характеристиками в процессах распростра

нения тепла являются также величины изменений различных форм
энергии в единичном объеме в единицу времени • Напри

мер, изменение энтальпии среды -^ {qC pT ).
При переносах различных иных форм энергии, кроме тепла 

(кинетической энергии, энергии химических и фазовых превра
щений компонентов среды), в качестве фундаментальных характе
ристик могут быть привлечены условные температуры, отвечаю
щие возможному тепловому состоянию среды, ири полном переходе 
этих форм энергии в тепло:
?̂ *кин =  г’ +  0КИП-температура торможения =  ~

?’ ;̂хим ==?Ч-0ХИМ -температура в процессах химического превра
щения компонентов среды (  9хпм =  ;\ у

?"*Фаз =  Т - f  0фаз — температура в процессах фазовых превращений 
компонентов среды.

Б. Инварианты критериальных отношений

Различные критериальные отношения содержат те или иные 
характерные величины рассматриваемого физического или хими
ческого процесса и различные математхгческие операции над ними. 
Для получения критериев из критериальных отношений различ
ные символические операции над отдельными величинами можно 
опустить, сохранив сами размерные величины.

Таким образом получаем, например, критерий конвективно
теплопроводного переноса тепла:

шдсрГ wQc-pl __
Л к о н в /т е п л -  ят  ^ А, ~  а ''

критерий переноса тепла нестационарной теплопроводностью:

д^Т
" 9/2 Хх   ах

Л  тепл/измен Т -  - - -  — > - ^ - р г  =  - j ~  .

И т. д.
Такое исключение операций над величинами, содержащимися 

в критериальных отношениях, обосновывается инвариантностью
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безразмерных математических формул по отношению к масштабу 
величин, в них'содержаш,ихся. Покажем это на примере формул 
вышенаписанных критериальных отношений.

Вводя масштабы для всех величин, содержащихся в формулах 
А "к о н в /т е п л  и А ^ т е п л /и зм е н  т, нри переходе величии от одних значений 
А к другим Б:

Яб ^

р  Б̂ р  '̂ Б р

получаем следуюш;ие соотношения:
, „  ,  _ CiuCpCcpCi waQa'̂ pĵ 'I a _ CwCfficpCi
( л  к о н в /т е п л /Б  —

( • ^ т е п л / и з м е н  г ) £ '

Ся , дТА
dlA

Сх

СхСх
. д^ТА 

d ll СлСх
CpCcpCf

д%А
CpCcpCf

Условия инвариантности требуют:

(^ к о н в /т е п л )Б  =  (■^конв/тепл)л> 

(^ теп л /и 8м еп  т ) б  =  (^ т е и л /и з м е н т )д 1

следовательно,
CwCpCcpCi Cjfix ,

=  1 “  CnC .̂C? “ I-Ся “

Отсюда находятся инварианты формул рассматриваемых кри
териальных отношений:

Од оа а

®Б̂ Б «аТа йТ
1% •

Таким образом, формулам рассматриваемых критериальных 
отношений отвечают следующие инварианты:

Ъ'  ̂ wl
Л к о п в / т е п л  .
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к’л  тепл/и8мвн Т ^ •

Инварианты критериальных отношений, так же как и сами отно
шения характерных величин сравниваемых процессов, отвечают 
условию подобия. Поэтому инварианты критериальных отношений 
называют к р и т е р и я м и  п о д о б и я .

В. Различные критерии в процессах переноса тепла

На основании всего изложенного для процессов конвективного 
Hj теплопроводного переноса тепла в нейтрально!! среде, в общем 
случае нестационарного процесса, получаем следуюш;ие критерии 
подобия;
Л Г к о н в / т е п л  —  ̂—  =  Ре ~  критерий подобия конвективно-теплопро

водного переноса тепла в текущих средах, или к р и т е р и й  
П е к л е  (Peclet);

Л'тепл/измепт —> =  / ’о —Критерий подобия нестационарной тепло
проводности тела, или к р и т е р и й  Ф у р ь е  (Fourier);

Л  т е п л о о т д / т е п л о п р ,  + п  ' ^  "5 =  — Критерий подобия переносал+п
тепла на границе среды со стенкой, или к р и т е р и й  Н у с -  
с е л  ь т  а (Nusselt) — коэффициент теплопроводности 
среды);

А Г т е п л о о т д / т е п л о п р ,  - w = B i  —  Критерий подобия переноса тепла
на границе тела со средой, или к р и т е р и й  Б и о  (Biot) 

— коэффициент теплопроводности тела);
А  т е п л о о т д / к о н в  ^  ~w q ~ - =  Л  — критерий подобия теплоотдачи кон

векцией среды на границе со стенкой, или к р и т е р и й  
С т е н т о н а  (Stanton).

В_^процессах переноса энергии различных форм, переходящих 
в тепло, получаем следующие критерии подобия;0
А'т*кин/т—>1 - ь S 'О̂ кии — критерий температуры торможения 

в среде;
0Л'г*хпм/г —  ̂1 +  =  ^*хим — критерий температуры с хими

ческими превращениями в среде;0
ЛГт*Фаз/г—> 1 Н— =  '̂ *Фаз — Критерий температуры с фазовыми 

превращениями в среде.
Критериальные отпошения и соответствующие критерии 

подобия можно получить из уравнения распространения энергии.
Поделив все члены уравнения (7,14), записанного без учета 

радиации, па член div { — 'kVT), иредставляющий результирую)ций
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перенос тепла теплопроводностью, получаем следующее равенство: 

дх  I div {wQCpT^^)  ̂  ̂  ̂ div (2Z)VQCp0npeBp) g„+ 1

критерий == 1 -|— -]— , который используется

di v (  — ЛУГ) ^  di v (  — ХУГ) div( — XVT) div ( — XV Т) '

Отдельным членам этого равенства отвечают следующие инва
рианты:

Г * *  . w l  Г * . .  _ £ )  0 п р е в р  _

Т ах ' а Т ' а Т ’ XT '

Таким образом, устанавливаем существование следующих 
критериев подобия в процессах распространения энергии: 

ахкритерии , который используется в решениях задач
нестационарной теплопроводности;

„  w lкритерии , который используется в решениях задач кон
вективно-теплопроводного переноса тепла;

„  Dкритерии —  , который используется в решениях задач тепло
массообмена;

критерии , который используется в решениях задач
теплопроводности тел с источниками тепла;

Г*
Т  -  I у  I у

в решениях задач о температурном ноле в быстродвижущихся 
и химически реагирующих средах;

0критерий , который используется при рассмотрении

процессов с фазовыми превращениями среды.

§ 34. Критерии подобия в процессах переноса массы

Перенос массы вещества в текущей среде и на границе с телом 
осуществляется следующи^мп потоками:
д̂̂ ,ф ; = — V̂Qi — удельный поток диффузии i-го вещества 

в среде (Dj, J — коэффициент диффузии, Vq, — градиент пар
циальной плотности i-ro вещества в данном месте);-►

7конв i — “  удельный поток конвективного переноса i-го вещества
текущей средой (ау — вектор скорости потока);

+п, г =  — -Ог, j, +п  ̂ — удельный поток диффузионного
переноса в среде на границе с поверхностью тела F {Di  ̂ j, +„ — 
коэффициент диффузии в среде, -f и — направление внешней 
нормали к поверхности);
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переноса в массе тела на границе со средой — коэф
фициент диффузии в теле, — п — направление внутренней 
нормали к поверхности);

(jP i =  О; (Qj, р — Qi, оо) — удельный ноток переноса массы на границе 
среды с поверхностью тела («j — коэффициент массоотдачи, 
Qi, F Qi, 03 — разность парциальных плотностей i-ro вещества 
в среде на границе с телом и в отдалении от него); 

qp  ̂=Wp{Qi^F — Qi,сю) — удельный поток переноса массы i-го вещества 
на границе при сквозном течении среды в массе тела {wp — 
скорость сквозного потока среды).

Результирующие переносы массы i-ro вещества среды в еди
ничном объеме в единицу времени определяются следую-

М  С6К J

щими операциями:
div 9диф i =  div ( — А ,  jVQi) — результирующий перенос вещества 

диффузией',
(Ц-ч qKoiini =  ^̂ '̂  (wQi) — результирующий перенос вещества кон

векцией.
Основной величиной в процессах химического реагирования 

в среде является удельная производительность процесса хими
ческого превращения:

<7f, - п , г =  — А ,  j, -п  ^ — удельный поток диффузионного

=  Q?Q?  ̂ .

Пользуясь вышеуказанными основными величинами в про
цессах распространения массы, находим следующие критерии 
подобия:
Л'копв г/диф i —> =  Р^г — критерий подобия конвективпо-диф-

^  ii j
фузионного переноса массы i-ro вещества в текущей среде 
(диффузионный критерий Пекле);

D • тЛГдиф г/измен г ~ =  Foi — критерий подобия нестационарной 
диффузии массы (диффузионный критерий Фурье);

Л 'м ассоотд г/диф г, + п - ^  ^ 7 7 ^  =  ~  к р и т е р и й  П О Д оби Я  Д И ффуЗИ О Н -

ного переноса па границе среды с телом (диффузионный 
критерий Нуссельта);

м ассоотд 1/д 1!ф 1, —п —  ̂  ̂ ^  КрИТерИЙ ПОДОбия Диффу~
зионного переноса в теле на границе со средой (диффузион
ный критери11 Био);

-/ м̂ассоотд/конв— — критерий подобия массоотдачи веще-Wp
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ства на границе со стенкой (критерий Стентона для про
цесса массоотдачи).
1 Из критериальных отношений

К х и м  г /к о н в  i

* ’а к т  г

. . . Z2
л  х и м  г /д и ф  г — ^  ---------------- - J J -----------------

Н, J

выделяются критерии:
Кт ^ЯКТ « ^  I*^  —у,------- критерии подобия температуры, отвечающей энер

гии активации;
W __  ^ХИМ « г'-----------------------------------^  xf~ ~  ^^ритерии подобия времени хи-

. . .  г
мического реагирования среды в потоке (Ххьм =

1= ---------g------------------ --------время химическои реакции, т; —

время перемещения среды на заданном путн /);
Дг, Дхим _  _  критерий Фурье для диффузии компонента

вещества среды i, отвечающего времени химического реаги
рования.

Из условия сохранения всей массы при иестациопарном тече
нии среды (уравнение неразрывности потока) получаем кри
терий подобия нестационарности потока:
^ к о н в  р/измен р — >  =  -^ —  критерий подобия относительного вре-L XI

мени накопления или убыли массы Г т г =  —  — время пере

мещения среды на заданном пути .

§ 35. Критерии подобия в процессах нереноса импульса

Рассматривая взаимодействие различных сил в текущих средах, 
можно установить соответствующие критериальные отношения 
для действующих сил.

* Сила треппя возникает в результате переноса импульсов при 
течении слоев среды с различной скоростью. Результирующее

.. /' Swiизменение касательных папряженин f О; =  т] , где — дина- 
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мическая вязкость среды, Шг — скорость течения в направлении/, 
п — йанравлепие нормали^ в единичном объеме обусловливает

—V
силу трения Рт.реап1л1 ,̂ составляющие которой выражаются произ
ведениями вязкости^ыа различные вторые производные составляю-

d̂ Wxщих скорости, например т) ■
Сила инерции обусловлена изменением количества движения

текущей среды во вермени в единичном объеме Рутерц =  ■
Сила давления, представляющая результирующее изменение 

внутреннего давления среды в единичном объеме, определяется
формулой -Рдавл= — (V/? — градиент внутреннего давления).

Сила тяготения массы среды в единичном объеме определяется
произведением Р^пг =  Qg-
^ П од ъ ем н а я  сила, возникающая при различии плотности среды 
в^^дапном месте ( q )  и  п  окружающих местах (Q od) ,  определяется
ф о р м у л о й  Р ц о д =  —  (Q — Q o o )g .

Помимо рассмотренных взаимодействующих сил в текущей 
среде, в общем случае могут существовать и другие силы:
например, сила магнитного поля (/*магн), сила давления радиа
ции (Ррад) и т. п.

Пользуясь определением взаимодействующих сил, из соответ
ствующих критериальных отношений получаем следующие кри
терии подобия;

Л'иперц/трен =  ̂  =  - ^  s  Ле - К  р И т е р И й Р е й-
 ̂ трен , I  Ч ^

н О Л ь д С а (Reynolds) (v — кинематическая вязкость среды,
I — характерный размер):

Л:„„орц/тяг = - ^ ^ - к р и т е  р и й  Ф р у д а  ( Frud) ;

А'давл/инерц =  р " ”  —> =  £'u — к р и т е р и й  Э й л е р а  (Euler) 
 ̂ ннерц

( q — ПЛОТНОСТЬ, д а в л е н и е ) ;  
р

Л'магн/иисрц =  — критерий подобия силового взаимодействия
магнитного поля с текущей средой;

ЛГрад/иперц =  ~  К р и т е р и й  п о д о б и я  в з а и м о д е й с т в и я  д а в л е н и я

р а д и а ц и и  с  т е к у щ е й  с р е д о й .

Последние два критерия играют существенную или даже 
основную роль в текущих средах, подверженных действию доста
точно сильных магнитных и радиационных нолей.
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Для условий свободного движения среды, возникающего 
в результате различия нлотноств!! в данном месте (q) и в окру
жении (Qoo), имеем следующий критерий подобия:

V _ П
■^подъемн/инерц------- р

инерц

Полученный критерий подобия содержит уже известный кри
терий Фруда {Fr) и новый критерий, представляющий относитель-

Осо—Qную разность плотностей: ------—  .
Если различие плотностей вызывается разностью температур 

среды при постоянстве давления, например в местах у поверх
ности тела (Тр) и в отдалении от поверхности (Гоо), то критерий 
разности плотностей заменяется критерием разности температур
'I'' р,___'Р
— — — — для газов и Роо(7’|г — Гоо) — для жидкостей.

■* оо
Для характеристики свободного движения среды, возникаю

щего в результате различия температур, и в целях исключения 
скорости перемещения среды можно составить критериальное 
отношение взаимодействующих сил в свободном потоке:

■PimetJH ^ п од ъ ем н __  g P  Тр —  Т _ ^

^ тр еп  Р  трен Т

Полученный критерий подобия называется к р и т е р и е м  
Г р а с г о ф а  (Grasgoff), который представляет собой произведе-
ние двух критериев: критерия — ■ и критерия разности темпе- 

т — тратур — для газов, P(7V — ?’) — для жидкостей.
Для потоков двухфазных сред (например, газ — жидкость, 

пар — жидкость и т. п.) важную роль играет сила поверхност
ного натяжения жидкости. Процесс дробления жидких масс 
в потоке двухфазной среды осуществляется в результате взаи
модействия нперционнои силы, силы трения, силы тяготения 
и силы поверхностного натяжения. Размер раздробленных жид
ких масс в потоке находится в зависимости от соотпошепия 
сил инерции и поверхностного патя?кепия. Соответствующее 
критериальное отношение этих сил приводит к к р и т е р и ю  
В е б е р а  (Weber):

К  , -  =  W eпиерц/патяж  р  ^  „  —  1' Ке ,
■^^натяш

где а — коэффициент новерхностного натяжения.
Помимо критерия Вебера, для потока двухфазной среды 

(газ — жидкость или пар — жидкость) важную роль играет также
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критерий подобия различия плотностей обеих фаз ,
который представляет собой соотношение подъемной силы и силы
тяготения;

г г  __ Q —е
■‘ '-подъеми/тяг —

Все полученные критерии подобия позиоляют оценить 5"частие 
отдельных характерных величии или результируюищх эффектов 
в явлениях переноса. Эти и другие критерии подобия с успехом 
используются как в аналитических решениях отдельных задач 
переноса, так и особенно широко при обобщении опытных данных, 
полученных в результате экспериментального изучения различных 
явлений переноса.

Для учета влияния на процессы переноса энергии, массы 
и импульса изменения различных физических параметров с темпе
ратурой и давлением необходимо привлечь ииварпанты подобия, 
отвечаюш,ие соответствующим характеристическим уравнениям, 
отражающим влияние температуры и давления па параметры, 
например уравнения (12, 11).

§ 36. Критериальные уравнения физических 
процессов

Полученные критерии подобия связывают определенным обра
зом несколько различных детальных независпдплх величин, при
меняемых в математическом описании физических и химических
п])оцессов. Например, критерий Re =  связывает скорость
иеремещения, характерный линейный размер и кинематическую 
вязкость текущей среды. Поэтому число всех возможных крите
риев подобия с незавпсилплмп переменными и постоянными величн- 
пами будет всегда мепьпю числа всех детальных величин, приме
няемых в математическом описании тех или иных физических 
и химических процессов.

Между всеми детальными величинами, применяемыми для 
.математического описания процессов, а следовательно, и между 
всеми критериями подобия, полученными для этих процессов, 
существует функциональная связь. Эту функциональную связь 
представляет решение дифференциальных, интегральных пли 
интегро-дифферепциальных уравнений, описывающих рассмат
риваемые процессы.

Существование функциональной связи между критериями 
подобия покажем на просте1“пием примере дифференциального 
уравнения стационарного течения несжимаемой изотермической 
жидкости без учета ускорения земного тяготения (течение в гори
зонтальном направлении).
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Уравнение (18,12) движения среды в этих условиях имеет]сле
дующий вид:

w(w,  V) — -------Vp +  vAti),
->•

 ̂ где W — вектор скорости потока;
Q — плотность среды;
V — кинематическая вязкость среды.

Разделив все члены этого уравнения на первый член, пред
ставляющий инерционную силу, получаем следующее безразмер
ное дифференциальное уравнение:

 ̂ - 1 .  (36,1)
6  W (w, V) ш (w, V)

Члены этого равенства приводят к следующим двум критериям: 
=  Ей (критерий Эйлера) и (обратная величина

V
критерия Рейнольдса).

Так как дифференциальное уравнение (36,1) получено в резуль
тате определенных операций над величинами, содержащимися 
в критериальных отношениях, то можно утверждать, что суще
ствует такая функциональная связь между критериями Ей и Re, 
которая в результате операций над всеми функционально связан
ными величинами обязательно должна привести к уравнению
(36.1). Следовательно, решением дифференциального уравнения
(36.1) будет критериальное уравнение

Eu =  f{R e ). (36,2)

При этом вид функции /  получается в 'результате аналитического 
решения дифференциального уравнения (36,1).

Присоединение условий однозначности к решению уравнения
(36.1) дает новые критериальные отношения.

В задачах течения изотермической жидкости в канале или при 
обтекании ею каких-либо тел задаются соотношения размеров 
капала или обтекаемых тел:

f  (г =  1, 2,  3),
‘ О

где li — размер в одном направлении;
/о — характерный заданшлй размер.

Кроме того, задается начальное ноле скоростей в потоке, кото
рое в виде критериального отношения может быть представлено 
так:

-- УWi
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где Wx̂ ,i — скорость в любом месте начального сечения потока;, 
Wi —  средняя скорость потока.

Для заданной начальной скорости потока (tWi), вязкости среды 
(vi) и известного характерного размера (/o,i) определяется крите
рий Рейнольдса:

VI
Изменение давления текущей жидкости целесообразно опреде

лять разностью заданного начального давления и переменного 
давления р. В связи с этим определяется критерий Эйлера:

QlWl
Таким образом, конкретизированное решение задачи течения 

жидкости представится следующим критериальным уравнением:

где критерии

‘ Vl 0̂, 1
содержат величины, заданные условиями однозначности (на
чальными условиями);
величина р  представляет искомое давление в потоке среды. 
Определяемой величиной в рассматриваемой конкретной задаче 

течения жидкости в канале является давление жидкости (р), 
которое содержится в критерии Ей. Поэтому в данных условиях 
критерий Ей является определяемым. Все другие критерии урав-

1 I-нения (36,3): / ? e i , ------являются определяющими.
и»! *0,1

Если в качестве искомой величины выбрать поле скоростей 
в потоке, то критериальное уравнение для этих условий запи
шется в виде:

Wi
где критерии

содеря<ат величишл, заданные условиями однозначности.
Подобные примеры использования критериальных уравнений 

для решения задач можно распространить на все физические 
процессы.
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§ 37. Условия подобия физических процессов
Составленные критериальные уравнения для физических нро- 

цессов позволяют определить условие подобия этих процессов. 
Это условие сводится к следующему.

Если физические процессы подобны друг другу, то одноименные 
критерии подобия этих процессов имеют одинаковую величину.

Докажем эту теорему на конкретном примере течения изотер
мической несжимаемоii жидкости в трубе.

Пусть имеются две различные по своим размерам трубы А 
и Б с гладкими стенками (рис. 48). В трубах протекают две раз-

Ешдкость) =

Рис. 48. Динамическое подобие течений различ
ных изотермических сред в трубах

личные изотермические жидкости. Пусть известно, что оба потока 
подобны друг другу. Это означает, что для обоих потоков должны 
выполняться все три требования исходного определения понятия
о подобии физических процессов (§ 31). Найдем условия, к кото
рым приводит выполнение этих трех требоваппй.

1. В соответствии с первым требованием подобные потоки 
должны быть качественно одипаковымп. Это означает, что их 
математические онисания совпадают во всем, кроме содержащихся 
в них именованных чисел. Поэтому критериальные уравнения 
подобных потоков течения жидкостей в трубах запишутся в сле
дующем виде:

А/’а 4 f  ь А к»1,
Чащ , а 

АрБ ^  , f  
да?. Б V

. f С *’  ̂
^ 1, л
Ofxi, и Б

dA )•

dB J  •

(37,1)

(37,2)
еда?. Б V “’I, Б

2. Сходственные величины для обоих потоков связап1.1 преоб
разованием подобия. Следовательно,

^PБ =  C^^PA, 
WB =  CufiL'A, 

и =  Ĉ vWx., 1,

Qb =  CpQa, 
V£ =  C\.Va , 
cIe — CicIa , 

lh =  Сг/л.

(37,8)
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где Ср, Cw, Ср, Су, С ;— масштабы, или константы подобия, для 
соответствующих величин р ,  w, q , v , L

3. Третье требование понятия о подобии физических явлений 
ограничивает выбор величин масштабов подобия С таким усло
вием: подвергнув преобразованию подобия (37,3) критериальное 
уравнение для процесса А (уравнение 37,1), должны получить 
критериальное уравнение для процесса Б, не содержащее мас
штабов подобия. Выполнение этого требования ириводит к следую
щим равенствам:

CpCl,
Cjx>Oi

1 . (37,4)

Условия (37,4) ограничивают свободу выбора масштабов 
подобия.

Используя соотношения (37,3), находим:

(37.5)

(37.6)

^P Ар
Qllfl Б QŴ

wd wd
V Б ~ V

следует:
1 /
d Б d /

Б
Z l l i
Wi

(37.7)

(37.8)

Равенства (37,5 — 37,8) выражают содержание теоремы подо
бия физических процессов применительно к течению жидкости

в трубе. Одноименные критериальные отношения , 4- >Qay2 V а
Wx •, 1
—ll—  имеют одинаковое численное значение для подобных друг 

другу потоков жидкости в канале.
Критерий Эйлера Еи =  -^ ^  представляет дпнамическое подо

бие потоков или подобие поле!! давления.

Критерий Рейнольдса Re — —  представляет кинетическое
подобие потоков или подобие полей скорости в текущей вязкой 
среде.

Критерий Î представляет геометрическое подобие каналов.
А

представляет подобие начальных полей ско

рости в потоках.
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Таким образом, содержание теоремы о подобии применительно 
к потокам жидкости в каналах может быть сформулировано так; 
подобные друг другу потоки жидкости обладают подобием гео
метрическим, кинетическим и динамическим. Одноименные кри
терии, представляющие эти виды подобия в обоих потоках, оди
наковы:

1{вв =  НеА =  1Л&т (одно и то же),
Еи^ — E ua — idem,

d
‘’Xi, 1

=  idem,

Wi
‘’xi, 1
Wi

=  idem.

Условия подобия могут быть использованы при построении 
«модели» изучаемого процесса, которая будет подобна «образцу».

Исследование на моделях получило широкое распространение 
в самых различных областях техники. При этом сокращаются 
средства и время проведения эксперилгентальных работ, а полу
чаемые результаты при надлежащем обобщении уверенно исполь
зуются при проектировании и построении реальных объектов.



Р а з д е л  в т о р о й

ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ 
и ТЕПЛОПЕРЕДАЧА

ТЕЛ



Г л а в а  VI ,

ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА ЗАДАЧ 
ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

§ 38. Исходные понятия и дифференциальное 
уравнение теплонроводности

Перенос тепла теплопроводностью в каком-либо теле в зави
симости от условий имеет различный характер. Если тепло рас
пространяется так, что температура в отдельных местах тела 
сохраняется неизменной во времени, то процесс переноса тепла 
носит стационарный характер. Если температура в этих местах 
тела меняется со временем, то такой не установившийся во вре
мени процесс переноса тепла называется нестационарным. Тело, 
внезапно подвергаемое какому-либо достаточно длительному теп
ловому воздействию, постепенно теряет особенности своего началь
ного теплового режима, и но прошествии некоторого времени 
нестационарный тепловой режим тела находится в полном подчи
нении примененного теплового воздействия. Такой нестационарный 
тепловой режим тела называют регулярным. В некоторых слу
чаях тело подвергается периодическому тепловому воздействию, 
и температура в отдельных местах тела периодически меняется 
во времени, совершая простые или сложные колебания. При 
этих условиях перенос тепла в теле носит волнообразный характер.

Тело может подвергаться тому или иному стационарному или 
нестационарному тепловому воздействию как от поверхностей, 
ограничивающих объем тела, так и от внутренних источников 
тепла, действующих в объеме тела. В последних случаях перенос 
тепла в теле называется т е п л о п р о в о д н о с т ь ю  с и с т о ч 
н и к а  м и.

Со всеми указанными особенностями теплового режима тел 
(различных по форме и содержащемуся веществу в объеме) при
ходится встречаться при решении задач теплопроводности.
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Основной величиной для определения переноса тепла теп
лопроводностью в теле служит у д е л ь н ы й  т е п л о в о й  
п о т о к ,  который определяется формулой:

(38,1)

где X — коэффициент тенлопроводности тела или среды;
VT — градиент температуры.

Чтобы судить, насколько различна способность тел проводить 
тепло, укажем крайние значения коэффициента тенлопроводности 
некоторых тел: слой неподвижного воздуха при комнатной темпе
ратуре имеет к =  0,02‘ м -град  ’ ^ м-град

К плохим проводникам тепла, или теплоизоляторам, относят
' _ л ^ /Л п OftbI тела, имеющие А <  0 , 2 -------- хорошими проводниками теплаt М'8рии

л . rvrv вт ! являются металлы, у которых л, >  20  ̂ .
Решение задачи теории тенлопроводности в общем случае

Рис. 49. Температурное ноле в процессе рас
пространения тепла теплопроводностью

сводится к нахождению распределения температур в теле в виде 
функции

Т {х, у, Z, т).

Для определения температурного поля тела в процессах 
распространения тепла теплопроводностью пользуются нонятие.\1 
изотермических поверхностей. В толе, в котором осуществляется 
перенос тепла, в любой момент времени можно выделить слои, 
ограниченные поверхностями с одинаковой температурой Г;, TtĴ i 
и одинаковым перепадом температур на поверхностях соответ
ствующих слоев АГг, ДГгч-ь (рис. 49).
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Совокупность таких изотермических поверхностей в теле 
в любой момент времени представляет его т е м п е р а т у р н о е  
п о л е .  При нагревании или охлаждении тела температура 
в отдельных местах его меняется со временем. Следовательно, 
в каждый последующи!! момент времени месторасположение изо
термических поверхностей в теле также меняется. Температурное 
ноле в этих случаях будет переменным во времени, или нестацио
нарным. Неизменное во времени температурное поле отвечает 
стационарному тепловому режиму.

Сечение пространственного мнон<ества изотермических поверх
ностей тела какой-либо плоскостью оставляет,след на плоскости

а)

, I

7

» о г о г

Рис. 50. Изотермические липни температурного поля при 
распространении тепла в простейших телах: а) плоскопарал- 
лепьная стенка; б) стенка трубы; в) стенка сферической

оболочки

сечения в виде множества изотермических линий. На рис. 50, а, 
б и в  показана совокупность изотермических линий при распро
странении тепла в простейших случаях; плоскопараллельном, 
цилиндрическом и сферическом слоях.

Вдоль изотермических линий тепло в теле распространяться 
не может, и перенос тепла осуществляется лишь в направлениях 
от одной изотермической поверхности к другой в сторону пони
жения температуры. Кратчайший путь распространения теила 
в изотропном теле в любом месте, очевидно, соответствует направ
лению нормали к изотермической поверхности. Удельный тенло-
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вой поток в этом месте тела определяется формулой-.
дт

qr =  — дп (38,2)
дТгде — градиент температуры по направлению нормали

к изотермической поверхности.
Огибающие нормалей к изотермическим поверхностям на пути 

переноса тепла при последовательном переходе от одной изотер
мической поверхности к другой представляют собой линии тепло
вого тока. Совокупность таких линий тока в теле представляет 
тепловой поток.

Баланс тепла в единичном объеме тела или среды при распро
странении тепла теплопроводностью приводит к следующему 
дифференциальному уравнешпо;

(QCp7’ ) +  divr/T =  ?H, (38,3)

где Q и Ср — плотность и теплоемкость вещества тела;
f/т =  — вектор переноса тепла теплопроводностью.

Уравнение это представляет равенство:

Измопеппе эн
тальпии вещест
ва в единичиом 

объеме в единицу 
времени, вт/м^

Ч-

Результирующии пе
ренос тепла тепло

проводностью в еди
ничном объеме в еди
ницу времени, вт/мЗ

Удельная произ
водительность ис
точников тепла в 
единичном объ 

еме, вт1м^

В форме изменения температур уравнение теплопроводности 
представится в виде:

d{QCpT)
дх дх

где Х— коэффициент переноса тепла, или теплопроводность 
тела.

Эта форма дифференциального уравнения теплопроводности 
представляет математическое описание процесса изменения темпе
ратуры во времени в любом месте тела, вызываемое результирую
щим переносом теила и действующими источникадп! энергии.

® а /  , д Т \  етВеличина У, ■( -представляет собой изменение эн-dxi V -«3
тальипи в единицу времени в любом месте тела от результирую
щего переноса тепла теплопроводностью в этом месте.

Величину Qii можно рассматривать как кажущееся
•**3

изменение энтальппи в единицу времени в любом месте тела 
от де11ствующих источников тепла в этом месте.
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При отсутствии действующих источников тепла в теле диффе
ренциальное уравнение теплопроводности запишется в виде:

d(QCpT) д д Т \  , д дТ  \  , д  ̂ дТ
дх дх

Если температуропроводность тела а — ■----- сохраняется по-
QCp

стояпной, то уравнение теплопроводности можно записать: 

дТ  /  дП^ , д'̂ Т , д'̂ Т
дх

или

где

дТ~~-~-аАТ, (38,6')

д^Т д̂ ТА7’ = +  +  ---- дифференциальный оператор Лапласа.
Чтобы судить, насколько различна способность тел изменять 

температуру слоев при тепловом воздействии, приведем некото
рые из наименьших и наибольших коэффициентов температуро
проводности. Для сухого дерева, например, а =  0,972 • 10“ ' м^/сек, 
а для серебра а =  1 ,7 -10“  ̂ м^1сек; т. е. у  дерева температуро
проводность почти в 2000 раз меньше. Значительно больший 
коэффициент переноса тепла в серебре способствует более рав
номерному нагреванию или охлаждению его массы по сравнению 
с нагреванием или охлаждением слоев дерева. При нагревании 
куска дерева через некоторое время температура его внешних 
слоев станет близкой к температуре источника, а температура 
внутренних слоев за это время мало изменится. Такой же не
равномерный нагрев массы вещества с малым коэффициентом 
тедшературопроводности вызывает термические напряжения 
в материале и ведет к его разрушению.

Дифференциальный оператор АТ имеет определенный физиче
ский смысл. Положительная или отрицательная его величина

dY дТотвечает нагреванию >  0) или охлаждению < 0 ) тела
в любом месте. Нулевое значение оператора (АГ =  0) соответствует

дТстационарному тепловому режиму — ^  =  0; в этом случае рас
пределение температур в теле сохраняется неизменным во вре
мени.

Дифференциальное уравнение
д2Т , д^Т . 92Г ,00 74
дх  ̂ ai/2 +  о (38,7)

отвечает стационарной теплопроводности тела. Интегрированием
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(38,7) находят функцию распределения температур, представляю
щую стационарное температурное поле в теле.

Для тел симметричной формы с кривой поверхностью (шар, 
цилиндр) целесообразно пользоваться цилиндрическими или 
сферическими координатами.

Для цилиндра координатами точки служат: радиус (г), угол 
положения радиуса (ф) и координата точки по направлению оси 
цилиндра (ж). Пользуясь этими координатами, дифференциальный 
оператор температуры для тел цилиндрическо!! формы можно 
представить в следующем виде:

д  ^  _  ааг , 1 аг , 1 327' , д̂ т оч

Для шара координатами точки слу;кат: радиус (г), угол широты 
или соответствующий ему донолпительпшт угол (ф) и угол дол
готы (if>). Пользуясь этими координатами, дифференциальный 
оператор температуры для тел сферической формы записываем 
в следующем виде:

527’ 2 дТ  . созгр дТ  i d ^ T
'с ф е р -  9;.2 ■ г +  r2sinilJ Oi]) +  ^

1 92Г
г-2 s in 2  г]) Зср2 (38,9)

§ 39. Начальные и граничные условия задач 
теплопроводности тел

В практических приложениях теории теплопроводности при
ходится встречаться с различными задачами. Условно эти задачи 
можно разделить на следующие три группы:

1) стационарная теплопроводность тел;
2) нестационарная тенлонроводность тел;
3) температурные или тепловые волны.
Решение всех этих задач требует интегрирования дифферен

циального уравнения теплопроводности, которое описывает любые 
случаи распространения тепла. Для нахождения расиределения 
температур в теле для конкретных условий распространения теила 
требуется привлечь известные краевые условия.

К краевым условиям относятся:
а) начальное распределение температур в теле, т. е. распре

деление температур до момента теплового воздействия на тело;
б) граничное условие теплового воздействия на тело.
Начальное распределение температур в теле может быть раз

нообразным. Наиболее простой случай соответствует одинаковой 
температуре массы тела во всем объеме:

Г(ж, ? /, Z , Т о) =  (39,1)
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Такое условие может отвечать, например, начальному тепло
вому состоянию тел перед их разогревом в печах или охлаждением 
в холодильниках и т. п.

Для решения задач теплопроводности должна быть известна 
начальная температурная функция тела Та{х, у, z, То).

Граничное условие теплового воздействия на тело может быть 
также разнообразным. Обычно различают три рода граничных 
условий:

1) на поверхности тела поддерживается заданное распределе
ние температур-,

2) на поверхности тела поддерживается заданное распределение 
удельных тепловых потоков-,

3) поверхность тела окружает среда с заданной температурой 
и коэффициентом теплоотдачи.

Кроме трех граничных условий теплового воздействия на 
тело, в современных задачах теплопроводности приходится встре
чаться еще с другими граничными условиями:

4) поверхность тела подвергается тепловому воздействию 
контактной теплопроводности другого тела;

5) при тепловом воздействии на поверхность тела осуществля
ется превращение его массы, и местоположение поверхности 
перемещается во времени.

Последний случай граничного условия отвечает так называе
мым фронтовым процессам теплопроводности с превращением 
массы тела (плавление, затвердевание, выгорание, сублимация 
и т. д.).

В общем случае граничное условие теплового воздействия на 
тело можно записать следующим равенством:

Я+п, F, X ~  Ч—п, F, т i  „^'^J'QnpeBp^npenp >

где q^n,F>x и g—n,F,x представляют удельные тепловые потоки на 
границе тела в направлении нормали к поверхности 
с наружной (+?г) и внутренней (— п) стороны;

ЬУ̂ бпревр — удельный поток превращаемой массы тела (wp — 
скорость перемещения фронта превращения, рпревр — 
плотность превращаемой массы тела);

■Епревр— энергия превращения единичной массы тела.
При отсутствии превращения массы тела поверхность тепло

вого воздействия сохраняется неизменной во времени, и граничное 
условие определяется равенством:

Я+п, F , x =  Q-n,  F, X

Для граничного условия контактной теплопроводности это 
равенство запишется в виде:

дт, дт
дп +п, F, X дп - п  ,F, X.
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Применительно к граничному условию третьего рода для 
удельного теплового потока на поверхности тела можно запи
сать следующие две формулы:

а) для переноса тепла на границе тела со средой:
(]р,х =  а{Тр.х  — Та), (39,2)

где а — коэффициент теплоотдачи в среде,
Тр, г и Го — температуры тела на поверхности и окружающей

среды;
б) для переноса тепла в массе тела на границе:

дТ

дТ
дп

др.х== - К п  

где Я — коэффициент теплопроводности тела,
— проекция градиента температуры на направление

— п ,  F ,  X

нормали к поверхности тела в момент времени т.
Из формул (39,2) и (39,3) для qp,x составляем уравнение 

граничного условия третьего рода:
ае
дп ^ - ^ Q f . x, (39,4)

—n,F,x  Л

где 0f, T =  ?V, t — ?’о, Q — T{x ,  у, z, т) — 7’о — соответствующие 
разности переменной температуры тела и постоянной 
температуры окружающей среды Tq.

Это уравнение связывает распределение температур в массе 
тела с граничным условием теплового воздействия на его поверх
ность для любого момента времени. Такое граничное условие 
теплового воздействия на тело в задачах теплопроводности и теп
лопередачи тел встречается наиболее часто.

§ 40. Решение дифференциального уравнения 
теплопроводности

Интегрирование линейного дифференциального уравнения 
теплопроводности в частных производных второго порядка пред
ставляет одну из классических задач математической физики.

Ограничимся здесь кратким изложением наиболее известного 
метода решения дифференциального уравнения теплопроводности, 
которое применительно к уравнению граничного условия (39,4) 
запишем в следующем виде:

(40,1)

где Q =  Т{х, у, Z, х) — То — разность неременпой температуры 
тела и постоянной температуры окружающей среды.
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Как показал Фурье, целесообразно искать частное решение 
уравнения (40,1) в виде произведения двух функций:

0(а:, г/, Z, т) =  9(ж, г/, z ) .0 (t ) .  (40,2)

Такой прием позволяет привести уравнение (40,1) к уравнению 
с разделением переменных.

Действительно, подставляя значение G(a:, у, z, т) в виде
(40,2) в (40,1), получаем:

1 0 ' (т) Д0 ( х ,  у, Z)

а О (т) 0 {х, у, Z)
(40,3)

В правой и левой частях этого равенства переменные разде
лены; при этом правая часть не зависит от времени t, а левая — 
от местоположения (х, у, z). Такой результат возможен только 
лишь при условии, что обе части равенства (40,3) представляют 
одну и ту же величину, не зависящую от х, у, z ж х. Выбор этой
размерной величины ( ^ )  произволен: она может быть положитель
ной и отрицательной, действительной и мнимой.

Обозначая эту произвольную величину [—е^1, получаем сле
дующие два частных дифференциальных уравнения:

0' (т) +  е^а0 (т) — О, 
А0(а:, у, z) +  E^0(a:, у, z) =  0.

(40,4)

Решением первого обыкновенного дифференциа^гъного уравне
ния служит экспоненциальная функция:

0 (т) =  (40,5)

Функция эта вполне удовлетворяет физическому смыслу зада
чи теплопроводности применительно к нагреванию и охлаждению 
тел, так как

п р и т —>оо > 0 , 0 (т )—> 0 .

Второе из уравнений (40,4) в простейшем случае одномерной 
схемы распространения тепла запишется в виде:

0"(ж) +  е20(а;) =  О. (40,6)

Это обыкновенное дифференциальное уравнение имеет част
ные решения в виде функций: sin (ex) и cos (ex) (в чем легко убе
диться путем двукратного дифференцирования).

Из этих частных решений и решения (40,5) получаем решение 
дифференциального уравнения нестационарной теплопроводности
(40,1) в следующем виде:

0 (х, т) =  cos (ex), |
О (ж, т) =  sin (ex), |

157



где е- — произвольная размерная величина, которая примени
тельно к задачам нагревания и охлаждения тел должна 
быть выбрана действительной, положительной;

А ш В — произвольнг>1е постоянные величины частных решений 
дифференциального уравнения теплопроводности, кото
рые можно считать зависящими от произвольно выби
раемой величины е [Л (е) и В (е)].

Из этих, а также и других частных решений применительно 
к известным начальным и граничным условиям конкретных задач 
теплопроводности и составляется решение (40,1).

Суммирование любого числа полученных частных решений ли
нейного дифференциального уравнения дает новое его решение. 
В этом заключается известный в математике принцип наложения, 
или суперпозиции.

Предполагая суш,ествовапие бесконечного множества частных 
решений вида (40,7), решение дифференциального уравнения тепло
проводности для одномерного распространения тепла можно пред
ставить суммой для всего возможного спектра изменения вели
чины е:

9 (х, т) =  2  (еО cos (егж) +  В  ( е , )  sin {&ix)] (40,8)
ei

Такой результат решения уравнения теплопроводности указы
вает на возможность описания искомой непрерывной функции, 
представляющей распределение температур в теле, в виде суммы 
бесконечного множества членов ряда с тригонометрическими 
функциями (ряды Фурье). Параметры этих функций 8;, А{г{) 
и B {ei) следует выбирать так, чтобь( удовлетворить известным кра
евым условиям рассматриваемой задачи.

Если произвольные постоянные А (в;) и 5(ег ), которые пред
полагаются зависящими от величины е,, выбрать так, чтобы до 
момента теплового воздействия на тело (То) удовлетворить началь
ному распределению телгператур в теле, а величину е определить 
из заданного граничного условия рассматриваемой задачи, то 
полученное решение дифференциального уравнения теплопровод- 
иости оказывается единственным.

Следует заметить, что в связи с дискретным строением тел 
и ограниченной скоростью перемещения носителей энергии в1лбор 
координаты X и времени т в решении (40,8) ограничен. Координата 
X не может быть взята меньше I — длины свободного пробега носи-

1телеи энергии, а время — меньше — времени между актами
однократного обмена энергией носителей с частицами тела.

Если размеры тела в направлениях -{-ж и —х  не ограничены, 
то краевые условия не ограничивают выбор параметрической вели
чины 6; в решении (40,8). Поэтому сумму членов ряда с дискрет-
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нымн значениями величины е, можно заменить интегралом в пре
делах изменения е; от — оо до + о о ;

+ С О

0 (а;, т ) =   ̂ [Л (е) cos(ea:)+  Б (е) sin (еа:)] С” с?е. (40,9)
—  ОО

с  помощью известного из курса математики интеграла Фурье 
формулу (40,9) можно привести к следующему виду:

+ 0 0  ( 1 - ж ) 3

0 ( х , т ) =  Ш )  е dl, (40,10)
J  / у  я ах

— со

где /  (I) — заданная начальная температурная функция в объеме 
тела;

— фундаментальное решение дифференци-1 схр 4а т
ального уравнения теплоироводности (уравнения пара
болического типа).

В диффузионном переносе тепла это фундаментальное решение 
имеет физический смысл в том, что диффузия носителей энергии 
подчиняется закону случайных процессов. Вероятность переме
щения носителя энергии, начавшего движение в момент времени 
т =  О из положения | =  ж, в момент времени т отвечает этому 
фундаментальному решению.

Конкретное решение некоторых задач нестационарной тепло
проводности тел с применением решений (40,8) и (40,10) будет 
дано ниже.

§ 41. Определение расхода тепла

При решении задач нестационарной теплопроводности, помимо 
отыскания распределения температур в теле, необходимо опре
делить расход тепла па нагревание тел или общую теплоотдачу 
при их охлаждении.

Для этой цели сначала определяется удельный поток тепла 
в различтлх местах на поверхности тела:

дп

Затем находится расход тепла за время т для всей площади 
поверхности тела F:

Г
 ̂ йт \ qp^-^dF дж. (41,1)

о (F )
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в  некоторых случаях для определения расхода тепла, или 
теплоотдачи тела, удобнее применить другой способ. Сначала 
находят изменение тепловой энергии в элементарном объеме 
тела (IV в любой момент времени;

(PQ =  QCy dT { х ,  у, Z,  т) dV,
-  д жгде QCy — теплоемкость единичного объема тела, '>

d T { x , y , z ,  т) — изменение температуры в рассматриваемом 
элементарном объеме.

Затем вычисляется расход тепла для всего объема тела за 
время т;

Т ( х ,  V.  Z, X)

J dV J QCvdT{x, у, Z, т) дж. (41,2)
(V) Т ( Х ,  V. Z.  Т о)

Пользуясь средней теплоемкостью (рсу), формулу (41,2) можно 
записать в следующем виде:

QCy [Т (х, у, z , x )  — T {х, у, Z,  То)] dV дж. (41,3)
(V)

Зная распределение температур в теле в начальный момент 
(то) и в любой последующий (т), можно вычислить расход 
тепла за время (т -Т о) для тела заданного объема (V).



г  л а в а  VII

СТАЦИОНАРНАЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ 
И ТЕПЛОПЕРЕДАЧА ТЕЛ

Теплопроводпость и теплопередача в различных непрерывно 
де11ствую1цих нагревательных п теплообменных аппаратах (кот
лах, нодогренателях, холодильниках п т. п.), ограждающих кон
струкциях строительных сооружении при длительных неизменных 
температурах наружной и внутренней среды могут рассматривать
ся не зависящими от времени. В этих стационарных условиях 
теплового режима предполагается, что 
прежнее, начальное, распределение тем
ператур, которое существовало в эле
ментах рассматриваемого устройства до 
установившегося во времени теплового 
коздействия, настолько потеряло свое 
зпаченпе, что распределение температур 
I! элементах устройства определяется 
только неизменными во времени гра
ничными условиями стационарной теп
лопередачи.

§ ^'1. Теплопроводпость п теплопередача 
плоской стопки

теплопроводности и тепло
передачи плоской стейки

Имеется плоская стенка, толщина 
К()то1)ой значительно меньше линейных 
размеров ее новерхности (рис. 51). Стен
ка с одной стороны подвергается тепло-
иому воздействию среды с температурой Ti, а с другой — воздей- 
(■■11111 К) среды с температурой Га- Требуется найти распределение 
|смие])атур в стенке и определить ее удельную теплопередачу.

Д л я  условий одноразмерного распространения тепла в стенке 
с 11()с/гояннт,1М коэффициентом теилонроводности (X) интеграл диф-
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ференциального уравнения стационарной теплопроводности

^  =  0 dx̂

находится в виде прямолинейной функции температуры:
Т  =  С ,х - ^ С ^ .

Располагая начало координат на одной из поверхностей 
стенки (рис. 51), находим произвольные постоянные интеграла 
C l  и Сг из условий;

п р и  х  — 0  Т  = Т '  =  C i ,  

п р и  =  s  7 ’ =  7 ’" =  C iS  +  ? ’ ',
S

Для распределения температур в плоской стенке получаем 
следующее уравнение:

X

S

Удельная теплопередача стенки определяется формулой:

Используя граничные условия
g =  a i(7 ’, - r ) ,  (42,3)
д =  а ^ {Г ' -Т ^ )  (42,4)

и исключая Т' и Т" в формулах (42,2) — (42,4), получаем сле
дующую формулу для определения теплопередачи стенки по
заданным Тх и Т̂ \

4 = 1 (^2,5)
«2

Числитель полученной формулы теплопередачи стенки пред
ставляет собой температурный перепад в процессе переноса тепла 
через стенку, знаменатель — сумму трех сопротивлений переносу 
тепла (термических сопротивлений) от внутренней среды к стенке
(^ ), через стенку (|-) и от стенки к наружной среде (—).

Единицей измерения термического сопротивления является
она представляет собой требуемый перепад температурыв7П1м̂

[град] для осуществления единичного потока тепла [вт1мЦ. Оче
видно, чем больше суммарное термическое сопротивление стенки, 
тем меньше будет ее теплопередача.

На рис. 51 представлено распределение температур в плос
кой стенке при заданных телшературах окружающей среды но обе 
стороны стенки.
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Полученное решение задачи теплопроводности п теплопере
дачи однослойной плоской стенки можно распространить и на 
случай многослойной стенки (рис. 52) при условии плотного 
прилегания отдельных слоев, без заметных дополнительных тер
мических сопротивлений переносу тепла в этих местах.

Обозначая термические сопротивления отдельных

(42,6)

/?1 =  -^ ^ д л я  определения теплопроводности плоской 
имеем следующую формулу:

rpt__грп
я =  — ------- .

1
где п — число слоев стенки;

• ' п

— суммарное термическое со-
” 1
противление слоев.

\ Удельная теплопередача многослой- 
поп степки определяется формулой:

слоев
стенки

(42,7)

Рис. 52. К определению 
теплопроводности и тепло
передачи мпогослойпой пло

ской стенки

где Cl и 02— коэффициенты теплоотдачи 
на граничных поверхно
стях стенки с внутренней и 
наружной средой. ^

Так как удельный поток тепла q одинаков для всех слоев 
стенки, то соответствующие перепады температур в слоях_0;=  
=  7’i— Т1 находятся из формулы:

(42,8)

где l i i— термическое сопротивление рассдштриваемого слоя.
Перепады температур на границах плоской стенки определя

ются формулами:

Q, =  T , - T [  =  q. 

В ,= .Г п - Т ,  =  д.

«1
1

(42,9)

где Ti и Га— температуры окружающих сред;
7'i' и Тп— температуры граничных поверхностей стенки. 

'1'акпм образом, перепад температур определяется произве
дением удельного теплового потока на соответствующее терми- 
'к'ское сопротивление.
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На рис. 52 представлено распределение температур в трех
слойной плоской степке.

Вводя обозначение в формуле (42,7)

А = -----------  . (42,10)
1 , 1

 ̂формулу для определения теплопередачи стенки можно запи
сать в более простом виде:

q =  k { T , - T ^ ) ,  (42,11)

где к называют к о э ф ф и ц и е н т о м  т е п л о п е р е д а 
ч и  с т е п к и, который имеет единицу измерения 
вт/м^град, одинаковую с ко;)ффицпецтом теплоотдачи а. 

В некоторых случаях одно из термических сопротивлений стен
ки оказывает наибольшее влияние па теплопередачу и все другие 
по сравнению с ним играют малозаметную роль, например:

 ̂ ;

В этих случаях коэффициент теплопередачи в основном опре
деляется наибольпгим термическим сопротивлением, например:

к як Oj пли к я» 02.
В тех случаях, когда коэффициент теплопроводности одно

родного материала стенки заметно меняется с температурой 
(Г), теплопередачу стенки с переменным коэффициентом 

теплопроводности можно находить но обычной формуле, полу
ченной для постоянного коэффициента теплопроводности, введя 
осредненпое значение коэффициента теплопроводности

J Х ( Т ) ё Г  
J’l ______ (42,12)

§ 43. Теплопроводность ii теплопередача 
стенок труб

Имеется труба, длина которой значительно больше ее диаме
тра (рис. 53). Стенка трубы с внутренней стороны подвергается 
стационарному тепловому воздействию среды с температурой Тi, 
а с наружной — среды с температурой Гг-

Требуется найти распределение температур в стенке трубы 
и определить ее удельную теплопередачу на едипицу длины.
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При равномерном подводе и отводе тепла на поверхностях 
стенки изотермические линии в толще стенки имеют вид концен
трических окружностей, а вектор теплового потока направлен 
по радиусу (рис. 53).

Удельный тепловой поток на единицу длины элементарного 
цилиндрического слоя стенки трубы определяется формулой;

dr

При переносе тепла в элементарном слое температура изме
няется так, что каждую последующую температуру можно выра
зить через предыдущую добавлением 
линейного члена:

dTr
dr dr.

Соответственно определяется 
удельный тепловой поток;

{r +  dr) =

=  - > ^ ( ^ + ^ ~ d ’' ) - 2 n ( r  +  dr).

В стационарных условиях пере
носа тепла и при отсутствии источ
ников тенла в стенке имеем равен
ство:

Qr — Qr+dr-
Подставляя в это равенство зна

чения Qr и Qr+dr и пренебрегая 
членом с множителем (dr)^ как бес
конечно малой величиной второго 
порядка, приходим к следующему дифференциальному уравне
нию стационарной теплопроводности в цилиндрической стенке;

Рис. 53. К определению тепло
проводности и теплопередачи 

стопки трубы

d̂ T 1 dT
dr̂ dr = 0 . (43.1)

Это дифференциальное уравнение Лапласа в цилиндрических 
координатах отвечает осесимметричному потоку тепла в цилин
дрической степке [см. уравнение (38,8)].

Интеграл дифференциального уравнения (43,1) находится 
и виде логарифмической функции:

Г  =  C l  In С ,. (43,2)
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Произвольные постоянные этого интеграла определяются из ус
ловий:

при г =  г, r{ri)  =  Ĉ \
Г2L У Ц — ill

откуда находим
Г(Г1)-Г(Г2)

In -^
'■l

С 2 ^ Т { п ) .

Для распределения температур в цилиндрической стенке по
лучаем следующее уравнение:

Т =  Т {г,) -  [Т (гО -  Т (г,)] . (43,3)

Удельная теплопередача на единицу длины стенки трубы 
находится по формуле:

п  _   1 2 i T r  —  2 j t 3 l  у  ( ^ i )  Т  {г2) ,^ dr . (43,4)

где и с?2 — внутренний и наружный диаметры трубы. 
Используя граничные условия

Q =  n d ,a d T x ~ T {n ) ] ,  (43,5)
Q =  nd^a^[T{r^)-l\]  (43,6)

и исключая неизвестные Г (ri) и Г (г2) в формулах (43,4) — (43,6), 
получаем следующую формулу для определения теплопередачи 
стенки трубы по заданным Тх и Т̂ \

( « .7 )
JTdiOj 2лХ ndgOz

Для многослойной стенки трубы аналогично плоской стенке 
теплопередача определяется формулой:

^  = --------------- , (43,8)

п

где 2 i ^тр =  2яХ ' ' di/di +  . . . — суммарное тер-
1

мическое сопротивление всех слоев трубы;
— наружный диаметр последнего слоя.
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Температурные перепады в слоях трубы аналогичпо плоской 
стенке определяются формулами:

0 i =  г ;  -  Г- =  QRu
1

о

(43,9)

n d ^  ' '
На рис. 54 представлено распределение температур в стенке

Рис. 54. Распределение темпера- Рис. 55. К определению оптимального 
тур в стенке многослойной трубы термического сопротивления стенки трубы

метром <  di расчет теплопередачи можно проводить по фор
муле плоской стенки, полученной разверткой окружности сред
него диаметра цилиндрической стенки;

(43,10)d2—ai
Но сравнению с точной формулой

ошибка составит:

^^ошиб *?Т О Ч Н  *?црибл _  I  __  ? п р и б л  ^  __ Q g  ^

<?точп <?точн

например, для~Д  =  1,5 ошибка составит всего 1 ,2%.
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Таким образом, для расчета теплопередачи труб c - j ^ < l , 5
можно пользоваться приближенной формулой (43,10).

2. Из формулы (43,7) видно, что с увеличением внешнего 
диаметра трубы rfg уве.личивается термическое сопротивление
слоя и уменьшается термическое сопротивление

внешнего теплообмена трубы ^ О ' существует
оптимальный диаметр, при котором суммарное термическое 
сопротивление оказывается наименьшим, а теплопередача — на
ибольшей (рис. 55).

Отыскивая экстремальное значение диаметра из условия
, , , 1 л 1 1  ̂ -  п

dd̂  \,2яХ 1 2пХ d2 яаг^! ’
находим:

{d2)ou. =  ^ .  (43,11)

Этот оптимальный внешний диаметр трубы отвечает критерию 
Био:

=  =  (43,12)

При диаметре труб с1-2 <  (с?2)опт увеличение толш,ины стенкп 
трубы способствует повышению теплопередачи.

Для стальных труб с А,=60 вт1м-град и при а̂  — 10 Z'”  . (чтоМ̂З рЛи
отвечает теплообмену труб в условиях свободного потока воздуха) 
оптимальный диаметр оказывается очень большим; (^2)опт= 12  м. 
При очень интенсивном теплообмене стальных труб с окружаю- 
ш;ей средой вт1м^град (что отвечает теплообмену труб
в вынужденном потоке воды) оптимальный диаметр оказывается 
небольшим: (йг) опт= 1 2  мм.

Для керамических или стеклянных труб с ^ ^ 1  вт!м-град 
и 0 2 = 10  вт1м^град оптимальный диаметр (^2)опт=0,2 м.

Для тепловой изоляции с Я =0,1 вт/м-град, при аг=10  вт/ 
м^град (^2)опт = 2 0  мм. Для диаметров цилиндрических обо.иочек 
изоляции меньше (^2)опт тепловая изоляция теряет свою роль, 
и при увеличении толщины оболочки изоляции теплопередача 
увеличивается (случа1г отвечает изоляции электрических проводов).

§ 44. Теплопроводность и теплонередача 
сферических слоев

Имеется сферическая стенка (рис. 56), которая подвергается 
изнутри и снаружи стационарному воздействию среды с темпе
ратурами T i  и Гг-  Требуется H a i i iu  распределение тедшератур 
в сферической степке и определить теплопередачу.
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При равномерном подводе и отводе тепла на поверхностях 
сферической степки изотермические поверхности в толще стенки 
имеют вид концентрических 
сфер, и вектор теплового по
тока направлен по радиусу 
(рис. 56).

Тепловой поток в элементар
ном сферическом слое опреде
ляется формулой:

При переносе тепла в эле
ментарном слое температура ме
няется, и ее изменение можно 
представить равенством:

dT,
dr dr.

Т епловой поток соответ
ственно определяется формулой;

dr '
X  4я(т- - d r f .

Рис. 56. К определению теплопро
водности и теплопередачи сферичес

кой оболочки
В стационарных условиях 

переноса тепла и нрп отсутствии источников тепла имеем равенство:

Qr ~  Qr+dr-

Подставляя в это равенство значения Qj. и Qr+dr и пренебре
гая членами с множителями (dr^  и (dr)^, приходим к следую
щему дифференциальному уравнению стационарной теплопровод
ности сферического слоя:

d^r 2 dT
dr̂ dr =  0 . (44,1)

Это дифференциальное уравнение Лапласа отвечает радиаль
но-симметричному потоку тепла в сферическом слое [см. урав
нение (38,9)].

Интеграл дифференциального уравнения (44,1) находится 
и виде функции

7’ =  Cl у - ( -С г .

16»



Произвольные постоянные Cj и определяются из условий: 

при г =  Т (ri) =  C i ^  +  C2; 

при Г — Г2 Т (гг) =  Cl - — t- С2,

откуда находим;
Г  ( г . ) - Г  (Гг) .

1— Г

С̂  =  Т { г , ) -

Г1 Га

Для распределения температур в сферической оболочке 
аолучаем уравнение:

J ___J_
Т ( г ) ^ Т  in )  -  [Т (/■,) -  Т (Га)] - р ----- ^  . (44,2)

Теплопередача сферической стенки находится согласно фор
муле:

=  (44,3)аг г=г\ 1 1
di da

в  ином виде эта формула запишется:

Q =  , (44,4)
S

где S — толщина сферической стенки.
Используя граничные условия

Q =  n d la i [T , -T {r ^ ) ] ,  (44,5)

Q =  n d l a A T ( r , ) - l \ ]  (44,6)

и исключая неизвестные Г (rj) и Г (га) в формулах (44,4) — (44,6), 
получаем следующую формулу для определения теплопередачи 
сферической стенки по заданным Ti и Т ’̂

' П(11щ ^  2пХ \ di J  ̂ ясг|аа
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Соответственно для многослойной сферической стенки

nd\ai ^

где 2  ^сфи =  -  суммар

ное термическое сопротивление всех слоев сферической 
стенки; — наружный диаметр последнего слоя. 

Температурные перепады в слоях, как и в случаях плоской 
стенки и стенки трубы, определяются формулами;

( 4 4 ,8 )

Q, =  r \ - T l  =  QRi- 

0, =  7’ i - r  =  <?; ^

ndla2

(44,9)

На рис. 56 представлено распределение температур в сфери
ческой стенке.

§ 45. Теплопроводность и теплопередача иолуограниченного 
массива с одной трубой

Труба диаметром d и неограниченной длины находится в одно
родном массиве на глубине h от его плоской поверхности F. Тру
ба является источником теплового воздействия па массив. Тре
буется найти стационарное распределение температур в массиве 
при заданных температурах на поверхности трубы Гтр и на плос
кой поверхности массива Тр.

Дифференциальное уравнение раЪпределения температур при
менительно к двухмерному потоку тепла в массиве напиптется 
в виде:

- £  +  ^  =  0. (45,1)

Для решения рассматриваемой задачи удобно воспользоваться 
«методом источников» и «принципом наложения» для температур
ных полей. Сугцность «принципа наложения» заключается в том, 
что если температурные поля, возбу;кдаемые действием тепловых 
источников, сосредоточенных в теле, описываются линейным диф
ференциальным уравнением

д Т  _  f  д ^ Т  д 2 Т  д ^ Т  \
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и если граничное условие теплообмена на поверхности также 
описывается линейным уравнением, то температурные поля, соз
даваемые отдельными источниками, оказываются независимыми 
друг от друга. При этом результпруюш,ее температурное поле, 
создаваемое от всего множества источников, находится путем сло
жения температурных нолей, возбуждаемых в теле отдельными

источниками. Примером возможности 
применения этого принципа служит 
сам интеграл дифференциального урав
нения теплопроводности формулы
(40,9) и (40,10), который также можно 
рассматривать как результирующее 
температурное поле в неограниченном 
массиве, создаваемое от множества 
источников теплового воздействия в 
теле.

Представим в неограниченном одно
родном теле (рис. 57) тепловой источ
ник в виде бесконечно топкой трубки 
производительностью Q+ втп1м. Допу
стим, что на расстоянии 2 уо от этого 
источника находится такой же произ
водительности сток тепла Q_. Линии 
теплового потока от источника к стоку, 
очевидно, пройдут через плоскость 
симметрии F.

При независимом действии тепло
вого источника и стока в массиве 

каждый из них создает температурное поле, которое в пло
скости поперечного сечения осей трубчатого источника и стока 
представляется в виде концентрических окружностей. Для любой 
точки тела, отстоящей на расстояние г' и г" от осей трубчатого
источника и стока, температурная разность в местах г ', г/о и г",
г/о определяется формулами:

Рис. 57. К расчету тепло
передачи трубы в полуогра- 

ииченном массиве

в (й .

При одновременном действии источника и стока результирую
щее температурное поле находится сложением частных темпера
турных полей 0 (г/о, г') и 9 (г/о, г"):

О (2/0, П  -I- 0 (2/0, г") =  0 { X ,  у )  =  Q h i ^ .  (45,2)
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Располагая начало координат в точке О плоскости симметрии 
{рис. 57), для любой точки в теле имеем:

г' + { у о - у )^  ,

.  А "+ (» /о + г /)" 
г' у а;2 +  (уо — j/ )2

Подставляя отнош ение-^в (45,2), получаем:

в ( . ,  й  =  . (45,3)

Это и есть интеграл дифференциального уравнения стацио
нарной теплопроводности (45,1) полубескопечного массива с труб
чатым источником тепла производительностью Q втп1м.

Для изотермических линий в массиве имеем следующее урав
нение:

х̂  +  (Уо+у)^‘ _  (45 4)

Для заданной производительности источника тепла Q и выбран
ной разности температур 0, {х, у) это уравнение с переменными х, 
у  описывает окружность, центр которой отстоит от начала коорди
нат (г/о) тем дальпге, чем меньше разность температур 0 ; {х, у). 
Таким образом, для различных 0 {х, у) при заданном Q получаем 
семейство окружностей, представляющих температурное поле 
li массиве (рис. 58). Центры окружностей сдвинуты в глубину 
массива.

Если выделить одну нз окружностей изотермических линий 
с диаметром, равным диаметру трубы d, то из уравнения (45,2) 
можно определить теплово!! поток Q.

Предварительно определим отпошение , выразив его через
диаметр трубы п глубину ее заложения в массиве. Для двух точек 
Л1 и N, взятых па пересечении линии, соединяющей источник 
и сток с окружностью трубы (рис. 57), справедливы следующие 
равенства:

г " (М ) г ” (N) r " (M )  +  d
г' (М ) ~ г '  (N) ~~ d — r' (М ) '

г " { М ) - г '  {M) =  2 h - d .

Решая эти уравнения совместно, после преобразований нахо
дим:

г" (Л/) 2й 
г'(М) ~  d

т



■-►л

Рис. 58. Изотермические линии и пинии тока у источника и стока
тепла в массиве



Подставляя найденное отношение в (45,2) и имея в виду, 
что 0 {х, у)=Т^р— Тр, получаем:

Q =  “ 1------------ ,  . (45^5>1 1 Г 2Й , ,  2А \2 , 1  V > /
2пХ In

Эта формула применяется для расчета теплопередачи труб 
в грунте. При >1.формула (45,5) упрощается и переходит
в следуюш,ую:

„  ^тр--Тр (45,6)
2яХ d

Можно заметить, что массив, окружающий трубу, оказывается 
равновеликим по термическому сопротивлению цилиндрической 
стенке с наружным диаметром с?экв=‘4/г.

Принятое условие одинаковой температуры во всех местах пло
ской поверхности массива F может быть достигнуто лишь при 
достаточно больших коэффициентах теплоотдачи окружающей сре
ды с неизменной и одинаковой во всех местах температурой. Толь
ко при этом условии перепад температуры на поверхности мас
сива и в окружающей среде оказывается достаточно мал:

вр =  Тр — То =  др ар

Удельный тепловой поток на поверхности массива различен 
и имеет наибольшую величину в нормальном направлении к поверх
ности массива от осп трубы.

При ограниченном коэффициенте теплоотдачи ар температура 
иа поверхности массива распределяется неравномерно. Наиболь
шая температура достигается в месте наибольшего удельного теп
лового потока, т. е. в месте кратчайшего пути переноса тепла 
(|1 точке О, рис. 57).

Приближенно теплопередачу трубы можно определить и в 
том случае, если задается температура окружающей среды (Го) 
п известен одинаковый во всех местах поверхности массива коэф
фициент теплоотдачи (а). Для этой цели можно ввести такую экви
валентную толщину слоя массива, которая условно заменит внеш
нее термическое сопротивление:

А ар

1Д0 X — коэффициент тенлопроводности массива.
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Вводя условный дополнительныи слои массива 5экв= ~  в глу
бину заложения трубы

теплопередачу трубы Q можно определить по формуле (45,5) 
или (45,6).

Расчет температурного поля в массиве от стационарной тепло
передачи трубы можно проводить по формуле:

2

Т{х, у ) -Т о

2 1. (45,8)

В некоторых случаях массив оказывается неоднородным, на
пример при передаче тепла от трубы, находящейся во влажном 
и мерзлом грунте. Расчет теплопередачи труб в таком грунте 
приходится проводить приближенно, с учетом изменения коэффи
циента теплопроводности от влажности и температуры. Помимо 
температурного поля, создаваемого тепловым потоком от нагре
той трубы, в грунте существуют еще температурные поля от су
точного и годичного теплового воздействия окружающей среды, 
а также от теплового потока нагретых внутренних масс.

^  § 46. Теплопроводность п теплопередача ряда
труб в массиве

В некоторых технических устройствах встречается необходи
мость расчета теплопередачи ряда труб, находящихся в мас
сиве, например при расчете массивных отопительных приборов 
лучистого отопления.

Ряд параллельно расположенных труб диаметром d, с рас
стоянием между осями s, погружен в однородный массив на глу
бину h от плоской поверхности массива F  (рис. 59). Температура 
труб Гтр и температура поверхности массива поддерживаются 
неизменными во времени и одинаковыми во всех местах. Требуется 
определить теплопередачу труб в массиве.

Для решения задачи применим рассмотренные выше «метод 
источников» и «принцип наложения». Предполагая внутри труб 
стационарные тепловые источники производительностью Q+, 
поместим симметрично плоской поверхности F  тепловые стоки 
такой же производительности (рис. 59). Согласно (45,2), для любо11 
точки окружности трубы можно написать ряд температурных 
разностей относительно всех независимо действующих пар источ-
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пиков и стоков:

= =  9 ^

2яХ

1
2 я Х I n i i (46,1)

где Tj, r̂ , r̂ , 7-g, Гд — расстояния от рассматриваемой точки 
трубы Р  (рис. 59) до отдельных источников и стоков.

/
^1'

Рис. 59. К расчету теплопередачи ряда труб в 
полуограниченном массиве

I

При одновременном действии всех источников и стоков общую 
температурную разность в любой точке трубы можно найти сум
мированием:

+  02 +  03 +  • • • =  0 (з:, у) =  Q 2^^ 7^" ■ ■ О  '

Откуда находим термическое сопротивление трубы в массиве:

л =  1 1 п Г 4 - 4 . 4 . .
гпХ  V '•i '■г '"з

При достаточно больших /г/d n s id  приближенно можно принять 
изотермическую линию теплового потока от источника в виде 
окружности, совпадающей с окружностью трубы. Находя по изве
стным h и S отношение расстояний до каждой пары источников 
и стоков, получаем следующую формулу для определения тер
мического сопротивления массива, окружающего трубу:

X
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/г =

Первый множитель произведения под знаком логарифма (4^)
соответствует термическому сопротивлению массива при нали
чии в нем одной трубы; каждый последующий множитель соответ
ствует повышению термического сопротивления массива от при

сутствия симметрично расположен
ных двух других труб.

Пользуясь разложением в ряд из
вестной функции гиперболического 
синуса, формулу (46,2) можно запи
сать в виде:

2яХ L я d V sId J J
(46,3)

На рис. 60 представлено терми
ческое сопротивление массива с ря
дом находящихся в нем труб, вы
численное по формуле (46,3) при 
А,= 1 вт/м град и при различных 
отношениях s/d и h/d.

Термическое сопротивление мас
сива увеличивается с глубиной за̂  
ложения труб {h/d) и уменьшается с 
увеличением расстояния между тру
бами {s/d).

Теилонередачу одной из ряда труб 
в массиве можно нриблпжеппо опре
делить и в том случае, если задается 

температура окружающей среды (Го) и известен коэффициент 
теплоотдачи на поверхности {ар). Для 3Toii цеяи достаточно ввести 
эквивалентную толщину слоя массива, равновеликую по термиче
скому сопротивлению внешней теплоотдаче:

X
5 э к в - — .

где Л — коэффициент теплопроводности массива.
Вводя такой условный дополнительный эквивалентный слой 

массива для глубины заложения трубы

Рис. 60. Термическое сопро
тивление полуограничепного 
массива для передачи тепла от 
одной из ряда труб, находя

щихся в массиве

Лэкп — /г -Ь
по формуле

X
ар

Q =
^тр Т(,

1

2лА, In п d s/d _

(46,4)

находим теплопередачу трубы. 
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Величина среднего удельного потока тепла на плоской поверх
ности массива определяется формулой:

— Q вт (46,5)

Средняя температура поверхности массива находится из ра
венства:

ар (46,6)

На рис. 61 представлены результаты измерения температурно
го поля в массиве относительно трубы, находягцейся между дву

Измереновычислено 
Ш

33.3 
56,1
38.3
41.7 На 
поверхности 
трубы 4̂ 1,5°

Рис. 61. Вычисленное и измеренное температурное 
поле при распространении тепла в массиве с нагре

ваемыми трубами

мя другими] такими же трубами в ряду (й =16  мм, h=32, s =  
=  152 мм, s /d = 9 ,5 ; h ld = 2 ).  Ha том же рис. 61 для сравнения пред
ставлено температурное поле, вычисленное но формуле расире- 
деления температур для трех труб в массиве:

Г { х ,у ) - Т о
Г х̂  +  {Уо +  У)̂  (ж —s)2~1-(j/o +  2/)2 (x -f s)2 +  (i/o +  !/)2

( x - s )2 +  (« /o -2/)2 (̂  +  s)2 +  (s /o - ! /)4
Ттр-То 2 1п | 4 -| }

§ 47. Теплопроводность и теплопередача стержня
К основанию стержня, имеющего постоянное поперечное сече

ние и изготовленного из однородного материала, подводится 
тепло так, что температура во всех местах начального сечения
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одинакова: Та (рис. 62). Стержень находится в среде также с неиз
менной температурой Го- Допуская постоянство коэффициента 
теплопроводности материала стержня и коэффициента теплоотда
чи для всей его поверхности, требуется найти распределение тем
ператур по длине стержня и определить его теплопередачу.

Решение задачи значительно упрощается, если не учитывать 
изменения температуры по сечению стержня, т. е. пользоваться 
схемой одномерного потока тепла. Это допухцепие будет тем ближе

к действительности, чем мень
ше критерий Био для стержня

Bi ~  ^  <С 1; а —коэффициент%
теплоотдачи с поверхности стер
жня в окружающую среду; б — 
толщина стержня; % — коэффи
циент теплопроводности мате-

Рис. 62. Ч определению теплопро
водности и теплопередачи стержня

риала стержня
Критери!! Био представляет

co6oii отношение величин ,
характеризующих интенсив
ность теплоотвода с поверхности 
стержня в окружающую среду 
по сравнению с интенсивностью 
притока тепла к поверхности 
стержня из его массы. Чем мень
ше критерий Bi, тем меньше 
будет отвод тепла с поверхности 

охлаждаемого тела по сравне1р1ю с возможным притоком тепла 
изнутри. В связи с этим для 5 г < 1  в решении задачи теплопровод
ности стержня приближеппо можно считать градиент температуры 
в поперечном сечении стержня достаточно малым но сравнению 
с градиентом температуры по оси стержня. При этом условии 
решение уравнения теплопроводности стержня сводится к задаче 
с одномерным потоком тепла.

Выделив элементарный слой толщиною dx, можно записать 
уравнение баланса тепла в этом слое стержня. Тепловой поток 
в элементарном слое в стационарных условиях изменяется за счет 
теплоотдачи с наружной поверхности:

или

где Q =T{x)— Ta 
среды.
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Таким образом, приходим к следующему дифференциальному 
уравнению теплопроводности стернам:

d20
m20 =  O, (47,1)

п WIA 1
_  .где =  ----- s-— размерный параметр уравнения.Л/

Интеграл этого дифференциального уравнения находится в виде: 

0(a:) =  Cie^”’ * +  C2e -'"^  (47,2)

Стержень неограниченной длины Г . Из граничного
V “ экв У

условия при х —>оэ  0 —» о о  необходимо допустить Ci =  0 .
В начальном сечении стержня при х — 0 0(а;)==0а. Поэтому

Сг =  Од.
Таким образом, для распределения температур в стержне 

получаем уравнение:
0(а;) =  0ае-’"*. (47,3)

Теплопередача стержня находится согласно формуле:

Теплопередача неограниченного стержня будет тем больше, 
чем выше начальная разность температур 0,,, чем больше коэф
фициент теплопроводности стержня, параметр т и сечение /  
стержня.

На рис. 63 представлена безразмерная температура
Bsatak "а

В зависимости от относительной длины'^стержня —  для раз-
“ экв

личных критериев Bi =  — . При этом эквивалентный диаметр

стержня определяется по формуле dg ŝ — — , и безразмерное
произведение т х  получается равным;

тх ■■

Стержень конечной длины. Для стержня конечной длины 
(рис. 62) из граничных условий находим:

при а; =  О 0 (х) =  0а =  Cl +  Сг- ('47,5)
При X — L имеем уравнение граничного условия третьего рода:

dQ а Q

dx x= L  Я
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Путем подстановки и дифференцирования получаем равенство;

C^e-^L-c^e+^L =  ^  (Cie+™i' +  С^е-^ь). (47,6)

Так как величина =  то, сог'ласно принятому выше
etxj

Рис. 63. К расчету теплопередачи стержня (безразмерная 
0 (*)температура в зависимости от относительной длиныОд

стержня для различных критериев Bi =  ^

условию 1 , получаем следующее приближенное равенство:
Cie+™̂ -' ^  (47,7)

Путем совместного решения уравнений (47,5) и (47,7) нахо
дим произвольные постоянные интеграла;

Cl =  . С

Таким образом, для распределения температур в ограничен
ном стержне получаем следующее уравнение:

0 (х) =  0а

Имея в виду, что
g+7?iL_j_g-mL

2

получаем:
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g + m  (L - ж )  _ j _ g - m  (L~x)  
e+mL_|_g-mL

p + m  ( L - x ) _ j _ g - m  ( L - x )

q / ™n _ q Ch [m  ( i  — a;)]
Ch (mL) •

(47.8)

: ch [m (̂ L — x)],

(47.9)



Для температуры на конце стержня при x =  L  имеем:

0Л =  0а ^ (47,10)“ ch (mL) •
Теплопередача стержня ограниченной длины определяется фор
мулой;

( ? а =  - А d x ж = 0
=  fXmQa th {mL). (47,11)

Результат решения задачи о распространении тепла в стержне 
находит практическое применение в расчетах теплопередачи

6)

Рис. 64. Ребристая труба (а) и ребристая 
стенка (б)

призматических ребер. Путем устройства ребер на поверхностях 
нагрева тел можно значительно увеличить их теплопередачу 
(рис. 64).

Расчет теплопередачи стержней и ребер нужно рассматривать 
как приближенный. В действительности коэффициент теплоотдачи 
а меняется по мере перехода от «горячих» к «холодным» местам 
стержня или ребер. Помимо этого, толщина ребер может меняться, 
как, например, у чугунных ребер, полученных отливкой в формах. 

Задача о распространении тепла в стержне может быть решена

и при любых значениях критерия теплообмена Bi =  ^  > 1 >
когда приходится учитывать изменение температуры по сече
нию. Такое решение необходимо, например, при расчете тепло
передачи толстых ребер, выполненных из материала с небольшим 
коэффициентом теплопроводности. Результат решения этой зада
чи приводится как частный случай решения другой, более слож
ной задачи в § 70.

§ 48. Теплопроводность и теплопередача 
концентрических ребер

Рассмотрим концентрическое ребро из однородного материала 
(рис. 65). К основанию ребра подводится тепло так, что темпера
тура во всех местах основания поддерживается неизменной и рав
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ной Та- Ребро находится в окружении среды также с неизменной 
температурой То- Допуская одинаковый коэффициент теплоотдачи 
для всех мест поверхности ребра, требуется найти распределение 
температур в ребре и определить его теплопередачу.

Если не учитывать изменения температуры по толщине ребра, 
то дифференциальное уравнение распространения тепла в цилин-

т
Рис. 65. К определению теплопроводности 

концентрических ребер

дрической шайбе, на основанпи баланса тепла в элементарном 
слое в соответствии с уравнениями (43,1) и (47,1), можно напи
сать в следующем виде:

2̂0 , 1
г dr ■m20 =  O, (48,1)

где =  ~ — размерный параметр (^для тонких ребер

^  ^  , где б — толщина ребра ̂  .
Вводя новую безразмерную переменную  ̂=  imr с мнимым 

множителем г =  ] /  — 1 , дифференциальное уравнение (48,1) можно 
записать в ином виде:

■ | ~ + 0  =  О. (48,2)1 =  0 .

Это — дифференциальное уравнение Бесселя с нулевым безраз
мерным параметром. Решение его можно представить в цилинд
рических функциях нулевого порядка, представляемых беско
нечными рядами с мнимым аргументом {imr)'.

Q =  CiJo{imr)-\-C4Ho{imr), (48,3)
где /о  {imr) — функция Бесселя первого рода нулевого порядка 

с мнимым аргул1ентом; г//о (imr) — функция Ганкеля 
с мнимым аргументом.

Свойства этих функций таковы, что
при г =  О /о  {imr) - - 1, гЯо {imr) —> оо;

при г оо /о  {imr) с о , iHo {imr) —> 0 .
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Числовое значение обеих функций для различных значе
ний действительного множителя х — тг мнимого аргумента ix 
находится в математических справочниках специальных функций.

Произвольные постоянные и уравнения (48,3) опреде
ляются из граничных условий задачи при r = r i  и г =  г .̂

Привлечение граничных условий к решению (48,3) приводит 
к формуле распределения температур в концентрическом ребре:

А  П  Jq (i )̂ Hi {ix2) + iHo (ix) iJi  (^ 2) / / q  a\
 ̂ Jo (ixi) Hi {ixii +  iHo iJi (i^2) ’  ̂ ^

где 0 = T a — To— разность температур в основании ребра и окру
жающей среды;

х= т г , x i=m ri, х^^тг —̂ безразмерные аргументы ребра;
Jo{ix) и iJi(ix) — функции Бесселя нулевого и первого 

порядка;
iHo{ix) и lli{ix)  — функции Ганкеля нулевого и первого 

порядка.
Теплопередача ребра вычисляется согласно формуле:

dr r = r i  J o { i X i ) H i { i x ^ - \ - i H o { i X i ) i J i { i x ^

(48,5)
I Все сказанное в § 47 настоящей главы о приближенности рас

чета теплопередачи ребер призматической формы относится такн^е 
и к расчету теплопередачи концентрических ребер.

Задачу о распространении тепла в призматических и концен
трических ребрах можно решить и для других профилей ребер 
(конических, параболических и др.), а также ребер с оптималь
ным расходом металла. Эти задачи рассматриваются в специаль
ных курсах теплопроводности [64].

§ 49. Теплопроводность и теплопередача массива 
с плоской поверхностью

Плоская поверхность F  массива на площади прямоугольной 
формы с размерами 2ах2Ь  (рис. 66) ограничена стенками и под
держивается в нагретом состоянии ири неизменной и равномерно 
распределенной по поверхности температуре Тр. Вне этой пло
щади неограниченная плоская поверхность массива поддержи- 
пается при неизменной и также одинаковой во всех местах темпе
ратуре Т р <  Тр.

Считая массив однородным, требуется определить теплопере
дачу нагретой поверхности при распространении тепла в массиве.

Для решения поставленной задачи можно воспользоваться 
способом сложения тепловых потоков. Для этого рассмотрим сна
чала линии тепловых потоков в массиве, разделенном на своей 
плоской поверхности перегородкой неограниченной длины (рис. 66).
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По] одну сторону перегородки вся поверхность массива имеет 
заданную температуру Т'р, а по другую — Т"р- Вследствие сим
метрии линии тепловых потоков в массиве от поверхности с тем
пературой Т'р к поверхности с температурой Т"р представятся 
в виде окружностей с центром в точке 0^ (рис. 66). Изотермические 
линии при этом представятся в виде пучка лучей, исходящих из 
точки 0\.

У

Гг----

■о
dy

X
а а
do О-О

1

to

-S

Рис. 6 6 . к  определению теплопроводности мас
сива с плоской поверхностью при подводе тепла 

на ограниченной площади массива

Элементарный тепловой поток от полосы d x ,  взятой на нагре
той юверхностп массива на расстоянии {а^—х) от перегородки, 
для единичной длины полосы определяется формулой:

d Q x ,  =  Я  . d x —  ,n(aQ — x) м ’

ще\вр— Т'р— Т'р— разность температур поверхности массива по 
обе стороны перегородки;

X — коэффициент теплопроводиости массива.
Если на нагретой новерхнвсти массива перегородку поместить 

также и в точку О2, отстоящую от точки Oi на расстояние 2ао,
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то для элементарного теплового потока от полосы dx единичной 
длины относительно точки 0^ можно записать формулу;

dQ^ о, =  1 .

При наличии двух перегородок, ограничивающих нагретую 
поверхность массива, тепловох! поток для полосы dx единичной 
длины находится сложением элементарных потоков тепла по обе 
стороны перегородок:

dQ. =  dQ., о, +  dQ,, о, =  ^0F ^  dx ^  .

Удельный тепловой поток для единичной площадп элементар
ной полосы находится в виде:

^ _  <̂3 * _  1 А J _  2 ар вт
dx ^ П al — а-2 ж 2

Если полоса массива шириной 2а будет ограничена на рас
стоянии 26 двумя перегородками, расположенными перпендику
лярно двум первым, то суммарный элементарный тепловой поток 
для полосы dy в направлении у определяет.ся формулой:

,  „  л п  1 2Ь п  J  ВГПdO,=%.Qp —  — ^ d y —  .^ п Ь1 — у^  ̂ м.

Удельный тепловой поток для единичной площадки соответ' 
ственно находится в виде;

1  !2 Ьр̂  вт
dy ^ 7 1  Ъ1 — !/2 Л«2

Удельную теплопередачу единичной площадки нагретой по
верхности массива, ограниченной со всех четырех сторон, в пер
вом приблин^ении можно определить сложением удельных теп
ловых потоков и q ,̂ в результате чего находим:

1  /" 2 во . 2 & 0  Л 'em

Общая теплопередача нагретой поверхности массива пло
щадью 2а X 26 с учетом толщины ограничивающих стенок нахо
дится интегрированием:

а Ь
(?^. =  2 5 d ^ ,2 6 - f2  5 d(?„2a =

о

О о

л V «о —« bo —  b j
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Для достаточно малой толщины стенок по сравнению с раз
мерами помещения s <  2 а и s <  26 без заметной погрешности 
можно допустить, что точки и Оч (рис. 66) находятся в сере
дине толщины стенок, ограничивающих нагретую площадь мас
сива F-.

До ’5» а -Ь S/2 ,
Ьо Ь-{- s/2.

В связи с этим формулы (49,1) и (49,2) запишутся в виде:

дх.у
2a +  s 2b +  s (49,3)

=  6 In ( ^ 1 4 у ^ -|-а In (̂ 1 4 - 4 у ^  вт. (49,4)

Если будут заданы температуры Ti и среды, окружающей 
нагретую^п охлаждаемую поверхности массива, находящиеся на

_2 _

_2 _

Рис. 67. К расчету теплопередачи массива 
при подводе тепла па углубленной площади 

поверхности

различных уровнях, и если на поверхностях массива находятся 
слои разнородного материала (рис. 67), то решение задачи услож
няется. Приближенно теплопередачу массива в этих условиях 
можно рассчитать, введя для линий теплового потока ряд 
дополнительных эквивалентных участков;

h-.

«2

(49,5)

где ai, 02 — коэффициенты теплоотдачи среды, окружающей мас
сив внутри и снаружи; 

s', s", . . s' ,  s", . . .  — толщины разнородных слоев на внут
ренней и наружной поверхностях массива;

Я,', X", X", . . . — соответствующие коэффициенты теп
лопроводности материала слоев.
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Формулы для расчета удельной и общей теплопередачи прп 
этом получаются в следующем виде:

(49.6)

(49.7)

B q =  fco
я

h + h

Температура в отдельных местах внутренней нагреваемой 
поверхности массива определяется разностью

(49,8)

Согласно этому равенству, наименьшая температура поверх
ности получается в углу помещения, а наибольшая — в его сере
дине”  (рис. 68).

Рис. 6 8 . Температурное поле в условиях теплопередачи на огра
ниченной площади массива

Рассмотренная задача находит практическое применение в рас
четах теплопередачи полом помещений и в расчетах теплопотерь 
пода печей.

Необходимо отметить, что задача решалась приближенно; 
приближение в решении прежде всего заключается в том, что
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t,ap-:src

Pnc. 69. Температурное поле 
угловой степы

пространственная задача распространения тенла в массиве замене
на простым сложением двух плоских задач. Такой способ решения 
дает некоторое завышение в расчете теплопередачи.

 ̂ § 50. Теплопроводность и теплопередача 
угловых стен

Теплопроводность и теплопередача в углах ограждающих 
плоских стенок значительно усложняется по сравнению с тепло
проводностью и теплопередачей неограниченных плоских стенок. 
Если даже считать, что температуры Т' и Т "  на внутренней

п наружной поверхностях в углах 
плоских стенок во всех местах одина
ковы, то и в этом простейшем случае 
решение задачи теплопроводности
стенового угла оказывается затруд
нительным. Затруднения, возникаю
щие в интегрировании дифферен
циального уравнения Лапласа для 
трехмерной задачи теплопроводности 
пространственного стенового угла и 
для двухмерной задачи теплопровод
ности плоского стенового угла, за
ставляют прибегать к различным

методам приближенного решения дифференциальных уравнений.
Если учесть, что конвективные токи окружающих сред в углу 

помещения имеют иную интенсивность но сравнению с плоской по
верхностью стенки, а лучистый теплообмен значительно усложнен 
взаимно примыкающими стенками, то приходится отказаться от 
аналитического расчета теплопередачи стенового угла и ограни
читься лишь обсуждением некоторого экспериментального мате
риала. На рис. G9 представлено измеренное температурное поле 
кирпичных стен в углу помещения на уровне 1,5 м от пола при 
впутреиней и нарун?ной температуре воздуха -f-18 и — 18°, 7 С. 
Изотермы проведены в стене через каждые 2°. Как показали изме
рения, температура на внутренней поверхности стены в отдале
нии от угла составляет -|-12'’, 3, а температура в углу — лишь 
7 ° С. Температура наружной иоверхностп стены в углу также 
заметно ниже, чем в отдалении от угла.

Такое распределение температур на поверхности стен в углу 
помещения происходит из-за значительного уменьшения терми
ческого сопротивления в угловом сопряжении стен, в результате 
чего удельный тепловой поток на внутренней поверхности сте
нового угла получается значительно большим, чем в отдалении 
от угла. Пониженная температура в углах впутреиней поверхно
сти наружных стен помещения нередко вызывает конденсацию 
влаги воздуха; стены в этих местах сыреют, теплопроводность их
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заметно возрастает и передача тепла увеличивается. Устранить 
появление сырости в углах помещения можно, например, распо
ложив здесь нагревательный прибор отопления.

§ 51. Теплопроводность и теплопередача 
плоскопараллельного слоя с источниками тепла

Имеется плоскопараллельный слой однородного вещества 
толщиною S с неограниченной поверхностью. В слое действуют 
источники тепла с удельной мощностью вт1м ,̂ равномерно 
распределенной по всему слою. С обеих сторон слой окружает 
среда с неизменной и одинаковой температурой То- Требуется 
пайти распределение температур в слое и определить теплопере
дачу источников. ^

Дифференциальное уравнение одномерной стационарной тепло
проводности однородного слоя с источниками тепла при постоян
ном коэффициенте теплопроводности запишется в следующем виде:

Последовательным интегрированием находим:

=  —dx ~  к

Т { х ) =  +

Условие симметричности температурного поля в слое требует 
для X—Q

§ '  =  0 , =

Для X =  S / 2  удельная теплоотдача поверхности слоя опреде
ляется форму<лой:

=  (51,2)

Используя граничное условие третьего рода
dT̂  
dx

получаем равенство:

g^s,2 =  a \ c , - ^ ^ { s / 2 r - T o

откуда находим;



Таким образом, приходим к следующему уравнению распре
деления температур в плоскопараллельном теплопроводном слое 
с источниками тепла:

■г (X )  -  +  , „ . / 2  { 1  +  [  1 _  ( ^ ) ‘‘ ]  }  . ( 5 1 ,3 )

Интересно отметить, что в толстых слоях источники тепла 
даже небольшой удельной мощности могут создать в сере
дине слоя очень высокие температуры:

Trr,= To +  q,sl2 +  . (51,4)

Температура па поверхности слоя определяется формулой: 

?’s/2 =  ?’о +  S/2 — . (51,5)

§ 52. Теплопроводность и теплопередача тела 
цилиндрической формы с источниками тепла

В цилиндрическом теле неограниченной длины действуют рав
номерно распределенные источники тепла с удельной мощностью 

вт1м .̂ Тело окружает среда с неизменной температурой По
требуется найти распределение температур в цилиндре и опреде
лить теплопередачу источников.

Дифференциальное уравнение стационарной теплонроводности 
однородного цилиндра с источниками тепла при постоянном коэф
фициенте теплопроводности запишется в виде:

d^T I dT (?и _  А / с о  j')

Интеграл этого уравнения находится в виде:

Т =  - ^ ^ г ^  +  С^Ыг +  С,.

В соответствии с симметрией температурного поля при г = 0
dĵ
dr = 0 , откуда находим C i= 0 .

Для г =  у  теплоотдача с поверхности цилиндра на единицу 
длины определяется'формулой:

=  '.(52.2)

Согласно уравнению граничного условия третьего рода, имеем 
следующее равенство;
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откуда находим:
1 rf/2

2 X

Следовательно, уравнение распределения температур в ци
линдре находится в виде:

T {r)  =  To +  ̂ g , d 2 X [ ‘ - ( ж Т ] } -  <“ '3)
Для определения температур1.1 новерхностн цилиндра получаем 

формулу:

'̂ d/2 — 'J'o +  \ g u d ^ .  (52,4)

§ 53. Теплопроводность п теплопередача полого 
цилиндра с источнпкамп тепла

Если стенка полого цилиндра, в теле которого действуют 
равномерно распределенные источники тепла удельной мощностью 
7„ вт1м ,̂ с внутренней и наружной стороны отдает тепло среде 
с неизменной во времени температурой Ti и Т2, то для решения 
задачи необходимо пспользовать следующие граничные условия.

Для внутреннего теплообмена нри r =  dil2:

?’d,/2 =  ( 4 ‘0  +  т " + ^2-

в  соответствии с граничным условием
cir \ _  _  ai
dr !r=d, / 2

имеем равенство:
(7„ 1 ^ 1 _
А, 2 2 ' '  rf,/2 “  X

Для наружного теплообмена прп г =  d2/2:

В соответствии с грапичпым условием третьего рода
dT
dr d2

|1М(Ч‘М равенство:
__ '/ц̂ 1 I п ^

X 'г 2 ‘ d<2,fl ' - Г ,2 X 4 V ^
Из двух совместных уравнений граничных условий находим
II роизнольные постоянные:
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с  =  —  ^  H i  ^ 1-62 —  ^ 2̂ 1 I

Ai X й2 ai ^  Ai 

/-I _ А 1Б2—A^Ei

j, _  <7ii 1 di /̂ 4 , a, 1 rfj Oi r,. .
^̂ ‘ =  T T T < v  + X T T ' j + X ^ ‘ ’

' ^ ■ > = x l ^ ( ‘  +  X T 4 ) + f ’ '•■

Уравнение распределения температур в цилиндрнчес]соп стенке 
находится в виде:

J ( r ) =  _ ^ l , . 2  +  c , l u / -  +  C,. (53,1)

Теплопередача цилиндрической стенки для единичной длины 
находится суммированием пару/кной и внутренней теплоотдачи;

, J л dT - f -  Л CEjA i-=di/2r= d 2 / 2  dr

=  "  “' • Ч X  7  X  -  ” ' * ■ 4 T 1 4  -  - x )  ■

(53,2)

Если температуры сред внутри и снаружи полого цилиндра 
будут одинаковыми, то C i= 0 , и общая теплопередача полого 
цилиндра составит:

Q =  ^ { d l - d l ) g » ^ ,  (53,3)

т. е. общая теплоотдача равняется суммарной производительности 
источников в объеме цилиндра.

При отсутствии в цилиндрической стенке источников тепла 
ее теплопередача определяется переносом тепла от внутренней 
к наружной среде и находится но известной формуле:

„  Ti — Т 2 ет
^ ~  , 1 . rf, , i ^  •

ndjQi ' 2яА,
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§ 54. Теплопроводность и теплопередача шара 
с источниками тепла

Тело сферической формы с равномерно распределенными но 
всему объему источниками тепла удельной мощностью q„ вт1м  ̂
находится в окружающей среде с неизменной во времени темпера
турой То- Требуется пайти распределение температур в массе 
шара и определить теплопередачу.

Дифференциальное уравнение стационарной теплопроводности 
однородного тела сферической формы с источником тепла при 
постоянном коэффициенте теплопроводности запишется в виде:

ди
=  0.dr^ г dr ' к

Интеграл этого уравнения находится в виде:

(54,1)

При г =  0 dT
dr r= 0

Т =  ~ ^ \ r ^  +  C , y  +  C,.

=  0 и, следовательно, Ci =  0. Для г =  d/2,
согласно уравнению граничного условия третьего рода, имеем 
равенство;

1

откуда находим:

Сг =  ?’о + ■к 3

Таким образом, распределение температур в массе шара 
представится уравнением:

?' ( . ) - П  +  f  4 1  { I  +  I I  [ 1 -  . (54,2)

Температура на поверхности шара определяется формулой:

J’d/2 =  ?’o +  7 . . y 4 1 -
Теплопередача шара составит:

dT
dr r=d/2

=  --п(Рд.^^ вт. (54,4)

'1'(‘мпература в центре шара находится по формуле:

7 - „ .  =  Г. +  ^ | | ( А + 4 ) .  (54,5)

1!а>кио и интересно отметить, что для сферических тел больших 
диаметров, даже при малой удельной производительности источ-
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ников тепла, температура в центре шара может достигнуть 
весьма больших величин.

Все рассмотренные задачи теплопроводности тел с источниками 
тепла решались при постоянном коэффициенте теплопроводности 
вещества. Если учитывать степенной характер изменения коэф
фициента теплопроводности с температурой

то решение задачи существенно усложняется. Более просто решает
ся задача, если пользоваться зависимостью коэффициента тепло
проводности от температуры, представленной в виде формулы:

Результаты решений задач теплопроводности с переменным 
коэффициентом теплопроводности приводятся в [10 ].

§ 55. Теплоотдача тел в условиях электронагрева

При прохождении электрического тока в проводящем теле 
осуществляется нагрев его массы и происходит теплоотдача с по
верхности тела в окружающую среду. Количество выделяемого 
тепла при силе тока l a w  напряжении Е в находится произведе
нием:

Q =  / -E  вт. (55,1)

Fв  соответствии с законом Ома / =  — (где R  — сопротивление
электропроводящего тела в омах), для определения тепловыделения 
в проводящем теле получаем формулу Д ж о у л я  и Л е н ц а :

Q =  вт. (55,2)

Для проводников с постоянным цонеречным сечением элек
трическое сопротивление определяется формулой:

=  ом, (55,3)

где Q —  /  мм  ̂— удельное электрическое сопротивление материала;М I
/  — площадь поперечного сечения проводника;
L — длина проводника.

С повышением температуры электрическое сопротивление тел 
увеличивается и обычно отвечает формуле:

Q =  Qo(l +  PO. (55,4)

где Qo — удельное электрическое сопротивление при 0° С; 
р — температурный коэффициент сопротивления.
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Пользуясь формулами (55,2) и (55,3), находим у д е л ь н у ю  
м о щ н о с т ь  и с т о ч н и к о в  э л е к т р о н а г р е в а  в проводнике 
постоянного сечения:

• о в}ТЬ / ̂  Г' VИ̂, Е)Л =   ̂ 6 . (55,5)
1где i — — плотность тока.

Отсюда следует, что удельная мощность источников электро
нагрева в проводниках пропорциональна квадрату плотности
тока и удельному электрическому сопротивлению тел.

Теплоотдача тела с источниками электронагрева определяется 
формулой:

Q =  Fa{Tp — То) вт

илп для проводников постоянного поперечного сечения:
Q =  u L a (T p -T o ) ,  (55,6)

где ц — периметр сечения проводника;
L — длина проводника;
а — коэффициент теплоотдачи в окружающую среду;

— ? ’о — разность температур тела на поверхности и окру
жающей среды.

В условиях стационарного режима теплоотдача тел уравно
вешивается тепловыделением источников электронагрева:

Q =  qufL. (55,7)
Из равенств (55,6) и (55,7) находим температуру проводника

II условиях стационарного электронагрева:

=  (55,8)

Из условия допустимой температуры нагрева проводника 
(Тр =  Т’макс) определяется допустимая плотность тока:

м̂ако =  / (Т’макс ~  Т^) ^  ^  . (55,9)



Г л а в а  V I H

НЕСТАЦИОНАРНАЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ ТЕЛ

Нестационарная теплопроводность тел отвечает не установив
шемуся во времени тепловому режиму, создаваемому тем или 
иным тепловым воздействием па тело. Особенно часто приходится 
встречаться с нестационарной теплопроводностью при нагрева
нии или охлаждении тел, когда до начала соответствующего воз
действия па тело во всей его массе была одинаковая температура. 
Ниже рассматриваются задачи нестационарной теплопроводности

тел простейшей формы (плоскопарал
лельная стенка, цилиндр и шар) при 
нагревании или охлаждении их в окру- 
жающ,ей среде с неизменной во вре
мени температурой Го.

§ 56. Нагревание или охлаждение 
плоской стенки

Имеется стенка, выполненная из 
однородного материала и ограничен
ная плоскопараллельными поверхно
стями, линейные размеры которых 
много болыпе толш;ины стенки s. Вне
запно с обеих сторон стенка подвер
гается тепловому воздействию (нагре

ванию или охлаждению) окружающей среды с неизменной во вре
мени температурой Го- Предполагая, что к началу теплового 
воздействия среды на стенку последняя во всех местах имела оди
наковую температуру Та, требуется найти распределение телшера- 
тур в стенке в любой момент времени и определить расход тепла.

Так как стенка по условиям задачи должна изменять темпе
ратуру симметрично по обе стороны, то начало координат целе
сообразно поместить в середине стенки, в точке О (рис. 70).
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Решение дифференциального уравнения нестационарной теп
лопроводности

ае дЩ— адх дх̂

применительно к условиям одномерной задачи [уравнение (40,8)] 
запишется в виде;

О̂О
0(а;, т) =  ^  [^(ег ) со 8 (е;2:) +  е(ег)8т(ега; ) ]  ,

где 0 (ж, т) =  7’ (ж, т) — Го — разность переменной температуры 
в любом месте стенки и постоянной температуры окру
жающей среды;

Е; — положительная размерная величина;
Л(е, )  и 5  (ег)— произвольные постоянные, зависяш;ие от е,. 

Функция 81п(егж) есть нечетная функция, так как при пере
ходе от к — X меняется знак этой функции. Функция
cos (eix) в таком определении есть функция четная. При сим
метричном изменении температуры стенки но обе стороны от 
начала координат в решении задачи нестационарной теплопро
водности стенки следует ограничиться лишь одной четной функ
цией:

<5oo
0(ж, т) =  2  ^ (8 ;) cos . (56,1)

Используя граничное условие третьего рода
ае
дх

для любого частного решения дифференциального уравнения 
Л (б;) cos (егж) имеем равенство:

Б ;  t g  ( 6 i S / 2 )  =  .

Обозначая безразмерную величину е;5/2 =  бг и имея в виду, 
что (критерий Био), получим:

(56,2)
Это трансцендентное уравнение имеет бесконечное множество 

к'(11)ней 6i, 62, ••• 6 ;, каждый из которых удовлетворяет
граничному условию рассматриваемой задачи. Решается это 
уравнение путем подбора значений б; или графически. В табл. 7 
даны первые пять корней б, уравнения (56,2) для различных 
значений критерия Bi.
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Т а б л и ц а  7

В г= Л. б1 Й2 бз 64 б5

1 0 0 0

1,57 =  
1,57

4 , 7 1 . 3 i

4,71

7,85 =  5 ^  

7,84 10,98
14,15 =  9 ^  

14,13
1 0 0 1,56 4,66 7,77 1 0 , 8 8 14,00
50 1,54 4,62 7,70 10,78 13,87
2 0 1,50 4,49 7,49 10,51 13,55
1 0 1,43 4,30 7,22 1 0 , 2 0 13,22
4 1,26 3,93 6,81 9,78 12,87
1 , 0 0 , 8 6 3,42 6,43 9,52

9,47
12,65

0,5 0,65 3,29 6,36 12,61
12,570 , 1 0,31 4,17 6,30 9,43

0 , 0 1 0 , 1 0 3,14 6,28 9,42 12.57
12.57 =  4я0 0 3,14 =  я 6,28 = 2 я 9,42 =  Зя

Таким образом, применяя граничное условие (56,2), решение
(56,1) запишем в виде:

i = o o 2 ах

д{х ,  т) =  2  ^i (6i )cos ( б , ^ ) е (56,3)
i = l

где 6 j — корни уравнения (56,2), а безразмерный параметр 
характеризуюш,1ш нестационарную

ах

пазывается критерием Фурье Fo =

( /̂2)2 ’ 
теплопроводность, 
ах

(./2)2 J ■

Множитель в решении (56,3) определяет изменение тем
пературы стенки во времени. Если рассматривать расиределение 
температур в стенке в начальный момент времени при т =  О, то 
решение (56,3) должно отвечать заданному начальному распре
делению температур в стенке:

^ (б г )с о з (б ;-^ 2
г=1

(56,4)

Из этого краевого условия определяются постоянные коэф
фициенты ^(6j )  ряда (56,4), которых! является равномерно схо
дящимся. Доказательство сходимости этого ряда можно найти 
в курсах математического анализа.

Для отыскания коэффициентов А (б,) умножаем обе части
ряда (56,4) на cos ( б.
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и интегрируем все члены получен-



ного равенства в пределах от — s/2 до + s /2 ;
+  S/2 +S/2

0а  ̂ COS d x =  Л(6,) COS COS (^6i +

- s / 2  - s / 2
+S/2

+  4(62) H COS ( ^ 6 2 7 ^ )  COS da;+

- s / 2

+ .......................................................................+
+S/2

+  A(6i )  J cos^ ( ^ d ~ ^  dx-
~ s /2

+  . . .
Вычисляя отдельные интегралы, находим:

+S/2

-s/2 
+S/2

s/2

J соз2(̂ бг̂ у2)̂ * = ®/ (̂^+Ж®^^^^0 ■

- s / 2
+S/2

- 5 / 2

В результате этих операций находим произвольные по
стоянные:

/1 \ £i ^ sill 6j
^ 6i +  siri6i cos б; •

Таким образом, приходим к следующему окончательному 
решению рассматриваемой задачи:

0 (X , т) =  9 а У  л - т  COS Г б ~ ' )  (56,5)
6 ;  +  S i n 6 i C 0 S 6 i  \  ’  S / 2  У  \  /

г=1

Кажущаяся громоздкость вычисления этой суммы членов 
ряда в большинстве случаев облегчается тем, что заметный 
вклад дают лишь несколько первых членов, а для малых кри
териев i?i <  1 (тонкие стенки с большой теплопроводностью) 
достаточно точное решение получается даже при одном первом 
члепе суммы ряда (56,5).

Температура в середине стенки находится при х  =  0;
t= C O

0m (Т) =  0а ^   ̂ ..^  (56,6)
т  \ / а ^  6i +  Sin COS 6j  ̂ '

i=l
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Рис. 71. Томлературиая функция поверхности нагреваемой или охлаждаемой плоской стенки
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Температура поверхности стенки находится при a := ifcs /2 :
i= c o

у  2 sin6iCOS^i „-6iFo , r . a n .
6 j +  sin S; cos &i t=i

Расход тепла стенкой за время х с обеих сторон определяется 
интегрированием:

<?т= I Q c[0a -0 t](iV .
(V)

Для единичной площади поверхности стенки получаем:
г=оо

^Sin6;
6 !+i=l

2  6 1 + i S b i » :  «  -  5 ^ .  ( » .8 )

ÔfCгде Qcs0a =  ^o — общий расход тепла за время полного на
гревания или охлаждения стенки.

Для удобства расчетов нестационарной теплопроводности 
плоской стенки составлены различные вспомогательные графики, 
представляющие функции:

е (х, X)

^  Bi).

На рис. 71 и 72 представлены графики для определения 
температурных функций и на поверхности и в сере-

'Ja
дине стенки в зависимости от критерия Fo =  Для различ-

as/2J1I.IX критериев .
Так как критерий Фурье, входящий в экспоненциальную функ

цию, пропорционален времени теплового воздействия на тело 
при нестационарной теплопроводности, то можно заметить, что 
изменение температуры па поверхности стенки имеет быстрый 
темп вначале и замедляется в конце. Изменение температуры 
и середине стенки всегда отстает от изменения температуры на ее 
поверхности. Это отставание тем значительнее, чем больше кри
терий Bi (чем толще стенки и чем больше коэффициент теплоотда
чи а).

Вычислив для отдельных моментов времени температуры в сере
дине и на поверхности стенки, можно провести линии изменения
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Рис. 72. Температурная функция середины нагреваемой или охлаждаемой плоской стенки



температуры в толщине стенки. Для этой цели на поверхности 
стенки и в ее середине наносятся точки, отвечающие вычисленным 
температурам (рис. 73). Имея в виду, что наклон линий изменения 
температур в толще стенки от поверхности определяется уравне
нием граничного условия

аезамечаем, что для любой 0^(т) на поверхности величина 
О̂ Х

, опре
деляющая наклон линии в толще стенки, представляет направле-

г=1час

^т=Ечас
^т̂ Шчас

Рис. 73. К расчету температурного поля 
охлаждаемой плоской стенки

ние луча, исходящего из точки Р, отстоящей от поверхности стенки 
Xна расстояние Хр= — и имеющей 0 = 0  (рис. 73). Проведя из точки

Р  лучи, соответствующие вычисленным О (т) для отдельных момен
тов времени, наносим лннин изменения температур в толще стен
ки. В середине стенки — = 0 , и температурные линии в этом месте 
имеют симметричный изгиб.

На рис. 74 представлен график ^  = /  {Bi, Fo), пользуясь
которым можно вычислить расход тепла стенкой с обеих сторон 
при ее охлаждении или нагревании.
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Все полученные уравнения для расчета распределения темпе
ратур при двухстороннем нагревании или охлаждении пло
ской стенки, а также уравнение для ее теплоотдачи сохраняются 
и для одностороннего теплового воздействия на стенку при условии.

Рис. 74. К расчету расхода тепла при нагревании 
или охлаждении плоской стенки

что другая сторона стенки имеет достаточно совершенную изо
ляцию. В этом случае необходимо вместо s/2 подставлять в форму
лы полную толщину стенки s.

Пример. Вычислить распределение температур в кирпичной 
стене толщиною s= 0 ,5  м, если температура среды по обе стороны 
стены внезапно понизится с + 1 8  до + 8° С. Физические параметры 
кирпичной кладки: Л=0,815 вт/м- град\ q=1500 кг/м ;̂ с =
=  0,839кдж/кг-град (а =  ^  =  0,647-Ю"® м^/сек). Коэффициент
теплоотдачи для условий свободного потока воздуха у  поверх
ности стены а = 8 ,15  вт/м'^град.

Находим критерий

Bi =  ^  =  2,5.

При вычислении корней трансцендентного уравнения

6itg6i  =  2,5

ограничиваемся четырьмя первыми, так как остальные корни 
оказывают малозаметное влияние на величину суммы формулы 
распределения температур.

Решая уравнение (56,2) подбором, находим:

6i =  l,14 ; 62 =  3 ,7 3 ; 63 =  6,64; 64 =  9 ,6 5 ,

или в градусах соответственно 65°,3; 214°; 381°; 554°.
Для т =  1 час критерий Фурье

аг
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Из уравнения (56,7) для величины /^о =  0,0372 ( т =  1 час) находим:
(т) , 2 sill 65°, 3

6а 1 ,1 44 -s ill 65°,3 cos 65°,3 
2 sin 214°

^cos 6 5 ° ,3 .e - ‘ ’ i4^-o 0372 +

3,73 +  sin 214°cos 214'
2 sin 381°

c o s 2 1 4 ° . e - 3 . 732-0,0372 .d >

+

6 ,6 4 + s in  381° cos 381 
2 sin 554°

- c o s  3 8 1 ° . e - 6 . 6 4 2 - 0 , 0372 +  

c o s  5 5 4 ° - e - 9 . 652.0 ,0372 =
9,65 +  sin 5 54 °cos 554°

=  0,476 +  0,131 +  0,0186 -b 0,0015 =  0,627.

Температура на поверхности стены соответственно находится; 
tp (т) =  8 +  10-0,627 =  14°,27 С.

За ото же время ( т = 1  час) температурная функция для 
середины стены будет;

ЪпМ ^  1 ,1 3 5 -  0,158 +  0,0199 -  0,00155 =  0,999 

ПЛИ соответственно
=  8 + 1 0 -0 ,9 9 9  =  18°С.

Таким образом, через 1 час внезапного охлаждения стены 
температура на ее поверхности понизится приблизительно па 4°, 
а температура в середине почти не изменится.

Для сокращения дальнехгших вычислений температуры стены 
пользуемся графиками рпс. 71 и 72 и для различных т находим;

6т (Т) 0F(t)
0а 0а •

Т а б л и ц а  8

т, час
6 т  (т) (т) t (т), °с 'г, (т) °с

6 а 6 а Р  ̂ '

1 0,0372 0,999 0,627 18 14,3
6 0,223 0 , 8 8 0,38 16,8 1 1 , 8

1 2 0,446 0,69 0,29 14,9 10,9
24 0,892 0,39 0,17 11,9 9,7
72 2,67 0,05 0 , 0 2 .8,5 8 , 2

Через 3 суток температура на поверхности и в середине стены 
почти сравняется с температурой окружающей среды. Резуль
таты вычисления температур в охлаждаемой стене можно пред
ставить графически (рис. 73).
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§ 57. Нагревание или охлаждение цилиндра

Цилппдр диаметром d п неограниченной длины, выполненный 
из однородного материала и имеющий во всех местах одинаковлю 
температуру Та, внезапно подвергается тепловому воздействию 
(нагреванию или охлаждению) окружающей среды с неизменной 
во времени температурой То. Требуется найтп распределение тем
ператур в цилиндре во времени и определить расход тепла.

Дифференциальное уравнение нестационарной теплопроводно
сти в цилиндрических координатах для симметричной задачи 
запишется в виде:

д &  / 5 2 0  , 1 б О \  , ,

Представляя решение этого уравнения произведением двух 
функций

0(/-, т:) =  0 (г)-0 (т ), 

получаем два обыкновенных дифференциальных уравнения;

0' (т) +  ŝ aQ (т) =  0, I

0" (/•) +  у  0 ' (О +  е"0 (г) =  0. [

Рехпепием первого из уравнений (57,2) является экспонен
циальная функция

0 (т) =

Второе уравнение представляет собой дифференциальное урав
нение Бесселя', его решением являются цилиндрические функци» 
нулевого порядка: первого рода — /о (е г ) и второго рода — //о  (ег), 
представляемые бесконечными рядами. Обе функции — периоди
ческие, с убывающей амплитудой, причем /о  (ег) — функция
четная, а / / о (е/’) — функция нечетная. Отбрасывая нечетную
функцию, как пепрпгодную по своим свойствам для рассмат
риваемой задачи, находим частное решение уравнения (57,1):

0 (/•, т ) =  ^ ( е ) /о  (ег) (57,3)

Используя граничное условие третьего рода

§ и  =  - т ^ = - « .  (57.4)

дифференцированием (57,3) и подстановкой результата в (57,4) 
после сокращения получаем;

.(4 )
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Обозначая безразмерное произведение г  ^  —  т  и  имея в виду, 
a d

что приходим к следующему трансцендентному
уравнению:

Это уравнение имеет бесконечное множество корней /и,, m2, ... 
. . .  nii, . . . ,  удовлетворяющих граничному условию рассматри
ваемой задачи, которые можно использовать для представления 
решения дифференциального уравнения (57,1) в виде следующе
го ряда:

1=00

т ) =  2  Ai(mi)Jo 
i=l

где mj — корни уравнения (57,5);
Fo =  ĵ^2)2 — критерий Фурье для цилиндра.

Определяя аналогично илосконараллельному слою постоян
ные коэффициенты этого ряда Ai {т )̂ по заданному начальному 
распределению температур в цилиндре [при т =  О, 0 (г) =  бд], 
получаем окончательное решение задачи:

i= o o

о {г, X) =  0„ 2  т ; \Jl K O + !/f  {mi)] С '"*  - щ )  ®

Для температуры на оси цилиндра при г =  0:
а= оо

Температура поверхности цилиндра находится пз (57,6), 
положив г =  с?/2:

г= оо
0 Ст-Ч _  0  Y  2 J i (mj) J q (mj) - т\ р о  о\
« F  W  -  Оа 2 j  т г  [JI {mi) +  Jl  (m ;)] ‘

1 =  1

Расход тепла, воспринятого цилиндром при нагревании или 
отданного при его охлаждении, для единичной длины цилиндра 
за время т находится интегрированием:

г—СО

л = [6,-6 (., ,)) есв. 2 sn7jwS*;(„.ii d-e-”'”).
(57,9)
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Рис. 76. Температурная функция оси нагреваемого или охлаждаемого цилиндра



о 1
Рис. 75. Температурная функция поверхности нагреваемого или охлаждаемого цилиндра



На рис. 75 и 76 представлены графики для определения
температурных функций и на поверхности и па оси
цилиндра в зависимости от критерия Fo для различных крите
риев Bi.

На рис. 77 представлен график для определения расхода 
тепла цилиндром.

2 S 2  5 2 5 1 5 2 5 2 5 ^
0,0001 0,001 0,01 0,1 1 10 

■----- ►fit
Рис. 77. К расчету расхода тепла при пагревании или охлаждении

цилиндра

Пример. Найти распределение температур в бетонной колон
не диаметром d =  0,5 м, если внезапно температура окружающей 
среды понизится с + 2 0  до — 20° С. Физические параметры бе
тона: Я. =  0,885 вт1м-град; q =  2100 кг!м^\ с =  0,88 кдж1кг‘ град 
( « =  0,478-10'® ж^сек). Коэффициент теплоотдачи для условий 
свободного потока воздуха с учетом излучения а =  8,15 вт1м^град.

„ D- 8 ,15-0 ,25 о Q Вычислепием находим критерии Bi =  =  Л,о.
Пользуясь таблицами функций Бесселя, вычисляем корни 

трансцендентного уравнения:

rrii Jj (mt)
Jo {mi) = 2,3.

При этом ограничиваемся четырьмя первыми корнями, так как 
остальные дают малозаметный вклад в сумму членов ряда (57,7):

mi =  1,67, m2 =  4,35, m3 =  7,33, 7̂ 4 =  10,40;
(mO =  +0,415, /о (тг) =  -0,352, Л (т.,) =  +0,286, Л {т,) =  -0,243; 

J, (mi) =  +0,576, / ,  (m2) =  -0,188, (m3) =  +0,091, {т̂) =  -0,055

Пользуясь формулой (57,8), вычисляем температурную функ
цию для поверхности охлаждаемого цилиндра через 1 час време-
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ни (/̂ 0 =  0,0275):
__ 2  Г 0 ,4 1 5 -0 ,5 7 6  — < R7 2 .n n9 7 fi (_

L 1.67 (0 ,4 1 5 2 + 0 ,5 7 6 2 )* ' I"
I 0,352-0,188 g_4.352.0,0275 I
Г /  ОС /Л ОС02_1_Л Г

+ ,

4,35 (0,3522 +  0,1882) 
0,286-0,091 

'7 ,3 3  (0,2862+0,0912) 
0,243-0,055

e - 7 ,332.0,0275 _|_

0-10,42.0,0275
10,4 (0 ,2432+0,0552)

=  2 (0,262 +  0,057 +  0,009 +  0,001) =  0,658.
Температура на поверхности колонны будет:

ip  =  ( - 2 0 ) +  40 -0 ,658 =  - 2 0  +  2 6 ,3 =  + 6 ° ,З С .
За это же время температурная функция на оси цилиндра:

=  2 (0 ,6 3 2 -0 ,1 6 2  +  0,031 -  0,004) =  0,995^^ 1.

Соответствующая температура 
на оси колонны равна:

i „  =  ( - 2 0 )  +  4 0 =  + 2 0 °С ,

т. е. через 1 час времени охлаж
дения колонны температура на ее 
оси еще не изменится, на поверх
ности заметно понизится.

Для сокращения дальнейших 
вычислений пользуемся графика-

6т(т) вт(Г)
ми рис. 75 и 76 и находим 

0f (t)и - 7̂— для отдельных моментов Оа
времени охлаждения колонны.

Таким образом, колонна на но- 
перхностп почти полностью успе
ет охладиться через 1 сутки, а в 
середине—через 3 суток. Распреде
ление температур в охлаждаемой колонне для отдельных моментов 
времени представлено на рис. 78.

Т а б л и ц а  9

Рис. 78. К расчету температур
ного поля охлаждаемого цилиндра

т ия г Fo
е^,(т)

t «С «г, °С|> t “t* V
К «а

гп, F,

1 0,0275 1 0,658 + 2 0 + 6 ,3
6 0,165 0,85 0,4 + 1 4 —4

1 2 0,33 0,55 0,25 + 2 — 1 0

24 0 , 6 6 0,25 0 , 1 2 — 1 0 — 15,2
72

(3 суток)
1,98 0,007 0 - 1 9 ,7 — 2 0
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§ 58. Нагревание или охлаждение шара

Имеется шар из однородного материала диаметром d с оди
наковой во всех местах температуро11 Та- Внезапно шар подвер
гается одинаковому во всех местах поверхности нагреванию или 
охлаждению средой с неизменной во времени температурой По
требуется найти распределение температур в шаре в любой момент 
времени от начала теплового воздействия среды.

Дифференциальное уравнение нестационарной теплопроводно
сти для шара применительно к условиям симметричной задачи 
запишется в виде;

" + S V  (58,1)

Применяя для решения этого уравнения, как и в случаях 
плоской стенки и цилиндра, способ разделения переменных, полу
чаем два обыкновенных дифференциальных уравнения:

0' (т) +  е̂ аО (т) =  О, 

0 " И 4 - 4 о' ( г)Н-6^0(г) =  О. j (58,2)

Решением первого уравнения является экспоненциальная 
функция

0 (т) =

Второе уравнение имеет следуюш;ее решение: 

e ( r ) - ^ ( e ) ^  +  S ( e ) i 2 ^ .

Отбрасывая второй член этой суммы как нечетную функцию, 
меняющую знак при переходе от -{-/• к — ?•, получаем следуюш,ее 
частное решение (58,1):

гг

Используя граничное условие третьего рода

д г
^  А

r=d/2~
находим:

ай/2
Я •

Обозначая безразмерное произведение е ~  — п и =  
имеем следующее трансцендентное уравнение:

n c ig n = \  — Bi. (58,3)
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Это уравнение имеет бесконечное множество корней «i, п̂ ,
. . .  rii, . . . ,  удовлетворяющих граничному условию задачи. 

Представляя решение (58,1) в виде ряда

*=“  sin ( П; ^  ) 2
е [г, т) =  3  А, (п.)

d/2

где Иг — корни уравнения (58,3),
( ^ 2  — критерий Фурье,

и определяя постоянные коэффициенты этого ряда Af (щ) (но 
методу, аналогичному с нлосконараллельной стенкой) по задан
ному начальному распределению температур в шаре при т =  О, 
0(г) =  0а, приходим к следующему окончательному решению 
задачи;

i= c o  s i l l l  I X ’ — —  I

0 (г, т) =  0„ у  2 е -  (58,4)^  — Sin COS г  ̂ '

Для температурной функции в центре шара получаем:
г=оо

0 т  ( т )  =  0 „  У  2  Sin 'гг COS щ  u\fo 5 ^
f “  ZJ  И; — sin  rtf COS П; \ » /

ДЛЯ поверхности шара;
i= c o

Of (т) =  0a У, 2 cos»; _ ^  ^58,6)
Tî  —  Sin Tlĵ  COS Tlĵ  Tli

i==i

Расход тепла на нагревание шара или тенло, отведенное при 
охлаждении, находится интегрированием:

(V)
(58,7)

На рис. 79 и 80 представлены температурные функции неста
ционарной теплопроводности шара; - и , а на рис. 81
н|)едставлен график для определения расхода тепла на нагрева
ние шара.

Пример. Определить время нагревания от О до температуры 
100° С кусочка угля сферической формы диаметром 20 мм, но- 
стунающ,его в горячий газовый ноток с температурой 300° С; 
средние физические параметры угля; Х. =  0,175 вт1м-град\ q =  
=  1400 л:г/.и ;̂ с =  1,3 кдж!кг-град (а =  0,096-10'® ж^сек); средний
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вА€)1ва
Fo'-OMS/ Fo--0.01

0.02 0.0̂  0.06 0.08 0.1 0.3 0.5 0.7 0.91.02.0 4.0 6.0 8М Ю 12 И /6 <8 Bi

Рпс. 79. Температурная функция поверхности нагреваемого или 
охлаждаемого шара

bJ'C)/e,

о т  0.04 0.06 o,om i ОЗ 0,6 о ?  OMWZOAO 6,0 8,0 l.o 12 и  16 W

Рис. 80. Температурная функция центра нагреваемого или охлаж
даемого шара



коэффициент теплоотдачи а =  58,2 вт1м^-град. Вычислением на
ходим критерий Bi =  3,33.

Из условия задачи имеем:

т г  =  я = о . з з з .

Пользуясь графиком рис. 79, получаем Fo як 0,09 и определяем 
соответствующее время нагревания кусочка:

t  =  — — =  93,5 сек (яь 1,5 мин).

♦

Bi
Рис. 81. К расчету расхода тепла при нагревании или ох- 

лаждопип шара

За это время температура середины кусочка, как это следует 
из графика рис. 80, изменится:

или i ; „ (T )  =  3 0 0 -0 ,9 .3 0 0  =  30°C.

Кусочек угля в горячем газовом потоке начнет высыхать 
с поверхности слоя значительно раньше, чем он прогреется 
11 середине.

§ 59. Нестационарная теплопроводность тел сложной формы

Имея решения задач нестационарной теплопроводности для 
тол простой формы (плоская стенка, цилиндр и шар), можно 
нанти решение и для тел более сложной формы, как, например, 
параллелепипеда, куба, цилиндра, ограниченного торцовыми 
поверхностями, и т. п. Решения эти находятся путем произведе
ния температурных функций, найденных для простых тел.

Это можно показать на следуюш,ем примере. Рассмотрим 
неограниченную плоскую стенку, для которой получено реше
ние О (ж, т). Это решение удовлетворяет дифференциальному
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уравнению:
.-^-Q{x, т) =  а ~ 0  (х, т).— V  (59,1)

Для координаты у  (место х, у ъ стенке, рис. 82) 0 (у, т) 
также удовлетворяет уравнению:

^ 0 (2/, т) =  а|^,0(г/, т). (59,2)

Для тела, форма которого составлена пересечением двух 
плоскопараллельных слоев (рис. 82) (неограниченный прямо
угольный стержень), дифференциальное уравнение нестационар
ной теплопроводности запишется в виде:

90 _  /920 320-х
д х ~ ° '  \ d x ‘̂ ^ d y i j (59,3)

Решение этого уравнения можно представить в виде произве
дения двух температурных функций;

8 '(ж, У, Х)  _  0 (ж, Т) 0 (г/, Т)
0«, (59,4)

Рис. 82. К расчету нестационарной теплопро
водности стержня прямоугольного сечения и 

неограниченной длины

Действительно, путем дифференцирования представленного 
решения по х, у, т получаем:

520 (ж, у ,  Т) __  0 ( ! / ,  Т) 920 ( г ,  т)
9ж2 9ж2

920 ( х ,  у ,  X) '0  (ж, т) 920 (у , Т)
92/2 -  0а 9J/2- -

^6 {х, у,  X) ^  [6 (х, X)  90 ( у, т) Т)_ 90 {х, X)
дх  0 а 9Т 0 а 9Т
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Имея в виду (59,1) и (59,2), последнее равенство запишем:

дх^

Подставляя найденные производные в (59,3), приходим к 
тождеству:
е {х, X) дщ (у, X) е (у, т) ( ,̂ т) ^

0а ду  ̂ 0а дх  ̂ ~
_  6 (у. т) 8Ю { х ,  X) , ( х ,  Т) 520 { у ,  Т)

дх^ ду^

Следовательно, (59,4) является решением (59,3).
Подобным образом можно показать, что применительно 

к условиям нагревания и охлаждения трехмерных тел решение

Рис. 83. К расчету нестационарной тепло
проводности параллелепипеда

дифференциального уравнения нестационарной теплопровод
ности также можно представить в виде произведения темпера
турных функций трех сопряженных плоских стенок с началом 
координат в середине образованного тела (рис. 83):

(ж, у ,  Z,  X) 0 { х ,  т) 0 { у ,  X) 0 (z, X)

0а (59,5)

0 (о;, т) 0 (?/, т) 0 (z, т) /гг. гчгде —^ — -  , — — - и — ~— -  находятся согласно решению (5Ь,5)
ДЛЯ соответствующих значении х, гу ж z.
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Так же находится и распределение температур в цилиндре, 
ограниченном торцовыми поверхностями:

9  ( г ,  X, Т) ^  6  ( г ,  Т ) _ е  (Х , Т)

б а  0 а  0 а  ’

0  ( г ,  Т ) /ГГ7 0  '^)где ■ Q- —■ находится согласно решению (57,6), а — „---------
Оа

согласно (56,5) при расположении начала координат 
в центре тяжести однородного цилиндра.

Все рассмотренные решения задач нестационарной тепло
проводности могут быть получены и иными методами. Особенно 
эффективным методом оказывается метод преобразования Лап
ласа, примеры применения которого к решению задач тепло
проводности моншо naiiTH в [35].

§ 60. Нагревание и охлаждение тел при малых 
критериях Бпо {Bi <  1)

При малых критериях Bi =  , например для тонких ме
таллических стенок, проволок или шариков, температура на 
поверхности и в середине нагреваемого или охлаждаемого тела 
почти не различается.

В этом можно убедиться, если вычислить температурную
функцию Для тонкой пластины результат вычисления
получается достаточно точным, если ограничиться одним пер- 
вым членом суммы уравнения (56,5) и (56,6):

Так как S tg 8 =  Bi, а при малых Bi 6 получается также 
малым, то с о з б ^  1. Следовательно,

0j^ ( t )
0m (т)

1.

При этих условиях для изменения температуры плоскопарал- 
лельной стенки во времени имеем равенство:

— ^ QC =  «0 dr,

или
dO а dr.0 s/2 QC

Интегрируя в пределах от О до т и от 0а до 0, находим:
1 0  ат as/2 Хг п- п= -----77Г— = ----- г------ г =  - B i -  Fo,

9 а  S  I q c  X  Q C  ( « / 2 ) 2
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откуда получаем:

O =  0„e-si-J"«; т:
In —

. д а  _ 1
а Bi

Аналогично находим для тонких цилиндров:

In Эа
.0  e-2Bi.Fo.- u„ e , X -  ^

и для шара;

Q =  Q^e-^Bi.Fo.
1 ^

г а Bi

(60,1)

(60,2)

(60,3)

Из полученных решений следует, что при одинаковой тол
щине пластины, цилиндра и шара цилиндр будет нагреваться 
и охлаждаться в 2 раза, а шар — в 3 раза быстрее плоской 
стенки. Это отпошение 1 : 2 : 3  времени нагревания или охла
ждения пластины, цилиндра и шара соответствует отношению 
поверхности к объему этих тел, 
которое также равно 1 : 2 : 3 .

На рис. 84 представлены кри
вые температурных • функций g-
для пластины, цилиндра и шара в 
зависимости от критерия Fo при 
малых значениях Bi.

§ G1. Нагревание и охлаждение 
тел при больших критериях 

Б и о  (Bi >  1)

При больших значениях кри- 
панример при

02 й4 0,6 0̂ 10 2.0

о- aljlтория Bi =  ^ ^ ,
Рис. 84. Температурная функция 
нагреваемых или охлаждаемых 
тел (плоской стенки, цилиндра и 

шара) при Bi<^iнагревании пли охлаждении тел 
контактом или при больших
1соэффициентах теплоотдачи температура поверхности тела 
будет близка к температуре окружающей среды. Это нодтвер- 
и«дается тем, что для плоской стенки при больших значениях 
/и корни уравнения

б; tg 8i  =  Bi 

получаются близкими к числам:
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и для всех этих корней
sill б; созбг ^  0.

При этом все члены суммы в (56,7) будут близки нулю, 
а потому

я» О или tp ^  ?о*«а
Для середины плоской стенки температурная функция полу

чается в виде следующего ряда:

е-Ц) = А  1 _  1 Г®

Для критерия / 'о > 0 ,2  выражение в скобках можно принять 
с достаточной точностью за единицу и

=  (61,2)

Отсюда можно определить время нагревания или охлажде
ния середины стенки до 0^:

( « .3 )

Для цилиндра при больших критериях Bi корни уравнения

Jo (mi)
получаются близкими к числам: 2,405, 5,52, 8,654, 11,792, 
и для всех этих значении /о  (nii) ^ 0 ,  а ( т , )  соответственно 
получаются: + 0 ,5 1 9 ; — 0,340; + 0 ,2 7 1 ; — 0,232.

Для оси цилиндра температурная функция получается в виде 
следующего ряда:

=  l,6e-2-4052Fo [1 -0 ,6 6 5  e-24.7Fo_^

+  0,552e-69.2Fo_o,392e-i33.2i^o^ . . (6i _4)

Для критерия /^ о > 0 ,2  вьтра?кение в скобках можно принять 
с большой точностью за единицу и написать:

% ^ ^  =  1,6е-5.79^’о. (61,5)

Отсюда можно определить время нагревания или охлажде
ния середины цилиндра до 0^:
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Для шара при больших критериях Bi корни уравнения 
П; ctg П1 =- i  — Bi 

получаются близкими к числам:
irtj 2«1Х) 3jtj , • • •

и, следовательно,
sin И; =  О, 

а созп; соответственно равен:
- 1; + 1; - 1; + 1.

Для середины гаара температурная функция получается 
в виде следующего ряда:

0т (’'̂ )
0а

=  2е-"^^о [1 — +  — . . . ] .  (61,7)

втЮ

0.2 0,4 0,6 0,8 иОО 1,20 1,40 1,В0 Fg

Рис. 85. Температурная функция середины 
нагреваемых или охлаждаемых тел различ

ной формы при >  1 :
1 — плоская стенка; 2 — стержень квадратного се
чения; 3 — цилиндр неограниченной длины; 
4 — куб; 6 — цилиндр с длиной, равной диаметру; 

6 — шар

Для критерия i^ o> 0 ,2  выражение в скобках с большой 
точностью можно принять за единицу и написать:

6 т  (т) _  2 о -"^ ^ 'о .
0а

( 6 1 , 8 )
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Отсюда можно определить время нагревания или охлаждения 
середины шара до 0^:

На рис. 85 представлена температурная функция
в зависимости от критерия Fo, при B i— оо для пластины, 
цилиндра и шара, а также для некоторых других геометри
ческих форм тел.

§ 62. Регулярный режим нагревания 
п охлаждения тел

Все рассмотренные выше задачи о нагревании и охлаждении 
тел различной формы б],1ли реиюны ири условии наиболее просто
го начального теплового состояния тела, а именно, когда темпе
ратура во всех местах тела была одинаковой. Если в начальный 
момент времени нагревания или охлаждения однородного тела 
температура будет распределяться по какому-либо известному 
закону

0а =  0а (ж, у, z),
то решение уравнения теплопроводности может быть представ
лено в виде следуюш;его ряда:

i=oo
Q{x, у, Z, т) =  Д  AiQi{x, у, z ) e “ ' ” i\  ( 6 2 , 1 )

где ^ 1, ^ 2, ... A i... — постоянные, зависяш;ие от начального 
теплового состояния тела и определяемые из этого крае
вого условия;

0; {х, у, z) — температурные функции только координат; 
гпх, /712, ••• — положительные размерные величины, опре

деляемые из граничных условий задачи, причем
«1  <  <  "̂ 3 <  ... <  ...

Анализируя характер зависимости температур от времени 
в отдельных точках тела, можно заметить, что по прошествии 
некоторого времени от начала нагревания или охлаждения тела 
температура во всех его точках будет в основном определяться 
только одним первым членом ряда:

0 ( х ,  у ,  Z ,  x )  =  A ^ Q i { x ,  у ,  z ) e - ” 4 ^ .  ( 0 2 , 2 )

С этого момента времени нагревания или охлаждения тела 
начальное распределение температур в теле теряет свое зна
чение, и ход процесса управляется лишь условиями на границе. 
При этом температура во всех местах тела находится в зависимо
сти от формы тела, его физических параметров и условий теплооб
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мена на границе. Такой характер нагревания или охлаждения 
тела называют р е г у л я р н ы м  т е п л о в ы м  р е ж и м о м .

Скорость изменения температуры во времени в отдельных мес
тах тела в условиях регулярного теплового режима сохраняется 
неизменной:

dO (х, у, Z,  X) _  _
d x

Для каких-либо двух 
1пд(х,д,г,х)

mHi0i(a:, у, z). 

последовательных моментов времени

Рис. 8 6 . Температурная функция в усло
виях регулярного режима нагревания 

или охлаждения тел i

|)огулярного теплового режима тела в каждой его точке можно 
:1аписать:

nil
1 ,Та = -------In'«1

{х, у, z)
О 2 ( а ; ,  у ,  Z,  Т а )

Л 1 О 1  ( х ,  у ,  Z)

Из этих равенств путем вычитания находим величину характе
ризующую темп регулярного режима:

(^ . У, Z, Ti)
У’ .V, Z, Т2) О2 (ж, 1/, Z, Тя) OS,Щ _ _  -----------. (Ь2,3)

Полученная формула позволяет определить величину из 
|)||мта путем измерения температуры в какой-либо точке тела для 
iiiyx последовательных моментов времени регулярного режима.

И координатах In 0 (х, у, z, т) н т температурная функция для 
[мч'улирного режима представляется прямой линпей (рис. 86).
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Для малых критериев Био {Bi <  1) из уравнений (60,1 — 60,3) 
находим:

для пластины

для цилиндра 
2а

ДЛЯ шара
За .

Для больших критериев Био {Bi >  1), согласно уравнениям
(61,3), (61,6) и (61,9), получаем:

для пластины
Я2

(62,4)

т, =  -4 (s/2)2 ’ 

для цилиндра

т ,  =  5,79
(d/2)2 ’

для шара

ТП1 =  П̂  -

(62,5)

(<̂ /2)2 •
Б общем случае для определения темпа регулярного режима 

служит формула
. аWi =  il’ p- .

где г)} — функция от критерия Bi и формы тела;
а — коэффициент темиературоироиодности тела;
I — условный геометрический размер тела.

Следовательно, произведение

(62.6)

в общем случае для тел заданной формы включает оба определя
ющих критерия: Fo и Bi.

Пользуясь методом регулярного режима, можно определять 
экспериментально коэффициенты температуропроводности раз
личных материалов, а также и другие теплофизические параметры. 
Для этого проще всего создать условия нагревания или охлажде
ния выбранного образца материала при весьма больших крите
риях Bi. Такие условия сравнительно легко создать для материа
лов с небольшими коэффициентами теплопроводности (пористые, 
сыпучие материалы и пр.), помещая их (в соответствующей защит
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ной оболочке) в нагреваемую или охлаждаемую жидкость (воду, 
масло, расплавленные металлы и пр.) и применяя соответствующие 
побудители движения жидкости (мешалки и пр.).

В зависимости от формы испытуемого образца материала (харак
теризуемой фактором формы г!?), по замеренным температурам 
за интервал времени нагревания или охлаждения Ат и по полу
ченной величине mi коэффициент температуропроводности а 
находится по формуле:

/2
а =  1711-- . г])

г. М. Кондратьев разработал методы регулярного режима для 
определения тепловых свойств различных материалов (теплоизоля- 
торов, металлов, жидкостей), а также коэффициентов теплоотдачи 
отдельных тел и промышленных объектов [24].

§ 63. Нестационарная теплопроводность 
полуограниченного массива

Массив, ограниченный плоской поверхностью и не ограничен
ный в нормальном к поверхности направлении -\-х, называется

Рис. 87. К определению нестационар
ной теплопроводности полуограничен

ного массива

п о л у о г р а н и ч е н н ы м  м а с с и в о м ,  или полубеско- 
нечным телом, для распространения тепла в направлении -\-х. Та
кой однородный полуограниченный массив с плоской поверхно
стью неограниченных размеров (рис. 87), имеющий в начальны!? 
момент времени заданное распределение температур Та (х), под
вергается на поверхности внезапному тепловому воздействию при 
сохранении в дальнейшем неизменной во времени температуры 
поверхности Тр. Требуется найти распределение температур 
в массиве.
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в  решении дифференциального уравнения нестационарной 
теплопроводности

2
T { x , x ) - r p ^ Q { x ,  T) =  S  1^(6;) cos (bix) +  в  (Ej) sin (бгж)] e

El
-е | а т

применительно к условиям рассматриваемой задачи для возмож
ности удовлетворения начального краевого условия (при т = 0  
и а:=0, 0 = 0 ) необходимо положить А (е ;)= 0  и принять решение 
в виде:

«со  2

0 (ж, т) =  2 -5 (6 ;)  sin(eia;) .
«1

Так как размеры тела в направлении неограниченны, то 
другого краевого условия не существует, и в связи с этим прихо
дится использовать весь спектр бесконечного множества величин 
в;, записав решение уравнения теплопроводности в виде инте
грала:

оо
0(ж, т) =   ̂ (е) sin (еж) de. (63,1)

6

Для начального условия (т =  0);
ОО

Т а  (ж) — 7 V  =  0 а  ( а : )  =  ^  jB (е) sin {гх) de. (63,2)
о

Для функции, представляюще!! распределение определяемо!! 
величины в бесконечно протяженной системе существует интег
рал Фурье, который применительно к температурному полю 
в полубесконечном массиве в начальный момент времени запишет
ся в следуюш,ем виде:

Эа
ОО ОО

{х) =  0а {I) d l  ̂ sin (еж) sin (eg) йг =

ОО ОО

=  ^  Ц sin (еж) dz  ̂ 0„ {I) sin (eg) dl- (63,3)
о о

Из сравнения (03,2) с (63,3) получаем:
ОО

5 (e )  =  4  J 0a(g)sin(eg)dE.
о
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Следовательно, для определения температурного ноля в полу- 
бесконечном массиве необходимо вычислить интеграл:

00 оо

о (.г, т) = sin (гх) de-^[^Qa (I) sin (е^) d̂ .
b о

Этот интеграл можно записать также в таком виде:
С О  о о

о (а;, г) =  ^   ̂0 „  (^) Г [  sin (еж) sin (е^) йг]Я J L- О
О О

вычислением находим:
ОО оо

с  Q - г - ^ ч х  s i j j  (е д ;)  s i n  =  А  ^  е - е 2 а т  (.Qg  [g ( |  _  х ) \  d e  —

U о

1 г  1 /  гГ ^  - < 1 = 5 2 3  _ i i ± f L \
_  1. J cos [8 +  X) ]  d& =  l  y  -  е J .

о

При этом используется известный интеграл:

г 1 / я
I е-е2ат cos [е (I ±  ж) de =  у  -  о

'Гакнм образом, нрнходи'м к следующему решению задачи:

0 ( : с ,  т )  =  - ^  \ О Л Ю  е  - е  4“  ̂ d t  ( С 3 , 4 )2 У  лат О L J

Ксли начальная температура массива во всех местах будет 
одинаковой, то

О а(|) =  0 а.

Принимая далее е =  с переменной | и имея в виду, что,
2 у  ат

соответственно принятому значению е, | — е*2 У~ах ±  х, находим 
дифференциал переменной величины:

dl = 2y^dK.

Заменяя нижний предел интегрирования в формуле (63,4) с
 ̂— О па е =  +  — и сохраняя верхний предел, так как для

2 у ат
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>оо е —>оо, приходим к следующей формуле:

+
2 Vax

2 Vax
+2 Vix 2 Vax

ИЛИ, иначе,

2 V  от

0(ж, t) =  0 a - ^   ̂ е->^Ые.
И л

(63,5)

Полученная функция
ж

2

е-®  ̂de =  erf
2 )/с 2 / ахУ

иредставляет собой Гауссов интеграл ошибок (функция Крампа). 
Свойства функции Крампа (рис. 88) таковы, что для

2 / ах Ч а Т д ) " » ’
ДЛЯ --- 7=  ̂— > оо

2 / а т
1.

Таким образом, нестационарное температурное поле, возни
кающее в полуограниченном массиве ох теплового воздействия, 
на поверхности определяется температурной функцией:

0(г, т) Т { х , х ) - Т р
0а Та~Тр

На рис. 89 представлены кривые температурной функции

Та-Тр  ^ Ч 2 /а т У
В массиве сухого песчаного грунта (а == 0,75-10“® м^1сек) для 
различных моментов времени.

Удельный поток тепла на поверхности массива определяется 
формулой:

, , « 9 0  (х, х)
q p { x )  =  - X ----

Дифференцированием находим:

50 (х, т)
дх

1X2

*=0 “ у  пах
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Таким образом, для определения удельного потока тепла на 
поверхности массива получаем формулу:

(63,7)

Согласно этой формуле, удельный поток тепла в массиве от 
теплового воздействия на поверхности получается очень боль
шим в начальные моменты времени, а в дальнейшем уменьшается.

Л—\
гШ :)

Рис. 8 8 . Функция ij) ^  ^  расчета температурного поля нагреваемо

го или охлаждаемого полуограниченного массива

Необходимо отметить, что интервал времени т в этой формуле 
может быть взят лишь значительно больше времени пробега носи-
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теле11 энергии между актами однократного обмена энергией с час

тицами вещества .
Теоретически возможная величина удельного потока тепла 

от теплового воздействия на поверхности массива, согласно изло
женному в главе I, определяется формулой:

д р  м а к с =  с  { Q c ) { T f - Т а ) ,  (63,8)
где с — средняя скорость носителей энергии;

( q c ) — объемная теплоемкость массива;
Т р — Та—разность температур на поверхности массива от тепло

вого воздействия {Та — начальная температура тела).

Тд-Т(хЮ
Та-Ь

Рис. 89. Температурная функция при нагревании или 
охлаждении сухого песчаного грунта ( о = 0 ,75-10“ ® м^1сек)

f f  Из формулы (63,8) также следует, что скорость распростране
ния тепла в теле не может превышать среднюю скорость носителей 
энергии. I

Расход тепла для единичной поверхности массива находится 
интегрированием:

X ______ т
дж

Q.  =  S qF (X) dx =  (7V - Т а )  (Тр -  Та) 2 т
о о

(63,9)
Как видно, расход тепла от теплового воздействия на единич

ной поверхности массива оказывается пропорциональным квад
ратному корню из произведения физических параметров веще
ства массива (А,дс) и зависит от времени нагревания т.
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Если сравнить расход тепла на нагревание или охлаждение 
массива из различного материала при одинаковом интервале 
времени, например, за 1 сек, за 1 час и т. д., то величина

Ъ =  л/ ^У п г м'^град

представляет аккумулирующую способность материала и назы
вается к о э ф ф и ц и е н т о м  т е п л о у с в о е н  и я. Коэф
фициент теплоусвоения материала представляет собой расход теп
ла за единицу времени для единичной площади поверхности при 
разности температур в один градус.

Пользуясь коэффициентом теплоусвоения для удельного пото
ка и расхода тепла, получаем формулы:

др[х) =  Ъ{Тг,-1\)^-^^- (63,10)

Q , = = 2 T b { T p - T a f ^ . (63,11)

Аналогично коэффициенту внешней теплоотдачи тела в окру
жающей среде коэффициент теплоусвоения представляет внутрен
нюю теплоотдачу в массиве.

Физический смысл коэффициента теплоусвоения легко понять 
из повседневного опыта; например, прикладывая руку к предме
там, находящимся при одинаковой комнатной температуре, мень
шей температуры нашего тела, мы будем ощущать как более 
«холодные» те предметы, которые имеют больший коэффициент 
теплоусвоения. Для стали, кирпича и дерева коэффициенты тепло
усвоения относятся как 30 : 2 : 1.

Задачу о тепловом воздействии на нолуограниченный массив 
тела можно решить и в том случае, если будет задана внезапно 
изменившаяся температура окружающей среды Го и известен 
коэффициент внешней теплоотдачи а (граничное условие третьего 
рода). Ограничимся приведеннем результата решения этой задачи:

+  г 1 +  я  I / s ' )  I ,

(63,12)
где г]) — функция Крампа.

При очень болыпих коэффициентах теплоотдачи эта формула 
переходит в уже известную формулу температурной функции 
в массиве (63,6).

§ 64. Нестационарная теплопроводность 
с фронтом превращения вещества

В различных прикладных задачах теплопередачи приходится 
встречаться с распространением тепла теплопроводностью при 
наличии в неподвижной среде фазовых или химических нревра-
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щеяий, с освобождением или связыванием энергии £'„ревр ■ Если
КЗ

удельная производительность процесса превращения вещества 
и соответствующая ей мощность источника энергии достаточно 
велики, а теплопроводность среды не в состоянии достаточно бы
стро отводить или подводить тепло, то процесс превращения лока
лизуется в узкой зоне фронта. При достаточно большой тепловой
мощности фронта ^  , в соответствии со скоростью притока и отво
да тепла на границах фронта, фронт превращения вещества в непо
движной среде перемещается в направлении охвата спонтанным 
процессом превращения новых масс среды.

К схеме таких фронтовых процессов теплопроводности можно 
отнести, например, отвердевание различных жидких масс (зат
вердевание отливок, промерзание влажного грунта и т. п.). Фрон
товой процесс распространения пмеют химические реакции в непо
движных средах (процесс распространения пламени в горючих 
смесях, химическое превращение веществ в слоях шихты и т. п.).

Количество энергии, освобождаемой или связываемой в уз
кой зоне фронта превращения толщиною б на единице площади 
за элемент времени бт находится согласно равенству:

п р е в р  ■ С п р е в р  ^ п р е в р

Отсюда находится удельная тепловая мощность фронта прев
ращения вещества:

J7T вПЪ i  С./ А \
Ур превр ~  бпревр -С-превр ^  • (O'*-' )

Для энергетической характеристики процесса превращения 
в среде можно ввести условное понятие потенциальной темпера
туры превращения О п р с в р ,  которая отвечает потенциальной энергии 
превращения вещества (температура фазовых или химических 
превращений):

„  б п р о в р  ^ п р е в р  „V

б п р е в р  =  -------- -----------  , ( 6 4 . 2 )

/" кг'\где Qnpesp ( j  ~  парциальная плотность компонента превра
щения;

у-, ^ KdoiC^’превр ( ) — энергия превращения;

QCp мЗград )  ~  объемная теплоемкость среды.
В процессах химического превращения компонентов вещества 

среды с освобождением энергии (например, в процессах горения) 
температура фронта отвечает суммарной температуре начального 
теплового состояния (^i) и потенциальной химической темпера-
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тем в большей мере, чем меньше потери тепла средой или телом
Уфр =  7’* б^потерь.

в  процессах фазового превращения вещества среды темпера
тура фронта отвечает характеристической температуре фазового 
превращения

?  фр =  У  фаз

н прямой связи с условной температурой потенциальной энергии 
фазового превращения не имеет.

Пользуясь условным понятием потенциальной температуры
процесса превращения (Впревр) и обозначая величину Юфр —
скорость перемещения фронта, получаем следующую формулу 
для определения удельной тепловой мощности фронта:

? / • ' ,  п р е в р  =  й ^ 'ф р С С р О п р е в р  -772“  • ( 6 4 , 3 )

туре (0 х и м )

Тепловое воздействие фронта превращения с освобождением 
или связыванием энергии на неподвижную массу тела в каждый 
момент времени можно рассматривать как процесс нестационар
ной теплопроводности нолубесконечного тела. Допуская такое 
представление, рассмотрим задачу о распространении тепла в полу- 
ограниченной неподвижной среде с фронтом превращения извест
ной температуры Гфр. До теплового воздействия на поверхности 
F  с неизменной поддерживаемой во времени тедшературой Тр 
вся масса среды имела одинаковую температуру Та- Требуется 
найти раснределение температур в среде и определить скорость 
распространения фронта превращения.

На рис. 90 представ.чепа схема распространения тепла в среде 
с фронтом превращения, где координата мгновенного положения 
фронта обозначается координата места в среде — х, физические 
параметры до превращения вещества отмечаются индексом один 
штрих ('), после превращения — индексом два штриха (").

Уравнение баланса тепла во фронте превращения можно запи
сать в следующем виде;

''р^превр ■ - r f -дх J l + d x
- r - fox l - d x

(64,4)

Уравнение это представляет собой балансовое равенство:
- Удельная" - Приток тепла - -О твод тепла ст -

тепловая к фронту со фронта в массу
мощ ность + стороны массы = среды после
фронта. среды до прев- превращения.

-  вт1м'^ -ращения, вт/л<2 - в т /ж 2

235



Из уравнения (64,4) находится скорость перемещения 
фронта?

1

е'с;0прОпревр д х l+ d x  о х l - d x j
(64,5)

Температурные поля в среде до фронта (ж >  |) и после 
фронта превращения {х <  I) описываются дифференциальными 
уравнениями нестационарной теплопроводности:

_ _  ,  520' 
дг ~  “  5x2
30'
дх
дй"
дх =  а„  320" 

дх̂

(64.6)

(64.7)

'нт, .скорость перемещения]

Рис. 90. К определению исстационарной теплопроводно
сти с фронтом превран1епия вещества в полуограничен- 

ном массиве

Частные решения этих дифференциальных уравнений, со
гласно принятому допущению и применительно к рассматри
ваемым условиям, целесообразно представить в следующем виде;

6 - ( . , . ) = - 4 ,  -  а д

где Ai, ^ 2, Bi и i?2 — произвольные постоянные, определяемке 
из граничных условий задачи.

Так как для ж =  0 — ^ = ^ )  =  0, то 0p =  ^ i.
ч 2  у  а'х у

Для х - ^ с о  я[5 Г - ~„̂ гг Y-= 1, 0„ =  Л, — В2.
V 2 V а X У
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Таким образом, частные решения, отвечающие уравнениям
(64,6) и (64,7), запишутся:

(64,8)

Для а: =   ̂ по условиям задачи должно выполняться равенство: 
0 '  (ж , Т ) =  0 "  (ж , Т ) =  0фр.

Следовательно, оба частных решения при а; =  g равны из
вестной температуре фронта 0фр:

О" -  ‘»‘Ч;гйя=) -  * ' • + Г ‘ ) ]=«•■
Эти уравнения долн?ны отвечать любому моменту времени т.

Но так как В л и постоянные величины, то яЬ Г — 1 = ^
^ \ 2 У а ' х У

И о]) ( — 7= ' )  не должны изменяться со временем. Это воз- 
V2 у  а"х У

можно лишь при условии, что 
Полагая

1 =  -лУ%,

где к — пока не известный множитель пропорциональности, 
из (64,9) находим:

и В., = -----

2 / а '

Соответственно этим значениям В̂  и B-i, частные решения
(64,8) запишутся в виде:

0' (ж, т) =  0 р - (0 р -

Ч т ^ )
(64,10)

1- г ] )

0 " ( Х ,  т )  =  0 ,  +  ( е ф р - 0 а )

1-01, -
2 ] /а  "

(64,11)
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Из балансового равенства (64,4) находим:
_^

50 е^-9ф р е
ж=5+  dxдх

дх
бфр — 9а _ е

к»
5 0  а  Q  -  4 а "

x = l - d x  1 _ ф ( ^  / а " Я Т -
V 2 / a V

Подставляя эти производные в (64,5), имеем;
ха

±  б'Ср0превр1<Уфр — г , ф р  — 0фр) 7 —  ч
У  а ЯТ ^  ^ Л

^ \ 2 V a ' J
К2
4“'

Ь - 4 =  (0фр -  0„) — ■
 ̂Ч 2 /а 'У

Пользуясь коэффициентами тенлоусвоения для единичного вре
мени т =  1 сек (1 час)

И определяя скорость перемещения фронта превращения фор
мулой

получаем следующее уравнение для определения неизвестного 
постоянного множителя;

К2

i  pVpSnpepp ~2'̂  —  ̂ (0i  ̂ 0фр)

Х2

+  б - ( е , р - о „ ) — (64, 13)

Это уравнение представляет равенство, в котором /  (х) имеет 
однозначную зависимость от х.

В связи с этим уравнение (64,13) имеет лишь один корень, 
который можно определить графически в каждом конкретном 
случае распространения тепла в среде с фронтом превращения.
238



Вводя найденное значение х в (64,10) и (64,11), получаем соот
ветствующие уравнения температурного поля в среде до и после 
фронта превращения.

Мгновенное положение фронта превращения находится:

й =  у .У г .  (64,14)

В практических приложениях задачу распространения тепла 
с фронтом превращения решают, принимая следующую прибли
женную схему.

Предполагается, что в слое среды после превращения ее ве
щества температура изменяется по линейному закону стационар
ного режима;

dT . , 1

где g f  (т) — удельный поток тепла, отводимый от фронта прев
ращения к поверхности F  в каждый момент времени х. 

Согласно формуле стационарной теплопроводности в плоско- 
параллельном слое среды, величина д/г (г) определяется:

д (т) =  %" .

Баланс тепла превращения среды и отвода тепла от фронта 
приводит к следуюп|,ему дифференциальному уравнению:

Q СрОпревр ^  ----- 1----- •

Разделяя переменные в обеих частях рагенства, имеем!

‘- 'р б п р е в р

Из начального условия т =  0,  ̂=  0 находим:

F {J t'pOnpeBp

Это приближенное решение отвечает такой же функции вре
мени ( ~ у  т), как и точное решение задачи (64,14). Постоянная 
при этом определяется формулой:

=  -------- ( б ф р - е , . ) * .  (64,15)Q p̂t'ixr —

превр

Точность приб-лиженного решения задачи о распространении 
фронта превращения в ограниченном диапазоне изменения вели-

чипы  ̂  ̂ J  оказывается вполне удовлетворительной.
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Для плоскопараллелыюго слоя среды толщиною s при сим
метричном отводе тепла по обе стороны слоя можно определить 
время превращения всей массы в этом слое. Для этого диффе
ренциальное уравнение приближенного решения (64,15) необхо
димо проинтегрировать от 5 =  0 до  ̂=  s/2:

2 Ч 2 у  Q Ср б̂цревр
Отсюда находим время полного превращения^среды в слое!

x =  (64,16)
оА. I фр —  1 F



■ Г л а в а  I X  =

ТЕМПЕРАТУРНЫЕ ВОЛНЫ

Во многих тепловых процессах происходит периодическое рас
пространение тепла с последовательным нагреванием и охлажде
нием тел. Длительность периода теплового воздействия на тело 
бывает весьма разлпчна. Например, в слое земли толщиною более 
0,5 м приходится наблюдать годовые колебания температуры. 
При отоплении зданий печами продолжительность периода дей
ствия источника отопления чаще всего равна одним суткам. Суточ- 
Н1.1Й период колебания телшературы отвечает также солнечному 
тепловому возде11Ствию на поверхностный слой земли и охлажде
нию этого слоя в ночное время. В поршневых двигателях внутрен
него сгорания период теплового воздействия процесса сгорания 
топлива весьма мал и в быстроходных двигателях доходит до 
1/50 сек.

В рассматриваемых ниже случаях предполагается, что нерпо- 
дический процесс теплового воздействия на тело повторяется 
неограниченно долгое время и в этом смысле имеет установивший
ся характер.

Если через 0/,’ { х ) =Тр  (т)— Тр обозначить отклонение в любой 
момент времени температуры па поверхности тела, которое под
вергается периодическому тепловому воздействию, от средней 
величины температуры Тр, а через — макси-* MdnL МаКи
мальное отклонение температуры на поверхности тела (рис. 91), то 
условие гармонического колебания телшературы на иоверхности 
тела представится формулой:

0F (т) =  0/.- cos ( ,   ̂ ‘  макс \  Z • у

где Z — продолжительность полного периода колебания темпе
ратуры, сек или час]

— =  w — угловая ^частота колебаний, рад1сек или радЫас.
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Если гармоническое колебапие температуры осуществляется 
также п в окружающей тело среде, то формула колебаний темпера-

Рис. 91. К определению колебания тем
ператур в условиях периодического 

теплового воздействия

туры среды относительно колебаний температуры на поверхности 
тела представится в следующем виде:

00 (Т ) =  c o s  (й)Т  +  Фо)>

где 0о(т)=7 ’о(т) — Го — разность температур окружающей среды
в любой момент времени и средней температуры окру
жающей среды за весь период ее колебания;

0д =  Тп — То — максимальная разность, или ампли-
м э и с  МЗНС

туда, колебания температуры окружающей среды; 
фо — величина в радианах, отвечающая начальной фазе коле

бания температуры на поверхности тела.
Оба уравнения служат граничными условиями для решения 

задач периодического теплового воздействия на тело.

§ 65. Температурные волны в полуограничепном 
массиве

Полуограниченный массив тела на своей плоской поверхности 
подвергается тепловому воздействию так, что температура на повер
хности тела совершает гармонические колебания. Требуется найти 
распределение температуры в массиве тела, в любой момент вре-
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мени, скорость распространения температурной волны и глубину 
ее проникания.

Представляя решение дифференциального уравнения тепло
проводности

д& 520■ =  а

(65,1)

5т дх̂

в виде произведения двух независимых функций

0(:с, т) =  0(а:).0(т), 

получаем два обыкновенных дифференциальных уравнения;
0' (т) +  82а0(т) =  О,
0"̂ (а:) +  6̂ 0 {х) =  0.

Решением первого уравнения служит функция

0 (т) =

Второе уравнение применительно к задаче температурных 
волн преобразуем, введя безразмерную переменную z =  izx 
с мнимым множителем i — Y  — 1- При этом получаем дифферен
циальное уравнение;

0" (Z) -  0 (Z) =  0.

Решением этого уравнения является сумма двух экспонен
циальных функций;

0(г) =  4е"^ +  5е-^
или

0 (z) =  Ле+'Е'Ч-

По условиям рассматриваемой задачи необходимо положить 
Л =  0, так как в противном случае температура с глубиной х 
неограниченно возрастает.

Если выбрать размерную величину е̂  =  - ^  —  (это можно
сделать, так как выбор величины е никакими условиями не ог
раничен), то решение первого дифференциального уравнения 
(65,1) запишется;

0 (т) =  е-*“ .̂ (65,2)

Как известно из алгебры комплексных чисел,

поэтому

Е =  ±  (1 +  г) ] / 2а
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в  результате тако)! замены решение второго дифференциаль
ного уравнения запишется:

0(х) (65,3)

Таким образом, приходим к решению исходного дифферен
циального уравнения в виде произведения двух эксноненциаль- 
ных функций, соответствуюш,их переменным х  п т:

О (ж, Т) =  “ .gifflT _  (65,4)

Пользуясь формулой Эйлера

=  cos 1 + j sing

и выбирая в (65,4) (нрименитсльно к условиям рассматриваемой 
задачи) знак минус, окончательно находим:

0(а:, r )= i^ e  ^ 2a'  ̂ ^os (̂ сот — i sin |̂ cof — ,

(65,5)

где В — произвольная постоянная, определяемая из граничных 
условий.

Возможны различные случаи граничных условий, когда коле
бания температуры возбуждаются па поверхности тела и в окру
жающей его среде.

Если задано ко.лебание температуры на поверхности тела, то 
в этом случае граничное условие представляется уравпенпем:

=  cos( ^ t)  . (65,6)

Отбрасывая в решеппи (65,5) функцию с мнимым множителем, 
как не удовлетворяюш,ую граничному условию при а:=0, и при
нимая в соответствии с граничным условием а также имея
в виду, что (О =  —  , получаем следующее уравнение температур
ного поля в полуограииченном теле:

е {X, X) =  со з (2 я  1  -  | / ^ ъ )  е ' ^  -  " .  (65,7)

Полученное уравнение имеет следующие особенности:
1) в любой момент времени распределение температур в масси

ве получается в виде волны, амплитуда которой уменьпгается 
(затухает) с глубиной (рис. 92). Уменьшение амплитуды темпера
турной волны с глубиной определяется зкспоненцпальным множп-
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телем е ' , который при х ^ о о  стремится к нулю (рис. 92);
2) в каждый последующий момент времени распределение тел1- 

ператур в массиве выражается новой волнистой кривой, которая 
оказывается сдвинутой в глубину массива но направлению х

Рис. 92. Телпературиые волны в полуограппчетюм массиве

(рис. 92). В результате такого смещения температурные волны 
можно рассматривать движущимися от места их возбуждения 
па поверхности в глубину массива тела.

Скорость распространения температурной волны находится 
путем деления длины волны на полный период колебания 
температуры. Длина волны в свою очередь находится из ра
венства аргумента косицуса нулю, отвечающего двум после
дующим амплитудам колебания температуры 0 (х, т) при т =  О 
и т =  г:

2 я - -  l / - ж  =  0. 
Z у a z

Для т =  0 а; =  0; для t  =  z
245



Следовательно, длина температурной волны и ее скорость 
распространения в массе тела определяются формулами:

^волн — 2 ynciZ ,

(65,8)

На рис. 92 показаны кривые распределения температур 
в полубесконечном массиве для отдельных моментов времени. 
Как видно, температурная волна, возбужденная на поверхности, 
сравнительно быстро затухает в глубине массива. Глубину 
заметного проникновения температурной волны можно вычис
лить, положив

‘= о з ( 2 я у - ] / £ а ; )  =  1,

т. е. взяв лишь максимальпое отклонение температуры. При 
этом из уравнения (65,7) находим функцию температурных
амплитуд в теле:

6р. 
макс

=  е . (65,9)

Положив условно ^  (затухание колебания темпе-и 1UU■'F  ̂ макс
ратуры до 1%), из уравнения (65,9) находим толщину слоя 
заметного проникания температурной волны в массу тела:

Z  =  In 100 =  2,6 . (65,10)

Это равенство показывает следующее:
1) толщина слоя заметного колебания температуры в массе 

тела будет тем больше, чем продолжительнее полный период коле
бания температуры на поверхности. Температурные волны' боль
шей частоты v = способны проникать в массу тела лишь на
небольшую глубину;

2) толщина слоя заметного колебания температуры в массе 
тела будет тем значительнее, чем больше коэффициент температу
ропроводности тела. Материал с малым коэффициентом темпера
туропроводности обладает значительным сопротивлением прохо
ждению температурных волн.

Пример. Определить глубину заметного проникания темпера
турной волны в сухой песчаный грунт от суточных п годичных 
колебаний температуры на его поверхности.

Р е ш е н и е .  Полный период суточного и годичного колебания 
температуры соответственно равен 2суткп =  24 час; 2год =  8760 час. 
Коэффициент температуропроводности сухого песчаного грунта
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а = 0 ,00273 M^hac. Предполагая колебания температуры просты
ми гармоническими, находим:

Хсутки =  2 ,6 /0 ,0 0 2 7 3 .2 4  =  0,665 м,

Хгод =  2,6-1/0,00273-8760 =  12,7 м.

Можно так же определить глубину в массиве грунта, на кото
рой «лето» на поверхности будет отвечать «зиме» в глубине или 
«жара» летнего дня — «холоду» ночи, т. е. глубину, на которую 
темнературная волна придет с опозданием на время, равное полу-
периоду колебания температуры т^=у-

Для этой цели необходимо полон<ить

2 , i - / i x  =  0,

откуда при T = z /2  х =  ]/^naz.
Например, для z год =8760 час x = 8 ,6 6 jt , 

для 2сутки = 2 4  час х=0 ,453  м.
Пример. Определить глубину заметного проникания темпера

турных волн в стенку цилиндра двигателя внутреннего сгорания 
при числе оборотов 3000 об1мин, предполагая, что температура 
внутренней поверхности стенки совершает простые гармонические 
колебания.

Р е ш е н и е .  Полный период колебания температуры для 
двухтактного двигателя составит

^ 3000-60
Для коэффициента температуропроводности чугунной стенки 

а = 0 ,0 4  м^Ыас находим:

^  =  2,6 ] /  3̂ 0.tio = 1 .2 2 -1 0 -«  л* =  1,22 мм.

Колебания температуры, возбуждаемые на внутренней поверх
ности стенки, затухают в тонком слое вблизи стенки.

Пользуясь уравнением распространения температурной волны 
в полубесконечном массиве (65,7), можно вычислить колеба
ния теплового потока и определить характеристику тепловой 
волны.

Для этой цели определим величину теплового потока на поверх
ности массива:

ж =0
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ае

Дифференцированием уравнения (65,7) находим:

дх ж = 0
— Of  л/ —  \ cos (  2 п — s i n f 2 n — =

■ ^м акс V  а г  \  z  J  \ . 2 У _

=  — 0F l / ^ s i n  — 2я — .
'  м а к с  У  a z  V. 4  z  у

Следовательно,

gF (Т) sin ( 5 - 2 я | )  . (65,11)

Максимальное значение удельного теплового потока полу

чается при sin — 2 n Y ^  =  i l i  что соответствует т = —
Таким образом, максимальный теилово!! ноток в массиве дости-

1 3гается через — 4--g z; . . . .  При этом амплитуда колебаний 
теплового потока получается:

др = ± в р  n l / - ^  =  0p. лЬ,/2, (65,12)^■^макс -^макс V nzj l  ^мако \ i )

где <̂2/2 =  — коэффициент теплоусвоения материала мас
сива за нолупериод колебания.температуры. 

Накопление или расход тепла в массиве за полупериод коле
бания температуры z/2 определяется интегралом:

2 / 2

<?2/2 =  \ 9f;(t)Wt =
О

г/2

Полученные формулы для тепловых потоков в массиве при 
периодическом тепловом воздействии получаются аналогичными 
с формулами (63,7), (63,9) для ненрерывного теплового воздей
ствия на массив за время, равное полупериоду z/2.

В рассмотренном случае периодического распространения теп
ла предполагалось, что температурные волны являются простыми 
гармоническими. Задачу можно решить и в тех случаях, когда 
температурные колебания будут сложными гармоническими. Для 
этого приходится пользоваться методом гармонического анализа, 
который позволяет представить любую периодическую кривую как 
сумму соответствующих косинусоид.
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§ 66. Температурные волны в плоской стенке 
ограниченной толщины

Имеется плоская стенка толщиною s, выполненная из одно
родного материала. По одну сторону стенка подвергается перио
дическому тепловому воздействию среды, температура которой 
совершает гармонические колебания. С другой стороны стенку 
окружает среда с неизменной во времени температурой. Требуется 
найти распределение температур в стенке.

Оказывается целесообразным решать эту задачу, применяя 
комплексные переменные величины.

Выбирая величину =  находим решение первого диф
ференциального уравнения (65,1):

0(т) =  е’ “ ^ (66,1)
Решение второго дифференциального уравнения (65,1) при 

8 ^ = —^  находится в виде:

0(ж) =  Л 8 1 1 ( ] / ^ - ж ) + 5 С ь ( | / ^ ж )  , (66,2)

где Sh ® ^  гиперболические функции
с мнимым аргументом.

Обозначая +  О приходим к следующему
решению дифференциального уравнения нестационарной тепло
проводности:

G (ж,т) =  0 (т)-0 {х) =  е’ “’’'  [А Sh (jxa:) +  5 C h  (fxa;)]. (66,3)
Граничное условие на поверхности стенки {F )̂ со стороны 

среды с колеблющейся температурой определяется уравнением:

ai[0o(T)-0p.,(T)]= ■ (66,4)

Для колебаний температуры в среде, в соответствии с решением
(66,3), принимаем формулу:

00 ('•') =
где Оомакс — амплитуда колебаний температуры среды.

При х =  0 из решения (66,3) следует:
Bj?! (т) =  5 е ’ “ ,̂

=  у1це’ “ ''.
дх  .-с= 0

В связи с этим уравнение граничного условия (66,4) при х =  0 
запишется:

“̂ еомакс =  5 - ^‘— (66, 5)
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(66,6)

Граничное условие на другой поверхности стенки {F2) со 
•стороны среды с неизменной температурой представляется урав
нением: ,

a 2 0 F jt )=

Из решения (66,3) при x =  s находим:
(т) =  е<“ 4 ^  Sh (Ц5) +  5  Ch ([XS)],

=  е*'"'' [ylij, Ch (jxs) +  B\i Sh (ц«)].ее
дх

в  соответствии с этим уравнение граничного условия (66,6) 
при X —- S  запишется:

А [  Sh (us) +  fx Gh (Ц5) ]  =  -  S  [  - ^  Ch ([Jis)+[x Sh (fis) ]  . (66,7)

Решая совместно уравнения граничных условий при х — 0 
и ж =  S и определяя произвольные постоянные Аж В,  приходим 
к следующему уравнению расиределения температур в стенке:

0 {х, т) =  0омаксе’ “  ̂X

^ - ^ S h  (И

X

Ch (\ix) —

Ch (|1 « )+ - ^  М- Sh (|i«) Sh (ЦК)
(66,8)

Распределение амплитуд колебаний температур в стенке 
находится согласно уравнению (66,8), положив е'“ '' =  1.

Амплитуда колебаний температуры на поверхности стенки (Fi) 
находится, положив в (66,8) х =  0 и е*“ '' =  1:

Sh (ц5) +  ц Ch (|л«) 
е.=о =  еомако— -----------. (66,9)

Для другой поверхности стенки (F2) при x =  s:

«1
Ox=s — Ofliiaitc 
мако

(66,10)

Пример. Вычислить затухание амплитуды суточных колебаний 
температуры наружного воздуха на внутренней поверхности 
кирпичной стены толш;иною 2V2 кирпича (640 мм) при следующих 
условиях:
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физические параметры кирпичной стены
X =  0,815 вт1М'град; с =  0,88 кдж1кг-град]

Q — 1700 кг1м ]̂ а =  —  =  0,545-10“® M^jcen .ес
Коэффициенты теплообмена на наружной поверхности стены 

щ =  П,Ъ втп1м г̂рад и на внутренней =  втп1м̂  град.
Р е ш е н и е .  Вычисляем угловую частоту колебаний темпера

туры наружного воздуха:

« = . ^  =  4 1  =  0,262 - ^ ;Z 24 * час ’

параметр ц =  (1 +  i) ■ ] / =  8,16 (1 +  i);

аргумент =  0,64-8,16 (1 i) =  5,23 (1 +  г). 
Гиперболические функции комплексных величин Sh (̂ xs) == 

=  Sh [5,23 (1 +  г)] и Ch (fis) =  Ch [5,23 (1 +  г')] можно получить 
из-Таблиц и вычислить непосредственно.

Пользуясь таблицами, находим:
Sh ( îs) =  46,212- Й 1 , 164;
Ch (txs) =  4 6 ,2 1 5 - i81,159.

В связи с тем, что для заданных условий
Sh ([xs) Ch (fxs),

формула для определения амплитуды колебаний температуры 
па внутренней поверхности стены (66,10) упрощается и переходит 
в следующую:

“ i0V \чакс
®Омако [i ^  ^  ^  Ch (u s)

Вычисляя модули комплексных чисел, находим: 

f x — ‘- =  8 , 1 6 . 2 1 , 4  + 8 , 1 6 - 2 1 , 4 t ;  

= 8 , 1 6 - 2 1 , 4 1 / 2  =  2 4 8 ;  

x̂ +  - ^  =  ( l  +  i)8,16 +  2 1 , 4  =  2 9 , 5 6  +  8 , 1 6 t ;

«1 =  1/29,562 +  8,162 =  30,8;

f x + - ? A  =  ( i  +  г) 8 , 1 6 +  10,7 =  18,86 + 8 , 16i;

02 =  1/18,862 +  8,162 =  20,5;

I Ch (txs) I =  V 46,212 +  81,162 =  93^4,
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По известной теореме «модуль произведения комплексных 
чисел равен произведению их модулей» получаем:

I Ch(ns)| =  30,8 .20,5-93 ,4  =  59000,

а по теореме «модуль частного от деления комплексных чисел 
равен частному от деления их модулей» окончательно находим:

” ~^макс __ 248 ____ ^
59000 “  238 *

Полученный результат показывает, что суточные колебания 
температуры наружного воздуха через кирпичную стенку не про
никают, и для температурных волн суточного периода такая 
стена может рассматриваться как бесконечно толстая.

Для более тонкой степы или для большего периода колеба
ния температуры температурная волна может заметно проникать 
через всю толщину стенки.

Решение задачи, полученное для стенки ограниченной тол- 
ш,ины, включает как частный случай п стенку неограниченной 
толщины. В этом случае в формуле (66,8) достаточно положить 
Sh ([is) =  Ch (|j,s) и отбросить все члены с

Результат решения для стенки неограниченной толщины 
получается в виде:

6 (z , =

Амплитуда колебаний температуры на поверхности толсто11 
стенки определяется формулой:

0 — „ . , о = в - « - о - “ т г -  ( “ - ‘ г )

Для условий рассмотренного выше прпм^а затухания темпе
ратурных волн стенку можно рассматривать неограниченнох! 
толщины. Уменьшение амплитуды колебаний температуры на 
поверхности стенки по сравнению с амплитудой колебания 
температуры среды находится но формуле (66,12):

е. ..
0,65.

®0,iai!c 1 - f  |j, А _  1 + 1 1 ,53
15

Амплитуда колебаний температуры на поверхности толстой 
стенки будет тем меньше, чем больше коэффициент теплопро
водности стенки (X) и чем меньше коэффициент теплоотдачи (а).
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§ 67. Температурные волны при двухстороннем тепловом 
воздействии па плоскую стенку

Если плоская стенка толщиною s, выполненная из однород
ного материала, подвергается синхронному периодическому теп
ловому воздействию окружающей среды с двух сторон, то для 
решения

6 (.х,т) =  6*“ '' [А Sh[(p,j ) +  В Ch (|ха:)]

необходимо применить условие в середине стенки, которое прп 
размещении начала координат в этом месте запишется:

90 {х,х)
дх 0.

ж = 0

Отсюда находится Л =  0.
На границе стенки при x =  sj2 имеем граничное условие:

a l0 F (x ) -0 o (T ) ]=
Так как

90

X - S / 2

дх =  Sh([is/2)X—s/2

Qp =  Ch(|is/2),

TO для определения произвольной постоянной имеем следующее 
уравнение:

а [В Ch (p-s/2) — Ооиакс] =  — Sh (fxs/2).

Отсюда находим:

^  — ,0Омакс 1 ■
Ch (|х /̂2) +  [х -^  Sh (|xs/2)

Таким образом, приходим к следующему решению задачи 
двухстороннего колебания температуры стенки;

0 (х ,т )  =  е - % „ , „ , ----------- ----------------------. (67,1)
C h(,u /2) +  ix~Sh(|i6v2)

Для амплитуды на поверхности стенки {x — s;2) имеем:

1- r H - ^ t h  (us/2)

Для амплитуды колебании в середине стенки (а: =  0) имеем: 

Этмакс — О̂.мако------------------- а------------- • (67,3)
Ch (|is/2) +  ц Sh ((is/2)
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Количество тепла, поступающего пли отведенного за полу- 
период колебания температуры для каждой поверхностп стенкп, 
находится интегрированием:

г/2 2/2

<?2/2= j  9 F (t )d T =  -  j
О о

dx.'
X — S/2

Найдя
ае
дх

п имея в виду, что
е!ит _  cos (сот)-j-г sin (сот), 

вычислением находим:

~1Г  ” 1  , , == K . koW  ~ 1 ---------------- , (.67,4)
H _  +  cth(nV2) Ц -  +  С111(ц®/2)

где 6j/2 =  | /  ^ ^ — коэффициент тенлоусвоения материала стен
ки за полупериод колебания температуры.

§ 68. Теплопроводность и теплопередача степ 
при распространепии температурных волн

Стационарная теплопроводность и теплопередача стен опре
деляется формулами § 42.

Колебания 'температуры среды, окружающей поверхность 
стенки, проникают в ее толщину и оказывают влияние на рас
пределение температур. Если пользоваться средней температу
рой среды T’ j или Ti, совершающей колебания температур с амп
литудой ±  или ± 6г„акс’ средняя удельная теплопередача 
стены находится но формуле:

q q = k { T , - T ^ ) ,

а распределение средних температур в стене — по уравнению:

где Oi, 02, А — средние коэффициенты теплоотдачи п коэффи
циент теплопередачи стены;

Г, и Гг — соответствующие неизменные температуры среды;
А. — коэффициент теплопроводности стены;
а: и  ̂=  S — а; — координаты в направлении нормали к стенке.
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Отклонение температуры от ее среднего значения в любой 
момент времени и в любом месте стены в(х,  г) нри темпера
турных колебаниях находится из уравнения (66,8).

Если затухающую волнистую температурную линию 0(а:) 
для любого момента времени построить (рис. 93) на прямой

Рис. 93. К определению теплопроводности и теплопе
редачи стен в условиях периодических колебаний тем

ператур: а) греющей среды; б) охлаждаемой среды

линии вычисленных средних температур в степе Т (х), отвечаю
щих средне!!^теплопередаче q, то можно получить действитель
ное распределение температур в стене в данный момент времени г

или

Т(х,  т ) = 7 ’ . - 9 ( - ^  +  у ) + е ( х ,  т) 

т) =  Гг +  9 ( - ^  +  | )  + 6 (1 .  т).

(68,1> 

(68,2>

Минимальная температура на поверхности стены, подвер
гаемой периодическому тепловому воздействию, находится:

ИЛИ

G2

(68,3>

(68,4)

где = или 0р =  о„„„„ — амплитуда колебания температуры
МаИС ® МапС
на поверхности стены, подвергаемой периодическому 
тепловому воздействию; определяется формулой (66,9).
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Общее понижение температуры на поверхности стены будет 
тем больше, чем больше теплопередача q и амплитуда колебания 
температуры 0х=о и чем меньше коэффициент теплоотдачи cti.

макс
Чрезмерное понижение температур на внутренней поверхно

сти стен жилых номеш;ений с периодическим отоплением вызывает 
неприятное ош;уп];ение «холода» стен. Кроме того, чрезмерное 
понижение температуры стен способствует повышенному выделе
нию влаги воздуха на стенах, и они сыреют. В связи с этими 
явлениями к стенам помеш,ений предъявляют особое требование — 
теплоусто11чивость.


