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П РЕД И С Л О В И Е

В последние десятиле^ля мы являем ся свидетелями исклю чительно быст
рого развития как  у нас в СССР, так  и за границей всех отраслей маш ино
строения. П редвоенная и военная обстановка ещё в большей степени активи
зировала во всём мире развитие маш иностроительной промыш ленности, 
поставив перед ней, кроме преж них задач, целый ряд новых, в громадном 
своём большинстве связанны х с вопросами войны и обороны. Задача полного 
разгрома фашизма ставит перед советским машиностроением больш ое коли 
чество новых проблем по освоению и созданию  различных видов машин, 
обеспечивающ их высокий уровень нашей военной техники.

Основные задачи, стоящ ие перед советским машиностроением, сводятся к 
необходимости дальнейш его повыш ения производительности и эффективности 
современных машин путём создания автоматически действующих, быстроход
ных, прочных и износоустойчивых машин с максимальным использованием 
качеств металла в их конструкциях.

Д ля  решения этих поставленны х задач целый ряд разделов науки  о ма
ш инах должен получить самое ш ирокое развитие. В максимально короткие 
сроки долж ны быть созданы  новые дисциплины, позволяю щ ие научно разре
ш ать общие и частные проблемы конструирования и расчёта машин. Н ако
нец, в технику должны быть внедрены и уж е разработанные научные методы 
и достиж ения передовой науки .

Дальнейш ий рост науки  о маш инах немыслим без развития теории меха
низмов и машин — дисциплины, являю щ ейся фундаментом всей этой науки . 
К сожалению , разработка вопросов этой теории ш ла и идёт ещё недо
пустимо медленно, отставая от запросов практш й! маш иностроения и маши- 
ноиспользования. Е сли  с этим приходилось мириться на рубеже X IX  и 
X X  столетий, когда русское машиностроение находилось в зачаточном состоя
нии, то в настоящ ее время, когда в СССР уже создана мощ ная маш инострои
тельная промыш ленность, освоены самые сложные машины н впереди стоят 
ещё более трудные и сложные задачи в этой области, отставание теории меха
низмов и машин от практики  является  недопустимым и долж но быть ликви 
дировано в кратчайш ий срок.

Вопрос об отставании теории механизмов и машин от задач практичес
кого маш иностроения неоднократно поднимался как  у лас, так  и за границей. 
Причины этого отставания надо искать, в первую очередь, в отсутствии до 
последнего времени правильного подхода к решению отдельных задач. Б о л ь 
шинство исследователей ставило и разреш ало отвлечённые вопросы, оторван
ные от запросов практики. Это уводило их внимание от реальны х механизмов 
и машин к некоторым условным схемам, представляю щ им собой чисто матема
тический, абстрактный интерес. Д алее исследователи, реш ая отдельные, 
частные задачи, не пытались создавать обобщающих теорий, позволяю щ их 
изучить целые виды и группы  механизмов. Громадной ценности опыт, н акоп
ленный практическим машиностроением, не использовался и не обрабатывался 
для  создания подлинной теории. Наконец, почти совершенно не использовались 
опыт и знания передовых людей техники: конструкторов, рабочих, стаханов
цев, новаторов производства н т. д.

Перелом в этом вопросе в сторону приближ ения теории механизмов и м а
шин к  задачам практики и как  следствие ц» созданию  действительной пауки 
о механизмах и маш инах наступил только в последние годы, и мы о гор
достью можем констатировать, что советской ш коле в создании науки  о ме
ханизм ах и машинах принадлеж ит почётное место.
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В оспитанная на традициях  выдаю щихся русских учёных — Чебышева. 
Сомова, Ж уковского, А ссура и д р ., советская ш кола смело начинает прокла
ды вать новые пути в науке о механизмах. Советские работы по классиф ика
ции механивмов, по методам кинематического и динамического их ан али за , 
по теории пространственных механизмов и т. д. являю тся ведущими и в ми
ровой науке. Но несмотря на несомненные достижения советской н ауки  о 
м еханизмах до сих п о р  она ещё не явл яется  руководящ ей для  практики  ма
ш иностроения, особенно в тех областях, развитие которых более всего необ
ходимо современному машиностроению.

К числу таких  областей, наименее разработанны х в теории механизмов 
и машин, относится раздел, посвящ ённый теории создания новых механизмов 
и машин, или так  называемый раздел синтеза механизмов и машин. Задачи  
современного автоматостроения, задачи точного приборостроения, наконец, 
задачи  построения артиллерийских устройств и т. д. не могут быть рацио
н ал ьн о  разработаны  без использования современных научных методов син
теза механизмов. Вот почему этому вопросу должно быть уделено особое вни
мание, с тем, чтобы в ближайш ие годы теория синтеза механизмов стала 
руководящ им началом д л я  ш ироких кругов инженерных работников при п р о 
ектировании новых машин.

Ш ирокое использование современных методов синтеза механизмов п рак 
тическими работниками маш иностроения в значительной мере ватрудряется 
отсутствием в технической литературе работ, излагаю щ их в комплексном виде 
наиболее рациональны е методы синтеза. Отдельные же работы по вопросам 
синтеза рассеяны  по громадному количеству ж урналов, периодических изда
ний, трудов и т . п ., являю щ ихся часто библиографической редкостью и, сл е
довательно, трудно доступных для  ш ироких кругов технических работников. 
У казанное обстоятельство побудило авторов настоящ ей монографии цо ини
циативе Отдела теории машин и механизмов И нститута машиноведения 
Академии н аук  СССР приступить к  составлению  сводной монографии по тео
рии синтеза механизмов, имея своей целью не только обобщение ранее полу
ченных материалов, но и разработку ряда новых современных вопросов син
теза, имеющих значение в задачах  конструирования машин.

Необходимость вы пуска такой монографии диктовалась такж е и требова
ниями разработки  дальнейш ей идейной направленности в задачах синтеза, а 
следовательно, и необходимостью подведения итогов тому, что было в дан
ной области науки  о маш инах разработано.

Н астоящ ая монография охваты вает вопросы синтеза плоских механизмов 
с высшими и низшими парами. Вследствие специфичности задач синтеза зуб
чаты х механизмов с эвольвентнЫм профилем зубьев этот раздел в монографии 
не излагается, тем более, что эти задачи прекрасно изложены в целом ряде 
работ, появивш ихся за последнее время.

Авторы в дальнейшем предполагаю т подготовить к изданию следующий 
выпуск, посвящ ённый задачам синтеза: пространственных механизмов, неко
торых механизмов, применяю щ ихся в счётно-реш ающих маш инах, и методам 
приближ ённого синтеза по Чебышеву.

Предисловие, введение и главы  I —V написаны  И. И. Артоболевским, 
главы  V I— IX  — В. В . Добровольским , главы  X — X I I I — 3 . Ш. Блохом. 
Список литературы  по синтезу механизмов, помещённый в конце книги, со 
ставлен И. И. Артоболевским. М онография составлена иод общей редакцией 
И . И . Артоболевского.

М о с к в а ,  31 м а я  1 9 4 2  г.
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ВВЕДЕНИЕ.

О с н о в ы  синтеза механизмов, т. е. теории создания новых механизмов 
были залож ены учёными, работавш ими ещё до начала нашей эры. Д остаточ
н о  указать  на автоматически действующие механизмы, которые строили, 
К тезпбпй и Герои А лександрийский. П озже вопросы синтеза механизмов 
интересовали целый ряд  учёных и инженеров, которые чисто эмпирическим 
путём создавали  замечательны е автоматы, представлявш ие собой сложнейш ие 
механизмы. Т ак , например, в X V III  в. знаменитый ш вейцарский часовщ ик 
Пьер Д ро и его сын Лнри Дро создаю т своих замечательны х «механических 
людей», которые даж е в настоящ ее время могут вызвать восхищение остроум
ной конструкцией использованны х в них механизмов.

Несмотря па то, что построение подобных механизмов представляло собой 
несомненное разреш ение некоторых частных задач синтеза, всё же надо отме
тить, что разреш ение шло чисто эмпирическим путём, ощупью; на помощь 
приходила богатая интуиция авторов механизмов. О тсутствие какого-либо 
научного метода не п озволяло распространить разработанны е приёмы среди 
ш ироких кругов техников и инженеров. Поэтому такие «механические люди» 
были только  уникальны ми механическими игруш ками.

Н ачалом создания настоящ ей теории синтеза надо считать конец X V III  и 
начало X IX  в. Изобретение паровой м аш ину поставило вопрос о п о зд ан и и  
механизмов, трансформирую щ их прямолннейно-иоступа- 
тельное движение во вращ ательное, или наоборот. По
пы тка создания схем механизмов, воспроизводящ их п р я 
молинейно-поступательное движение, привела к разр а 
ботке вопросов теории так  называемых направляю щ их 
механизмов, т. е. ш арнирно-рычаж ных механизмов, отдель
ные точки которых двигаю тся точно или приближённо 
прямолинейно. С целью  превращ ения прямолинейного 
поступательного движ ения во вращ ательное уж е У атт 
предлагает приближ ённо-направляю щ ий механизм, схема 
которого представлена на фиг. 1 . Точка К  звена ВС  
двигается по некоторой траектории, весьма близкой к 
прямой аа. Б лагодаря  этому У атт смог присоединить 
шток К Е  к точке К  и получить механизм, трансформи
рующий прямолинейно-поступательное движение порш ня 
в качательное движение рычагов А В  и CD.

Интерес к направляю щ им механизмам не ослабевает 
в течение всей второй половины X IX  в. Н ачиная с 1854 г., 
знаменитый русский математик II. Л . Чебышев публи
кует целый ряд замечательны х работ, посвящ ённых тео
рии направляю щ их механизмов. В этих работах не только 
предлагается и рассматривается ряд новых приближ ён
но-направляю щ их механизмов, по излагается стройная 
математическая теория их синтеза, основанная на применении специально 
разработанной автором теории полиномов, наименее уклоняю щ ихся от н уля .

П опутно Чебышев решает целый ряд важнейш их для  синтеза механизмов 
задач, из которых следует отметить: доказательство сущ ествования трёх ш ар
нирных четы рёхзвенников, описывающих одну и ту  же ш атунную  кривую  (те
орема Робертса), обоснование структурны х формул плоских механизмов и т. д.

В 1864 г. Поселье (P eaucellie r) предлагает точный направляю щ ий м еха
низм, основанный на использовании принципа инвертирования кривы х. Н е
зависимо от Поселье теорию механизма аналогичного типа разрабаты вает 
русский учёный Л ипкин (1871 г.). Новый вид направляю щ его механизма

I

а ! 
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предлагается в 3874 г. Гартом (I la rt) . В том ж е 1874 году п оявляется ряд 
других работ, посвящённых теории отого вопроса.

И сследования в области направляю щ их механизмов не ограничивались 
разреш ением частной задачи воспроизведения прямолинейного движ ения точ
ками ш арнирны х механизмов; одновременно разрабаты ваю тся геометрические 
и аналитические методы синтеза механизмов по заданным формам движения.

Во второй половине X IX  в. много внимания уделяется проблеме синтеза 
механизмов для  черчения кривых. В 1869 г. выходит работа Робертса (R oberts),

шение задач синтеза механизмов по заданным формам их движ ения, т. е. под
водило базу под современные методы синтеза механизмов. Вот почему, когда в20-х 
годах нашего столетия так  остро встал вопрос о необходимости разработки 
синтеза механизмов, исследователи обратились к  работам Чебыш ева, Роберт
са, Кемпе и др. и обрели в них мощное средство дл я  построения современной 
теории синтеза. Новую струю в теорию синтеза механизмов вносят работы 
Бурместера (B urm esler), появивш иеся в конце 80-х годов прошлого столетия. 
В своих работах Бурмесгер ставит вопрос о методах проектирования м еха
низмов, отдельные звенья которых занимают ряд  заданных положений. Бур- 
местер показывает, что для шарнирного четы рёхзвенника в общем случае зада
ча может быть решена для четырёх заданных положений плоскости ш атуна. 
Идея Бурместера состоит в том, что он отыскивает такие точки движ у
щейся шатунной плоскости, ряд положений которой лежит на окруж но
сти какого-либо радиуса. Им были найдены методы построения соответ
ствующих геометрических мест, точки которых удовлетворяю т вы ш еуказан
ному условию . Эти точки и кривые получили название точек и кривых 
Бурместера.

Идеи Бурместера были значительно развиты  целым рядом учёных, и з ко
торых, в первую  очередь, надо отметить: А льта (A lt), Б ейера (Веуег), К рауса  
(K raus) и др. У  нас отими вопросами заним ались А. П. К отельников, Г. Г. Б а 
ранов, Н. Г. Бруевич, В. В. Добровольский, С. Л. Чекурдинов и др. Н ап ра
вление в синтезе механизмов, основоположником которого является Бур- 
местер, можно н азвать геометрическим, так  как  в основе его леж ит исполь
зование ап парата элементарной и высшей геометрии.

В конце X IX  н. работами Д арбу было положено начало развитию  
аналитических методов синтеза с применением аппарата комплексного пере
менного. Аналитические методы синтеза у нас н СССР разрабаты вались 
С. Л. Герш горпнцм, .'I. Г. ,'1опцнноким, Л. П. Л урье и 3 . III. Блохом.

в которой рассматриваю тся во
просы механического черчения 
п лоских кривых высших по
рядков с помощью ш арнирных 
механизмов. Н есколько повд- 
пее появляю тся работы Силь
вестра (Sylvester), Кемпе (Кеш - 
ре), Мангейма (M annheipi), 
Г ринхилла (G reenhill), К ейлея  
(Keley) и др ., посвящённые 
черчению с помощью ш арнир
ных механизмов различных 
алгебраических кривых, кони
ческих сечений и т. д. Одно
временно с этим Мюллер (Miil- 
ler), Д арбу (D arboux) и др. 
изучаю т свойства так  назы ва
емых ш атунны х кривых, т. е. 
кривых, которые описываю тся 
точками ш атунов ш арнирны х 
механизмов (примеры ш атун
ных кривых см. на фиг. 2 ).

Фшч 2.

Реш ение некоторых задач 
в области черчения прямых 
или различны х кривы х с по
мощью ш арнирных механиз
мов означало по сути дела ре-
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В конце X IX  в. начинаю т развиваться методы структурного синтеза.
В 1887 г. п о я в л я е т с я  работа Сомова, в которой он рассматривает вопрос о 
связи  между степенями свободы механизма и числом его звеньев и кинемати
ческих пар" различных видов. Ещ ё ранее на эту связь  указы вал  Чебышев 
в одной из своих работ, посвящ ённы х теории направляю щ их механизмов.
3  1914__1917 гг. Л . В. Лссуром было написано замечательное сочинение по
структуре и клиссиф икации механизмов. Можно считать, что работами А ссура 
положено начало советской ш коле теории механизмов.

Наконец, следует упом януть и об экспериментальном методе синтеза 
м е х а н и з м о в ,  основа которого была залож ена в работах Рело (R euleaux). При 
п р и м е н е н и и  экспериментального метода широко использую тся модели м еха
н и з м о в ,  шаблоны отдельных звеньев, экспериментально построенные траекто
рии точек звеньев и т. д.

В каком состоянии находится синтез механизмов у нас и за границей в 
настоящ ее время?

В области геометрических методов синтеза в последние годы Альтом ре
шён ряд частных задач синтеза шарнирного четырёхзвенника но четырём 
полож ениям его звеньев. Бейером решены некоторые простейшие задачи про
ектирования четырёхзвенного пространственного механизма такж е по полож е
ниям его звеньев. У  нас в СССР С. А. Чекурдиновым рассмотрен вопрос
о геометрических местах типа Бурместера-А льта при заданном размере криво
ш ипа четы рёхзвенника. В. В. Д обровольский применил теорию Бурместера 
для  проектирования сферических механизмов.

В области синтеза механизмов с высшими парами II. И. М ерцаловым 
разработана теория проектирования зубчатых пространственных передач, зуб
цы которых построены по развёртывающ имся и неразвёртываю щ имся поверх
ностям. И. И. Артоболевский развил геометрический метод синтеза плоских 
механизмов с высшими парами для любого заданного движ ения ведущего и 
ведомого звеньев механизма. Он указал  точные методы решения этой задачи 
с помощью центроид или взаимноогибаемых кривых, т. е. с помощью катаю 
щ ихся без скольж ения н со скольжением друг по другу кривых. Им же 
предложено приближённое решение данной задачи с помощью промежуточных 
шарнирных цепей. Целым рядом других авторов были разработаны  методы 
проектирования различны х частных случаев так  называемых кулачковы х и 
зубчаты х механизмов. *

А налитический метод синтеза механизмов за границей разрабаты вается 
сравнительно мало. У  нас этому вопросу уделяется гораздо больше внимания. 
А налитический метод с использованием комплексного переменного подробно 
изложен в работах 3. Ш. Б лоха. Им аналитически решены все основные задачи 
Бурместера, а такж е ряд  других задач, из числа которых надо отметить з а 
дачу о проектировании четырёхзвенного механизма но экстремальным значениям 
скоростей. В последнее время 3 . Ш. Блцх применил метод Чебыш ева д^я  
решения ряда задач синтеза кривош ипно-ш атунных и кулисных механизмов.

Очень плодотворным аналитический метод оказался  в решении задач син
теза машин и механизмов для  автоматического выполнения различных мате
матических операций. Здесь заданная аналитическая зависимость между 
движениями звеньев машины осущ ествляется рядом последовательно или 
параллельно  соединённых механизмов, каждый из которых представляет со
бой простейший механизм, выполняющий какую -либо элементарную математи
ческую операцию. Кинематические схемы таких простейших механизмов хо
рошо разработаны . Т ак, имеются механизмы для  слож ения скалярны х и век
торных величин, умножения скалярны х величин, возведения чисел в любую 
степень, определения тригонометрических функций, логарифмирования и т. д.

Сочетанием таких  простейших механизмов можно создавать машины, 
выполняющие самые сложные математические операции, как, например, м а
шины для  реш ения дифференциальных уравнений, машины для  реш ения 
системы линейных уравнений, машины и механизмы для  черчения плоских 
и пространственных кривых самых высоких порядков и т. д. Основание этого 
метода положено работами Кемпе. С ильвестра и др., заним авш ихся вопросами 
механического черчения кривых. V нас этот метод развивали  Делоне (1894 г.), 
Власов (1907 г.) и Гершгорин (192(> г.), создавший .механизм для построения 
некоторых функций комплексного переменного, длп черчения профилей сам о
лётных крыльев типа Мизеса и длн интегрирования уравнений Л апласа.
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А налитические методы построения механизмов для выполнения математи
ческих операций успешно разрабаты вались в последние годы II. Г. Бруевичем, 
применившим эти методы к построению сложных машин для черчения кривых.

Машины для механического реш ения сложнейш их математических задач 
могут играть очень важную  роль в технике вычислительных работ. 
Реш ение’ некоторых уравнений, имеющих большое значение для  машинострое
н ия, авиации, строительного дела и т. д., требует иногда месяцев кропотли
вой работы; между тем с помощью ук азан н ы х ' машин эти уравнения могут 
быть решены в несколько минут. Точность получаемых решений в некоторых 
сл учаях  значительно превыш ает точность, достигнутую современней пемоха- 
низированной вычислительной техникой.

Значение вопроса синтеза счетно-решающих механизмов далеко выходит 
за рамки реш ения чисто математических вычислительных задач. Больш инство 
современных устройств по управлению  артиллерийским огнём представляет 
собой комбинацию механизмов для  выполнения математических операций. 
Этим, в первую  очередь, объясняется тот громадный интерес, который про
является  к синтезу этих механизмов за  границей и у нас в последние годы.

Эмпирическому методу синтеза в настоящ ее время такж е уделяется боль
шое внимание. В работах P ay  (R auh), Я ра (Jalir), К нехтеля (K nechtel), Грод- 
8ИНСКОГО (G rodzinsky) и др. содержится большое количество схем механизмов 
и методов получения новых чисто эмпирическим путём — опытным подбором 
размеров звеньев, последовательной остановкой звеньев, отысканием п р и  по
мощи проб таких  участков траектории, которые могут быть использованы 
для  различных технических целей и т. д. Д л я  облегчения выбора и подбора 
необходимых схем в течение последних лет выпускается целый ряд справоч
ных материалов. Оформленные в виде справочников, справочны х листов и т. д. 
со схемами механизмов и с краткими их характеристикам и, эти материалы по
лучили ш ирокое распространение среди конструкторов и инженеров.

Задачи  увеличения быстроходности механизмов поставили совершенно 
по-новому вопросы их синтеза; в первую очередь встал вопрос о синтезе так  
называемых «реальных» механизмов. При решении задачи синтеза механизмов 
до последнего времени конструкторы  очень часто отвлекались от целого ряда 
факторов, влияю щ их на воспроизводимый закон движения звеньев механизма. 
В частности, не учиты валось влияние упругости звеньев, зазоров в кинемати
ческих парах , сил трения и т. д., и в  результате п олучался как  бы неко
торый «идеальный» механизм. -

Д ействительная форма движ ения звеньев, полученная после постройки 
механизма, будет всегда отличаться от той формы, которая была запроекти
рована. В тихоходных маш инах разница между формами движ ения «идеаль
ных» и «реальны х» механизмов была настолько практически незначительной, 
что вопрос о методах синтеза реальны х механизмов почти не вставал. В на
стоящее время в связи  с повышением быстроходности машин вопрос о р аз 
работке методов синтеза реальны х 'механизмов является особенно актуальным.

* Методы синтеза реальны х механизмов должны вытекать в первую очередь 
из изучения теории точности их действия. Эта теория заклю чается в разработке 
методов оценки погрешностей в перемещениях ведомых звеньев механизма 
при заданных законах ведущих звеньев и разработке методов уменьшения 
этих погрешностей путём рационального синтеза отдельных кинематических 
п ар . Вопросы точности действия механизмов и задачи их синтеза с учётом 
всех погрешностей в движении отдельных звеньев имеют исклю чительно в аж 
ное значение при проектировании машин и приборов, требующих особо боль
шой точности действия (автоматы, приборы и устройства для управления 
артиллерийским огнём и т. д.).

Синтезом механизмов с учётом точности их действия вплотную начали 
заниматься только в последнее время. Некоторые графические и эксперимен
тальны е методы оценки точности действия механизмов были разработаны  
А. П. Ивановым. Вопросы точности действия зубчатых механизмов были р а з 
работаны Н. А. Калаш никовы м и другими исследователями, но все эти работы 
носят в значительной степени частный или предварительный характер . П о
дробное исследование этого вопроса было проведено в 1940 и 1941 гг.
Н . Г. Бруевичем, давшим классификацию  возможных сшибок в механизмах. 
Он разработал такж е оригинальную  методику определения погрешностей 
с помохцью планов малых перемещений (планов скоростей) и произвёл подроб
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Фиг. 3.

ный аналитический ан али з погрешностей в различных шарнирных, к у л ач к о 
вых и зубчатых передачах. Работа Бруевича явл яется  первым глубоким 
исследованием в области теории точности действия механизмов.

Задачи  синтеза реальны х механизмов требуют такж е дальнейшей р а зр а 
ботки методов так  называемого ■динамического синтеза м ехаш ^чов . Последний 
заклю чается в проектировании механизмов с боль
шими коэффициентами полезного действия, в кото
ры х д в и ж е н и е  этих механизмов было бы возмож
ным при наличии трения в кинематических парах .
Эти условия могут быть сведены к проектирова
нию механизмов с заданными минимальными у г л а 
ми д а в л е н и я .  В качестве примера рассмотрим к у 
лачковый механизм (фиг. 3). ч

П усть кулачок 1 является ведущим. Тогда сила 
Р ,  действующая на точку Г ведомого звена 2, бу
дет направлена по нормали N N  к профилю ку 
лачка в точке С. Разлож ив  силу Р  по направлению  
оси звена 2 и перпендикулярно к нему, мы видим, 
что составляю щ ая V  производит р'аботу подъёма 
звена 3, а составляю щ ая I I  вызывает боковые дав
ления в направляю щ их В В .  Нетрудно видеть, что 
величина составляющей V  тем больше, чем больше 
угол т между абсолютной н относительной скоро
стям и точки С ведомого звена. Наивыгоднейшие ус
ловия работы механизма будут иметь место при , 
угле f , равном 90°. Угол 7 носит название угла 
давления. При малых значениях ■; силы Н  могут 
вызвать значительное трение в направляю щ их, в результате которого звено 2 
может в них заклиниться, и механизм не будет приведён в движение. Д л я  
обеспечения нормальной работы механизма необходимо, чтобы угол у не был 
меньше некоторого значения уш;п, зависящ его от конструкции направляю щ их 
и коэффициентов трения в них.

Задача динамического синтеза механизмов в значительной степени сво
дится к  проектированию  механизмов, обеспечиваю щ их для  y rjia  давления 
указанны е выше условия. ’

Вопросам динамического синтеза как  у нас, так  и за границей в н астоя
щее время уделяю т особо большое внимание. Здесь необходимо указать  па 
работы Ф урмана (F urm an), Л льта, Ф локке (Flocke), Б ейера. В СССР этими 
вопросами: заним ались Н . Г. Бруевич, В. В. Д обровольский, И. И. Артобо
левский и В . А. Юдин.

Помимо надлежащ его подбора углов давления для  динамического синтеза 
механизмов громадное значение имеют вопросы выбора типа механизма, 
устойчивого в отношении заданного динамического режима его работы. В 
частности, в быстроходных механизмах весьма важ ную  роль играют дина- 
лшчоские давления в кинематических парах, возникающ ие при движении 
звеньев механизма с большими ускорениями. Н аличие больш их динамических 
давлений вызывает быстрый износ соприкасаю щ ихся элементов пар, соударе
ние звеньев механизма и т. д. Различные способы соединения звеньев в кине
матические пары могут быть в большей или меньшей степени устойчивы 
в отношении всех перечисленных явлений. Т ак, например, в кулачковом 
механизме (фиг. 3} кулачок  1 имеет соприкосновение со звеном 2 в точке или 
по линии (высшая кинематическая пара). Очевидно, что удельные давления 
при таком соприкосновении звеньев будут весьма значительными и могут 
вы звать быстрый износ деталей. Кроме того, возможности соударения звеньев 
в кулачковы х механизмах будут весьма большими. Поэтому в быстроходных 
механизмах более устойчивыми в динамическом отношении должны явиться 
те конструкции, в которых соприкосновения элементов кинематических пар 
происходят по поверхностям (низшие кинематические пары). Такими кине
матическими нарами будут вращ ательная (ш арнирная) и поступательная 
(призматическая) пары. "

Стремление к созданию механизма со схемами, устойчивыми в динами
ческое отношении, привело к тому, что в настоящ ее время, различные задачи 
синтеза механизмов быстроходных машин часто решаются проектированием не
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Кулачковых, а ш арипрпо-рмчпжных .механизмов. Переход от кулачковы х к Шар
нирным механизмам имеет место п самых различных машинах (упаковочные 
автоматы, автоматические устройства д.чп стрельбы и т. д.). Этот переход 
связан  с очень большими трудностями, таи как задачи синтеза кулачковы х 
механизмов достаточно хорошо разработаны , и можно считать, что огот тин 
механизма д о п ж к ает  воспроизведение точного движения любой степени слож 
ности. Наоборот, задачи синтеза шарнирных механизмов ещё сравнительно мало 
разработаны . К ак  указы валось выше, установлены только некоторые геометри
ческие методы синтеза приближ ённо направляю щ их механизмов. Д алее, найде
ны методы построения ш арнирных механизмов по нескольким заданным поло
жениям звеньев и т. д. Но общ ая задача синтеза ш арнирных механизмов, вос
производящ их движения любой сложности, ещё находится в стадии разработки.

Поэтому усилия специалистов по теории механизмов должны быть н ап рав 
лены на разработку теории синтеза шарнирных механизмов, в первую очередь, 
таких , которые могли бы с успехом заменить существующие кулачковы е. В 
частности, важной задачей синтеза ш арнирных механизмов, заменяющих 
соответствующие кулачковы е, является задача синтеза этих механизмов с оста
новками на некоторых участках траектории их движ ения. К улачковы е меха
низмы с остановками построить нетрудно. Д ля этого необходимо только, 
чтобы участок профиля кулачка, соответствующий периоду остановки стерж ня, 
был очерчен но дуге круга, центром которого является  центр вращ ения к у 
лачка. При решении тон же задачи для ш арнирных механизмов приходится

отыскивать точки звеньев, участки ш а
тунных кривых которых являю тся ду
гами окружностей или участками пря-

0 мых.
Пример такого механизма показан 

на фиг. 4. Точка Е  ш атуна шарнирного 
четырёхзвенника A B C D  описывает ш а
тунную  кривую  яя, участок ab которой 
представляет собой приближённо дугу 

Фиг. I. круга с центром F .  Тогда, если при
соединить л ш атуну В С  звено F E  и 

к последнему звено G F,  то очевидно, что звено G F  будет двигаться не не
прерывно, а с остановками в те . промежутки времени, когда точна Е  будет 
проходить по участку аЬ своей траектории. Таким образом, этим шарнирным 
механизмом осущ ествляется качательнос движение звена О !<' с остановками.

Д ля  отыскании таких участков в шатунных кривых и разработки теории 
синтеза подобных механизмов могут быть с успехом использованы упом яну
тые ранее работы Чебышева, Сильвестра, Кемне и др. Сюда же примыкает 
и задача осущ ествления ш арнирных механизмов, заменяющих кулачковые 
механизмы прерывистого и реверсивного движения (мальтийские, звездчатые, 
мангельпые механизмы и др.).

Весьма важной в синтезе шарнирных механизмов является  задача при
ближённого воспроизведения заданного движения. В целом ряде случаев для 
решения той пли пноп практической задачи достаточно ограничиться не точ
ным, а приближённым осуществлением заданного движения. Эта задача в сл у 
чае движ ения по прямой, окружности или эллипсу может быть решена с 
помощью методов, разработанны х Чебышевым, Леоте и др. В общем случа< 
для решении задачи можно воспользоваться и эмпирическим методом построе
ния ш атунных кривых, разработанным Р ау .

В настоящ ее время наиболее актуальными задачами синтеза механизмов 
и машин являю тся* 1) синтез машин-автоматов в целом; 2 ) синтез механиз
мов с электрическими, гидравлическими и другими видами связей ; 3) синтез 
реальны х механизмов; 4) создание комплексных типов автоматов с исполь
зованием механизмов как  с механическими, так  н другими видами связей.

Д ля  разреш ения этих задач необходима дальнейш ая разработка: а) гео
метрических, аналитических и эмпирических методов проектирования отдель
ных типов механизмов; Ь) теории синтеза машин-автоматов; с) методов динами
ческого синтеза механизмов.
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Ч А С Т Ь Й Е Р I? Л Я .

СИНТЕЗ ПЛОСКИХ М Е Х А Н И ЗМ О В  С ВЫ СШ ИМ И П А РА М И .

I . Г Е О М Е Т РИ Ч Е С К И Е  М Е Т О Д Ы  СИ Н ТЕЗА .

§ 1. В оепроивведение дви ж ен ия методом цептроид.

П р о с т ы е  высшие кинематические пары, входящ ие в состав плоских механиз
мов могут быть IV  или V классов. В кинематических п арах  IV  класса элементы 
п ар ’ перекаты ваю тся друг по другу со скольжением. В кинематических парах
V класса элементы пар перекаты ваю тся друг по другу без скольж ения. П о
этому с  точки зрения кинематики плоского движения элементы пар V класса 
будут представлять собой цент
роиды в относительном движ е
нии, а элементы пар IV  класса — 
взаимноогибаемые кривые. Тогда 
общ ая задача о синтезе плоских 
механизмов с высшими парами 
может быть всегда разделена на 
две самостоятельные задачи . П ер-л 
вая — задача о проектировании 
элементов высшей пары, пред
ставляю щ их собой центроиды, и 
вторая — задача о проектировании 
элементов высшей пары, пред
ставляю щ их собой ввзаимноогиба- 
емые кривые.

В данном параграф е рассмо
трим в общем виде первую  зада
чу. П усть требуется определить 
профили центроид, образую щ их 
выбшую кинематическую  пару, 
если заданы  законы  движ ения её 
элементов, т. е. если дл я  каж до
го момента времени известны по
ложения и скорости звеньев выс
шей пары. Тогда задача сводится 
к  рассмотрению относительного 
движ ения элементов высшей пары 
и нахождению общими методами 
центроид в относительном дви
ж ении. Профили этих центроид 
и образую т элементы искомой 
высшей пары.

Реш ение задачи ведётся сле
дующим образом !). П усть дви
жение звена первой пары з а 
дано скольжением отрезка (А В )
(фиг. 5) своими концами по неподвижным кривым чч и pj5, причём заданное 
перемещение точки А  есть некоторая ф ункция от времени, т. е. S A —  J(t). 
Тогда для  каж дого полож ения отрезка (А В ) (A XB X, А<,В«, А%В3, . . . )  находим

Фиг.

соответствующ ие мгновенные центры вращ ения P v  Р 2, Р я. . .  
местом этих центров будет неподвиж ная центроида C'n(j'n .

Геометрическим 
Модули мгно-

А р т о б о л е в с к и й  И. И . 
сква, 1939.

Синтез механизмов, изд. АН СССР, Мо-
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йеннЫх лгловых скоростей 1>тро1ч:.ч : А1> ) ‘•«нрелсмятсп ‘ им уравнений;

. , '.4) - "
Г’ -1

где v Ai, V£t , . . .  суть модули скоростей точки (.4) в её различны х положе
ниях, определяемые из зад ан н ого 'уравн ен и я  S A = . / ( ( ) ,  a Р 2А „ — р ас
стояния точек А ъ Ап до соответствующ их мгновенных центров вращ е
ния P t , Р 2. Заданием  неподвижной центроиды и мгновенных угловы х скоро
стей вполне определяется закон движении звена 1 высшей пары.

П усть далее движение сопряж ённого нвепа 2 высшей пары задано сколь
жением отрезка {DE) своими концами но неподвижным кривым Я  и е*,

' причём ладанное перемещение точки
(D) такж е есть ф ункция от времени, 
т. е. S f) --- 'b ( t) .  Неподвижной центрои- 
дой этого звена будет кривая СаС в , 
П усть точки Р '[ .Р 2, Р 3 , . . .  этой цен
троиды соответствуют во времени 
точкам Р \.  Р'2, P'v  . . .  центроиды С ’ЯС'В 
звена 1. Модули мгновенных угловых 
скоростей соответственно равны;

v Dt

P'[D]
. VJ),
P  .O.. '

Находим далее бицентронду, т. е. 
геометрическое место мгновенных цент
ров вращ ения в относительном дви
жении звеньев высшей пары, п ри 
надлежащ ее неподвижной плоскости. 
П усть эго будет кривая С ВС }-.  Точ
ки P j ,  Р®, Рд, . . .  кривой OjX 'j- будут 

мгновенными центрами вращ ения в относительном движении звеньев нары. 
П олож ения этих точек определятся из условий:

р , р ; р .,р :1 

р У п, '

P'iP'l — P ' t f  +  PlP", р ],р 1 ~ р '„р г1 ~ - р '.1К. ...

Бпцентроида С Б С Е представляет собой линию зацепления центроид в от
носительном движении, образую щ их искомые сопряж ённые профили высшей 
нары. Нахождение этих профилей сводится к определению  па звеньях  (^47?) 
и (DE) точек, последовательно приходящ их и соприкосновение н точ 
ках  P j ,  Ро, Р'-|, . . .  Д л я  этого строим обычными методами подвижные цент
роиды С ц и С" (фиг. С). Н а отнх центроидах отмечаем точки г',, г!.., . . .  и

» И ”
г ,, л,, . . . ,  длп чего откладываем на центроидах дуги:

Д л я  того, чтобы найти, например, точку П., центроиды С0. перекатываем 
центроиду С„ к то её положение, в котором в соприкосновение придут точ-

1fi
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/•А

, . ,.(W „„лож ение показано пунктиром). Т очка P j при этом займёт по
ни И. [1НПВ точки р \  и Р., С точкой К ,  получаем фигуру Р \Р 2Р[',.
ложение Р  °  ' г . , , ,

„wro -  г , равной дуге P.P.,,  строим фигуру равную  фи-Д алее, па Д>г0 -i ^  1 - 1 - —  1
d '  р "  Т а к и м  о б р а з о м ,  о п р е д е л и т с я  т о ч к а  11., п р о ф и л я ,  н р п н а д л е ж а -  

гуре Р ,
, I, 1Р п  [звену и приходящ его в соприкосновение в точ-

щего m '» i|JU ■' ч '  „
ке Р"  с сопряжённым профилем, принадлеж ащ им центроиде Сп [звену (DE)).
С помощью аналогичных построений определятся остальные точки II.., II ', . . .  
нооФиля элемента выс
ш е й  пары. Соединив точ- ------------------- --

ц ;, 1I.„ li ;, . . .  п л ав 
ной кривой, получим 
профиль с;, олемепта 
ныешей li ары, прпнадле- 
шащнй звену [А В ).  П ро
филь Cl  олемепта выс
шей пары, принадлеж а
щий звену (DE), опреде
лится с помощью анало
гичных построений. По
лученные профили С„ и 
С*, представляю т собой 
центроиды относительно
го движения звеньев 
(АВ)  п (DE). Соединив 
профили С{) н С0 жёстко 
i-о звеньями (А В )  и (DE)
(фиг, 7), получим воз
можность военропзведе- 

‘ння заданных движений 
звеньев (АВ)  п (DE) при 
помощи высшей пары.
При перемещении отрез
ка (А В )  своими концами 
по заданным траекто
риям иг и jiji (фиг. 5 ) с 
заданной скоростью точ
ки [Л) отрезок (DE) бу
дет двигаться своими 
концами по траекториям
«  и гг с заданной скоростью  точки (D). Таким образом, задача о нахож де
нии профилей элементов высшей пары  в общем случае мол;ет выть разре
шена путём построения центроид в относительном движении. Рассмотренный 
случай  задакн я  движения звеньев высшей пары скольжением отрезков (А В )  
и ф Е )  по заданным кршЛам является  частным случаем задания движения. 
О чевидно, что число возможных способов заданий движ ения звеньев высшей 
пары может быть бесконечно велико, но во всех случаях  это движение может 
быть воспроизведено каченирм подвижной центроиды по неподвижной с за 
данными мгновенными угловыми скоростями.

М гновенная угловая скоррсть ю. скорость и перемены мгновенных цент
ров вращ ения и радиусы кривизны  В п , "  
ропд связаны  между собой усл ови ем 1):

(О __ 1

и В  „

R  неподвижной и подвижной цент-

1

RZ (1)

: ) М е р ц а л о в  Н. II.: К инем атика механизмов, М осква, 1916, стр. 79—102.

Синтез механизмов 1^



В уравнение (1) входят четыре величины, определяющ ие закон движ ения 
и профили сопряж ённы х центроид. Очевидно, что для  полной определённости 
движ ения достаточно знать только  три из четы рёх величин, входящ их в у р ав 
нение (1). Н апример, достаточно зн ать  профили центроид и мгновенную угло
вую скорость для  каждого полож ения звена, пли неподвижную  центроиду 
и скорости «> и и  для  каждого полож ения звена, и т. д. В первом случае из 
уравнения (1) определится скорость и , во втором сл учае  определится профиль 
подвижной центроиды и т. д. Поэтому каким  бы способом ни было задано 
движение звеньев пары, необходимо только, чтобы условия, наложенные на 
эти движ ения, были достаточны для определения любых трёх величин и:! 
числа' входящ их в уравнение (1). Т ак , например, при задании движения 
звена скольжением двух его точек по заданным траекториям  (фиг. 5) профили 
центроид вполне определя}отся этими траекториями. Кроме профилей центроид 
необходимо иметь заданными или мгновенную угловую  скорость «о или ск о 
рость и. Д л я  этого достаточно иметь заданной линейную  скорость одной u s  
точек звена. Тогда угловая скорость ш определится из условия:

где v A — скорость выбранной точки, L  — расстояние точки (Л) до мгновенного 
центра вращ ения.

Е сли число параметров, определяю щ их движение звена, недостаточно для 
определения всех величин, входящ их в уравнение (1), то одна или две из 
этих величин могут быть выбраны произвольными. Т ак, например, если за 
дана траектория и скорости тсутько одной из точек звена, можно задаться 
дополнительно произвольным профилем неподвижной центроиды. Тогда оп ре
делятся мгновенные угловые скорости звена и подвиж ная центроида, т. е. 
движение звена будет уж е вполне определённым. Аналогичный случай будем 
иметь при решении задачи о построении центроид в относительном движении 
звеньев пары. Т ак, например, если мгновенные угловы е скорости одного из 
звеньев не заданы, для  реш ения задачи достаточно задаться произвольным 
очертанием бицентроиды или профиля элемента одного из звеньев или про- 
нзнольным значением мгновенной угловой скорости относительного движ е
ния и т . д. '

П р и м е р  1. Н а фиг. 8 показано построение профилей элементов высшей 
мары, представляю щ их собой центроиды односительмого движ ения. Д виж ение 
звена 1 задано качением подвижной центроиды С'п по неподвижной центрои
де С'п с постоянной мгновенной угловой скоростью  ю,. Д виж ение звена 2 за-

к, у , "дано качением подвижной центроиды С п по неподвижной центроиде Сн с угло
вой скоростью  о>2. Центроиды С'п и С г1 представляю т собой две равные окруж 
ности. Центроиды СИ и представляю т собой две взаимноперпенднкулярны е 
прямые. Отношение ц 2 угловы х скоростей со, и <в2 равно:

Бицентроида Су. представляет собой прямую , проходящ ую  через точку пе
ресечения неподвижных центроид. П олож ения точек Р", Р?,, Р:!, . . . опреде
ляю тся из заданного отношения i]2. Точки ll j ,  II,’,, Но, . . .  и ll", II», Ну. . . .  
центроид С’0 и С"} определятся, если дл я  каждого полож ения звеньев 1 и 2 найти 
точки, принадлеж ащ ие этим звеньям  и последовательно совпадающие с точ
ками P j ,  P j ,  Рд, . . .  бпцентропды. На фиг. 8 показано определение точки II! 
центроиды С0. Д л я  определения точки II- перекатываем центроиду с'п в  то по
ложение, в котором мгновенным центром вращ ения является точка Р - .  При 
этом точка центроиды Си , совпадавш ая в первоначальном положении цент 
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роиды <’ мгновенным центром 1 \ ,  переместится в положенно Р .  Соединив точ
ку Р  с т о ч к а м и  Р'. и Р?, ’...ы учим треугольник Р Р йР ..  Возвращ аем, далее, 
ц е н т р о и д у  ( л н первоначальное её положение. Тогда треугольник  Р Р '.Р '

*1>пг. S.

займёт положение Р (г5П- и тем самым определится положение точки IL . С по
мощью аналогичных построений определятся остальные точки центроид 
С 0 и 6' 0.К ривы е Il jIIoIIg.. .  и lljIL.IIy . . .  будут представлять собой профили эле
ментов высшей пары, принадлеж ащ ие звеньям 1 и 2. Соединив первый про
филь жёстко с окружностью  Сп, а второй профиль с окружностью  Сп , можно 
воспроизвести заданное движение звеньев 1 п 2 воздействием друг на друга 
построенных профилей.

§ 2. Коепроизведепие движения методом огибаемых и огибающих.

Е сли воспроизведение заданного движ ения звеньев осущ ествляется парой
IV класса, то, к ак  было указан о , в § 1 , элементы этих нар будут взаимно- 
огибаемылн кривыми. К а к  известно, эти взаимноогибаемые кривые должны 
удовлетворять условию , чтобы общ ая н орм аль в точке соприкосновения кри
вых проходила через мгновенный центр вращ ения в относительном движение 
звеньев высшей пары , т . е. в каждом положении эта нормаль долж на прохо
дить через соответствующую точку бицентроиды. Ч исло  пар взаимноогибаемых 
кривы х, удовлетворяю щ их указанном у условию, бесконечно велико, но каждой 
одной выбранной кривой будет удовлетворять только одна сопряж ённая ей 
кривая. Н ахождение сопряж ённой кривой может быть всегда сделано следую 
щим образом. 1

Пусть в качестве профиля элемента высшей пары  звена 1 выбрана произ
вольная кри вая  К '  (фиг. 9), принадлеж ащ ая этому звену, и требуется п о
строить кривую  К " ,  принадлеж ащ ую  звену 2 и представляю щ ую  собой яро-
2* 19



филь сопряж ённого с первым звеном элемента высшей пары .-О тм ечаем  на
и Проводим в этих точках нормали 

a \I l , А'21„, Л ’313, . . .  к кривой A'i,
кривой К '  ряд точек A L, А.,, А 3,

Фиг. 9.

до пересечения их с центроидой С„ 
л точках Ц[, III,, IL . . . .

тт л ”Д алее, на центроиде С0 откла
дываем дуги ■—• ir ;ii: := — и \  п 2 ,
^ =  ■—'IloIIg, . . .  Черев точки 

И j , IC. II!,, . . .  проводим нормали 
ll j ,, H!,n.„ i f . гс3, . . .  к центроидеС„, 
а через точки IIА, 113, . . .  -  нор
мали IIJ'm,, Il.lm,,, II ,,» ,, . . .  к цен
троиде С,". Н ормаль к кривой К '  об
разует с нормалью I I в  своём пер
вом положении А 111 угол <pj, а во 
втором положении А,,1., образует с 
нормалью I l U L> угол и т. д. Углы 

Ts. ••• нам известны. В момен
ты соприкосновения центроид Сп и 

С» н аправления нормалей П '^ ,  I lU 2, 
П^Пд, . . .  будут последовательно 
совпадать с направлением нормалей 

IIjf»j, II ,m „  П3лма, . . .  и, следовательно, нормали к  кривей К '  будут образовывать 

с нормалями HjWj, . . .  известные нам углы  <fi, f t ,  f s > Строим при
этих норм алях  углы  ipb »2, е3, . . .  и п]>оводим прямые I U ^ .  Из.Рз> •••

Тогда при соприкосновении центроид С0 и г  а п ,  авления прямых П ^ ,  
И;,/!,, il;jp :i, . . .  будут последовательно совпадать с направлениями нормалей 
к кривой К ' ,  а именно, прям ая II^ ^ совпадёт с нормалью  А }1^ прямая 

совпадёт с нормалью  А„ 1„ и т. д.
Согласно выш еуказанному свойству кривых К '  и К “ эти кривые в точках 

соприкосновения имеют одну^общую но миль, проходящ ую  через мгновенный 
центр вращ ения. Тогда точки A v  А .. . . . ,  образую щ ие кривую  К " ,
должны леж ать и моменты соприкосновения центроид соответственно на 
направлениях  иопмалей Л ^ ,  All.,, А 313, . . .  или, так  как  с этими норма
лями в эти моменты совпадают прямые Н ,^ ,  то точки Л р

^ 2 ’ ^ я , • •• до .,наш  лежать такж е па прямы х IIi/>i. Щ Р 2 < П ^ з ,  •••

• Д ли  то ю , чтобы шшти па этих прямых точки Л  Д3, надо отло
ж ить отрезки =  II--/1 х, И.,а !>= ', А 11г 1. ■--- По ! ,, . . . Соединив п олу
ченные точки j l j ,  a !L Л !  . . . плавной кривой, получаем сопряж ённую  с кри-

' i" А11ной К '  кривую  К " . И з построения следует, что прямые II; у, Щ А 2, . . . 
долж ны  быть нормалями к кривой К".

Таким способом по точкам строятся профили элементов высшей пары, 
воздействием которых друг на друга и могут быть воспроизведены требуемые 
движ ения звеньев 1 и 2.
■Д)



Построение профиля К " можно выполнить иным путём, пользуясь мето
дом обращ ения движ ения. Д ля  этого сообщаем звеньям  в каждый данный 
м о м е н т  общую угловую  скорость, равную , но обратную  по знаку мгновенной 
у г л о в о й  скорости ш2 звена 2 (фиг. 10). Тогда звено 2 будет как  бы неподвиж 
ным, и относительное движение ввена 1 по отношению к  звену 2 можно будет 
р а с с м а т р и в а т ь  к ак  качение без скольж ения центроиды С'0 по центроиде С0. 
П е р е к а т ы в а е м  эти центроиды друг по другу и строим полож ения заданной 
кривой К ’ для  ряда полож ений. Построение последовательных наложений 
кривой К ’ может быть сделано по точкам. Д л я  этого на кривой  К 1 намечаем 
ряд точек. Далее на центроидах откладываем дуги, на которые перекаты ва
ются эти центроиды. Соединив какую -либо точку кривой К '  с крайними точ

ками одной из дуг и перекаты вая центроиды друг по другу  засечками из 
крайн и х точек выбранной дуги  получим ряд  последовательных положений 
выбранной точки кривой К'.  Проведя эти построения для  целого ряда точек 
кривой Ж', получим последовательные полож ения К\, к'2, K'v  . . . этой к р и 
вой, соответствующ ие мгновенным центрам II", II!,, П^, . ; . Т ак  как  к ри вая  А" 
долж на каеаться кривой К '  по всех этих п олож ениях, то построение кривой К"  
сведётся к построению  огибающей всех положений кривой К '.  Таким образом, 
кривая К '  будет огибаемой, а кри вая  К"  — огибающей. О гибаю щ ая К"  будет 
принадлеж ать центроиде О0.

Вследствие громоздкости этих построений удобно пользоваться спе
циально сделанными ш аблонами центроид, вырезанными из фанеры, 
целлулоида или сделанными из кальки  с нанесённой на них к р и 
вой К '  (см. § 7).

В том частном случае, когда вместо кривой К '  в качестве огибаемой з а 
дана точка или прям ая, построение огибающей может быть сделано тем же. 
приёмом. П усть, например (фиг. И ), на звене 1 задана точка (К') и требуется 
найти ту  кривую  А’", которая  .воздействием на точку (К ')  воспроизвела бы 
заданные движ ения звеньев 1 и 2. Обращаем движение, для чего сообщаем 
обоим звеньям общую угловую  скорость — в>2. Тогда центроида с'0 будет пе
рекаты ваться по центроиде CJJ, и выбранная точка К \  займёт последовательно 
полож ения А’,, к'2, К'3, . . . Соединив полученные точки К[, К-2, К'ъ, . ■ .п л а в 
ной кривой , получим кривую  К",  представляю щ ую  собой огибающую всех 
положений точки (К 1). П ередачу движ ения можно практически осущ ествить, 
если в точке (К') поставить палец , жёстко связанны й со звеном I, а  кривую /t"  
вы полнить в виде кулисы , ж ёстко связанной со звеном 2.
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Подбор ’ профилей {элементов |высшей пары, построенных в виде взаимно- 
огнбаемых кривых, и исследование условий их работы удобнее всего вы пол
нить, если построить геометрическое место точек- соприкосновения двух  со 
пряж ённы х взаимноогибасмых кривых, принадлеж ащ ее неподвижной плоскости. 
КакДизвестно, такое геометрическое место носит название линии зацепления. 
Покажем, что если задан закон движения звеньев 1 и 2 и дана линия зац еп 
ления -A0B«1O(vZ)ftE n.Ffl — кри вая  С а (фиг. 12), то всегда могут быть опреде
лены ^соответствующие взаимноогнбаемие [кривые. точки которых последо

вательно приходят в соприкосновение в t jh k u x  Л„, В 0, С 0, . . .  линии за
цепления. •

П усть движение звена 1 задано качением центроид Сп и Сн , а  движение 
евена 2 — качением центронд С" и Сд, и пусть к р и в а я  С в  будет бицентрои- 
дой. П усть, далее, искомые взаимноогнбаемые кривые К '  и К "  приходят в со
прикосновение в точке В {) линии зацепления в тот момент, когда центроиды 
С'п и С п соприкасаю тся в точке Р'.] бицентроиды. Тогда центроида С п пере
местится в положение С1Ь, а центроида С" — в положение 6 ' ^  П ользуясь  р а 
нее указанны м построением, находим точки Пу и Il'J, принадлеж ащ ие цеитро-

yV /V' Иидам с ц и t u и приходящ ие в соприкосновение в точко Р., бмцеитроиды.



С о е д и н я е м  точку В й линии зацепления с точками и Р'3. П олучаем тре
у г о л ь н и к  В пР?лР'3. Находим, далее, точку 4 -  принадлеж ащ ую  центроиде Сп <
\  1Я чего откладываем на подвиж ной центроиде С'а дугу ра!шую дуге
р \р '— Т ак  как  при качении подвижной центроиды Сп по неподвижной С' 
точка "й совпадёт с точкой Р 3, а  точка Н3 совпадёт с точкой jPjj бицентроиды, 
го, очевидно, отрезок Р 3Р 3 будет равен отрезку Тогда для  того, чтобы
найти точку В 1 центроиды Си , совпадающую при качении с точкой В п линии 
уацснления, достаточно на отрезке Г3П3 построить треугольник B  р а в 
н ы й  треугольнику В 0Р 3Р 3. Можно видеть, что вследствие равенства у к азан 
н ы х  треугольников при качении подвижной центроиды С ’п но неподвижной С' 
гочка В х действительно совпадёт с точкой В 0. Аналогичным построением всегда 
может быть найдена точка В 2, принадлеж ащ ая подвижной центроиде С" и при- 
чоднщая в соприкосновение с точкой B Y в точке Я 0 линии зацепления. То же 
самое построение может быть проделано и для точек линии зацепления А п, 
Нй, С0, D 0, . . .  Т огда получим точки А х, В х, С и  . . .  и Л 2, В .г, С2, . . . ,  соеди
нив которые плавными кривыми, "
найдём взаимноогибаемые кривые К '  с. «?
л К";  эти кривые будут иметь ли
лией зацепления кривую  С3.

Л заклю чение настоящего п ар а
графа отметим, что в некоторых слу
чаях в качестве огибаемой и огибаю 
щей могут быть выбраны траектории 
какой-либо вспомогательной центро
иды. П усть, например, построены 
мептроиды С'0 и С'д (фиг. 13) в отно
сительном движении звеньев 1 и 2.
Выберем некоторую  кривую  С в  за 
вспомогательную центроиду и отме
тим на ней какую -либо точку А ,  ,
траектории которой в относительном движении и выберем за профили эле
ментов высшей пары. П остроение этих профилей можно сделать следующим 
■образом. Намечаем на вспомогательной центроиде С в  ряд  точек а, Ь, с, d, . . .  
.Далее, на центроидах и С,’( откладываем дуги  '-^ И 1П3 = — =  -—- ab\ 
—'Н.'.Ну =  -—-И^Нз =  -—-йо и т. д. П ерекаты вая центроиду С в по центроидам 

н С", получим общими методами траектории а'а' и а"ал точки А .  Т раек
тори я а'а' будет профилем элемента высшей пары  звена 1, а  траектория а" а" -  
профилем элемента высшей нары звена 2. Согласно теореме К ам уса *) эти 
траектории будут взаимноогибаемыми кривыми, т. е. удовлетворяю т кинемати
ческим условиям  передачи движения.

П р и м е р  2. Н а фиг. 14 показаны  профили элементов высшей пары, пред
ставляю щ ие собой огибаемые и огибающие кривые для  случая , рассмотрен
ного в примере 1 § 1. Е сли  в качестве огибаемой кривой К '  звена 1 выбрать 
самую  центроиду С'п , то огибающей кривой будет кривая К " .  Таким образом, 
!1рофилем элемента высшей пары, принадлеж ащ ей звену 1, будет окруж 
ность К ',  а  профиль элемента высшей нары, принадлежащ ей звену 2 , будет 
представлять собой некоторую  кривую  К ". Построение кривой К "  на фиг. Н  
сделано способом обращ ения движ ения. Если в качестве элемента пары звена 1 
выбрана точка А  центроиды С'и , то профиль элемента, принадлежащ его зве
ну 2, представится в виде кривой К . Построение кривой К А сделано такж е 
методом обращ ения движ ения. Е сли , наконец, центроиду Сп выбрать в каче
стве вспомогательной центроиды, а  траектории точки А  при качении центро
иды с'я по центроидам с ’п и С"0 за  взаимноогибаемые кривые, то профили эле

*),, М е р  ц а л о в .  II. II: К инем атика механизмов, М осква, 1916.
23



ментов высшей пары представится в виде кривых а' и о". П ервая кривая] 
будет профилем элемента, принадлеж ащ его звену 1, а вторая к р и в а я — прп- 
фнлем элемента, принадлеж ащ его звену 2 . ’И з рассмотренного примера видно,

что предписанное движение может быть воспроизведено взаимодействием про
филей элементов высшей нары самого разнообразного вида. В зависимости от 
выбора огибаемых кривых задача может имен, бесконечно большое количество 
решений.

§ 3. Основные задачи динамического синтеза.

Основной задачей динамического синтеза элементов высшей нары является 
проектирование таких  профилей элементов, которые своими размерами и ф ор
мой обеспечивало бы движение звеньев пары (под действием заданных сил) 
с максимальным коэффициентом полезного действия. К а к  известно из теории 
механизмов, одним из условий, обеспечивающих выш еуказанное требование, 
является обеспечение в высшей паре соответствующ их углов давления ведомых 
звеньев 1).

Начнём рассмотрение вопроса об определении угла  давления с того 
случая, когда движение звеньев 1 и 2 воспроизводится посредством центроид 
в относительном движении (фиг. J5). Т ак как  обе центроиды в точке соп ри 
косновении имеют общую скорость г р . то угол -( будет у них общим и равным, 
независимо от того, к акая  из центроид является ведущей. Переменные р ас 
стояния точек Р 0 от мгновенных центров вращ ения звеньев 1 и 2 обозначим 
через f i  и р.,. П усть за бесконечно малый промежуток, времени центроида С' 
повернулась около центра Р ’ на угол d\5,. Н а центроиде Сп отложим из точ
ки Р 0 бесконечно малую  дугу Р (]а и из точки а опустим на направление р, 
перпендикуляр ап1. Тогда угол a ta P 0 будет с точностью  до бесконечно ма^ых

г) Углом .давления назы вается угол, образованный направлениями абсо
лютной н относительной скоростей ведомого звена пары. См. А р т о б о л е в 
с к и й  П. И.: Теория механизмов и машин, М осква, I'.i'iO.
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второго порядка равенТ углу 'давления т. и следовательно,

t g v  =  ^ .
аа1

Так как  с точностью до бесконечно малых высших порядков можно- положить,., 
что '

Р()а1 '^1  11 “ “ I —1

t,g ■

Из условия передаточного отношения 
следует:

' Oj р.>.

1ч роме того.
Р 'Р "  =  Р! - f  ?3 =  г.

Отсюда определяем
О) о 
<0,

Т ак как
1 + -

П “ 1 :
dji]
~dt

где ?! и суть уг,1ы поворота центроид, то предыдущее равенство принимав’» ' 
вид

d h  
d'f i 

d h? \ = l -

Тогда

откуда

dpi
d ? i

■ tg -

1 + "^i 

d “

i f i  . d h

1 +  dh
, r  d h

f h

dl
d\'f.-, Ch

"dC

d f e / ' .  , d ^ \  ‘ I <rfl

Из уравнения (2) следует, что при I —  const., т. е. при передаче центро
идами с неподвижными центрами вращ ения, угол давления зависит только  от 
углов поворота центроид.

В рассмотренном случае воспроизведения движ ения угловые скорости ш~к 
и о>2 были различными по зн аку . В том случае, когда угловые скорости u)j и 
о>2 имеют одинаковые знаки, уравнение (2) принимает следующий вид:

d2$ 2 
d f y 1 dl

tgY  = d$i I . d$ 2 \  I 
d f j

m

2S,

со.»



ВГ V> / 1» 'i»l (I (■*>>& И уравнении (:2) и (3) входят производные — , и --- -- . Определение
d h  d h  d V\

эти х  производны х делается либо графически, либо аналитически, в зависни 
мости от характера задани я величин [!,, =  / ( jy  и 1 =  Центроиды буду»-
работать  без заклин и ван ия только  на тех участках , где все значения п олу
ченного угла давления ■; будут больш е некоторого минимального значения 
Tmin. рекомендуемого для  данного вида высшей пары. Величины угла 
допускаемы е в высших нарах , различны  и зависят от коэффициента трения в 
п арах  и конструкции самих пар. Па тех участках  профилей, где угол ■; 
меньше угла -'min, п ара работать не будет; здесь необходима замена центроид 
взаимноогибаемыми кривыми, т. е. необходима установка дополнительных 
зубцов, кулис и т . д.

В оспроизведение движ ения звеньев высший пары, когда профили cii эле
ментов представляю т собой центроиды, практически удобно только  в редких 
сл учаях . Н а п рактике чащ е всего бывает, что расстояние между осями в р а 
щ ения звеньев нары  остаётся постоянным и механизм имеет периодическое 
зам кнутое движение: поэтому в некоторых п олож ениях звеньев угол  давле
ния будет равен нулю; в самом деле, в атом случае в уравнении (1!) или 
(3J величина f постоянная и, следовательно,

Л

г с??!
тт d ’f -  -Д алее, при периодическом замкнутом  движении производная - н  хотя оы два

<Ц\
раза  будет «четь акстремум, так  как  в начале н конце периода значения

.С
d  ̂
дователы к

0 .

волизи которых - 0 .

становятся одинаковыми. Сле- 

в утих полож ениях будет 
d-?., 

d$\

Отсюда следует, что в рассмо
тренных полож ениях угол давления
Y будет равен нулю  и передача дви
ж ения будет невозможной. Н о как 
известно, передача движения я вл я 
ется невозможной на всех значениях 
угла давления в пределах от н уля  
до заданного угла ±  ymin, поэтому 
практически передача движ ения бу
дет невозможной на всех участках,

,г!Ь  —  "

Переходим теперь к рассмотре
нию того случая, когда движение 
звеньев нары воспроизводится по
средством профилей элементов, пред
ставляю щ их собой взапмноогибае- 
мые кривые.

П усть движение звеньев / и 2 
воспроизводится взаимодействием 
двух взанмноогибиомых кривых К ’ 
н К "  (фиг. 10). У словим ся угол дав
лении f  обозначать с двумя индек
сами, причём первый индекс будет 
указы вать номер ведущего звена, а 
второй индекс — помер ведомого 
звена. Тогда, если ведущим будет 

звено 1. то угол давления будет обозначаться При ведущем звене 2 угол 
давления будет равен Определим величину угла давления Д л я  этого 
построим  повёрнутый план скоростей механизма при точке У". Скорость Гд,
26
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л  принадлежащ ей звену J, отложена в виде отрезка (Р ’А) =  (ра1). 
Тогда ско р о сть  v Al точки А ,  принадлеж ащ ей звену 2, будет равна:

V A,  —  ^  A,At-

l l )  точки А  проводим направление повёрнутой относительной скорости 
. совпадающее с направлением общей нормали N N  в точке соп рикосн о

вения кривых К '  п К".  П олн ая  повёрнутая  скорость точки  А ,  п рин адлеж а
щей звену 2 , определится, если из точки Р ' (р) провести направление, п ар ал - 
лелш ое отрезку (Р"А)  до пересечения в точке а ,  с нормалью  N N .  С коро
сти \-А, 11 г'и . бУДУт Равны: "

^Al =  <aih  —  ,0i ( P ai)> i |
VAt —  <в2Ь  — “ l {Ра2) ,

т а к  как масш таб плана скоростей выбран равным 11в =  ш1.
Из точки А [ а х) опустим перпендикуляр A D  на направление _Р'аг. а из 

точки Р'(р) — перпендикуляр Р 'В  на направление Р " А .  Имеем: ’ ~
. A D

так  как
A XD — Р 'В

(5)

Da., =  Р ’а., — P 'D  =  Р 'а ,  — А В  —  Р'а.2 — Р "В  - f ]Р"А,
то

В
Ч  Y1! — p , ai _  р„в  _  р "  А  •

Из треугольника Р 'Р " В  следует:
Р 'В  =  I sin р2, Р "В  —  1 cosji,.

Далее, из уравнения \4) имеем:
т  “ а ,Р а . ,  =  ра0 —  — U.

“ 1 “

П одставляя значения Р 'В ,  Р "В  и Р'а., в равенство (5), получим окончательно I 
, г sin  р.,
tg  Т12 =  —------------------------- • (6)

h ~ l  cos P-j -)- h

Аналогично может быть определён и угол давления ?31.
Из равенства (6) следует, что в случае передачи "движ ения посредством 

«заимноогибаемых кривы х угол давления в отличие от случая  передачи цен
троидами всегда зависит от размеров I и U звеньев.

Кроме вопроса об угле давления при проектировании профилей элементов 
высшей пары  по взаимноогибаемым кривым необкодимо иметь в виду, что 
трение скольж ения этих кривы х друг по другу будет такж е уменьш ать коэф 
фициент полезного действия механизма. Т ак  как  мощность, расходуем ая на 
трение, пропорциональна относительной скорости движ ения взаимноогибаемых 
кривы х, то очевидно, что чем больше будут эти скорости, тем больш е будут 
потерн на трение и, следовательно, тем меньше будет коэффициент полезного 
действия механизма. П усть передача движ ения между звеньями / и 2 осущ е
ствляется посредством профилей, очерченных по взаимноогибаемым кривым 
F  н К "  (фиг. 16). Мощность, расходуем ая на трение скольж епия этих кри 
вых, будет равна:

K  —  FVAtA,' (7)
где F  есть сила трения, а r AtAi -относительная скорость кривой К '1 относи
тельно кривой К ',  или наоборот.

Силу трения примем равной F  —  jP ,  где Р  есть давление в точке А ,  н а 
правленное по нормали N N ,  а  /  — коэффициент трения скольж ения; скорость 
скольж ения /' 4г ^  равна:

' гл ,А1= 9 . ( Р лА),
'П



где Q есть мгновенная угловая скорость относительного движ ения звена 2  
относительно звена 7; угловая скорость 2  равна:

Q =  Wj -f- а>„,
следовательно,

К А , . и = Ы - Г ю?) (Л к 1).
П одставляя полуденные выраж ения для силы трения и скорости в равен

ство (7), п о л у ч и м :
. '  JV =  /P (« D i* f» s ) (P H )-

Из уравцения (8) следует, что мощность N  зависит от расстояния точки 
соприкосновения А  кривых К ' и К"  до мгновенного центра вращ ения Р 0 в 
относительном движении и будет тем больше, чем больше расстояние Р (н-1. 
К ак  было п оказано  в § 2, точки соприкосновения взаимноогибаемых кривых, 
принадлеж ащ ие неподвижней плоскости, образуют линию  зацепления. Следо
вательно, чем дальш е удалены  точки линии зацеплечия от соответствующих

мгновенных центров вращ ения в отно
сительном движении, тем больше буду г  
потерн на трение. В -связи с этим npir 
проектировании механизмов необходи
мо, чтобы линия зацепления для  со
пряж ённы х профилей не имела точек., 
значительно > удалённых от относитель
ного мгновенного центра вращ ения. Д л я  
этого в некоторых случаях  передачу

____  ~2 движ ения удобно воспроизводить не
Pi ‘ двумя взаимноогибаемыми кривыми, а

* целым рядом таких кривы х, последо-
Ф пг. 17. вательно входящ их в соприкосновение.

П окажем далее, что задание непо
движной центроиды, бицентроиды и л и 

нии зацепления является  вполне достаточным для исследования динам иче
ских  условий (углов давлений), обеспечивающ их передачу движ ения. П усть 
заданы  неподвижная центроида Са звена 7, бицентроида С в Ги линия 'з а ц е п 
ления С 3 (фиг. 17). П усть для  первого полож ения звена 1 мгновенный центру 
вращ ения будет в точке P v  мгновенный центр вращ ения в относительное 
движении будет в точке Р 1’ и точкой зацепления будет точка А (1. Соответ
ственно для последую щ их^положений звена 1 будем иметь точки р[ч рЦ t р,л 

и т. д. Точку А 0 линии зацепления соединяем с точками Р 1 и Р". Точку В {, 
соединяем с точками Р'„ и Р г,\ и т. д.

Величина абсолютной скорости той точки А ,  взаимпоогибаемой кривой., 
принадлеж ащ ей звену 7, которая приходит в соприкосновение в точке А 0 с 
точкой А., взаимноогибаемрй кривой, принадлеж ащ ей звену 2, будет равна:

(^)-40),
i

где <flt есть мгновенная угловая скорость, соответствую щ ая рассматриваемому 
положению  звена. Н аправление скорости v At перпендикулярно к прямой 
Р 1А 0, соединяющей мгновенный центр вращ ения P t в абсолютном движении 
с точкой зацепления А п. Скорость относительного движения r AlA, точки А л 
относительно точки А о будет равна:

" v AlA, =  9J (Р^Л.),

где И' есть мгновенная угловая  скорость относительного движения, равн ая  
для  данного момента == toj — о\,. С к о р о с т ь  v AiAj 'нап равлена перпендику
лярно к прямой Р ;Л 0, соединяю щ ей мгновенный центр вращ ения Р \  в  ’’отно
сительном движении с точкой зацеплении А п. У го л ,  образуемый скоростям » 
VA, и VA,A,’ будет углом давления -'21 (ф т ’- !?)• Вследствие перпендикуляр
ности прямы х Р ^ А а, Р'\Вп, ... к н а п р а в л е н и я м  скорости r AtAv и п ря-
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С / V 4ft, !>■#»■ . . .  i; направлениям  скоростей . . . углы, образуемые
между собою будут такж е всегда равны углам давленияэтими прямыми

I .,ц  .7-1> ‘Л ’
Таким дбразом, для  того, чтобы исследовать вопрос об углах  давления 

в  высшей itflpe, достаточно соединить соответствующие точки линии зац епле
ния с соответствующими мгновенными цен
трами вращ ения. В том случае, когда 
угол, образуемый этими двумя прямыми, 
будет больше 00°, угол давления будет 
д о б а в о ч н ы м  до угла в 180° (фиг. 18). Д ля  
правильной работы передачи полученные 
углы 721 должны быть больше заданного
\ (Via Tmin.-

П ользуясь указанны м свойством л и 
нии зацепления, можно решить и обратную 
задачу о подборе линии зацепления, наи
более удовлетворяющ ей заданным динами
ческим условиям передачи движ ения. Р ас 
смотрим, например, задачу о построении
профилей по взаимноогибаемым кривым с у гл о м ’ передачи, равным 
углу 7 =  90°. К ак  было показано  выше, при указанном  у гл е  давления 
мы , получаем наивыгоднейшие ^ди н ам и чески е услови я воспроизведе
ния движения. П усть задана неподвиж ная центроида С'п (фиг. 19), бицентро- 
лда Си и последовательные положения мгновенных
Р р'.,, р'л____u p ; ’, p :i, . Соединяем точку Р у  с  ТОЧКОЙ Р J,

центров вращ ения 
точку Р., с

точкой J y.l и т. д. Н а отрезках (Р^Р^), {Р.,Р\!), . . . строим, как  н а  диаметрах 
окружности. П ервая точка Л„ линии зацепления долж на быть выбрана на

Ф и г .  1.9.

окруж ности I:  вторая точка В 0 линии зацепления долж на быть п ы оран а 'н а  
окружности I I  и т. д. В самом деле, если соединить любую точку окруж н о
сти I  пли окружности I I  с соответствующими мгновенными центрами вращ е
ния, то проведённые прямы е будут всегда образовы вать угол давления y, р а в 
ный 90°. Выбор па окруж ностях I ,  I I .  I I I , .  . . точек зацепления А (1, В п, 
•До, • • • может быть сделан совершенно произвольно, по в больш инстве п ракти 
ческих расчётов выбор этих точек обусловливается дополнительными расчёт
ными данными. Т ак, может быть задано усилие, которое долж но действовать 
на профили, пли задана максимальная потеря мощности на трение и т. п. 
В зависимости от этих дополнительных условий и могут быть окончательно 
выбраны точки зацепления А 0, /?р, D n, . . . (фиг. 12). По выбранной линии з а 
цепления могут быть построены, как  было показано  в §' 2 , взанмнооги- 
баемые кривые, принадлеж ащ ие звеньям 1 и 2. В некоторых случаях  мо
ж ет быть заранее задана линия зацепления. Тогда точки зацепления по
лучатся  в пересечении заданной линии зацепления с построенными о к 
ружностями.
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Е сли  задан некоторый предельный угол 7min, то всегда можне определить, 
ту  *бласть, в  которой может быть выбрана соответствующ ая точка зацепле
н и я . Д л я  этого строим на отрезках, соединяющих мгновенные центры абсо
лютного и относительного вращ ений, заданные углы  7m!n (фиг. 20)■ ^ Р ° ^ ° 11ИМ

Ф иг. 20.

далее через точки Р [ , F ',  F "  и Р'\ две окружности, которые будут вмещать в 
себя заданны е углы  71Глп- Тогда точка зацепления для рассмат риваеиого по
лож ения может быть выбрана только в пределах области, ограниченной п ро 
ведёнными окружностями (на рис. 20 эта область заш трихована).

И . АНАЛИТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ  СИНТЕЗА.

[§ 4. У раинения[?центроид в  абсолю тном дви ж ен ии .^

В тех случаях , когда ^законы движения звеньев высшей пары заданы в 
аналитическом виде, в форме уравнений движения, для нахождения профи-

„ лей элементов высшей пары  удобно прп-
1 менять аналитические методы синтеза.

А налитические методы позволяю т про
изводить построение профилей элемен
тов по точкам с любой степенью точно
сти. Рассмотрение этих методов син
теза начнём с вывода уравнений для* 
центроид в абсолютном * движении зве
ньев пары.

П усть задано движение звена 1 выс
шей пары  (фиг. 21). Выберем какую -
либо систему координат О ху  за непо
движную. П усть вторая система коорди
нат О'Ъ] ж ёстко соединена со эвеном 7. 
Тогда движение звена 1 буде.т п ол 
ностью определяться вектором q  и у г
лом поворота а системы координат 
О'Ет) относительно оси, п ерпендикуляр

ной к плоскости движения звена. Выбираем на звене 1 какую -либо точку А .  
Д ля  точки  А  можем написать следующее векторное уравнение:

г  =  Я +  г 1, (9)

где г 1 есть вектор постоянного м одуля, соединяющий точку А  с точкой О '. 
Т ак  к ак  r  =  r { t ), q  —  q(t) и r x =  r i [ t ) ,  то, дифференцируя уравнение (9) п о  
времени, получаем:

d r  dq  . dry dq  . -
— - +

Фиг. 21.

d t  dt

где w есть вектор мгновенной угловой скорости звена 2.
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Кг ли точца А  совпадает с центром мгновенного вращ ения, то скорость ее- 
равна нулю , т. е.

d r
di =  0 ,

откуда

dt “Ь™ X  r i — 0 -

Умнож ая правую  и левую  части полученного уравнения {на единнчныйг 
лектор ш'*, имеем: '

d q ,

гкуда получаем:
dt Х «>0 +  [® Х п ]Х < в °  =  о.

=•*2

Т ак как
dq
dt

dq d t  
d i i d t

dq
‘ d i '

:M° X
dq
da (10>

Если в уравнении (10) вектор г х задан  в функции угла  а, то это будет 
уравнение подвижной центроиды. Уравнение неподвижной центроиды п олу 
чится, если подставить вы раж ение для вектора Г\ и з уравнения (10) в  у р ав 
нение (9). Получаем:

r  =  q + « f i X % (Н)

В уравнения (10) и (11) входят векторы г ,  q  и г х\ если один из них за 
дан в функции угла  я, то остальные могут быть легко определены. Т аким  
образом, аналитическое решение задачи о построении центроид сводится к 
решению уравнений (10) и (И ).

У равнения подвижной и неподвижной центроид могут быть представлены; 
и в координатной форме. Д л я  этого обозначим координаты точек О ' и А.  
(фиг. 21) через x r i/0 и х, у.  Тогда координаты х Р  и у р  мгновенного центра 
нращення будут:'

Уо )

х 0: Уо
а

(12).

Координаты Е/> и т,р мгновенного центра вращ ения, принадлеж ащ ие подвиж 
ной центроиде, в координатной системе 0 '£т) будут равны:

- у ,,  c o s  а

а-0 COS а 4- у,| s in  а
(13).

Исклю чая из каж дой пары написанны х уравнений время, получим уравнения 
неподвижной и подвижной центроид.

Т ак  к ак  функции x 0 = : f ( t ) ,  y 0 —  <f(t) и а — ф(г) являю тся заданными, то 
по уравнениям (12) и (13) могут быть построены неподвиж ная и подвиж ная 
центроиды, т. е. аналитически разреш ена задача о центроидах в абсолютном, 
движении звена 7 высшей пары. А налогично могут быть построены и центро
иды в абсолютном движении звена 2  высшей пары.
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Переходим к выводу уравнений центроид в относительном движении. 
чПусть задано движение звеньев 7 и 2 (фиг. 22). Выберем систему веординат 
■Юсу за  неподвижную. П усть далее система координат O'Vr/ связан а  жёстко 
*ео звеном 7, а система координат — со звеном 2. Движение звена 7
'буд ет  определяться вектором q ’ и углом поворота я', а движение звена 2 —

ч

§ 5. Уравнения центроид в относительном движении.

Ф иг. 22.

'ментором q" и углом поворота а". Д л я  составления уравнений центроид в от
н осительн ом  движении найдём уравнение бицентроиды, для чего рассмотрим 
•относительное движение авена 2  относительно звена 7. Н а звене 2 выберем 
произвольную  точку А 3\ Д ля  этой точки имеем (фиг. 22):

г 2 =  ч " 4 - г ".

Дифференцируя это уравнение по времени, получим уравнение, определя
ющее скорость точки Л 2:

alr, dq" , dr" dq" , -  . . „
w- ~  —  -7 - +  -т -  =  - +  “ ■> ' г", dt dt dt At " ' '

где со, есть вектор мгновенной угловой скорости звена 2. Т ак  как

d r 2 d q "
- T t = v * '  11 d, v <>-

TO
=  2 X '*"- (14)

Сообщим звеньям 1 и 2 общую угловую  скорость, ранную и обратную 
угловой скорости Ю]. Тогда звено 7 будет как  бы неподвижным, а звено 2 
получит кроме угловой скорости со2 дополнительную  угловую  скорость <о,. 
В  этом движении точка Л 2 звена 2 будет н.^еть скорость *

^AsAi  =  ®.4> ®Av  ( Ь )

где Vai есть скорость точки A lt принадлежащ ей звену 7.



Нектор г  и  определяющий точку А 1 на звене 1, равен

. r x =  q'  +  r \
ч.,]Сд<1вательно, 

T.HS как

d r x d q ' . -  .
d t — d i + ^ X r -

d r ,  d q '
— ' - - • П л .  И -7 -= - - ;ф п „  
d t  Al  d t  0

Подогапляя в уравнение (15) вы раж ения дл я  и Од, из уравнений (14) 
и (10). получим: ■ ■

4 . 1 i  =  V  +  “ ! X ' ' ” ' - ' ’o - -  <«1 X  г ’. (17
Имен п виду, что ^

v  0 ., =  q", v 0 . —  q \  r x =  r 2 —  r ,

r" —  r  —  q" и r ' - ~ r  — q', 

перепишем уравнений (17) в следующем виде:

д. =  (<?" — Я') +  » tX  {г — q") — “ i X  (г  — 9'),
Ш1И . _  _  _  _«ли, = (9" — я') + К — “1) X  г --- к  х я" — “>1 X  я') ■

Если точка Л 2 есть мгновенный центр вращ ения в относительном движе
нии звеньев пары, то v AtAl =  0 , и следовательно, уравнение

• (Ч* — «О +  (^2 — “ i) X  г  — (йГ2 X  9" —- ш1<7') =  0  И 8

<<’.тъ уравнение бицентроиды.
В координатной фррме уравнение бицентроиды имеет вид:

(х0 „ —  х 0 ,) — (шг — cdj) у  - f  (<о„у0 „ — u>l2/0 , ) =  0 ,

(У О" —  У о ' ) +  (“ г —  <»i) *  —  (и>2х о» —  “ 1^0 ') —  °>

где х  и у  — текущ ие координаты бицентроиды, а х 0>, у 0 , и х 0 ,„ у 0 .,— коор
динаты точек О' и О*. Отсюда легко  получаем параметрические уравнения 
вицентроиды J):

(w2x o ,/ “ l*  о') — (У О'' У O’ ) I
х = ------------------------------------ ---------- ,О), —  а).

2 1 \ (19)
{<*>$()■/ — “ й /о ') Н" (х О« — х О' ]

_ Д ля  нахождения уравнения центроид, связанны х со звеньями 1 и 2, не
обходимо в уравнениях (19) координаты х н у  вы разить через координаты 5', 

и 5", т/', принадлеж ащ ие координатным осям О ','г / и 0"i"r,". ‘
К а к  известно, формулы преобразования координат имеют следующий вид:

5' =  (*— х 0 , ) cos а' -j- [у —  у 0 , ) sin  o', »
п ' = ( У  —  У0 , ) cos а ’ — ( I  — Xq , ) sin а'. /

П одставляя  в уравнения (20) значения х  и у  из уравнений (19), получим

J) А н т о в и л ь  А . М.: Бицентроида и центроиды в относительном движе
нии,. Вестник инженеров и техников, №  7, 1940.

^ Синтез механизмов ^8



{х0 „ —  Х0 , ) <й2 —  (у0 „ —  У0 , )

---------------  cos а! А-(1)о-- (l)j >

(Уо" ~ Уо ')  ш2 +  (я0 ., — х 0, )

параметрические уравнения центроиды звена 7:

'Г  ■ (О,2 — <*>1 

cos а' —
(УО''' - У о ' ) “ гЧ " [х О ' хО’ )

I (‘Л )

(х0 „ -  - х 0 , ) (ог — (2/0 ,; _  у 0 , )

П араметрические уравнения центроиды, принадлежащ ей звену 2, имеют 
аналогичный вид.

И мея уравнения центроид звеньев 7 и 2, профили элементов высшей пары 
можно построить по точкам, так  как  известны законы движения звеньев:

\ х 0 . = f [ t ) ,  У0 , =  ? ( « ) ,  а '  =  ф(4);
^  =  =  °  (t), а '  =  ф ( | ) ,

и следовательно, могут быть определены величины:
. dXg, dy0, da'
х 0 ’ dt ’ У o' dt И (O, =  —  

1 dt
. d x0 „ d y 0 , da"

У0 " s <« II

*1Х°" dt ’ dt
В некоторых сл учаях  удобнее пользоваться уравнениями центроид в по

лярной системе координат. П рям о
угольны е координаты х 0,, у  х п „, 
у 0 связаны с радиусами-векторами 
q', q" и углами р и 1 (фиг. 22) сле
дую щими соотношениями:

х 0 , —  q' cos р, у 0, —  q' sin р,

хО ’ —  i"  cos Т, J/o-' =  9 " s i n K-

П одставляя значения х 0 , , у 0, , х (г  
у 0 , и их производных в уравнения 
(20) и (21), получим параметрические 
уравнения центроиды звена 7 в но 
лярн ы х координатах, а исклю чая 
из этих уравнений время, получим 
полярное уравнение центроиды зве
на 7. У равнение центроиды звена 2 
найдётся с помощью аналогичных 
рассуж дений.

П р и м е р  3. Найдём уравнения 
бицентроиды Си центроидО п и Сп для 
случая передачи движения, изобра
жённого на фиг. 8 . Выберем оси 

координат Оху, O'Ht' и так , как  показано па фиг. 23. Тогда коорди
наты точек О' и О" будут:

х 0 , = г ' а ' ;  у 0 , =  г '; х 0 , —  —  г" и у 0 , — г" а",

где г' и г" суть радиусы центроид С’п и Сц,  а а ' и а" — углы их поворота. Т ак  
к ак  по заданию

г' —  г" —  г и а' - а" —  а, .
то

х 0 , = г а \  у 0, —  г; х 0 „ =  — г и y Q.,z=z — ra.
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Следовательно.

ХО’’

da
-г  , =г<о, d t

= 0,

У О' —  ® '

Уо>---
гЛй_

dt ■ г с о .

П одставляя полученные вы раж ения в уравнения (19) для бицентрои/ш , 
найдём:

га
2 ’ J  —  ' ¥ '

га
х  =  ~ .  У-

Нсилючая параметр а, получим:

х  —  —  у,

у 7

т. е. бицентроида представляет собой прямую , проходящ ую  через начало ocmi 
координат Оху  и  образующую угол в 45° с осями х  и у .

Д л я  определения уравнений центроиды С ’0 представляем значения х, у. 
х о ’-,- У О” х О”' Уо" 11 а' в уравнения 
(20). П олучаем

у*
£' = ---- — [a cos а — (а -J- 2) sin  a]

и

т' [(a -f- 2) COS а — a sin  a ] .

А налогично определятся параме
трические уравнения для  центроиды
С"с 0 .

П р и м е р  4. Составим уравне- Фиг. 24.
ния центроид С0 и С(’> звеньев 1 и 2
для случая , когда звено 7 вращ ается около некоторой точки О' с угловой ско
ростью — «>!, а звено 2 — около некоторой точки О" с угловой скоростью  -J- м2 
(фиг. 24). *

Имеем:
я  О —  О, У О' -“ 0» Xq ; = ^ 1, у0„ =  0:

-О' - О, У О' : 0 ,  X q . , — 0  И У о ,, =  0 .

У равнения бицентроиды будут:
<!)„

“ 1Ч" ®» '
У —  О,

т. е. точки бицентроиды леж ат на отрезке 0 ’0 п =  1 и делят расстояние I на. 
части, обратно пропорциональные угловым скоростям . У равнения центроиды 
С{)’ будут:

1-1 » > ■ > ,  ,
I  COS а ' ,

V

«1 - j -  (Во 
<Дг “ 

COj —j-' (Оо
I sin а'.

Полярные параметрические уравнения центроиды будут:
t

'“ •> . С ,
!•' =  ■------- ;------I ,  а ' = \ u > 1 dt .

Исклю чая из этих уравнений время, получим полярное уравнен ие центр 
иды Сц.



§ в . У равн ен и я  взаим ноогибаемы х кривы х

Перейдём к апалитическнму решению задачи профилирования элементов 
высшей пары в том случае, когда эти элементы представляю т собой взаимно- 
огибаемые кригы е. К а к  было показано выше, задача сводится к нахождению 
огибающей кривой по положениям огибаемой, заданным в относительном 
движ ении. П олож ения огибаемой в относительном движении звеньев нары 
будут вполне определены, если известны центроиды относительного движения 
и мгновенная угловая скорость относительного движения. Совокупность поло
ж ений огибаемей будет образовывать семейство линий, к которому и должна 
быть найдена огибающая.

Найдём уравнение огибающей кривей. К а к  было указано  в § 2, в качестве 
огибаемей могут быть гыбраиы точка или линия. Если в качестве огибаемой 
выбрана точка, принадлеж ащ ая одному из звеньев пары, то огибающей будет 
траектория , описанная этей точней при качении центроиды данного звена по 
сопряж ённой центроиде, принадлежащ ей другому звену и принятой в относи- 

у тельном движении за неподвижную. У равне
ния этой траектории определятся из следую 
щих соображений.

П усть центроида Сд (фиг. 25), принадле
ж ащ ая звену 2 пары, перекаты вается в своём 
относительном движении по центроиде С0,нри- 
надлежащ ей звону 1 и принятой за неподвиж-

Фиг. 25.

ную. Центроида Сд пусть задана уравнен ия
ми x ~ f [ t )  и y =  <f{t), где х  и у  — текущие 
координаты в неподвижной системе координат 
Оху.  В качестве системы координат, принад
лежащ ей центроиде Сд, выберем систему Щт), 
ось Щ которой совпадает в каждом полож е
нии с направлением касательной к  центрои
дам в их точке соприкосновения, а ось llrj 
совпадает с направлением нормали в той же 
точке. Т аким  образом, начало II системы 

Щт) будет следовать закону перемены мгновенного центра 
в относительном движении. Положение системы координат Щт) 

в каж ды й момент времени будет определяться известными значениями коор
динат х  п у  и угла  а наклона оси Щ  к  оси Ох.  Переменные координаты 
б и т )  какой-либо точки А ,  принадлежащей центроиде Сд звена 2, в системе 
O&rj будут известны для  каждого положения центроиды С'"г Тогда координаты 

х А , у  а  точки А  в системе Оху  будут:
х А =  ж-f-S COS а — 7) Sin a, j 

— T]COS®. f

координат 
вращений

(221

Зам ен яя  sin а и cos а их выраж ениями:
d y  
d s ’

srn а : cos а =
d x
ds '

где ds есть дифференциал дуги центроиды С0, пробегаемой точкой И, и имея 
в виду, что

d s = Y ( d x ) Z -+-№)*,

перепишем уравнения (22) в следующем виде|



Эго есть параметрические уравнения траектории точки А  в системе коорди
нат Оху.

Таким образом, если в качестве огибаемой выбрана точка А ,  то уравн е
ния (23) вполне определяют огибающую кривую. Если же в качестве огибаемой 
будет выбрана какая-либо линия, принадлеж ащ ая центроиде Сд, то координаты 
любой точки этой линии могут быть таш ке определены из уравнений (23) для 
каждого положения центроиды Cq.

Если уравнение выбранной линии задано в виде

F ( x , y )  =  О,

то совокупность линий для всех положений центроиды Сд представится у р а в 
нением:

Ф (х, у , а) =  0, (2 'i)

где а есть переменный параметр, определяющий закон перемены положений 
выбранной линии. Уравнение (2Л) есть уравнение семейства кривых. Д ля 
нахождения уравнения огибающей определяем частную производную от уравне
ния семсйства по параметру а и приравниваем её нулю:

d± i x ’J L i lJ = 0 . (25)
да

Исключая из уравнений (24) и (25) параметр а , получаем уравнение искомой 
огибающей в виде:

Ч Ч ж ,2 /)= 0 . (26)

Е сли огибаемая и огибающие строятся с помощью вспомогательной центро
иды С в  (рис. 13), как  траектории какой-либо её точки А  (см. § 2), то уравн е
ния огибаемой и огибающей можно найти, используя уравнения (23). Д ля  
кривой а'а' (рис. 13) эти уравнения будут следующие:

у 'а  —  у  Ч

i 'dx ' — т)’dy ' 
ds’

Vdy'-^-T\'dx'
d s7'.

(27)

где x '  и у' суть координаты начал» О ’ координатной системы 0 '; У ,  п ри н ад
лежащ ей вспомогательной центроиде С в- Ось О ; '  будет касательной к центро
иде С0 звена 1 и вспомогательной центроиде С в , проведённой в точке их 
соприкосновения. Ось О'т' совпадает с общей нормалью к тем же центроидам, 
проведённой через точку касания. Координаты £' и V определяют положение 
точки А  в системе 0 '; 'г / .

Д ля  кривой я"а" уравнения (23) напиш утся так:

У А —  У”

t"dx"  - т \"dy"
' ds" '
S W  +  V'dz"

' ds"

(28)
x

где x"  и у"  суть координаты начала О" координатной системы 0"Z'' i\", п ри 
надлежащ ей вспомогательной центроиде С в . Ось О"'-," будет касательной к 
центроидо С g свена 2 и вспомогательной центроиде С в , проведённой в точке 
их соприкосновения. Ось 0 "V ' совпадает с общей нормалью к тем же центрои
дам, проведённой через точку касания. Координаты и г/' определяют полож е
ние точки А  в  системе 0"Z"n”. Кривые, определяемые уравнениями (27) и (28), 
будут взаимноогибаемыми.
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П р и м е р 5. П усть центроида относительного движения звена 1 пред
ставляет собой прямую  С„, а центроида относительного движения, принад
леж ащ ая  звену 2, представляет собой окруж ность Сд (фиг. 26). П усть, далее, 
г, качестве огибаемой выбрана точка К "  центроиды Сд. Требуется найти урав
нение огибающей К 'К ' .

О гибаю щ ей К 'К '  будет, очевидно, траектория точки К ” центроиды С"а 
в ес движении относительно центроиды С'(). Центроиду С’0 закрепляем  с не
подвиж ной системой координат Оху.  Тогда уравнением этой центр,)иды 
■Зудет:

x  —  t, 
у  — 0 .

Следовательно, dx =  dt, dy  —  0 и

ds =  У  (dx)2-f- [dy)2 =  dt.
Ось 0 " i "  подвижной системы координат 0 " £ " г принадлежащ ей центро

иде Сд, совпадает с осью Ох, а  ось О"г," п араллельна оси Оу- Координаты Г'
ч V ' будут:

5" =  — г sin а, т/' —  Г - - Г  COS а,
г,*где г есть радиус центроиды Си.

П одставляя  полученные выраж ения в уравнение (2U) и принимая вс» шш- 
мание, что х  =  t —  s —  г а и dt —  rda, получим:

г sill а • rda л•s -= z ra -------  — ;----- — г (а — sin а)

УК

rda.
__(г — г cos a) r d i ___

rda

г (а - 

!■(!- COS а

Это есть параметрические уравнения циклоиды, т. <•. 
принадлежащ ей звену 1, будет циклоида.

У

огибающей К 'К ’

Фиг. 27.

П р и м е р  6 . П усть в качестве огибаемой звена 1 задана прям ая А В 
фиг. 27), уравнение которой будет:

х
а

где а и Ъ суть отрезки, отсекаемые этой прямой на осях х  и у.  Требуется 
найти уравнение огибающей, принадлежащ ей звену 2, если движение отрезка 
- 1В  задано условием, что ‘

аЪ =  Ю ,
где К  есть некоторая постоянная величина.
!8



П одставляя в уравнение прямой значение а или Ь, определяемое из зад ан 
ного условия, получим уравнение семейства прямы х.

я 1 
а К*  '

(доставляем частную производную по параметру а и приравниваем её нулю:

а2^  Ж* ’
отиуда находим: _

а =  К  л/ ~ - .
У у

П одставляя в уравнение прямой полученные значения а и Ь, получаем:

УК л / " * 
" 4 -  У- 2 — \к -  - h/  ж

У
| л 'куда

* У
К

ХУ —  ~г~ •4
Следовательно, огибающая, принадлеж ащ ая звену 5, будет гиперболой.

I I I .  Э М П И РИ Ч ЕС К И Е  М Е Т О Д Ы  С И Н ТЕЗА .

$ 7. И спользование м оделей или ш аблон ов  д л я  н ахож дени я огибаю щ их.

Нахождение огибаемых или огибающих кривых, используемых в качестве 
профилей элементов высшей пары, во многих случаях  требует большого коли 
чества построений или вычислений. К роме того, при нахождении этих про
филей можно задаться только одним из них. Сопряжённый ж е профиль 
получается только после целого ряда построений или вычислений. П олучен
ный сопряжённый профиль может оказаться  неудовлетворяющим требованиям 
конструкции, производства и т. п. Т огда необходимо задаться изменённым 
профилем элемента 1 и снова, повторив все построения или вычисления, н ай 
ти новый профиль элемента звена 2. Если в этом случае полученный профиль 
*">удет неудовлетворительным, приходится ещё раз изменять профиль звена I 
п т. д. Очевидно, такой длительный процесс является чрезвычайно трудоёмким. 
П рактическое решение задачи может быть значительно упрощено, если вос
пользоваться экспериментальными методами нахождения сопряж ённы х про
филей. Д ля  этого необходимо построить модели или шаблоны центроид 
относительного движения звеньев пары. Эти модели или шаблоны могут быть 
« деланы из картона, целлулоида, фанеры и т. д. Т ак  как  для  нахождения 
сопряж ённых профилей необходимо построенные шаблоны перекаты вать друг 
по другу без скольж ения, то необходимо на этих ш аблонах отметить ряд 
точек, расположенных на равны х расстояниях друг от друга, считая вдоль 
л.уги; при перекаты вании эти точки должны последовательно приходить в 
соприкосновение (фиг. 28). Д л я  того, чтобы получить достаточно точные 
результаты, необходимо взять  большое количество точек, т. е. разбить очерта
ния профилей центроид на малые дуги. Д алее необходимо в полученных 
точках провести нормали к профилям П ри проведении нормалей можно 
^попользоваться методом, предложенным Головнины м 1). Если выбранная 
ог ибаемая принадлеж ит центроиде С'й звена 2, то закрепляем  неподвижно 
пйнтроиду Од звена 1 и перекаты ваем центроиду С"й по центроиде С0.

')  Г о л о в н и н  Д . Н.: Г раф ическая математика, 1931, стр. 12—14.
39



Вследствие равенства отложенных но обеим центроидам дуг размеченные точ
ки начнут приходить последовательно в соприкосновение, при этом направле
ния нормалей 1, 2, 3, 4, . . .  будут совпадать с направлениями нормалей
V, 2', 3', 4 \  ... Совпадение каждой пары  нормалей фиксирует правильное 
положение центроиды Сц.

Е сли в качестве огибагмей выбрана какая-либо кривая линия К " К ” 
(фиг. 28), то в ш аблоне долж на быть сделана соответствующ ая прорезь или

шаблон должен быть обрезан по выбранной кри 
вой К " К " . В каждом положении ш аблона С ‘0 
карандаш ом наносим кривую  К " К " . Тогда полу
чим семейство огибаемых к р и в ы е  К " К " ,  к кото
рому и проводим огибающую кривую. Таким об
разом, может быть экспериментально построен 
сопряжённый профиль, принадлеж ащ ий звену 1.

Е сли вместо кривей линии К " К "  будет з а 
дана п рям ая  х"х"  (фиг. 28), то можно ограни
читься рассмотрением последовательного поло
ж ения каких-либо двух точек этой прямей, н а 
пример, А  и В .  Д л я  этого делаем в этих точках 
на ш аблоне Сц отверстия и фиксируем эти точки 
в каждом положении центроиды. Соединяя п р я 
мей каждую  пару т^чек, получим семейство п р я 
мых, к которому и приводим искомую огибаю 
щую.

Если в качестве огибаемой выбрана точка, 
нанример А ,  то построение огибающей сведётся 

к проведению кривой через все положения точки А ,  т. е. к  построению её 
траектории. С помощью шаблонов можнр весьма быстро подыскать наиболее 
удобные огибаемую и огибающую. Экспериментальное нахождение огибающих 
можно значительно упростить, если пользоваться светочувствительной бумагой, 
укрепляя  её позади шаблонов на специальной доске. Ш аблоны освещаются 
параллельными пучками света и медленно перекатываю тся друг по другу. 
Тогда на светочувствительной бумаге непосредственно получается непрерывное 
очертание профиля огибающей.

§  8. Замена вы сш ей пары цепями с низшими парами.

Иногда необходимо заданное дгин-егие ерсш гв  1 п 2 гоепроиЕВссти точке» 
или приближ ённо не с помош ио гысшей пары, а с пемеппю  промежуточной 
цепи, состоящей из звеньев, входлш их в низш ие пары.

Д л я  этого пр заданным движениям вгеньев 1 и 2 строим, их подвижные 
и неподвижные центроиды. Затем , рассматривая относител! ное двияение этих 
звеньев, находим бицентропду. Н аконец, по построен! ой бпцеш роиде строим 
центроиды в относительном движении. Таким об] асом, пер вая часть задачи 
реш ается так , как  было показано выше. Д алее приступаем к замене передачи 
движения посредством высшей пар ы промежлточными кинематическими цепями 
с низшими парам и. Д ля  этого рассмотрим вопрос о том, какими кинематиче
скими цепями может быть заменена высш ая п ара. Звенья 1 w 2 обладают 
каждый одной степенно подвин пости, а оба гмссте — двумя степенями по
движности. Связывал эти звенья посредством промежуточных кинематических 
цепей, необходимо пэлучить систему только с одной степенно подвижности, 
т. е. чтобы промежуточные кинематические цепи накладывали лиш ь одно
условие связи . Выясним, какие кинематические цепи, <;остояшие из низдш х
пар, накладываю т только одно условие связи . Структуржая формула такой 
цепи будет, очевидно, следующей: ” ' '

З г а - 2 />5 +  1 =  0, (29)
где п есть число звеньев, а р 5 — число пар V класса. Из уравнения (29) 
находим:

3 1
I’:. - "  1 ‘'Tr - (30)
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Т ак как  « и есть числа целые, то уравнению  (30) могут удовлетворять 
«лсдующие числа звеньев и пар: ‘ '

п =  1, 3, 5» 7 и т . д., Л
j (31

/>5 =  2 , 5, 8 , 11 и т . д . }

Первое сочетание звеньев п п ар  показано на фиг. 29. Звено А В ,  чтобы 
иметь относительную подвижность, должно входить в точке А  в кинематиче
скую пару с одним из основных звеньев, а в точке В  — в кинематическую 
uapv с, другим основным звеном.

'Второе сочетание звеньев и пар показано на фиг. 30. Здесь присоединение 
к основным звеньям осущ ествляется вхождением цепи в кинематические п ары  
к точках В .  С и D.  Нетрудно видеть, что к одному из основных звеньев эта 
цепь может быть присоединена парами в точках В  и D,  а к другому —■ парой 
в точке С, так  как  при присоединении цепи к одному из основных звеньев 
нарами в точках В  и С или парами в точках С и D  звенья 1 и 2 или 2 и &

Фиг. 29. Ф иг. 30.

торпют относительную подвижность, и мы получаем ранее рассмотренную 
промежуточную цепь, состоящую из одного звена, входящ его в две кинемати
ческие пары.

Следующее сочетание звеньев и пар образует цепь, показанную  на фиг. 31, 
Эта цепь к первому из основных звеньев мон ет быть присоединена парами 
н точках В ,  С и D ,  а к другому — парой в точке Е .  При других вариантах 
присоединения необходимо следить за тем, чтобы звенья цепи обладали отно
сительной подвижностью. Более слон ные цепи могут быть получены из сле
дующих по порядку сочетаний (31) звеньев и пар.

Рассмотрим теперь вопрос о том, в каких случаях к акая  из указанны х 
цепей может быть использована. Если два основных звена связать  ценыо... 
показанной на фиг. 29, то движение точки В  относительно А ,  или наоборот, 
будет движением по дуге радиуса А В  и поэтому при качении центроид отно
сительного движения основных звеньев друг по другу те точки, к которым 
присоединяется цепь А В ,  должны в относительном движении огшеыцать 
окружности. Следовательно, если в относительном движении центроид 
и Сд на одной из центроид, например С*, каким-либо способом найдена точ
ка А ,  движ ущ аяся по дуге окружности аз (фиг. 32), то цепь А В  в точке А

должна входить в кинематическую пару с центропдой С0, а в точке В ,  совпа
дающей с центром окружности я я, — в кинематическую пару с центрои
дов С0. П ри обращении движ ения точка В  будет описывать дугу окружности 
РР, а точка А  будет центром этой дуги (фиг. 33).
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Если точки А  или В  описывают в относительном движении точные дуги 
ж руж ностсй, то направление звена А В  дОл?кно проходить через центр мгно- 

ненного вращ ения в относительном дви?кении, т. е. через точку Р 0 (фиг. 32 и 
33). Это следует из условия, что вентор относительной спорости точки А  отно
сительно В, или наоборот, должен быть одновременно перпендикулярен к эве
ну А В  и к отрезку, соединяющему исследуемую точку с центром Р 0.

Если в относительном движении центроид С'0 и Сд каким-либо способом 
найдена точка А ,  движ ущ аяся прямолинейно, то одна из пар, в которые вхо
дит цепь А В ,  долж на быть поступательной (фиг. 34). Прямолинейный отре- 
юн аа траектории точки А  должен быть выполнен в виде кулисы, жёстко

связанной  со звеном 1. В точке А  
должен быть укреплён  па ш арнире 
ползун. Т ак  же, как  и в предыду- 
ацем случае, нормаль в точке А  к 
кулисе аа долж на проходить через 
центр мгновенного вращ ения Р 0.

Если основные звенья связаны  
кинематической цепью, показанной 
н а  фиг. 30, то в относительном дви-

Фиг. 35.

жении центроиды С,’ относительно центроиды С ’0 точка С долж на описывать
так  называемую  шатунную кривую  YY (фиг. 35). Таким образом, если в отно
сительном движении звеньев / и 2 в системе одного из них будет найдена 
точка, движ ущ аяся по шатунной кривой, то движение звеньев 1 и 2 может быть 
воспроизведено не центроидами или взаимноогибаемыми, а промежуточной 
кинематической цепью, показанной на фиг. 35.

При увеличении порядка шатунной кривой может быть иснользована цепь, 
п оказанн ая  на фиг. 31, или какая-либо более слож ная цепь, удовлетворяю щ ая 
условию  (30).

Необходимо отметить, что при подборе цепи, точно воспроизводящ ей тр е
буемую  траекторию , она долж на удовлетворять вполне определённым геомет
рическим условиям . Так, в цепи, показанной на фиг. 35, точки Р, С и Р 0 дол 
жны находиться на одной прямой, так  как  вектор относительной скорости 
точки С должен быть одновременно перпендикулярен  к отрезкам Р иС и P C .  
Эго следует п з того, что точка Р й есть центр  мгновенного вращ ения при пе
рекатывании центроиды С ;  по центроиде С0, а точка Р  есть центр мгновенного 
вращ ения при движении звена E C F  относительно звена BD ,  жёстко св язан 
ного с центроидой С0. Аналогичные геометрические условия должны вы пол
няться  и для цепей более сложной структуры, удовлетворяю щ их условию  (30). 
В случае приближ ённого решении задачи указанны е условия могут удои 
четворяться неполностью . ‘

Таким образом, задача о воспроизведении движения звеньев 1 ж 2 п о 
средством промежуточных цепей с низшими парами может быть реш ена, если 
ЧУДУ1’ найдены точки звеньев, описывающие в относительном движении дуги 
окружностей, отрезки прямы х или участки шатунных кривых. В том случае, 
если будут найдены точки, точно описывающие указанны е траектории, может 
быть использована одна из указанны х выше промежуточных кинематических 
цепей, состоящ ая из низш их пар и точно воспроизводящ ая заданное движс- 
i 2



пне. Обычно удаётся отыскать точки, только приближённо описывающие выше
указанны е виды траекторий. В этом случае указанны ми видами промежуточ
ных цепей с низшими парами движение можно воспроизвести только п ри 
ближённо.

Точки, имеющие указанны е выше траектории, могут быть найдены при 
помощи различных методов. Первый метод состоит в изучении кинематических 

пойств построенных центроид относительного движ ения. Д ля этого при н а 

хождении точек, двигаю щ ихся точно или приближ ённо прямолинейно, можно 
использовать метод поворотных кругов, предложенный Мерцаловым •). И з тео
ретической механики известно, что при плоско-параллельном движении звени 
геометрическим местом точек звена, для которых нормальное ускорение равно 
нулю, будет окружность, носящ ая название поворотного к р у г а 2). Е сли н ай 
дены точки звена, нормальное ускорение которых равно нулю , то очевидно, 
что в рассматриваемые моменты времени эти точки двигаю тся прямолинейно. 
'Тогда, если найти на звене 
ш чку, которая для  ряда 
' оседних положений лежит 
на соответствующ их пово
ротных кругах, то, очевидно, 
траектория этой точки за 
рассматриваемый п ром еж у- 
п*к времени будет прямоли
нейной. О днако, обычно не 
сдаётся найти такой точки, 
которая дл я  всех рассмо
тренных положений звена 
оказалась  бы лежащ ей на 
поворотных кругах , но мож
но найти точки, лежащ ие 
вблизи поворотных кругов .
Такие точки будут иметь 
граекторни, близкие к п ря
мой линии. П усть, напри
мер, для трёх положений 
■■1] !̂, А гВ ъ  Л ?В-д прямой 
Л В ,  принадлежащ ей одной 
из центроид относительного 
движения, найдены новоротные
движении звёньев 1

Фиг. 37.

круги И), а2 и а3 (фиг. 36) в относительном
Совместим отрезки А^В^, и Л 3В 3 (фиг. 37)

вместе с поворотными кругам и таким образом, чтобы точки A lt А., и А 3 со

]) М е р ц а л о в  Н . И .: Кинематика механизмов, М осква, 1914, стр. 357—35Ь. 
3) М е р ц а л о в  Н . И.: К инематика механизмов, М осква, 1916, стр. 48—74.
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впали в одной точке А .  а точки jBl , В 2 н В :) — в  одной точке В .  Тогда пово
ротные круги, в общем случае, выделят некоторую общую им всем область abd, 
все точки которой леж ат вблизи построеигых поворотных кругов. Если в этой 
области выбрать некоторую точку С, то траектория этой точки, как  располо
ж енная весьма близко к кругам я,, я2 и я3, будет приближ ённо прямолиней
ной. Чем меньше будет общ ая веем т] ём ^ р у г а м 'я М  область, тем ближе 
траектория точки С будет п ри б лп каться  к прямой. П еремещая полученную 
точку С  вместе с отрезком А В ,  получим точки Сг, С2 и С3, которые образуют 
кривую, достаточно близкую  к прямей (фиг. 36).

И так , мы наш ли точку, траектория которой в относительном движении 
звеньев 1 и 2 на рассмотренном участке приближённо прямолинейна, и следо
вательно, для передачи «движения может быть использована промежуточная 
цепь, показанная  на фиг. 34.

Д л я  нахождения точек траектории, которые в относительном движении 
описывают дуги окружностей или участки шатунных кривых, необходимо опре

делять радиусы кривизны этих траекто
рий, дл я  чего может быть использована 
теорема С а в а р и 1). Ч асто более удобным 
окаж ется примененПе изложенного выше 
метода ш аблонов. Д л я  этого с ш абло
ном одной из центроид, например цен
троиды Сд, соединяю т н ё т  о плоскость
5  (фиг. 38). В этой плоскости делают 
ряд отверстий, расположенных в опре
делённом по; ядке. П ерекаты вая ш п- 
троиду С0' 110 центроиде Сц, получим 

\ ~~— ряд траекторий, число которых будет
' равно числу сделанных отверстий. Из

■ Ф иг. 38. полученных траекторий выбираем те,
у которых отдельные участки могут быть, 

точно или приближённо, заменены дугами окружностей, прямыми или участ
ками ш атунных кривых. Н айдя экспериментально удобные для использования 
участки, можно п отом — точно аналитически или приближённо графически — 
проверить степень отклонения выбранных участков от точных траекторий.

Д л я  нахож дения траекторий в относительном движении звеньев пары 
можно такж е пользоваться упомянутым выше приёмом проектирования отвер
стий, сделанных в подвижнЦ! плоскости S ,  на светочувствительную бумагу. 
Таким путём можно не только построит!, траектории точек, но и определить 
скорости их движения на отдельных участках. Д л я  этого при непрерывном 
качении центроиды с заданной скоростью плоскость S  освещается пучком 
света не непрерывно, а через вполне определённые короткие интервалы. Тогда 
траектории точек- получатся в виде ш триховых линий. По длине отдельных 
ш трихов пли расстояний между штрихами можно определить скорость движ е
нии точек по своим траекториям.

ГУ . С И Н Т ЕЗ К У Л А Ч К О В Ы Х  М ЕХ А Н И ЗМ О В.

§ 9. В иды  кулачковы х механизмов.

Рассмотрим некоторые частные задачи синтеза механизмов с высшими 
нарами, и в первую очередь — задачи уш теча кулачкогы х механизмов. К ак  
было показано выше, профили элементов высших нар, входящ их в состав этих 
механизмов, могут представлять собой или центроиды или взаимноогибаемые 
кривые. М еханизмы, у которых профили элементов гысшей пары,представляю т 
центроиды, применяю тся в технике сравнительно редко вследствие указанны х 
выше динамических и кинематических недостатков. Гораздо чаще применп-

') М е р ц а л о в  Н. И. :  К инематика механизмов'!'Москва, 1914, стр. 48—102.
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ются кулачковые механизмы с профилями элементов высших пар, очерченных 
но взанмноогибаемым кривым. Д ля большей стройности дальнейш его изло
жения разобьём все кулачковы е механизмы но формам движения ведомого 
чвена высшей пары на следующие три вида: „

a) ведомое звено движется поступательно в неподвижных направляю щ их;
b ) ведомое-звено движется нращ ательно около неподвижной оси;
c) ведомое звено имеет произвольное плоско-нараллелы ю е движение.
Примером первого вида можзт служ ить механизм, показанный на фиг. 39.

П лоская кривая  1 вращ ается около оси А  с заданной угловой скоростью. 
Воздействуя на ролик 3, свободно вращ аю щ ийся около оси С, кри вая  1 застав
л яет  звено 2 двигаться поступательно в направляю щ их В В .  У словимся в 
кулачковы х механизмах называть кулгчком  то звено высшей пары, форма 
элемента которого определяется из условия заданного относительного движения 
звеньев, входящ их в высшую пару. Профилем плоского кулачка условимся 
называть сечение кулачка плоскостью, параллельной плоскости движения к у 
л ач к а . Тогда в механизме, показанном

щается около оси А  и, воздействуя на ролик 5, приводит звено 2 в плоско
параллельное движение, соответствующее движению ш атуна четырёхзвении- 
ка F C D E  (фиг. 41).

При кинематическом и динамическом синтезе кулачкового механизма 
должны быть заданы  законы  движения ведущего и ведомого эвеньев и мини
мальный угол давления у. Кроме того, дополнительно должен быть задан  вид 
огибаемой, принадлеж ащ ей ведомому звену.

Движ ение ведущего и ведомого звеньев обычно задаётся или аналитически 
в виде уравнения движ ения или ж е графически в виде диаграмм перемещений. 
Вид этих уравнений или диаграмм может быть различным в зависимости от 
заданных условий движ ения. Ч ащ е всего закон движ ения ведомого звена 
даётся в функции закона движения ведущ его^звена, т. е. из двух уравнений 
движения ведущего и ведомого звена, заданны х в функции времени t, путём 
исключения времени получаю т одно уравнение.

О становимся ещё на выборе очертания профиля огибаемой. Огибаемые 
могут быть трёх видов. Во-первы х, в качестве огибаемой может быть выбрана 
какая-либо кри вая . Ч ащ е всего выбирается окруж ность, эвольвента, циклои
д ал ьн ая  кривая  и т. д. Во-вторых, в качестве огибаемой может быть взята 
трчка, и наконец, в качестве огибаемой может быть взята  п рям ая . Этими ви
дами огибаемых практически ограничиваемся six выбор в п лоских кул ачко 
вых механизмах.

Фиг. 39. Ф иг. 40. ‘•'иг. 41.



§ 10. Кинематический синтез кулачковых механизмов первого вида.

К первому виду кулачковы х механизмов мы отнесли те механизмы, ведо
мые Звенья которых двигаю тся поступательно (фиг. 39). В зависимости от 
движения ведущего звена, которое может двигаться или такж е поступательно 
пли вращ ательно, могут быть два случая кулачковы х механизмов первого вида.

П усть ведущее звено 1 (фиг. 42) движется поступательно с заданной по
стоянной скоростью, а ведомое звено 2 движется поступательно в н аправля
ющих уу .  Закон  движения звена 2 пусть задан диаграммой S 2 =  /(<S’1} 
(фиг. 43). ,

Задача может быть решена только с помощью взаимноогибаемых кривых 
П усть (фиг. 42) в качестве огибаемой задана произвольная кривая аа, при-

* U!

надлеж ащ ая звену 2 ; начальное положение этой огибаемой пусть будет с^а, 
Т ак  как  огибаемая аа нам задана и её последовательные положения могут 
быть определены по граф ику S„ =  f  (-Si), то для построения огибаемой можно 
не строить бицентроиды и центроиды в относительном движении, а можно не
посредственно построить огибающую рр, принадлеж ащ ую  звену 1.

Д л я  нахождения последовательных положении огибаемой воспользуемся 
приёмом обращ ения движения. Д ли  этого сообщаем звеньям 1 и 2 общую ско
рость —H-V Тогда звено 1 будет неподвижным, а звено 2 будет двигаться п о 
ступательно с постоянной скоростью + V ]  вдоль направляю щ их х х  и п оступ а
тельно со скоростью rtrt’2 вдоль направляю щ их уу .

Выберем на кривой (фиг. 42) как^ю -либо точку А х и переместим эт\ 
кривую  вправо на отрезок а , равный в выбранном масштабе пути, проходимом' 
звеном 1 из полож ения 1 в положение 2 (фиг. 43). Тогда кривая а4а, займёт 
положение я , а2, а точка А х займёт положение А.,. Переместим далее к р и 
вую п „ а 2 на отрезок Ъ, равный в том н е  масштабе пути, проходимому звеном ? 
из полож ения 1 в положение 2 (фиг. 43). Тогда точка А'„ перейдёт в полож е
ние Л 2, а кривая а., а2 займёт положение а2а,. Аналогично находим все п осле
дующие положения огибаемой аа.

О богнув все полученные полож ения огибаемой аа огибающей рр, получаем 
профиль кулачка 1. Если огибаемая будет точкой (фиг. 44), то аналогичным
приёмом находим точки A j .  А 2, А я......... представляю щ ие отдельные положении
точки А .  Соединив точки A j ,  A t , А 3, . . .  плавной кривой рр, получим огибаю 
щую, которая н представит собой профиль кулачка 1.

Если звено 2 снабжено роликом К ,  свободно вращающ имся около оси А .  
то кривая  рр будет геометрическим местом центров ролика, а истинным про
филем кулачка будет эквидистантная кривая р< р0, отстоящ ая от кривой рр на 
расстоянии, равном радиусу ролика. Д л я  построения эквидистантной кривой 
из различных точек кривой рр проводят окруж ности  радиусом, равным радиусу 
ролика. К ри вая  р0р0 получится как огиб. ющ,..я всех положений ролика К .

Если ведущее звено (кулачок) двгж ется  вращ ательно, то передача движ е
ния может быть осуществлена двояко: центроидами или взаимноогибаемыми 
кривыми.
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Рассмотрим сначала тот случай, когда передача осущ ествляется центрои
дами П усть ведущее звено 1 (фиг. 45) вращ ается около ори А  с постоянной 
угловой скоростью — ев], а ведомое звено 2 движется поступательно в направ
ляющих х х  со скоростью ±  и2. Закон движ ения звена 2 пусть задан графиком 
'?•» =  /  (fi)> гДе ?i есть угол поворота пер
в о г о -звена (фиг. 46).

Д ля  построения центроид в относи
тельном движении находим бицентроиду,

I I ]
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Фиг. 44.

г с. геометрическое место мгновенных центров вращ ения в относительном двн 
.кении звеньев 1 и 2, принадлеж ащ ее неподвижной плоскости. Мгновенный 
центр вращ ения звена 1 будет всегда совпадать г точкой А ,  а мгновенный 
центр вращ ения звена 2, как  двигаю ще
гося поступательно, будет находиться в 
бесконечности. Тогда точки бицентропдн 
Г ,, будут,очевидно, леж ать на прямой А С Г . 
перпендикулярной к направлению  движ е
нии звена 2. Д л я  определения точек би
центроиды С Б сообщаем системе 1 и 2 об
щую угловую  скорость + с о г (фиг. 45).
Тогда звено 1 будет неподвижным, а зве
но 2 получит добавочную скорость -*■ со,.
Ни идём в звене 2 точки, скорости которых в этом сложном движении будут 
последовательно равняться нулю. Очевидно, это будут те точки, в которых 
скорость будет в каждом рассматриваемом положении равна и обрэтна по 
апчку линейной скорости получаемой вследствие дополнительного вращ ения 
(иена 2 с угловой скоростью -f_coi- Этому условию могут удовлетворять толь
ко точки, леж ащ ие на прямой А С В . П олож ение этих точек для  каждого от
дельного полож ения будет определяться из условия:

- i ' l ----- C O j i ,

где £  есть расстояние искомого мгновенного центра вращ ения Р  в относитель
ном движении от оси вращ ения А .

Из последнего уравнения имеем:
ь  =  Ъ .  . 

и 1
П одставляя в полученное уравнение значения скоростей г>2, взятые из графика 
не фиг. 46, мы определим ряд  точек Р х, Р 2, Р я, . . . ,  образующ их бицентропду, 
которая для данного случая является отрезком прямой. Центроиды С^ и С” 
в относительном движении определяю тся по построенной бицентроиде приёмом, 
изложенным в главе I. Т ак  как  в точках 1 и 4 (фиг. 45) скорость v 2 звена 2 
равна нулю , то профили обеих центроид проходят через центр вращ ения А .  
Качением центроиды С0 по центроиде и будет осущ ествляться поступатель
ное движение звена 2 с заданными скоростями v->.
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Рассмотрим случай, когда передача осущ ествляется не центроидами, а 
взаимноогибаемыми кривыми. П усть закон движения звена 2 задан графиком 
■S2 —  f('fi} (фиг. 47) и угловая  скорость кулачка 1 принята постоянной. В каче- 
"стве огибаемой пусть задана кри вая  м с  начальным положением a,aj (ф и г.48).

Д л я  нахождения огибающей по
строим последовательные положения 
огибаемой аа, для чего воспользуемся 
графином 5 2 =  / ( у 1) и  заданной угловой 
скоростью « j. Если законы движения 
огибающей и огибаемой заданы непо
средственно, то все построения могут 
быть сделаны без предварительного 
построения бицентроиды и центроид в 
относительном движении. Д ля  этого 
сообщ аем звеньям 1 и 2 общую угло
вую скорость coj. Тогда звено 1 будет 
неподвижным, а звено 2 вместе с оги
баемой аа. будет двигаться сложным 
движением, вращ аясь около точки А  
с угловой скоростью — и двигаясь 

со скоростью ri: v.2. Т ак  как  угловая  ско- 
то звено 2 будет вращ аться около точки А .

Фиг.

поступательно в направляю щ их хх  
р ость сог нами принята постоянной,

ш оворачиваясь каждый раз на один и тот же угол <pt (фиг. 48). Д л я  нахож де
ния последовательных положений кривой аа опустим из точки А  на н аправ
ление В 1С71 движ ения звена 2 перпендикуляр А К Х и проведём окруж ность 
радиуса А К j. Разобьём полученную окруж ность на равные дуги, стягиваю щие
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углы  <pi, и найдём точки К 2, К я, ЛГ4, . . .  П ри вращ ении звена 2 с угловой 
скоростью — o>i направления В {С Ь В .,С ,, . . .  Фудут всегда касательны  к по
строенной окружности в точках А ',, К 2, К%, . . .  Проведём н аправления ВуСу, 
В 2С2, . .  • и найдём на них последовательные полож ения какой-либо точки В ,  
огибающей аа звена 2. Д л я  этого из точек Ку, К 2, К 3, . . .  отложим равны е 
отрезки К \ В 1 =  КпВ., =  К яВ я . . .  Д алее строим полож ения огибаемой аа, по
л у ч а е м ы е  от вращ ения звена 2 около точки А  с угловой скоростью — и ,. Это 
будут полож ения a, a ,, a., а2, a;j a;J, . . .  Т ак  кап  кроме вращ ения около точки А  
пксно 2 перемещается в направляю щ их х х  по закону, заданному диаграммой 
на фиг. 47, то окончательные полож ения кривой аа найдутся, если из точек 
B t ' В \  B'.t, отложить в выбранном масштабе отрезки В\,Вп — а.,, В'..В., =  а . , , 

«I, . . . ,  взятые с диаграммы на фиг. 47. Таким образом мы получим 
ряд положений огибаемой аа. О гибаю щая получится, если обогнуть все поло
ж ения огибаемой аа плавной кривой рр. О гибаю щ ая кри вая  рр и образует 
профиль кулачка. В ращ ая кулачок 1 около оси А  с угловой скоростью wj, 
получим заданное движение звена 2 со скоростью ± v 2.

Из фиг. 48 видно, что для  получения точного очертания профиля необхо
димо построить п общем случае достаточное количество положений огибаемой

кривой аа. Соприкосновение огибающей с огибаемой будет происходить в р аз
личных точках огибаемой. П остроение кулачка можно упростить, если при
нять во внимание, что отрезки К у В х, К 2В'2, К 3В ’3, . . .  равны между собой. 
Тогда можно отложить постоянный отрезок, равный КуВу,  вниз от оси ^  диа
граммы S  =  f ( i f1) (фиг. 42) и провести ось е ,. Д л я  определения точек By, В , ,
& з ----- достаточно отложить из точек К ъ К 2, K s, . . .  отрезки Ъи  Ь2, Ъ3, __

Если в качестве огибаемой задана п рям ая  аа (фиг. 49), то построе
ние будет аналогичным. Н а фиг. 49 показано построение для  случая ,
^ Синтез механизмов 4*
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когда «*! =  const, и вакон движ ения 8вена 2 задан  графиком 5 2 =  / ( у )t 
(фиг. 50). <

В качестве огибаемой может быть задана та к и е  точка (фиг. 51, точка В).
Т огда огибаю щ ая пройдёт череа все полож ения точки В .  На фиг. 51 п ока

зано построение профиля кулачка этого
вида для случая, когда закон движ е
ния звёна 2 задан диаграммой S 2 =  1(<?i), 
изображ ённой на фиг. 47. Огибаю 
щ ая рр будет профилем кул ачка, если 
звено 2 оканчивается в точке В  остриём. 
Если ж е в точке В  поставлен ролик 3 
радиуса р, то профиль рр будет теоре
тическим профилем, практическим ж е 
профилем р0р0 будет кривая , эквиди
стантная профилю р?. Д л я  построения 
практического прсфилп проводим из 
точек профиля рр окружности радиуса
ми р: огибающая р0р0 этих окружностей 
и будет практическим профилем кулач
ка (фиг. 51).

Е сли направление движ ения эвена 2 проходит чере8 ось вращ ения А  
к у л ач к а , то окруж ность радиуса А К Х на фиг. 49 превращ ается в точ-

Фиг. 51.

к у , h все отрезки Ь,, Ъ2, bs, . . .  с диаграммы .£„ =  / ( * , )  на фиг 47 от- 
' / - ды - отся непосредственно на лучах , проходящ их' через центр А
| ф И Г .  o l  j .
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§ 11. Кинематический синтез кулачковых механизмов второго вида.

К о  второму виду кулачковы х механизмов мы отнесли те механизмы, ведо
мые звенья которых имеют вращ ательное движение. Здесь можно различать 
два случая: 1) ведущее звено движется поступательно и 2) ведущее звено дви
ж ется вращ атсльно.

П усть звено 1 (фиг. 52) движется поступательно с  постоянной ско
ростью — 1'ъ  а  ведомое звено 2 движется вращ ательно с угловой ско-

ростыо ±  Закон  углов поворота звена 2 в функции перемещения звена 1 
пусть задан"граф иком «„ =  /( £ ] )  (фиг. 53).

Передачу заданного" движ ения с помощью центроид относительного дви
ж ения может быть решена так  же, как  это было сделано для кулачковы х 
механизмов первого вида. При передаче с 
помощью воапмноогибаемых кривых задача 
решается следующим образом. Выберем
II качестве огибаемой какую -либо произ
вольную  кривую  аа, принадлежащ ую  зве
ну 2,- и начальное положение которой 
пусть будет полож ение а ^  (фиг. 52). Со
общим сбоим звеньям общую линА'шую 
скорость v\.  Тогда звено 1 будет непо
движным, о звено 2 будет двигаться слож 
ным движением, перемещ аясь поступатель
но со скоростью -f-« i и вращ аясь около 
оси А  с  угловой скоростью ±  <о2. Т ак  
как  скорость принята постоянной, то 
поступательное перемещение звена 2 пред
ставит собой перемещение всех его точек на постоянный отрезок а, взятый 
в некотором масштабе с диаграммы if2 =  j { S l ) (фиг. 53). Точка А  звена 2 
будет занимать последовательно полож ения А г, А.,,  . . .  Соответственно кри
вая аа будет заним ать полож ения а„ а ,, а3 а3, . . .  Вращ ательное движение зве
на 2 около оси А  определяется углом ®2, закон изменения которого дан на 
графике <р„ —  Имея масштаб углов, можно для  каж дого полож ения
звена 2 определить соответствующий угол его поворота. Если обозначим 
первоначальный угол, образованный звеном 2 с перпендикуляром к направле
нию движения звена 1, через ®0, то в следующем положении звено 2 образует 
с этим перпендикуляром угол 'Ро +  То’ потом угол <p0 -j-?o 11 т - Д- О тклады вая 
указанны е углы , получим последовательные полож ения ajaj, а2а2, аяа3, . . .  
огибаемой аа. Огибающая рр всех положений кривой аа и образует про
филь кулачка. Т ак же, как  и в ранее разобранном типе кулачков, угол ?(| 
может быть отложен на графике f 2 =  / ( 5 1) в том ж е масштабе, как  я  углы  <р2.
4* 51
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Т огда отсчёт углов может вестись от новой оси 5 , (фиг. 53). В случае, когда 
огибаемой является прям ая аа, профиль кулачка строится аналогичным образом. 
► |» Е с л и  в качестве огибаемой выбрана точка, например точка В  (фиг. 54), 
то 'огибаю щ ая рр пройдёт через все последовательные полож ения этой точки:

В х, В.,. В я, . . .  Если в точке В  установлен ролик 3, то практически it про
филь р0р0 'полупится как  огибающая всех положении ролика 3.

Переходим теперь к рассмотрению второго случая данного типа кулачков, 
когда ведущее звено, так  ж е как  и ведомое, вращ ается. Если передача осу
щ ествляется центроидами в относительном движении, то для  построения этих

центроид можно использовать приём,
OJ, * f ( t )  6 / ,  =  ip ( t /

€U,

S

t
4  S

Фиг.

изложенный в главе I . П усть движение 
звеньев 1 и 2  задано графиками u>j =
—  f ( t )  и о)г =  <(| (t) (фиг. 55), причём угло
в ая  скорость (»! принята постоянной. 
Угловы е скорости <oj и ю2 приняты  р аз
ными по знаку.

По заданным угловым скоростям <», 
и <о2 строим бицентроиду. Д л я  этого 
соединяем точки А  и В  (фиг. 56) п р я 
мой п находим мгновенный центр вра- 

l a p __®2 т г
--------------  -----  И  J j  А р  ~Т~L BP

щ ения в относительном движении звеньев 1 и 2 . Имеем:
~\-ЬВр = Ь АВ, откуда

L AP =  L A B — j £ - - .

П одставляя в полученное уравнение соответствующ ие значения угловы х 
скоростей to1 и ю2, взятые из диаграммы на фиг. 55, находим на прямой А В  
полож ения мгновенных центров вращ ения Р*, Р ^ ,  jPj11, . . .  П рям ая на участ
ке pjj"[jP('  п и представит собой искомую бицентроиду СБ .

Имея бицентроиду, строим центроиды, для чего находим точки, принад
л е ж а щ и е  звеньям 1 и 2  и приходящ ие последовательно в соприкосновение 

друг с другом в точках Р \,  Р Ц , Р'}1, . . .  Д л я  этого определяем углы  пово
рота и f 2 звеньев 1 и 2  из условии:

* t

®i =  \ atydt, Тг= f u>2d t.
V **to to

Из этих уравнений следует, что углы  ^  и <р, могут быть определены по 
графикам « , = / ( « )  и о>3 =  Ф (г) (фиг. 55) методом графического интегрирования. 
Графики <p1 =  F ( t )  и |р2 =  Ч} (г) показаны  на фиг. 57.
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Т ак  кап  угловая  скорость toj была нами п рин ята постоянной, то r j : фик 
у будет прямой линией, наклонённой к оси абсцисс, т . е. угол пово
рота f i  звена 1 в единицу ^времени будет постоянным. Полученные у п ы  »д

откладываем н])и точке А  (фиг. 5С>). Тогда получаем ряд прямы х Л / .  А -J. АЗ,  
Л4,  . . .  Углы is, будут переменными. Значения <pj, «С, <р» , . . .  этого угла , по
лученные из графика <р2 =  'Ф(г), откладываем при точке В .  Тогда получим ряд 
прямых В 1 , В2, В-3, . . .  (фиг. 50). Из точки А  радиусами, равными А Р ^  , 
АРЦ , АР™ ,  . . .  проводим дуги до пересечения в точках 2', З1 V, . . .  с ранее
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проведёнными через точку А  прямыми. Соединив полученные точки P j ,  
2 ', 3', . . .  плавной кривой, получим центроиду С0, принадлеж ащ ую  звену 1. 
Точно т а к  ж е ив точки В  радиусами, равными B P l§, B P J,11, ВР™, . . . ,  прово
дим дуги до пересечения в точках 2", 3'', 4", . . .  с прямыми, проведёнными

через В .  Соединив полученные точки 
Рд, 2", 3",  . . .  плавной привой, по
лучим центроиду С "п, принадлеж а
щую звену 2. Движ ение звеньев 1 
н 2 будет осущ ествляться качением 
центроид С'0 и С0' друг по д р у гу .

Вследствие динамических усло
вий, которые будут рассмотрены ни
ж е, передача центроидами может 

быть осуществлена только на части оборота. Поэтому эти центроиды для по
лучения непрерывно действующей передачи движ ения снабж аю тся зубцами.

Рассмотрим теперь случай, когда так ая  же передача долж на быть осущест
влена взаимноогибаемыми кривыми. П усть в качестве огибаемой задана кри-

Ф иг. 58.

вая  аа, вращ аю щ аяся около оси А  и имеющая своим начальным положением 
а1а1 (фиг. 58). Углы поворота <f2 кривой аа пусть заданы графиком tp2 =  /  (рх) 
(фиг. 59). Н ачальное положение кривой аа определяется углом <р0.

Д ля  нахождения последовательных положений кривой аа сообщаем звеньям
1 и 2 общую угловую  скорость — о»]. Тогда звено 1 будет неподвижным, 
а звено 2 будет иметь сложное движение, состоящее из вращ ения около оси О 
на постоянные углы «, и вращ ения около оси А  на углы <р2, определяемые 
графиком (фиг. 59). Из точки О радиусом О А  проводим окружность разде-
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лим её на равны е дуги  <fv  и находим' на ней точки А ъ Л 2, А 3, . . .  Д алее, но 
граф ику ®2 =  /(ip1) определяем углы  у2, и при радиусах О А 2, О А 3,

О А 4, . . .  откладываем углы ?о~Ь?2> ?о "Ь  Ч’Г ’ •••  Т огда получим ряд
полож ений ajaj, я2а2, . . .  огибаемой кривой аа. О гибаю щ ая рр всех положений 
огибаемой аа и образует профиль кулачка. Д л я  удобства подсчёта углов 
(?о"Ь ?2’ ®о +  Тз> можно начальный угол <р0 отложить на графике », =  /{?]) 
(фиг. 59) и отсчёт углов вести от новой оси абсцисс

В том случае, когда в качестве огибаемой выбрана п рям ая  А а  (фиг. 60), 
построение кулачка ведётся так  ж е, как  и в только что рассмотренном случае.

Е сли в качестве огибаемой задана точка В  (фиг. 61), то огибающую рр, 
представляю щ ую  собой теоретический проф пль^кулачка, мы найдём, соединив

Ф иг. 6 J.

все полученные точки . J?j, В 2, В 3, . . .  плавной кривой. Д л я  получения п ракти
ческого профиля РоРо необходимо построить полож ения ролика 3. Огибающая 
полож ений ролика и даст практический профиль р0р0 кулачка.

§ 12. Кинематический синтез кулачковых механизмов третьего вида.
К третьему виду кулачковы х механизмов мы отнесли те кулачковы е меха

низмы, у которых ведомое звено движется сложным плоско-параллельным 
движением. Закон  движ ения ведомого звена 2 (фиг. 62) обычно задаётся как  
ф ункция законов движ ения одного из звеньев: звена 3  или звена 4. Д виж ение 
кулачка 1 обычно принимается происходящим с постоянной угловой скоростью. 
Т ак  как  кулачковы е механизмы третьего вида встречаю тся в маш инах срав
нительно редко, то рассмотрим только некоторые обшие вопросы, связанны е 
с их проектированием.

Кинематическое проектирование может быть выполнено общими методами, 
изложенными в главе I. Т ак , если движение воспроизводится центроидами в
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относительном движении, то по заданному закону движ ения звена 3 или 4 
находим мгновенные центры вращ ения звена 2. Соединив полученные мгно
венные центры вращ ения прямыми с точной А ,  находим на этих прямых 
мгновенные центры вращ ения в относительном движении звеньев 1 и 2. Гео
метрическое место этих центров определяет бнцентроиду механизма. По полу*

Ф и г .  0 2 j

ченной бицентроиде обычными приёмами строим центроиды, одну [из которы л 
жёстко связы ваем со звеном 2 , а другую  со звеном / .

Если движение воспроизводится взаимноогибаемыми кривыми, то'^ проек
тирование профиля может быть сделано ранее изложенны ми приёмами. В к а 
честве примера рассмотрим только один случай, показенный на фиг. 62. П усть  
задан закон движения четырёхзвенника 
E D C F .  Требуется воспроизвести заданное 
движение воздействием кулачка 1 на ве
домое звено 2 , на котором в качестве оги
баемой выбрана точка В .  Т ак  к ак  четырёх- 
звенник E D C F  представляет собой систему 
с одной степенью подвижности, то доста
точно иметь заданным закон  движения к а
кого-либо одного звена этого четырёхзвен
ника. П усть, например, задан закон  изме- j , г 3 4 ^ е т,
нения угла поворота <р4 звена 4 в виде
граф ика <р4 =  /( f i)  (фиг. 63). Сообщаем Фиг. 63.
обеим системам общую угловую  ско
рость — wj. Т огда система 1 будет неподвижной, а четы рёхзвенник E D C F  по 
следовательно займёт полож ения E 2D,,C2F 2, ... П ри этом зьеио ■('
будет образовы вать со стойкой E F  последовательно углы «0, ® о + ? 4> ’ за "
данные графиком <р4 =  / ( “Pi) - Тогда определятся последовательные полож ения 
В ъ В 2, B s, . . .  точки В .  Соединив эти точки плавной кривой рр, получим 
теоретический профиль кулачка 1. Д л я  получения практического нрофил!! 
РоРо следует обогнуть кривой все полож ения ролика 5 (фиг. 62).
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§ 13. Динамический синтез кулачковых механизмов первого вида.

Д ля обеспечения необходимого коэффициента полезного действия кулач'- 
-кового механизма и для надежности его работы углы  давления механизма 
должны имзгь вполне определённые значения. Рассмотрим вопрос об опреде
лении углов давления в кулачковом механизме с поступательно движ ущ имся 
кулачком (флг. 6 't). Д ля  определения угла  давленая  необходимо, как  эго бы
ло  показано в § 3, создннигь точку зацепления с соответствующими м гновен
ными центрами вращ зния, лежащ ими на неподвижно!! центроиде и бицентро-

Ф иг. 64. Фиг. 65.

иде. Точкой зацепления для  рассматриваемого вида кулачка будет точка А  
соприкосновения профиля рр с огибаемой аа. Мгновенный центр вращ ения 
эвена 2 находится в бесконечности и леж ит на прямой А а,  перпендикулярной 
к  направлению  движения звена 2. Мгновенный центр вращ ения звена 2  при 
его движении относительно звена 1 леж ит на общей нормали АЪ к кривым рр и 

аа, проведённой в точке соприкосновения А .  У гол, обра-
,йг зуемый прямыми А а  и АЪ, будет углом давления т1г.

Нетрудно видеть, что тог ж е угол образую т п рям ая, п ар ал 
ич лельная  направлению  движения звена 2, и общ ая к аса 

тельная гг, проведённая к профилям аа и рр в точке А .  
р  Н а фиг. 65 показано определение угла  давления 

для того случая , когда огибаемой звена 2  будет точ
ка . Д л я  определения величины угла  y12 к ак  для пер- 

1 иг. 6 6 . вого, так  и дця второго механизма, строим план  ск о 
ростей (фиг. 66). И з п лан а  скоростей получаем:

dS« .

:c tg Ti2 —
(ра2)

[PH)
u я_At 
VA ,

dt

dt

d S ,
: d S \ '

откуда следует, что угол давления не зависит от размеров кул ачка.
Д ля  определения c t g f l2, очевидно, следует по заданной функции S 2 —

=  / № )  определить первую производную  Если ф ункция S 2 =  f { S 1) за-

Ф иг, 67. Фиг. 68 .
дана в виде граф ика (фиг. 67), то графическим дифференцированием лег- 

к )  можно построить граф ик —  (^i) (фиг. 68). М аксимальному значе-
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„ию  ттг будет соответствовать минимальный угол ?12. Полученное мини-
UU J

м а л ь н о е  значение у12 не должно быть меньше некоторого заданного у г 
ла ? m b’ который обычно для указанного вида передач рекомендуется не 
менее 60— 70°.

При проектировании профиля кулачка, удовлетворяющ его условию, чтобы 
углы давления не были меньше заданного значения можно использо-

" dS~ v
вать условие, что i ^  'max не доля 

быть больше c tg  Yraia, т. е.

i d s 2, )  ^ c tSTmm \a o  i тах

dSo dS\
«ли, так  как  ^  “ =  и -j— —  v itdt

\V i /Г
JctgTmin-

Если заданы  скорость Vi и угол  7^ ,  
то легко определить максимальное допу
стимое значение скорости v 2 тах . Д ействи
тельно:

Vo l - V 1 ctg-;n (32)

Построив график г>2 — /  (г) с учётом 
условия (32), графическим интегрирова
нием находим график S 2 ~ f ( t ) ,  который 
и может быть использован для  построе
ния профиля кулачка.

Переходим к рассмотрению кулачко
вого механизма того же типа, но с кул ач
ком, имеющим вращ ательное движе
ние. Начнём с того случая , когда пере
дача движения осущ ествляется центроидами С0 и С0 относительного движ ения 
(фиг. G9). Из фиг. 69 следует, что угол давления f  не зависит от того, какое 
из звеньев будет ведущим. Обозначим радиус-вектор А Р  центроиды Сд через 
Р]. П усть центроида Сд повернулась на бесконечно малый угол d? ^  Отложим 
па центроиде С'0 бесконечно малую дугу Р а  и из точки а опустим перпенди
к у л яр  аа, на направление А Р .  Тогда угол Р а а х с точностью до бесконечно 
малых второго порядка будет равен углу  7 и, следовательно,

* Т= М .
(a a i)

Т ак  к ак  с точностью до бесконечно малых высш их порядков P a 1 =  ^ i y 1 ш 

aai — Pi^iPi. то можно написать:
dpi

tgT =  (33)
вели чин а fa равна:

dS.

-.АР =  - '  =  —  _
(Oj d f v dvl  ’ 

dt
откуда

dl L  =  ^
3 ' f i  d f \  ‘
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П одставляя полученные значения fj и ~  в уравнение (33), получим:acpi

сF S ,

tg T : dS., ’ 
d f  i

№ )

И з уравнения (34) следует, что угол к не зависит от размеров цент[ оид. 
Д л я  того, чтобы механизм работал без заклинивания, необходимо, чтобы

<£ЗД2

<*ТТ
dS%
d f i

И з этого 

мальное значения,

уравнения видно

d~S2

что
dS.,

когда — ' принимает максимальное или мини-

d ' f l .
равно нулю и, следовательно, угол давления равен

нулю . Таким образом, в общем 
случае, передача явл яется  невоз
можной в полож ениях, когда зн а

чения ^ 2  равны  или  близки  к

нулю . Т ак  к ак  при воспроизве
дении возвратно-поступательного 
движ ения почти всегда имеются 

_ подобные участки , то, очевидно.
передача центроидами может быть 
осущ ествлена не за  весь цикл 
движ ения системы. Поэтому обыч
но передача заданного движ ения 
осущ ествляется не центроидами, 
а посредством взаимноогибаемых 
кривы х.

Рассмотрим кулачковы й меха
низм с ведомым звеном 2 , имею
щим в качестве огибаемой кривую  
aa (фиг. 70). Д л я  определения 
углов давления при ведущем к у 
лачке находим бицентроиду в дви
жении звеньев 1 и 2. Д л я  этого 
через точку А  проводим прямую  
А С б , перпендикулярную  к н а
правляю щ им хх .  Т ак  как  мгно
венный центр вращ ения звена 2  
находится в бесконечности, то 
проведённая п рям ая  будет соеди
нять мгновенные центры вращ ения 
абсолютных движений звеиьси 
7 и 2. Точки Pq, Pq, . . .  бицентро

иды будут леж ать на этой прямой. П олож ение их определится из уравнении:

Фиг. 70.

L .4 Го

где ь\  есть заданная  скорость звона 2 в соответствующем полож ении, а  t»i —
заданная  угловая  скорость звена 1 в том ж е полож ении. Точки Р'0, Pq, Р'о , __
бицентроиды могут быть найдены аналитически или графически. Точки би- 
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центроиды будут располагаться вправо и влево от точки А ,  в  зависимости от 
зн ака  скорости t v  Линией зацепления Ся будет геометрическое место точек 
В  соприкосновения огибаемой ая с  профилем кулачка 7, которое может быть 
определено по заданным законам  движения звеньев 7 и 2 способом, указанны м вы
ше. Соединяем точки В ъ  В.,, . . .  линии зацепления с соответствующими точками 
р'0. Pq, ••• бицентроиды Сб и с мгновенными центрами вращ ения Р 2, Р 2, . . .  
звена 2. Т ак  как  звено 2 двигается поступательно, то прямые Z^Po, В 2Р", » .., 
соединяющие точки В ъ  В ъ . . .  с мгновенными центрами вращ ения этого звена, 
будут перпендикулярны  к  направляю щ ей х х .  Углы P.,B^PIV P'^B.P',, ... будут 
углами давления -f12, т™, . . .  Л егко видеть, что такие же углы  составляю т
прямые В \Р о , ЯоР;;, . . .  с бицентроидой Сп.
Для удовлетворительной работы механизма 
Необходимо, чтобы все найденные углы  дав
ления были больше некоторого выбранного 
значения Ymin•; . .

Угол давления может быть определен 
и аналитически. Д ля  этого при точкеЛ  (ф иг.71)
« троим повёрнутый план скоростей в м ас
штабе заданной угловой скорости <oj. Из п л а 
на скоростей, имеем:

9)Bsmcp,
db., vB, —  v B ic OSf,. 

П одставляя в это уравнение

r Bl = - u^li и г В)

получаем!
__ ?, s in

d S ,: — (Оdt
dS„

“ d f l -

tg  712 : dS%
d Vi

(35)
?! COS If!

откуда и определяем значения углов -f,,, так  как  профили кулачка п огибае-
d S о

мои известны, а производная -v-= может быть легко определена (аналитически
f 1

или графически) по заданному закону S 2 —  / ( ? i ) .  Д л я  удовлетворительной 
работы механизма необходимо, чтобы нолученные углы  Y12 были больше y rtia  
Tmin’ который для кулачков данного типа рекомендуется брать в пределах от 
60 до 70°. Д л я  проектирования профиля кулачка, удовлетворяющ его задан- 
Н0МУ Tmim можно воспользоваться уравнением (35). Из этого уравнения сле
дует, что тангенс угла  у12 должен быть больше тангенса выбранного угла  дав
ления

tg  Ti2 ;
Из уравнений (35) и рб) следует!

J, Sin If!
d S 2
dip,

: %  7min-

: t  g  7miu-
?! COS if]

dS .

(36)

(3;

В соотношении (37) 'вели чи н а может быть получена графически или
1 a,f!

аналитически по заданной функции S 3 —  О пределяя из соотношения (37) 
величину ?!, получаем: “

d S , sin  ■
' d f  1 sin  (f i +  7mm)'

Т ак  к ак  в правой части последнего соотношения все величины известны, 
то мы можем построить диаграмму l x =  /  (?]) для заданного значения
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Tmin (Фи г- 72)- Ив диаграммы находим наименьшее возможное значение lmjnl’pa^ 
диуса-вектора I, кул ачка. Далее, из точки А  проводим окруж ность радиуса 
imi„ (фиг. 73). П рофиль кулачка ни на одном участке не долж ен находиться

внутри проведённой окруж ности. Д л я  того, чтобы огибающая рр могла быть 
вписана в полож ения огибаемой аа, необходимо при проектировании избегать 
малых значений Zm;n.

Ту ж е задачу можно реш ить графически. Д л я  этого воспользуемся опре
делением углов давления Т12 с помощью линии зацепления, центроиды и би
центроиды. П редполагаем заданными: кинематические законы  движения < зве
ньев ! и 2, ось вращ ения Л  звена 1 и направление движения звена 2 (фиг. 74).

I Находим крайние точки Р 0 и Рд би-
~  центроиды, которые будут соответствовать

максимальным значениям отношении
- „ ‘°] ’ Д л я  определения точек Р 0 и Р"() бицен

троиды находим отношение скоростей

З Е е н ь е в  7 и 2, выбираем из н и х  те, кото
рые имеют наиболгш ую  величину, и откла
дываем п о л у ч е н н ы е  отрезки А Р 0 и А Р ^ 
из точки А  вправо и влево. Вместо соот

ношения ( - - )  можно
шах

(dS% (
чину U A

отложить вели-

так  как

(7) V///W //7//

Ф иг. 74. 

dS->

Vz . 
“ l"

dS% 
dt 

d i  j 
dt

dS.

Величина 1 может б ы т ь 'л егк о  огреде&ена аналитически или грвфиче- 
о® 1

ски, так  к ак  закон  движ ения S i =  i{f-[) нам задан. При полученных точках 
Pq и  P q строим заданные углы  давления Tm in- Прямые Р 0а и Р 0 Ъ определят 
область, в которой надо выбрать линию зацепления С3 (на фиг. 74 часть этой 
области заш трихована). Величина минимального радиуса кулачка будет з а 
висеть от полож ения выбранной линии зацепления. Наименьшим этот радиус 
будет в том случае, когда крайн яя  точка линии зацепления С3 совпадает с 
точкой К  пересечения прямых Р а  и РЪ. Н а фиг. 74 показана выбранная ли
ния зацепления B xB 2B i B i B-il. Т ак  как  вся линия зацепления находится вну
три  области, определяемой прямыми Р 0а и Р 0Ь, то ни в одном из положений 
звена 2 угол f 12 не будет меньше заданного угла  T m in-

Е сли огибаемой звена 2 будет п ям ая аа (фчг. 7,0), то угол у12 будет по
стоянным и, следовательно, при проектировании необходимо только, чтобы
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угол Гг>, образованны й огибаемой аа с направлением движ енйя звена 2, бы л 
О ольш е'заданного угла  -fmin. Если огибаемая прям ая аа образует с направле
нием движения звена 2 у т л  f l2= t 90°'{фнг.- 76), то в этом случае мы полу
чаем наппыгодп! йшпе с точки зрения углов давления условия работы кул ач- 
нового механизма.

Для кулачковы х механизмов 
данного вида должно такж е удов- 
летворпгься условие, чтобы контур 
кулачка был всегда выпуклым. Д ля 
этого необходимо, чтобы значе
ния величин bt , b3, b3, определяю 
щих перемещение звена 2 (фиг. 76),

©

Фиг. 75. Фиг. 76.

были в каждом п олож гпги  большими второй производной о т гэтих вели
чин по углу  поворота ifj, взятой со знаком минус, т. е. L

h > -
<fbx

<*Pi
b n > -

d %
d f ‘; [(38)

Последнее вы текает из следующих очевидных соображений !). П у с ть  центр 
кривизны  соприкасаю щ егося участка профиля в рассматриваемом положении 
будет находиться в точке В  (фиг. 76). Строим заменяющий механизм A B C D  
(показан пунктиром) и при точке В  (гс) строим план ускорений. Отрезок {тЬ) 
в масштабе <о2 представит собой ускорение ав  точки В ,  т. е. ав = ш 2 (г.Ь). 
О трезок ( - i j  представит собой в том ж е масштабе ускорение ат  толкателя, т. е.

d'b: о drb,
а т •_= <о2 (т:Ь J  =  —  =  to 

d t “

где Ъ;— отрезок, 
(39) получаем:

dipj’

принимающий значения Ъъ Ь2, Ь3, :

(39)

(фиг. 47). Из условия

(40)

Д ля  того, чтобы кулачок 1 имел профиль выпуклым, .необходимо, чтобы центр 
кривизны профиля в каждом положении был расположен ниже линии аа. 
Тогда всегда будет удовлетворяться условие (фиг. 76)

d Ъ -
P —  & i4 ~  ~ ~  >  0 d<pl

(41)

*) Г е р о п и м у с  Я . Л .: Н ахождение профиля кулачка по заданному дви
жению толкателя, «Техника воздушного флота», № 3, 1933.
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откуда получаем!

h > -
d'-bi

----- 5»
d l i

(42)

Д ля  нахож дения полож ения центра вращ ения А  кул ачка  необходимо по 
заданной  диаграмме s 2 i=  f  (фиг. 47) построить диаграмму

/ I  »

затем но построенной диаграмме найти максимальное значение

r „  d4!
D\ m ax — -  =  ш ах

d f l d f i

@ отложить его от соответствующего полож ения 
огибаемой прямой аа вниз (фиг. 76а) и про

—  о  вести прямую  рр, параллельную  прямой аа. 
Ц ентр вращ ения А  кул ачка  может быть вы 
бран в любой точке пространства, лежащ его 

— ниже  прямой рр (па фиг. 76а эта область з а 
ш трихована).

Е сли в качестве огибаемой будет выбрана 
точка В ’_(фиг. 77), то для определения углов 
давления y52> т/з > • • - следует соединить точ
ки линии зацепления С3 с соответствующими 

точками неподвижной центроиды и бицентроиды. Линией зацепления С3 будет 
п рям ая B 1B 2B j , представляю щ ая собой геометрическое место точек соприкос
новения  ̂звеньев 1 н 2. Бицентроидой С б будет прям ая, проведённая череп

точку А  перпендикулярно к 
оси движения звена 2. Точки

Фиг. 7Ga.

Л* Рп, Ра бицентроиды н ай 
дутся так  же, как  и в случае 
механизма, изображ ённого на 
фиг. 70. Точки Р'„, Р 2, . . .  не
подвижной центроиды С2 звена 
2  находятся в бесконечности; 
Н а фиг. 77 показано определе
ние углов давления у12 для

.

Г ' 'I ' />г Ч

' г  r ^ V Cs

Фиг. 11. Фиг. 78.

различны х положений звена 2. Д л я  удовлетворительной работы механизма 
необходимо, чтобы эти углы  давления т}2, . . .  были больше некоторого за 
данного угла  Tmin. У гол давления f 12 может быть определён и аналитически. 
Д л я  этого строим повёрнутый план  скоростей (фиг. 78). Из п лан а скоростей 
«4



имеем:

Y l 2  :

(h1d) _  Vb , sin  f 1
(db°) vB, — vB lco s? i

(43)

(6® и Ь° СУТЬ K0HHbI векторов скоростей v Bl и i’Bs). П одставляя в уравнение
(43) значения скоростей:

dSn dSn 
v*  =  - d i = * i d £

получаем:

t'B, =  ®1?1 и 

tgTl2 = d s  о 
rf® i

- COS (px
(44)

Величина Ij sin =  i i - j - e ,  где 6 [ есть постоянное расстояние Ьг =  IfjiJx =  
=  const, (фиг. 47), a a — перемещение звена 2, принимающее значения a lt a 2, 
a 3, . . .  В еличина cos ip1 постоянная и равна e. П одставляя её в уравнение
(44), имеем:

. Ь, 4 - я
Ч? Y12 — j ( l  • (45)

dS„

' d S s 
d 'fi

В общем случае величины -j— и е могут иметь как  полож ительное, так  и от-
“ fi

рицательное значения.
Из уравнения (45) следует, что при проектировании кул ачка  можно зад а

ваться расстояниями Ь{ или с. Тогда при заданном угле Ymin получаем:
< d S ,
W ? i ■ е  : t g  T m i n  —  a - (46)

П ользуясь уравнением (46), строим график изменении & ! = / ( ? , ) .  Н аимень
шее значение fem;n определит рас
чётную величину расстояния Ъу.
Определив для выбранных значе
ний е и Ymir» величину &min, м ож 
но найти и наименьшую величину
радиуса-вектора
Имеем:

кулачка 1„

К•mill — 1/V'min)2 ' f ' e’’-
Д ля  5 кулачкового механизм;', 

изображённого на фиг. 51, вели
чина е равна нулю, и уравнение 
(44) будет иметь следующий вид:

Yio ь \

d'fi

•(4S)

Соответственно уравнения (46) 
и (47) принимают вид:

; dS.,,  . ■
lc=i d f l  g !m]a ~ a

и, следовательно,

^mi«=  ^min-
Та же задача может быть реш е

на и графическим способом, анало
гичным построению, показанному на фиг. 74. Ч ерез точку А  (фиг. 79) проводим 
прямую  ^ Б С Б , перпендикулярную  к заданному направлению  движения звена 2 , 
и на отой прямой откладываем отрезки А Р ^  ч ЛР*.  Величины этих отрезков 

5  С и т и е з  м е х а н и з м о в  (5 5



/ d S , \
наидутся из знамении , определяемых в спою очередь по заданной

\ "?1'  rrnx t tf ■
функции S-i =  / (f i) . При точках и Р'а строим заданные углы давления 7min. 
Л иния зацеплении С., должна быть выбрана в заш трихованной области аКЬ. 
Это могут быть линии Сд, С ,, С"я и т. д. М инимальный радиус кулачка и ве
личина дезаксиала будут зависеть от выбора полож ения линии зацепления. 
Если вся линия зацепления выбрана внутри области аКЬ, то наименьшим р а 
диус кулачка будет в том случае, когда край н яя  точка линии зацепления С
совпадёт с точкой К  (линия С”).

У казанны е выше построения дают возможность построить кулачковый 
механизм, у которого ни в одном из положений угол давления не будет меньше 
заданного угла  Tmjn. Т ак к ак  расчёт области аКЪ (фиг. 79) возможных линий

d S n
зацеплении производился по максимальным значениям — ■, то в некоторыхd't j
промежуточных полож ениях звена 2 точки линии зацепления могут леж ать 
и пне этой области и при этом иметь всё же углы давления, большие тт -т . 
Таким образом, расположение всей линии зацепления внутри области аКЬ  
полностью гарантирует от наличия углов давлении, меньших ’{т\п. но но ре

шает полностью вопроса о том, будет ли построенный кулачок обладать наи
меньшими ив всех возможных размерами.

Д ля  нахождения кулачка с наименьшими габаритами можно использовать 
ранее рассмотренные геометрические построении. П усть звено 2 (фйг. 80) на
ходится и некотором промежуточном положении, для которого нам известны 
скорость rjj  точки В  звена 2 и угловая скорость <«| звена 7. П усть, далее,
ОС.



чадан угол давления Ym;n. . Определим, где долж ен в данном положении 
находиться центр А  вращ ения кулачка /, чтобы удовлетворялось 
минимального угла давления. Для" этого проводим через точку В  прямую  t B l ,  
перпендикулярную  к направлению  движ ения звена 2. Очевидно, мгновенный 
центр вращ ения Р 2 звена 2 лежит в бесконечности на этой прямой. В точке В  
при ;»той прямой отклады ваем %вверх и вниз заданный угол Ymin и проводим 
прямые В п  и В п ' . Н а этих прямы х должен леж ать мгновенный центр вращ е
ния />„ в относительном движении звеньев. Н етрудно далее найти геометри
ческое место центров А  вращ ении кулачка. В самом деле, расстояние А Р а от 
центра вращения А  до мгновенного центра вращ ения Р 0 в общем случае опре
деляется из условия:

Т  —  V B _ d S B  ( и с л

Кроме того, отрезок L APo всегда перпендикулярен и направлению  движ е
ния звена 2. Следовательно, если предположить, что мгновенный центр в р а 
щения в относительном движении совпадает с точкой Рц на прямой В п ,  то 
для определения центра вращ ения А 1 кулачка надо провести через точку Р ,j 
прямую CgPyCg, параллельную  прямой t B l .  и отложить на ней отрезок Р ^ А  , 
определяемый уравнением

т I | _ , ;B _  d S B
Р 4 —  —  — ’си,

•аналогичным уравнению  (4У). v
Кслп мгновенный центр вращ ения в относительном движении совпадает 

с точкой Р [ ', то для нахождения соответствующего положении А 11 центра 
вращении кулачка следует отложить на прямой С'^РдС'^, параллельной п р я 
мой t/St. отрезок P jT.4TI — P j . 'l1. так как  •

. / ,  r n  11 ~  _-= L p  I I .
'  ii-L о, rf*, ‘ uA '

Таким образом, если мгновенный центр вращении Р а -перемещается по 
прямой п В п ,  то центр вращ ения А  кулачка перемещается по параллельной 
прямой m Dm ,  т . е. геометрическим местом центра вращ ения кулачка будет 
прямая m D m ,  положение которой определяется следующим простым построе
нием: на прямой tB l  отклады вается отрезок- BD.  равней

L,W  <•>,
и через полученную точку J) проводится прямая m l)m ,  образуц^ная с п р я 
мой tBl. заданный угол давления

А налогично, если па прямой п ' В п '  выбрать ряд положений мгновенного 
центра вращ ения в относительном движении, например полож ения Р™ , Рц' , 
то для определения соответствующ их положений центров вращ ения кулачка 
следует отлож ить па прямых C g P '" c '.  л С 'уР ^С '^  отрезки Р,\П.4Ш =  Pf,v ^llv =  
=  Рц А 11 =  Pq.41. Тогда геометрическим местом центра вращ ения кулачка 
оудег прям ая m'Dm', п арал лел ьн ая  прямой п 'Вп '.

Центр А  вращ ения кулачка может быть выбран и любой точке области, 
заклю чённой между прямыми m m  и m ’m'  (на рис. 80 она заш трихована), та!; 
как  при выборе точки А  в этой области угол давления будет больш е Ymin- 

Если теперь в каждом положении звена 2 в точках В х, В„. Р.,, . . .  (фиг. 81) 
восставить перпендикуляры к направлению  движении звена 2, отложить на 
них соответствую т иг отрезки ‘

. 'Я , ' й ,
'■«,/), - - - ■ , „ • • • •

и п р о в е с т и  ч е р е з  п о л у ч е н н ы е  т о ч к и  />, .  / I , .  . . .  п р я м ы е  /) . /». ,  и 1){т \ .

а :



1)2т2 н D 2m'2, . . .  иод углами ymin к отрезкам B \D ^  В 21) 2, В-,Ол, то каж  
дая из п ар  проведённых прямы х будет геометрическим местом возможных 
центров А  вращ ения кулачка в соответствующем положении звена 2. Кроме 
того, центр вращ ения А  мож но-вы ^рать в любой точке области, заключённой 
между проведёнными прямыми.

Н айдя для каж дого полож ения звена 2 соответствующую область возмож
ных положений центра А  вращ ения кулачка, мы определим те их участки,

которые являю тся общими для всех положений звена 2. Очевидно, что таких 
областей в общем случае будет две: одна, располож енная ниж е прямы х B ^D ^  
B 2D 2, . . . ,  и другая , располож енная выше этих прямы х. Н а фиг. 81 показана 
н иж няя область (заш трихованная), ограниченная прямыми Ь0К  и _Ка0. Эту 
область можно определить такж е следующим путём: соединить все найденные 
точки D b  Z)2, D s, . . .  плавной кривой и провести к этой кривой касательны е 
ааа и ЬЬ(„ параллельны е прямым Dm,. Тогда касательны е аа0 п 660 ограничат 
область bfjKa0 (эта область на фиг. 81 заш трихована), в которой может быть 
выбран центр А  вращ ения кулачка. К ул ачок  будет иметь минимальные р аз
меры, если центр вращ ения кулачка совпадёт с точкой К .

§ 14. Динамический синтез кулачковых механизмов второго вида.
Переходим к динамическому синтезу кулачковы х механизмов второго вида.
Если кулачок двигается поступательно и передача движ ения осущест

вляется центроидами, то углы  давления f  можно определить по формулам (34) 
и (35). Если передача движ ения осущ ествляется взаимноогибаемыми кривыми 
(фиг. 82), то для определения углов давления -(12 следует соединить точки
68



чишш зацепления С3 с соответствующими точками неподвижной центроиды с н 
~ "  ’ -ы,

ш т
и бицентроиды С р .  Так  как звено 1

движется поступательно, то точки P j

. . .  бицентроиды С В: ^удут  л е 
ж ать на прямой, проходящ ей через 
точку А  и перпендикулярной к на
правлению движ ения кулачка 1. По
ложение точек бицентроид найдётся
из уравнения:

г ,__ ^ 1L Ap  — .“ со2

Д ля построения линии зацепле-* 
пня Г а следует соединить точки^по- 
гледовательпого касания взаимно- 
огибаемых кривых аз и pp. П усть 
:>то будет кривая 2?1В 2В3 . . .  Непо
движной центрондой звена 2 будет 
точка А .  Соединив точку В 1 с тонна
ми .1 н Р J,. определим угол давления 
•> т. е. угоЛ* давления в первом Щ Я В в /  
положении звена 2. Соединив далее 
точку В., с точками А  и Р ц  , опре
делим угол давления во втором 
положении звена, и т. д.

Те ж е самые углы  могут быть 
определены, если через точку каса
ния В  провести направление к аса
тельной и  и направление абсолю т
ной скорости v 2 точки В  звена 2 
(фиг. 82).

Угол давления -;12 может быть 
определён и аналитически. Рассмо
трим для примера механизм, изобра
жённый на фиг. 83, и построим для 
него план скоростей (фиг. 84). Из 
плана скоростей получаем: ,

U r- - J M )  __ ^  s in  (Уо-4-Уз)
112 (db2) г-jcos (if0+ i f 2)±ft>2[2 '

Зн ак  плюс или минус перед членом 
и 212 зависит от направления скоро
сти i \ .  П одставляя значение скоро-
„ d »2 d-f,стп ш, =  —  i’j —г , получаем:

do  jdt
sin ( b - j -Уг

cos (¥0 +  b )

(50)

”,1! П ользуясь уравнением (50), мож 
но для  каж дого полож ения меха
низма аналитически определить угол 

d<?2давления Ti2- Величина dS
опреде

ляется дифференцированием [ф у н к 
ции y2 =  f [ S 1). ~

■ Из уравнения (50) следует, что при проектировании профиля кул ачка  по 
заданному закону —  можно задаваться величинами или ®0 или 12.
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Если задаться углом е0, то при заданном угле Ymin получаем, что размер I. 
должен быть ' 2

7 «- ™ s tg  Ymin — sill (f„ +  »2)
* ~ d*„-+•- _ J Г I <f •/ .-  dSi  ^  1 miii

Lhlll

....  <я >
—  d S t  "  • 1111,1

П о л ь з у я с ь  у с л о в и е м  ! .11), м о ж н о  о п р е д е л и т ] ,  л и а ч и ш ш  J.,, т .  e .  р а с с т о я н и я  о т  
т о ч к и  А  д о  т о ч к и  с о п р и к о с н о в е н и я  к р и в ы х  я» и | у  д л я  в с е х  п о л о ж е н и й  м е 

ханизм а. Длн огибаемых «а дайною  чипа куличкоп обычно рекомендуется
у г о л  („liii —  'l ■1 • ,

Эту ж е задачу можно решись графически, восиолыюваыннкь определе
нием углов давлении с помощью линии зацепления, центроиды и бицентроиды. 
П усть заданы: законы движения звеньев 1 и 2 кулачкового механизма, ось 
вращ ения А  звена 2 (фиг. 85). начальный угол отклонения <р0 звена 2 от вер
тикали  A N , направление движ ения х х  кулачка 1 и минимальный угол давле
ния 7mjn. Наименьшим значениям углов давления ;12 будут соответствовать 
крайние полож ения точек бицентроиды 6’Б . По заданным законам движ ения
кулачка и рычага 2 (фиг. 85) определяем наибольш ее (ЛР'ц) и наименьшее 
(АР'0) расстояния от оси Л  до крайних точек Р"{) и Р» бицентронды С в  (фиг. 8G) 
(на этой фигуре рассмотрен тот случай, когда законы прямого н обратного 
хода кулачка различны). Наибольш ее и наименьшее расстояния до крайних 
точек' бицентроиды будут соответствовать максимальным величинам отнош е
ния ■*-д: «*а. где i'i есть скорость куличка 1. а « 2 ~- угловая скорость ведомого 
звена 2. Н а полученных отрезках АР'й н АР*0 строим заданные углы *'rain. 
1ля этого через точку А  проводим прямую  A M ,  перпендикулярную  к би

центроиде С Б . П ри некоторой точке К  этой прямой строим угол A K N ,  рав 
ный ■ . Через точки L  и М  проводим прямые, параллельны е прямой K N -  
Д ели м "далее  отрезок K N  пополам (КО — ON) и проводим прямую  А О  до 
пересечения в точках  О' и О" с прямыми Ы \  и МР'ц. Точки О ’ и О" будут 
центрами окруяш остей, вмещающих в себя заданный угол -;min. Проведём эти 
окруж ности и выполним симметричное построение справа от бицентроиды С 
Тогда, если линия зацепления С3 будет выбрана в заш трихованной области, 
угол давления •; будет во всех полож ениях звена 2 больше заданного угла 
Ymin- Д ля  того, чтобы определить максимально возможный размер 1г тах зве
на 2, поступаем следующим образом. Откладываем от бицентроиды СБ н а
чальный угол «„ (фиг, 87). К углу *0 прибавляем полный угол отклонении <?2

: о



звена 2. Т ак  ка и йен линия зацепления С3 долж на находиться внутри заш три
хованной области, то отрезок Л В 4 и определит максимально возможную  ве
личину размера I, 1ПЛХ.

Ф иг. 8 Г>.

Если огибаемая звена 2 представляет собой прямую , то анализ углов 
давления и построении профили кулачка будут аналогичными. Цсключеписм

является тот случаи, когда огибаемая проходит через точку Л  вращении звена 2 
(фиг. 88). В этом случае угол давления -']2 будет постоянным и равным 90°.

Если огибаемая звена 2 представляет собой точку В  (фиг. 89). то лпиией 
зацепления Ся будет траектория точки В  звена 2. Исследование н проектиро
вание профиля кулачка 1 выполняются совершенно так  же. как и в ранее 
рассмотренном случае.



Переходим к рассмотрению кулачковы х механизмов того ж е вида, и0 
с вращающ имся кулачком . Начнём с того случая, когда передача движения

_ <1>нг. 80.

осущ ествляется центроидами (фиг. 50). Р> этом сл у ч ае 'д .ш  определении углов 
давления можно воспользоваться ранее выведенным ^уравнением (:{). Имеем:

(/2Ь
dz  7

' (52)ttr-

d f  j \ rf«i
так  кап 1 —  const.

Как- било показано выше, угол давле
ния т не зависит от того, какое из звеньев 
принято за ведущее. Значении производ

ной j 1̂2 определяются графическим днффе-

ренцированпем зависимости у, —  /(<fi), 
заданной в виде кривой. Д ля  определения

d't
—р  следует пост]юить кривую  ^ ~ 2== 4* (*р1)
d<e
и опять произвести графическое диффе
ренцирование. Из уравнении (52) еле-

<1~Фо
дует, что при — ;,г~ 0  у г о л  *,'“ 0, и пере-

dri "
дача работать не будет. Поэтому при выпол
нении пе]1едачи центроидами приходится их 

снабж ать зубцами или какими-либо другими дополнительными устройствами.
Если передача движении осущ ествляется взаимноогнбаемыми кривыми, 

то для определения углов давления должны быть заданы линия зацепления, 
неподвижная центроида ведомого звена и бицентроида.

П усть кулачок 1 (фиг. 90) вращ ается около оси О с угловой скоростью iolt 
а ведомое звено 2 качается с угловой скоростью около оси А .  Д л я  опре
делении углов давления ■( при ведущем кулачке находим бицентроиду С ,, 
в относительном движении звеньев 1 и 2. Д л я  этого соединяем центры мгно
венного вращ ения А  и О звеньев 1 и 2 прямой. Точки Р, 
надлежащ ие бнцентроиде, определяем при помощи уравнения:

__ ОР„ __ О Р0 _ '
Wj А Р 0 О Л  — О Р0 ' 

где Мл и м2 суть известные нам угловые скорости звеньев 1

pH
0 ’

2,111 , при-



Линией зацепления С3 будет линия B LB J i :s . . . ,  представляю щ ая собой 
точки последовательного соприкосновения звеньев 1 и 2. Точки зацепления 
В  , В2, ••• определятся построением положений механизма. Соединив точки 
B lt В г, . . .  с соответствующ ими точками Р*0, Р ц , . . . /  прямыми, определяем 
у г л ы  давления •/'!„ .. . .  Д л я  удовлетворительной работы механизма необ
ходимо, чтобы полученные углы были не 
меньше некоторого' заданного угла 7min.
Л том случае, когда соответствующ ий угол, 
образуемой между точками линии зацеп
лении с мгновенными центрами вращ ения 
А  и 1\ ,  будет больше угла в 90°. углом 
давления будет угол, добавочный до 180°
(например, у г ол -'J., на фиг. 90).

Углы давления yJ2 могут быть такж е 
определены аналитически с помощью урав
нения (6 ). Действительно, для рассматри
ваемого типа механизма (фиг. 91) имеем:

, _ _____I s i” (®„ ,_______

L
(* й + 0

-  I ( f a

Из этого уравнения следует, что при про
ектировании такого вида кулачков могут 
быть заданы произвольны е значения толь
ко двух каких-либо величин из трёх: I, 1г 
и ®0. Удобнее всего задать значение вели 
чин I и <р.

Ф иг. 91.
0. Тогда при заданном угле 7т ,п 

определится расчётная величина I,, которая долж на удовлетворять условию:

1 s4 i (<f0 - r  ¥ г  ’1 '  T m i n )  j g g j7„

J imm
П ользуясь условием (53), можно определить значения 12 для всех поло

жений механизма. - •
Величины 12 'можно определить и графически, пользуясь таким ж е спосо

бом. как  и в рассматриваемом раньш е случае кулачкового механизма второго 
вида с поступательно движ ущ имся звеном. П усть заданы: кинематические 
законы  движ ения звеньев 1 и 2, оси О и А  звеньев 1 и 2 (фиг. 92), н ачаль
ный угол отклонения <р0 звена 2 от прямой О А  и минимальный угол давле- 
1|ИЯ Tmin- Построение ведём аналогично случаю , рассмотренному на фиг. 86 . 
Наименьшие значения угла давления будут соответствовать крайним полож е
ниям Р () и Р"0 мгновенных центров вращ ения Р 0 на бицентроиде С Б . К райние 
полож ения точек Р 0 будут соответствовать наибольшим значениям отношения

угловых скоростей — . По заданным угловым скоростям и со2 находим от- ц*! -
нош ения этих скоростей, выбираем те из них,, которые имеют наибольшую 
величину, и откладываем полученные отрезки вверх и вниз от точки О.

Гочка Р 0 будет соответствовать максимальному значению  отношения ( — )
 ̂ \  «>1 /  max

с противоположными знаками угловых скоростей, а точка Р 0 — максималь

ному значению  ( —2 ) с одинаковыми знаками угловых скоростей. Н а полу-
'  <01 !  ш а х

ченных отрезках А Р (} и АР"0 строим заданные углы  Ym;n.
Е сли линия зацепления С3 будет выбрана внутри заш трихованной пло

щади, то во всех полож ениях механизма углы давления будут больше задан
ного угла давления Ymin. П редельный размер 1.2 тах звена 2 (фиг. 91) опреде
лится  при помощи такого ж е построения, как' й на фиг. 87.
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Если огибаемая звена 2 представляет собой прямую , то нахождение п ре
дельного размера U этого зпена производят либо аналитически по формуле 
(53), либо графически при помощи построения, показанного на фиг. 92.

Исклю чение составляет тот случаи , когда прям ая проходит через точку А  
вращ ения звена 2. Н этом случае угол Давления •; равен 90° и, следовательно, 
механизм будет работать с. паивыгоднейвшм углом давления.

' Если к качестве огибаемой звена 2
выбрана точна В ,  то отыскание п ре
дельного размера I,  звена А В  произво
дят либо аналитически опять по фор
муле (53), либо графически при помвщи 
построения, изображ ённого на фиг. 92. 
Г> этом случае линией зацепления С3 
вследствие постоянства размера 12 будет 
дуга окруж ности, описанная из точки 
А  радиусом А В .

Переходим теперь к определению 
области возможного расположения цен
т р а  вращ ения кулачка 1, если заданы: 
угловые скорости to, и to2 звеньев 1 и 2 , 
положение рычага А В ,  его длина и ми
нимальный угол давления Ymin (фиг. 93). 
Д ля  этого определим сначала геометри
ческие места мгновенных центров вра
щении при заданном максимальном угле 
давления -fmin- При точке В  отрезка А В  
строим два угла , равных каждый тга;п.
Прямые пп  и п'п '  будут геометрическими 

местами мгновенных центров вращ ения. П усть, например, мгновенный центр 
вращ ения находится bYточке Рц. Тогда, если угловые скорости <oj и <о2 имеют 
разные, знаки, точка О' — центр кул ачка-- будет находиться на продолжении 
прямой . 1/ ^  на расстоянии P qO ', равном



т. е. точна l \ t будет делить отрезок O'Л  внутренним образом па чисти, 
обратно пропорциональные угловым скоростям. При еопнадеинн знаков угло- 
иых скоростей »>[ и <о2 точка будет делить отрезом (УА  и том же отноше
нии пиешннм образом. Если мгновенный центр будет находиться и точке 
то цент}) вращ ения куличка будет находиться соответственно в точке О" 
н т. д. Геометрическим местом центров вращ ения кулачка будет, оче
видно, прям ая т ' т ' ,  п араллельная прямой п ' п '  и проходящ ая через точ
ку D.  П оложение точки 1) на продолжении примой А В  определится пз 
уравнения:

' НП I

Если, далее, через точку D  провести прямую шт.  параллельную  прямой 
пп.  то она будет вторым геометрическим местом центров вращ ения кулачка. 
Очевидно, область, заклю чённая между прямыми шш  н //»’/« ', будет областью 
возможного расположении центром вращения к у л ач к а , удовлетворяющ его ус-

Фиг. '/ | .

ловшо наличия угла давления, не меньшего, чем заданный угол Yuiin'ilHa 
фиг. 93 зта область заш трихована). *

Н а фиг. 94 показано  нахождение области возможного расположения 
Центра вращ ения кулачка, когда задано несколько положений звена 2. П о
строив дл я  каждого полож ения звена 2 соответствующую область возможных
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положений центра О вращ ения кулачка, определяем те участки различных 
областей, которые являю тся общими для нсех заданных положений звена 2 . 
В общем случае таких  областей, очевидно, будет две. На фиг. 94 этими об
ластями будут заш трихованные области abcde и a'b’c’d ' .

§ 15. Динамический синтез кулачковых механизмов третьего вида.

Углы давления в кулачковы х механизмах третьего вида могут быть о п 
ределены при помощи общих приёмов. Пусть, например, требуется определить 
\т о л  давления Тт> механизма, показанного па фпг. 95. Точка касания В  будет

принадлеж ать липни зацепле
ния С'.,. Мгновенным центром 
крашения звена 2 будет точки 
Р ,.  Но заданной угловой спо
рости <|>4 звена 4 определяем 
мгновенную угловую  скорость 
со., звена 2. Но известным ско
ростям t0[ н со., находим поло
жение мгновенного центра вра
щения У-1,, в.относительном дви
жении системы 2 относительно 
системы Мгновенный центр 
вращения Р и будет делить п ря
мую А  Р., на части, обратно 
пропорциональные угловым 
скоростям, и будет принадле
ж ать бицентронде Св . Очевид
но, угол Р .,В Р а будет углом 
давления 7]2. Аналогичными 
построениями можно последо
вательно определить все зн а 

чения угла давления y12. К ак было показано выше, эти углы долж ны  быть 
не меньше некоторого заданного значения

Д л я  построения кулачкового механизма, у которого углы давления были 
бы больше заданного угла 7Illin, можно поступить следующим образом. Д л я  
ряда последовательных положений четы рёхзвенника находим мгновенные 
центры вращ ения Р>", Р.[ , . . .  звена 2 (фиг. 96). Далее, для этих же положений 

находим точки р ’и, Р"п, . . .  бицентроиды.' Н а отрезках -Р’_,Р0, P">Pq, ■■■ строим 
симметрично расположенные окруж ности Т  н , Т ’, S  и S',  . . . , вмещающие за 
данный угол Ymin- Эти окружности определят область abed (на фиг. 96 она 
заш трихована), в которой может быть выбрана линия зацепления С3. Т раек
тория точки соприкосновения В  может быть выбрана только внутри соответ
ствую щей области abed (фиг. 97, заш трихованная область). Таким путём 
могут быть -выбраны размеры звена 2, удовлетворяющ ие поставленному ус
ловию.

Нахождение области возможных положений центров вращ ения кулачка 
при заданных разм ерах механизма E G C F  (фиг. 98), разм ерах звена GCB, 
угловы х скоростях toj и <о2 и минимальном угле давления чт ;п производится 
при помощи такого же построения, как  и в случае кулачков второго вида. 
Находим мгновенный центр вращ ения Р 2 звена 2. Соединяем точки Р„ и В 
прямой, и на этой прямой откладываем отрезок

B D  —  Р пВ  — .
'  со„

Т очка D  будет леж ать между точками Р., и В  в случае совпадения анакос 
угловы х скоростей wj и со2 и вне отрезка Р~2В ,  если знаки  этих угловых ско
ростей различны. В точке D  при прямой PJD  откладываем углы Ymin и ПР0 ' 
водим прямые m m  н m'm',  которые будут геометрическими местами возмож
ных центров вращения* кул ачка  1. О бласть возможных центров вращения
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будет заклю чаться между этими прямыми (на фиг. 98 эта область заш трихо
вана) . Если подобные же построения сделать для ряда положений звена 2, 
то пропедёнпые прямые выделят некоторые области возможных положений 
центра вращ ения кулачка /. Метод определения этой области совершенно 
аналогичен методу, применённому и кулачкам  второго вида (фпг. 94).

§ Hi. Аналитический снитсз кулачковых механизмов.
Общий путь аналитического синтеза кулачковы х механизмов ук азан  в § 6 . 

Построение профили кулачка сводится к нахождению  уравнения огибаемой 
кривой по заданному уравнению  семейства огибаемых. Имея уравнение се
мейства огибаемых, нетрудно построить профиль к ул ачк а .

П остроение профиля к у л ач к а  по уравнению  огибаемой применяется в 
технике редко вследствие сложности уравнений огибаемых и громоздкости 
необходимых дли построения вычислений. Поэтому аналитические приёмы

еннтеза целесообразно применять 
только для некоторых простейших 
видов кулачковы х механизмов.

Рассмотрим некоторые из этих 
механизмов. П усть требуется по
строить профиль кулачка кулачко
вого механизма второго вида, у  -ко
торого ведомое звено 2 вращ ается 
около осп Л п (фиг. 99), а кулачок 1 
вращ ается около оси О. П усть зада
ны: длина /3 звена 2, расстояние /0 

X между точками О и у10, начальный 
угол <р" звена 2 относительно оси Ох  
и зависимость между углами пово
рота в, и г., звеньев, т. е. уравне- 

_ __ ние ппда®..- : - /( » ] ) .  Огибаемой зв ен а2
пусть оудет точка I I . Сообщаем звеньям / и 2 общую угловую скорость — «>,. 
1 or да звено 1 оудет пеподвпжпым, а звено 2 б\-дет вращ аться с угловой 
скоростью  равной ' ’

Ф пг. '.I'.*.

Р а с с м о т р и м  к а к о е - л и б о  п о л о ж е н и е  з в е н а  2 ,  к о г д а  т о ч к а  Л п и е - р е н ы а  в п о л о 
ж е н и е  Л ,  а  т о ч к а  В п —  в п о л о ж е н и е  /?.  И з  т р е у г о л ь н и к а  О П Л  и м е е м :' ■

г -  У tf, -j - /Н -f -  '2I,,L c o s  . (.V,)

П р о е к т и р у й  р а д и у с - в е к т о р  г к у л а ч к а  н а  п е р п е н д и к у л я р  к  п е н  От. п о л у ч а е м :
г  s i  II 1.

о т к у д а
- s i n  ( » . ,

/о s i n  ( * , - ! -

j - / „ s i l l  Z 

In si l l  ®.

или, принимая во внимание ураннеиие (Г, )̂.

<j„ sin ?i
К /

о т к у д а

а. arc sin

j -  /." f  OS 'f.,

L, s i n  (*2 j -  ' f,) -! - /0 s i n

Т а к  i ;ai \  
уравнение:

IK) VC. ’IOIWIKJ \ Го.  I

-W-> fos
I,an в ф у н к ц и и

: / ( ?
vr,la . I’ Ml.!

(ЗГ.)

v.  з а д а н о  

(50)

l И). I УЧИМ I inт о .  з а д а п а я с ь  р а з л и ч н ы м и  ч и с л о н ы . м и  а и а ч г н и н м п
у  | >;i nj I ei г и я  (of*) с о о т и о т с т п д  lOu i no  з н а ч е н и я  v r ,  la x„.  П о д с т а в л я я  u t i i  з н а ч е н и и  
д л я  ср., л у р а и м е н и я  (54) ,  м ы  о п р е д е л и м  н е л п ч п п ы  р а д и у с о в - в е к т о р о в  г  к у л а ч -  

“ о п р а а о п а и и ы » 1 атн. мп в е к т о р а м и  с о с ь ю  Ох. о п р е д е л и т с я  на \р ав -ка. Углы

ю,.

Г

I.



попил (55). По полученным значениям г 
профиль кулачка.

Перейдём и рассмотрению кулачковы х механизмом 
требуется построить профиль кулачка ./, передающего 
двигающемуся поступательно в на
правляю щ их D D  (фиг. 300). П усть 
заданы: дезаксиал е, начальное по
ложение точки С, принятой за оги
баемую, и зависимость между пере
мещениями S c  и <р5 звена 2 и кул ач
ка J. т. о. уравнение S c  =  f ( f 1). и»

Так- же, как  и в ранее рассмо
тренном случае, сообщим 1 звеньям 
] и 2 общую угловую  скорость — ш, 
и рассмотрим какое-либо положение 
звена 2.  когда точка С0 переш ла г. 
положение С.  Из треугольника Л С К  
имеем:

п 9. строим но точкам теоретический

первого вида. П усть 
движение звену 2,

4  .s'с- ') Ф иг. ИЮ.

П роектируя радиус-вектор г кулачка на перпендикуляр к оси Ох, получаем:
г sin 1  — SqCOS -}-с sin к , ,

, _ ‘?r<-os*[-i-esin «р.
откуда

и . h i . ирпнимап во внимание равенство (57),
. Л’г  cos <t, - f -я sin *! 

sin i  --- — ------ - ■' --------— -  .
■ / в *

S c  cos «j -f-  ̂sili *,o t i i v . ui

ni'C Ml) l /
° ч - * к

(58)

Так как по у т о п и ю  перрмещрши' задано и функции угла 
уравнение:

• V - -  /  (*i),

т. е. задано

(50)
то. задаваясь различными числовыми значениями угла «,. получим из у р ав 
нения (59) соответствующие значения перемещений S c . Полученные значения 
для S(j подставляем в уравнение (57) и определяем величины радиусов-векто
ров г кулачка. Углы а, образованные Ътим и  векторами с осыо Ох, опреде
лятся из уравнении (58). По полученным значениям г и i  
строим по точкам профиль кулачка. Коли направление дви
жения звена 2 проходит через точку .], то в уравнениях (57) 
и (58) надо принять величину дезакспала я равной нулю.
1 огда получаем следующие уравнения для определения ра
диуса-вектора г кулачка, и угла т.

г S r

0 (1°

I С, О I

|С, I)
и некоторых случаях кулачковые механизмы строится 

по заданным законам скоростей движения его звеньев. 
П усть, папрнмер, требуется построить профиль кулачка пер
вого вида, у которого направление движения звена 2 прохо
дит через ось кулачка (фиг. 101). П усть кулачок- вращается 
^ заданной постоянной угловой скоростью «>,. Пч фиг. 101 
рость v% звена 2 б\-дет равна:

, </?/, ^ ,

V —I -

следует, что ско-



где р ост), .переменный радиус-вектор кулачка. У гловая скорость <oj кулачка 
равна:

d j  1 
dt '

(o:i)

где ?! есть угол попорота кулачка. Р азд ели в  уравнение (62) на уравнение (63), 
получаем:

г \ ,__dp
“ l ’

откуда 7 ,dp —  — d fi, o>i 1 (64)

Т ак как  угловая скорость со1 нами принята постоянной, то скорость г-'2 можно 
представить как  функцию угла поворота <р: кулачка в виде

v-i —  1 (?i).

П одставляя в уравнение (64), получим:

d? =

откуда

или

■•э

= Ц

=Н /и,“ 1J

/  (?])

) rffi (65)

где ро есть начальный радиус-вектор кулачка.
Если ф ункция V» =  /(®i) задана и заданы начальные полож ения звеньев, 

то нетрудно аналитически’ или графически найти значения интеграла в п р а
вой части уравнения (65) при различных значениях угла поворота к ул ачк а . 
Определив приращ ения р —  р0 радиуса-вектора, откладываем их на соответ
ствую щих радиусах, проведённых через центр вращ ения кулачка. Соединив

полученные точки, плавной кривом, опреде
лим профиль кулачка.

В рассмотренных примерах были у к аза 
ны аналитические методы построения тео
ретических профилей кулачков. К ак  и з
вестно, практические профили кулачков 
получаются после проведения огибающей к 
полож ениям ролика, центр которого совпа
дает с той точкой штанги или рычага, которая 
примята и качестве огибаемой. Рассмотрим, 
как  может быть аналитически построен 
практический профиль к у л а ч к а 1).

П усть методами, изложенными выше, по
строен теоретический профиль pji кулачка 
(фиг. 101а). Требуется построить п ракти
ческий профиль (i0[S0 кулачка, если задан 
радиус р ролика. Д ля  этого по всех точках 
кривой [if! должны быть проведены нормали 
к этой кривой и на этих нормалях необхо
димо отлож ить радиус р ролика. Проведём 

нормаль N N  в точке С профиля и отложим на ней радиуср ролика. Точка Со 
будет точкой, принадлеж ащ ей практическому профилю pn|V  Положение точки Со 
может быть найдено следующим образом.

Фиг. Ю1а.

: ) Г  е р  о и и м у с Я . Л .: Н ахождение профиля кулачка по .’заданному 
движению толкателя, Техника воздушного флота, Д» 3, KN3.
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Обозначим подсменный радиус-вектор ОС, определяющий профиль p(i 
через г, а церемонный угол, образованный этим радиусом-вектором с 
осью Ох, через п. Теоретический профиль j)j5 кулачка определится урав 
нением:

r  —  f (a) .

Обозначим переменный радиус-вектор OCq, определяющ ий профиль р0р0. 
через г0 и угол ОСС0 через Аа и найдём их значения через известные нам 
величины. К ак  известно, угол ф, образованный нормалью  N N  с радиусом г, 
равен:

dr

t g * = rfra (65а)

Далее, из треугольника СОС$ имеем:
г0 =  г-  - ) -  р2 — '2гр COS

или, принимая во внимание уравнение (65а) и что 

. 1 г

получаем:

\ - f - --------- • (65Ь)

Угол Аа определится из условия:

р _ sin Аа
г sin ( i - f -Аа) ’ '

откуда

sin Аа =  ?- sin ('■[> +  Аа),

пли, принимая во внимание уравнение (65а),
dr

, •  ̂ d i  . . . .
1,g Аа == — ------ .. . ■;------- (бос)

,  ( у  * + ( * ) ■ - , '

Таким образом, для построения по точкам практического профиля ftl|i0 
! . . .  dr

кулачка вы числяем 'по заданному закону r =  f ( а) величины j -  и с помощью' «Я
уравнений (65Ь) и (65с) определяем значения радиусов-векторов г0 и углов 
«и — 1  —f- Да, образованных этими радиусами и осью Ох.

Та жо задача может быть решена и графоаналитически. Д ля  отого полу

ченное значение для рассматриваемой точки С теоретического профиля 
аа

откладываем па луче ОК,  проведённом под углом в <)0° к радиусу-векто
ру г. Соединив полученную точку С ’ с точкой С и отложив на итой п ря
мой от точки С отрезок СС0 =  р, получим точку С0 практического профи
л я  j)ef!0 кулачка. Последнее следует из рассмотрения треугольника СС'О. 
Имеем:

df.
ОС' da 

г
Спите:] механизмов 81
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т . о. прямая C C  есть нормаль к профилю jij! кулачка. У казанны й граф оана
литический метод значительно упро
щ ает технику построения практических 
профилей кулачков и может быть р ас
пространён и на кулачковы е механизмы 
с качаю щ имся рычагом, снабжённым 
роликом.

Т ак  как  дли последнего вида ку 
лачковых механизмов уравнения типа 
(65Ь) и (65с) в большинстве случаев 
приобретают неудобный для техниче
ского использования вид, можно реко
мендовать комбинированный метод ре
шения задачи. С помощью метода, из

— Н ложенного в начале настоящ его п ар а
граф а, строится теоретический профиль 
кулачка. Д алее строится кривая  завн-. 
еимости радиусов-векторов г от угла  а, 
т. е. кривая г =  /(а). Методом графи
ческого дифференцирования находятся

dr .значения , после чего построение практического профиля выполняетея

аналогично случаю, указанному на фигуре 101Ь.

Фпг. 1011).

V. Н Е К О Т О РЫ Е  Ч А С Т Н Ы Е  С Л У Ч А И  К У Л А Ч К О В Ы Х  И 
ЗУ Б Ч А Т Ы Х  М ЕХ АН ИЗМ ОВ.

§ 17. М еханизмы  перекаты ваю щ ихся ры чагов.
Переходим к задачам синтеза некоторых частных случаев кулачковы х 

механизмов. В первую очередь рассмотрим ' механизмы перекатываю щ ихся 
ры чагов. Н а фиг. 102,а показан один из таких механизмов. Кривош ип А В

посредством шатуна В С  передаёт движение 
рычагу D C, качаю щемуся около точки D.  С 
рычагом DC  жёстко связан  кулачок I ,  воз
действующий на кулачок 2. К улачок 2 жёстко 
связан с рычагом E F , качаю щимся около 
точки Е .  Ры чаг E F  входит во вращ ательную  
пару с шатуном FG, который перемещает пол
зун G.  Задачей механизма является  переме
щение точки G по закону, показанному на 
фиг. 102,Ь. Звенья 1 м 2  называю тся перека
тывающимися рычагами. В рассматриваемом 
механизме профили ал и pj рычагов пред
ставляю т собой эллипсы и являю тся центрои
дами и относительном движении звеньев 1 и 
2. Поэтому передала движения между звенья
ми 1 п 2 может быть осуществлена такж е про
межуточным звеном Н К ,  представляющим со
бой шатун механизма шарнирного антипарал
лелограмма D K I IE .  

g  В дальнейшем мы будем рассматривать 
только вопрос о проектировании профилей 

Фиг. 102. перекаты ваю щ ихся рычагов, оставляя  в сто
роне вопрос о проектировании шарнирных 

кинематических цепей, связанны х с рычагами. П роектирование этих ш арнир
ны х цепей может быть сделано общими приёмами, указанны ми в других главах 
настоящ ей работы. ‘ '

М еханизмы катаю щ ихся рычагов могут быть разделены на две группы. 
В первую  группу можно отнести те механизмы, у которых оба рычага я в л я 
ются подвижными, во вторую группу — те механизмы, у которых один из 
рычагов неподвижен. М еханизм нерпой группы показан на фиг. 102,а, механизм
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второй группы показан на фиг._103,и. Й этомТмеханизме рычаг 2 ншодвй/кеИ, 
а рычаг 1, представляю щ ий собой окружность1радиуса*0,.Р,;[приводится4в дви
жение двухповодковой группой A B C .  "
В точке Е  к  рычагу 1 присоединено 
явено EG,  двигающееся поступательно 
г, направляю щ их. %

В большинстве случаев профили 
катающихся рычагов представляю т со
бой центроиды в относительном движе
нии, т- е - перекаты вание происходит 
без скольжения.

В некоторых случаях  встречаю тся 
механизмы, у которых профили катаю 
щихся рычагов представляю т собой вза- 
имноогибаемые кривые (фиг. 104, а).

Основной задачей почти всех меха
низмов с катающимися рычагами являет
ся сообщение какой-либо точке возврат
но-поступательного движения по задан
ному закону. Т ак , на фиг. 102^<г, 103,а, 
iO'i,a и 105,а в качестве точки, совер
шающей возвратно-поступательное дви
жение, выбрана точка G. В механизме, 
показанном на фиг. 102,а, эта точка 
имеет непрерывное возвратно-поступа
тельное движение по закону, заданному диаграммами скоростей и перемещений 
(фиг. 102 , Ь).

Б  механизмах, изображённых[на фиг. 103,а, 104,в и 105,а, точка G имеет воз
вратно-поступательное движение с остановкой. Законы  движения точки G даны 
диаграммами, изображёнными на фиг. 1.03,6, 104,6 и 105,6. Остановка точки G

механизме, показанном на фиг. 103, а, осущ ествляется следующим способом, 
мм» повоРоте кривош ипа А В  по часовой стрелке на угол в 180°, опредвляе- 

положениями В 1 и В "  точки В ,  рычаг 1 перекаты вается по неподвижному 
ч ^ ЧЭГУ* сначала в направлении, совпадающем с направлением вращ ения 
по ов стрелки, а потом в противоположном направлении. При этом точка Е  

еремещается из положения Е "  снова в это же положение; точка С — из по- 
ж ения £  в то же самое положение, а точка G — из крайнего левого положе-

6 *0 S3



пия, в котором звено EG  точкой О упирается и некоторый ограничитель 
хода хх ,  в свое начальное положение. В этом крайнем положении звена EG  
заканчивается перекаты вание ры чага 1 по ры чагу 2 , и рычаг 2 начинает 
вращ аться около точки Е ",  поворачиваясь на угол «|*0 вверх и вниз-. При 
этом кривошип А В  поворачивается на угол <р0 =  180°. Д алее, движение п о
вторяется. Таким образом осущ ествляется движение звена EG  с остановками.

Аналогичные движения точки G воспроизводятся и механизмами, п оказан 
ными на фиг. 104,о и 105,а . Н а фиг. 105,а  перекатываю щ иеся рычаги 
с профилями Е а и D$ заменяю т ш арнирно-рычажный механизм E H K D  с р ав 
ными по длине кривошипами Е Н  и K D .  Т ак  как  профили Е а и D}  суть 
центроиды в относительном движении, то точка Р  соприкосновения этих про
филей лежит на прямой F.D. В положении, когда ры чаг DC  занимает полож е
ние DC',  точка Р  совпадает с точкой D,  и, следовательно, профили Е а и D}  
соприкасаю тся в этой точке. Тогда угловая  скорость рычага Е а становится 
равной нулю  и точка G звена HG  останавливается. Д алее, происходит поворот 
ры чага D C  на угол ф0 против часов и по часам. При этом профили Е а и 1>р 
не перекаты ваю тся друг по другу, кривошип А В  поворачивается на угол <р(), 
после чего движение повторяется. Аналогичное движение осущ ествляется 
в механизме, показанном на фиг. 104, а. Здесь неподвижности точки G при 
ее упоре в ограничитель хода х х  соответствует угол поворота рычага ЕС  
и угол f 0 поворота кривош ипа А В . Д ля  того, чтобы описанное движение всех
указанны х механизмов было возможным и происходило без какого-либо пере
ры ва, необходимо, чтобы профили перекаты ваю щ ихся рычагов находились в 
постоянном соприкосновении, что достигается силовым замыканием, осущ ест
вляемым в большинстве случаев с помощью пружин.

Построение профилей перекаты ваю щ ихся рычагов может быть всегда сде
лано с помощью приёмов, разобранных нами выше. Обычно задаётся требуемый

закон движения точки G. Далее может быть за
дан или профиль аа одного нз подвижных ры
чагов, как  это имеет место, например, в ме
ханизме, показанном на фиг. 102,а  или на 
фиг. 105,а, или может быть задан профиль непо
движного рычага, как  на фиг. 103,а, или, на
конец, профиль аа огибаемой (фиг. 104, а).

Рассмотрим различные случаи, с которыми 
можно встретиться при проектировании профи
лей рычагов. П усть, например, требуется по
строить профиль В§ рычага 2 , сопряжённого с 
рычагом 1 (фиг. 106), если задан профиль Аа  
рычага 1, закон  его движения в форме toj =  /  (г) 

и начальное положение профиля. Если заданный профиль А  а рычага 1 пред
ставляет собой центроиду в относительном движении, то построение сопряж ён
ного профиля В$ рычага 2 ведётся следующим образом. Соединяем неподвиж
ные точки А  и В  прямой и вращаем профиль А а  по заданному закону:

t t "

f i  =  \  (0  =  \ “ l dt =  \ f ( t )  dt. 
to to

Тогда точки P 0, P 0, P q, . . .  пересечения профиля А а  с прямой А В  определят 
мгновенные центры вращ ения в относительном движении перекатываю щ ихся 
рычагов. Геометрическое место этих точек определит бицентроиду. Законом 
движения профиля Вр сопряж ённого ры чага будет:

t
«2 — Ф (<) =   ̂ ®2 dt,

Ф иг. 106.

(66)

ГДи

. М ,
Р пВ

Находим, далее, точки рычага 2 , последовательно совпадающие с точками 
Р 0, P q, •. - Д ля  этого проводим через точку В  ряд лучей, образую щ их



между собой вычисленные по уравнению  (66) углы <е2, f'L и из точки в
делаем на Этих лучах засечки радиусами В Р ’0, B P q, . . . ,  Тогда получим точ
ки Р 0, D , С, . . . ,  которые и образуют профиль рычага 2.

Если профиль ры чага 1 будет представлять собой огибаемую кривую , то 
дополнительно должен быть задан  закон  движения ры чага 2  или линия зац еп 
ления сопряж ённы х профилей. При задании закона движения ры чага 2 п о
строение профиля этого ры чага сведётся к построению огибаемой кривой для 
ряда заданных положений профиля рычага 1, для  чего можно воспользоваться 
методом обращ ения движения, изложенным в главе I. При задании линии 
зацепления С3С3 (фиг. 107) находим точки D 0, Е 0, J?0, . . .  пересечения профиля 
рычага 1 в полож ениях А а, А а ' ,  Аа",  . . .  с  линией Сз Сз. Д ля  этого переме
щаем профиль А а  по закону, заданному^уравнением:

t,
¥ l = ^  u^d t.

%
В точках D n, Е 0, F 0, . . .  проводим к профилю ры чага нормали п п , п'п ',  п"п" ,  ... 
Точки Р 0, Рд, Р'д, . . .  пересечения проведённых нормалей с линией А В  будут 
мгновенными центрами вращ ения. Зн ая  положения мгновенных центров вращ е

ния, легко согласно уравнению  (66) определить угловую  скорость ш2 рычага 2 , 
после чего построение профиля этого рычага сводится к ранее рассмотрен
ному случаю .

Если один из ры чагов, например; рычаг 1 (фиг. 108) будет неподвижен 
и является центроидой в абсолютном движении, то достаточно иметь заданным 
закон  движения какой-либо точки Е  сопряж ённого ры чага 2. П усть точка Е  
должна двигаться по заданной прямой хх ,  заним ая последовательно полож е
ния Е ъ - Еп, Е я и Е 4. Требуется построить профиль рр рычага 2. Д л я  этого 
в точках E i ,  Е 2, Е 3 и  Е± проводим к прямой х х  перпендикуляры . Точки Р ъ 
Р г, Р 3 и Р 4 пересечения этими перпендикулярами заданного профиля аа рыча
га 1 будут мгновенными центрами вращ ения для соответствующих положений 
точки Е .  Теперь нетрудно, используя условие равенства дуг w Р гР ^ —  и  л1я2; 
vj Р 2Рз =  v  к ,г3; v-> Р 3Р 4 —  w Ж3ТС4 и равенства отрезков Е ХР Х =  E i nl ; Е 2Р 2 =
Е 3Р 3 =  Е 4т:3, построить с помощью ранее изложенных приёмов профиль $  
рычага 2 .

Если неподвижный рычаг аа ^вляется огибаемой, то для построения про
филя рр подвижного рычага необходимо i знать закон движения подвижного 
рычага. Тогда построение этого профиля сведётся н построению огибающей 
по заданным положениям огибаемой.

В тех случаях , когда профили перекатываю щ ихся рычагов являю тся 
Центроидами в относительном движении и заданный профиль является прямой 
или какой-либо простейшей кривой, то сопряж ённый профиль можно по
строить, используя вышеразобранные методы аналитического синтеза, если
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составить его уравнение. Т ак, например,, если профиль аа (фпг' 109) непо
движного рычага представляет собой прямую , то уравнение профиля jij подвиж

ного рычага будет:

т —  гие - ^ ,

т. е. профиль Jji представляет собой лога
рифмическую спираль *). Если в механиз
ме перекатываю щ ихся рычагов типа, изоб
раж ённого на фиг. 105, один из профилей 
будет очерчен по логарифмической спира
ли, то и другой профиль такж е будет л о 
гарифмической спиралью  и т. д.

§ Is. Механизмы мхльтнаских к рестоп.

/  -
/

г /

к г X
* ж  

/ г’ ~ X

Фиг. 109.

За  последние годы в технике широкое 
применение получилп механизмы м альтий
ских крестов, представляю щие собой одну 
из разновидностей кулачковы х или зуб ча
тых механизмов. К инематика и синтез 
этих механизмов хорошо разработаны  в 
современной литературе 2).

К а к  известно, механизм мальтийского креста предназначен для воспроиз
ведения неравномерного вращ ательного движения с остановками. Различные 
соотношения между периодами движения и покоя достигаются путём подбора 
необходимого количества цевок и пх расположения на ведущем звене. М еха
низмы мальтийских крестов могут быть разбиты на две группы. В первую 
группу должны быть отнесены механизмы правильны х мальтийских крестов, 
а во вторую группу механизмы неправильных мальтийских крестов.

Рассмотрение вопросов синтеза м аль
тийских крестов начнём с задач синтеза 
механизмов правильны х мальтийских кре
стов. Н а фиг. 110 показана кинематиче
ская схема механизма правильного маль
тийского креста с внешним зацеплением. 
Ведущее звено 1 несёт на себе цевку А ,  
входящ ую  последовательно в симметрично 
расположенные прорези ведомого звена 2 . 
Д ля  предупреждения самопроизвольного 
движ ения креста после выхода цевки ив 
мрорези ведущее звено 1 снабжено запи
рающей дугой аа, скользящ ей в периоде 
покоя креста по дуге CD  ведомого креста 2. 

Рассмотрим Jeon рос о соотношении между временами движения и покоя креста 
при равномерном вращ ении ведущего звена и вопрос о связи  этих времён с 
количеством прорезей креста и цевок ведущего звена. Если число прорезей 
креста равно z, то угол 2<р., (фиг. 110) между двумя соседними прорезями, 
являю щ ийся углом поворота креста за период его движ ения, будет равен:

Угол поворота' ведущего звена за тот ж е период движения будет равен: 

2¥1 =  2 ( | - * , ) = - ( !

l ) H o l z e r  Н:  W alzhebel, V D I.’ t .  52. Д» 51. 1908, стр. 2043—2051.
-) См., например, A l t  Н .: R egelm assige und  unregelm assige M alteserkreu?' 

ge triebe , M aschinenbau, т. 9, Д» 6 , 1930,^стр. 202—205; Б е к к е р  И. Э.: К ин е
матика мальтийских крестов, Вестник металлопромышленности, №  10, 1938 
стр. 74—88. Подробный перечень работ по механизмам мальтийских кресто! 
см. в книге А р т о б о л е в с к и й  И. И : Теория механизмов и машин, Госте* 
иэдат, 1940. стр. 73:!.
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Угол, соответствующий периоду остановки креста, будет равен:

2 , -2-1=2*= - Я (1 - - | ) = п  ( 1 + - | ) -

Время гд движения креста будет равно:

30 „ 30
t,, — —  i»,. 
■' тщ ‘ 1

30 /  2 \
- ( l - y ) .  (67)

где п х — число оборотов ведущего звена 1. В ремя ta покоя креста будет равно:

(68)-г г
п 1 4  Z

Время Т  полного оборота звена 1 будет равно:

Т  —  *д 4 "  *п.
откуда 

Т ак как 

то

гд I *11 __ 1
71 ' Т

_ 2 т _ 6 0
ft), Пл

Г
i - f i  

' я

(69)

(70)

(71)

Из уравнений (70) и (71) следует, что величина отношения времени покоя 
к  общему времени движения больше величины отно
шения времени движ ения к  общему времени дви
ж ения на величину

(72)

Из уравнений (70) и (71) далее следует, что 
число прорезей г не может , быть меньшим трёх.
Число цевок может быть' большим единицы, как , 
например, это имеет место в механизме, по
казанном на фиг. 111 , где ' число цевок равно 
двум.

Рассмотрим теперь связь  между числом прорезей 
и цевок. Обозначим число цевок через к. Тогда 
уравнение, связывающее отношение времён движ е
ния и покоя с общим временем движ ения, ан а
логичное уравнению  (69), в общем виде должно быть написано так :

i —  Ji

(33)

i -----1

Но периоды движения в правильных крестах равны между собой, т. е.



Поэтому сумма времён движения будет равна:
i т к

i — 1

и уравнение (7:!) перенишетсп тан:

(74)
< ~ 1

Но согласно уравнению  (70)
к (75)

следовательно,

(76)
i — 1

Т ан как  сумма отношений времён покоя креста к полному времени движ е
ния ведущего звена долж на быть меньше единицы, т, е.

Из неравенства (77) следует, что с увеличением числа г прорезей число к 
цевок уменьш ается. В самом деле, при минимальном числе прорезей г креста, 
равном трём, получаем, что

т. е. к <  6 . Следовательно, число цевок может быть равным

При г =  5 получаем /с <  3, (3), т. е. число цевок может быть равным

к — \,  2 , У.

При числе прорезей, большем 5, получаем, что число цевок может р ав 
няться только двум, так как  при увеличении числа г в неравенстве (77) вели
чина, стоящ ая в правой части неравенства, стремится и двум. Т ак , например, 
при г ~ 1 0  имеем к <  2,5, т. е. число цевок может быть равным к =  1 или 2.

С помощью уравнений (70), (71), (75) н (76) и неравенства (77) может 
быть всегда сделан расчёт времени движения и покоя и выбор необходимого 
количества прорезей и цевок.

П усть, например, требуется определить основные параметры механизма 
мальтийского креста, если ставится условие, чтобы этим крестом осущ ествля
лось три периода покоя и три периода движ ения, причём периоды покоя 
должны быть по возможности продолжительнее. Из уравнения (71) следует, 
что для выполнения последнего условия необходимо выбрать число z  прорезей 
наименьшим. Выбираем его равным з — :!. Из неравенства (77) следует, что 
при г =  :! число к цевок может быть выбрано в пределах от 1 до 5, т. е.

то

к < (77)
1 —

z

к =  1, 2, 3, 4 и 5.

При z  =  4 получаем к < 4 ,  т. е. число цевок может быть равным

к — \,  2 ,
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число к =  3 может быть для этого случая использовано. Из уравнения (70) 
получаем отношение времени движения гд к общему времени Т:

1 __ 1 1 __ 1
Т ~ Т — Т — "2 “■ З- "~ "о '

Сумма псех отношении времён движения определится из уравнения (75):

) гд _  к ___1' Т ~~ Т ~~ z ~ Т '
Сумма всех отношений времён покоя определится из уравнения (76):

*Е¥ '^Ег  = 1 -  | + Т  =  1 “ ¥ + 1  =  Т  •

Если все три периода покоя будут одинаковыми, то отношение одного периода 
покоя и общему времени движения ведущего звена будет равно:

_1_
£п__2 [*пз__  ^ __^
Т  “  3 ' — 3 “  6 •

Д л я  определения углов, координирую щ их положение цевок, можно вос
пользоваться условием, что отношение угла заключённого между двумя 
радиусами, соединяющими центры двух соседних цевок с центром вращ ения 
ведущего звена, к полному углу  поворота ведущего звена равно:

А _ / д + < п
:Ir. Т  ' '

В уравнении (78) есть постоянный для каждого рассматриваемого меха
низма период движ ения, a tu — период покоя, который может быть разли ч
ным для различных углов X. Т ак, для  механизма, показанного на фиг. 111, 
имеем:

—  *д *пг
2я Т  '

П2
2п~~ Т

В рассмотренном выше случае период покоя был нами принят постоянным. 
Следовательно, углы I  будут одинаковы для всех трёх цевок. Поэтому

1 1
_(д “Ь f п __ 6 6 1

2г. Т  1 ”  3 ’
откуда

т. е. угол между двумя соседними радиусами равен 120°.
Д л я  того, чтобы более ясно представить себе зависимость между величи

нами z, к, Л  и , приводим т а б л и ц у с о о т в е т с т в е н н ы х  значений этих ве

личин при одинаковых периодах покоя.

*) A l t  П .: R egelm iissige m id unregelinassige M aU eserkreuzgelriebe, Maschi- 
nenbau , т. <», №  G, 1930, стр. 2(J,i.

89



Т а б л и ц а  1. Зависимость между величинами г, к , и  ~гр~.

при количестве цевок, равном:

2s„ A
T

к ■—  1 /,■ 2 к -- 3 к =  4

3 120° 0 ,1667 0 ,8333 0 ,3333 0, 1667 0 ,0833

4 96° 0,250(1 0 ,7 5 0 0 0 ,2500 0 ,0 8 3 3 —

5 72° (1,300(1 0 ,7 0 0 0 0 ,2000 0 ,0333 —

6 oo° 0 ,3333 (l, 6667 0 ,1667 . _

7 51°2 6 ’ 0 ,3571 0 ,6 4 2 9 0 ,1429 — —

S 45° 0 ,3 7 5 0 . 0,625(1 О , 1250 — • —

9 4(1° 0 ,3889 0 ,6111 0 ,1111 — —

10 0 /i0 0 0 0 ,6 0 0 0 О , 1000 — —

12 30° 0 ,4167 0 ,5833 0 ,0833

Из таблицы видно, что некоторые значения отношения ■— могут иметь

место при различном числе z  цевок. В самом деле, для

i? =  0 , 0 8 3 3 ^ = 1

имеем следующие три возможных случая: 
г

1) а =  3,

: 12,

=  0 , 1 6 6 7 ,

h  
т
*д
Т

-  0,2500.

к  =  4 ,
*и _ _  1

» д ~ “  2

к  3, _
*Д "

1
ТГ

к —- 2.
г ,  ~

I
5

Соотношении ме;кду размерами звеньев могут быть определены из урав
нений, которые легко получаю тся из фиг. 111:

‘ R l -lr R . , =  (0 10.2) =  l,

И , =  / sin в., =  I sin  -" ,

=  -  sin ~  | .

П ереходя к рассмотрению вопросов динамического синтеза, надо указать , 
что углы давления в механизмах мальтийских крестов являю тся постоянными

и равны 90°. Последнее легко может быть по
казан о , если произвести замену высшей пары 
низшими парами (фиг. 112). Тогда полученный 
механизм будет кулисным механизмом, у кото
рого угол -f12 между абсолютной скоростью v A 
точки Л„ ведомого звена 2 и относительной ско 
ростью v AiA точки А 2 относительно точки А  
будет всегда постоянным и равным 90°. 'Таишь 
образом, в этих механизмах мы имеем наивы 
годнейшие условия работы с точки зрения воз 
можности заклинивания механизма и его коэф 
фициента полезного действия. Д л я  обеспечении 
плавной работы этих механизмов необходимо 

чтобы в момент входа цевки А  в цаз (фиг. 113) скорость v A точки А  цевк! 
была направлена по оси паза, т. е. чтобы угол ji .между осыо паза и рядну 
сом Я , равнялся ’>0° . ' ‘ "

Фиг. I 12.
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Рассмотрим механизм правильного мальтийского креста с внутренним 
зацеплением (фиг. 114). Этим механизмом осущ ествляется передача вращ ения 
с остановками с угловыми скоростями шг и «>,, звеньев 1 и 2, совпадающими 
по знаку.

Угол поворота 2«* креста за период его движения ранен

у-
2*., ----- —' ,

где z  есть число прорезей.
Угол 2 #j поворота ведущего звена за тот же период движения креста 

равен:

2«| — 2

У гол ' соответствующий периоду остановки креста, равен:

2г. —  2<р> =  2т: - ■. Н " 4)-

Таким образом, при одном и том же числе z прорезей угол, соответствую
щий периоду дви ж ен ия креста с внешним зацеплением, равняется углу, соот
ветствующему периоду остановки 
креста с внутренним зацеплением, и 
набоорот.

В соответствии с этим изме
няет своё значение и отношение вре-

Фиг. 113.

мен движения и остановки к общему времённ движ ения ведущего звена. 
Имеем:



Из уравнений (81) и (82) следует, что величина отношения времени дви
ж ения креста к общему времени движ ения больше величины отношения вре
мени покоя к общему времени движ ения на величину

_д
Т

Л? -

т (83)

Соотношения между размерами звеньев могут быть определены из сле
дую щих уравнений:

П . , -  R l =  ( 0 l0.i ) =  l,

Hi

R

: I Sill I f ,  I sin — . 

1 sin

\

Углы давления 712 в этом механизме равны 90° и постоянны по ве
личине. "

Рассмотрим, далее, механизмы неправильных мальтийских крестов. В 
этих механизмах в отличие от механизмов правильного мальтийского креста

периоды движения креста могут 
быть не равны между собой. 
Последнее достигается тем, что 

о»г прорези креста располагаю тся 
несимметрично (фиг. 115).

Д л я  того, чтобы движение 
механизма было возможно, необ
ходимо, чтобы число прорезей 
было кратно числу цевок. Следо
вательно, если обозначить по- 
прежнему число прорезей через 
z, число цевок — через к, то. за 
висимость между ними может 
быть представлена так:

ak  =  z,  (84)

есть некоторое целоегде а 
число.

Величина

(85)

принимает значения : 1, 2 , 3,

буд ет’ равна числу оборотов це
вочного колеса за  полный оборот 
креста. Если обозначить углы , 
образуемые осями прорезей с л и 
нией 0 г0 2 в моменты начала за 
цепления, через <р2»> гДе индекс i 

то сумма этих углов будет равна:

2“
а 186)

или, принимая во вннмапие равенство (85)
i~~ к

т Е **=
i —1

‘1г.
Z

Угол поворота »|4- ведущего звена равен:

¥н =  -;г— *■»*.

(87)

(88)

где i =  1, 
92

к



Время д в и ж е н и я ^ *  креста За период нахож дения в зацеплении i -й цевки 
равно

30 „

—  "itre, ~b i '
где n j есть число оборотов ведущего звена 1.

Сумма всех времён движения креста будет равна: 
i ~ k  i = k

1881

П одставляя в уравнение (89) значение угла  из уравнения (88), получим: 

< = 1  i = 1

П одставляя в последнее уравнение значение угла  2<р2$ из уравнения (87), по
лупим:

' 19,1 i — I

Согласно уравнению  (73) имеем:
i —k i — k

т = 1 - (92)
:1 гг-1

Из уравнения (91) следует:
i — k

£r=*(4-f)- (93)
i =  1

П одставляя в уравнение (92), получим:

(94)
»=J 1 * =  1

Из последнего уравнения и условия, что сумма отношений времён покоя 
креста к  полному времени движ ения ведущего звена долж на быть меньше 
единицы, следует, что всегда долж но удовлетворяться неравенство:

* <  — . (95)
1 _  Л  

z

С равнивая неравенства (77) и (95), мы обнаруж иваем их полное совпаде* 
ние. Но если для правильны х мальтийских механизмов достаточно при вы
боре числа прорезей и цевок удовлетворить неравенству (77), то для  непра
вильных мальтийских механизмов необходимо дополнительно к неравенству 
(95) удовлетворить уравнению  (85):

2
в = г .

Из ан ализа условий (95) и (85) следует, что если число прорезей рав
няется трём, то число цевок может равняться только трём и крест не будет 
иметь никакой симметрии. Если число прорезей будет равно четырём, то 
число цевок может равняться только двум и, следовательно, крест будет 
иметь оси симметрии, так  как  противоположно расположенные прореви должны 
быть одинаковыми. Если число прорезей будет равно пяти, то из условий (95)
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и (S5) получаем, что число цевок может быть выбрано равным только еди
нице. Но при одной цевке мы не можем построить механизма неправильного 
мальтийского креста. Следовательно, неправильный мальтийский крест с 
числом прорезей, равным пяти, построен быть не может.

Из условий (05) и (85) далее следует, что неправильные кресты с нечёт
ным числом прорезей, большим трёх, вообще не могут быть построены. В не
правильны х. мальтийских крестах с чётным числом прорезей число цевок 
может равняться только двум.

Соотношения меж ду размерами звеньев могут быть определены нз сле
дующих уравнений:

П р и м е р  7. Требуется определить основный параметры механизма не
правильного мальтийского креста с шестью прорезями (фиг. 115), у которого

Из условий (05) и (85) следует, что число цепок у итого механизма может 
равняться только двум.

Из уравнения (03) следует:

(Oft)

г гг к

Далее, из ураш фнпн (04) следует:

г =  к

%

Определим reitepi, углы <г,, и И:* уравнения (Я7) имеем:*

г~ к

i —  1
откуда

*)4

«„ - j-  —  00°.



®, 4 - f l — -  — ~  = - 180°^— 60° =  120°.

Таи как
*Д| _
Y ~  2г. ~  Г. ’

то, подставляя вместо <р( его значение из уравнения (88), получаем:

— 1L — - — 1l
Т  ~~ г. —  2 -  ’

Следовательно,

откуда

Но согласно заданию 

следовательно,

?•> :

поэтому угол будет ранен:

«о =

:д|.

с>о°

а углы <pt и будут равны:

»'[ =  00°

--^- =  22,5°,
О

2 2 ,5 ° =  37,5°,

22,5° =  67,5°,

Д алее, т ак  как
Г1 ■

гт  +
Г  —  2-

<П2 }'Х —

>i =  2r ^ + <

: 360°

9 -  Ч- 7 9 9

■ X =  - -  4 - — 4 -- '- г =  :
'1  И ~  Я < 9/. О/.

: 360°
8 ' 8 ' 24 
1 6 5 ° =  195°.

: 105°

Остальные размеры механизма определятся по формулам (90).

§ 10. Зубчаты е механизмы  с остановками.

Рассмотренные в § 18 механизмы мальтийских урестов воспроизводили 
движение с остановками,, причём при равномерном движении ведущего звена 
ведомое авоно (крест) вращ алось неравномерно. Д л я  воспроизведения равно
мерного движения ведомого звена применяю тся зубчатые механизмы с эволь- 
венгными профилями зубцов. Простейшим из них будет зубчатый механизм, 
показанный на фиг. 11G. Этот механизм представляет собой два колеса 1 и 2. 
К олесо 1 является ведущим. При повороте колеса 1 на угол 8 колесо 2 на
ходится в движении. При повороте колеса 1 на угол 2г. — 8 колесо 2 будет 
неподвижно. При одном обороте колеса 1 колесо 2 повернётся на угол

1де z  есть число зубцов многозубчатого колеса. При эвольвентном профиле 
зацепления время покоя 1п колеса 2 будет равно:

. , _ 2 = - 8  . _ 30 [ „ ( Ь)
11 ('Ч п1 I. zi?iCos а
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где п х есть число оборотов первого колеса, (аЪ) — длина  л и ш и  зацепления, 
Я , — радиус первого колеса, а — угол зацеплепия (обычно равный 20°). 
Время движения гд будет равно:

__ 8 __30 {ab)
д п х TiRy cos а '

Если полный период времени оборота ведущего звена 1 обозначить че
рез Т ,  то будем иметь:

гл I гд __ ,
f ' T

Отношения периодов движ ения и покоя к полному периоду будут 
равны:

гп  _  j  _  И)
Т  ‘l t ,R x cos а

и

Т  2тЛ ! cos я ‘
М еханизм этот р аб о тает  ударно, так  как  в момент вхож дения в зацепле

ние [колесо 2 неподвижно. Д ля  того, чтобы уменьшить удары, рекомендуется
колесо 2  приводить в движение посте-

собой участки центроид в относительном движении. У гловая скорость колеса
2 равна:

Р А
<*. =  «1 р д ,

где Р  есть мгновенный центр вращ ения в относительном движении колёс 1 
и 2. Из написанного уравнения следует, что дл я  того, чтобы угловая  ско
рость й)2 возрастала постепенно, необходимо, чтобы точка Р  зацепления пере
мещ алась от точки А  к  точке В .  У дар будет отсутствовать, если точка Р  
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li начальный момент движ еиня будет совпадать с точкой Л.  Д л я  того, чтобы 
обеспечить отсутствие самопроизвольного движения колеса 2 ла колесо 1 , 
имеется запираю щ ая дуга CD, которая п 
момент остановки скользит по соответ
ствующей дуге колеса 2. Таким образом, 
обеспечивается полная неподвижность ко
леса 2 .

Н а фиг. 116 и 117 профили зубцов ко
лёс были очерчены по эвольвентам. В зуб
чатых механизмах с остановками широко 
такж е применяю тся профили зубцов, очер
ченные по циклоидальным кривым. В 
частности, используется один частный сл у 
чай циклоидального зацепления, а именно, 
так  называемое цевочное зацепление. К ап  
известно, профили зубцов цевочного заце
пления могут быть построены следующим 
образом. П усть заданы центроиды Су и С.,
(фиг. 118). З а  первую вспомогательную  
окруж ность Ну выбираем центроиду Су.
Тогда точка этой цоптроиды* совпадающая 
с точкой Р 0, опишет при качении по цен
троиде- С2 эпициклоиды Р пЭ (пок'азаиы 
пунктиром). Второй вспомогательной .ок
руж ностью  пусть будет точка, совпадаю
щ ая с точкой Р 0. Д ля  того, чтобы обеспе
чить передачу движ ения, вместо выбран
ной точки ркрепляю т с центроидой С2 ро
лики F  -радиуса г, а профили зубцов 
уменьшают па величину радиуса г ролика,

В случае внутреннего зацепления профили ^ _
собой эквндистанты гипоциклоиды. При реечном зацеплении профили зубцов 
будут эквпдпетантамп циклоиды. Н а фиг. 119 показан  зубчатый цевочный 
механизм с остановками с внешним зацеплением, у которого ведущим является 
звено 1, снабжённое зубцом А ,  воздействующим на цевки В .  При одном обо
роте Звена 1 зВено 2 , снабжённое цевками, 
поворачивается на угол

т. е

Фиг. 118.

проводят эквндистанты Э'Э' 
зубцов будут представлять

(С., :

где г есть число цевок. ПроектиронаниеТвуб- 
ца А  ведётся по общим правилам проекти-

Фиг. 119.

роваиия цевочных колес с учётом, чтобы в конце и начале зацепления ско
рость колеса 2  равнялась  нулю .

На фиг. 120 показан другой зубчатый цевочный механизм с остановками, 
У которого зацепление не внешнее, а внутреннее. Длп предупреждения самопро
извольного движения звена 2 н, следовательно, размы кания кинематической
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Цепи звено t  снабжено запираю щей Дугой_6 '£), скользящ ей по соответствуй* 
щим дугам колеса 2. ~

Н а фиг. 121 показан  сложный зубчатый цевочпый механизм с остановками, 
являю щ ийся представителем так  называемых звездчатых механизмов. Звезд
чатые механизмы позволяю т воспроизвести движение с различными периодами 
остановки и движ ения, а такж е с различными передаточными бтпошениями 
угловых скоростей в различные периоды движения, но постоянными внутри 
каж дого периода. Звездчатый механизм; изображ ённый на фиг. 121, имеет 
четыре равны х периода движ ения и четыре равны х периода покоя, с одним 
п тем же передаточным отношением во все периоды движ ения.

Н а фиг. 122 показан  звездчатый механизм с различными периодами покои 
и движ ения, а так ж е с различными передаточными отношениями в периоды 
движения.

Рассмотрим, как  определяю тся основные параметры  звездчатых механиз
м о в 1). Обозначим радиусы начальны х окруж ностей через R x и Д 2 (рис. 121). 
угол поворота звена 2 на участке между двумя соседними зубцам и —преры ва
телями С — через е2> угол поворота ведущего (цевочного) колеса, соответ
ствующего углу (р2> — через ipj, время движ ения ведомого звена 2 — через гд 
и время покоя ведомого звена 2 — через tn . Тогда будем иметь:

I..
1,

д
Т  г Т

где Т  есть время одного полного об рота ведущего звена 1. Д алее имеем:
t,т ®t

' •)-Т
(97)

1 —
¥1

Т  2"
Обозначим через £ отношение углов поворота в[ и <р2 звеньев 1 и 2:

(98)

(99)

J) A l t  Н .: M alteserk reuzgetriebe, W erk s ta tts te ch n ik , т. 10, 1916, стр. 229; 
B o c k  A .: S te rn radge triebe , Y D I, т. 73, №  12, 1929, стр. 397—401;
Н о е с к с п  К .: S tern radge triebe , V D I, т. 74, Л? 9, 1930, стр. 265—271.
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Из уравнения (97) имеем: 

Угол <р3 равен

где п есть число зубцов прерывателей С. П одставляя полученные вы раж ения 
для углов <рх и «р., в уравнение (99), получим:

откуда

и Т  '
Т ак как

то е <  п,

т . е. отношение углов поворота должно быть всегда меньше числа зубцов 
преры вателей. .

В еличина отношения s, вообще говоря, не равна передаточному отнош е

нию Связь между этими величинами вы раж ается следующим урав-
“ Л 1 ' 

пением:
- /  д \  . 4 -I— 3 it.2 . Ц‘>

* -  -  ( у  -  1 ) +  * -  V 1--:ircsin а Г Г + г П )  •

Н иж е приводится таблица значений i12 д л я ' различны х г и чисел п зубцов 
п реры вателей 1).

„  „  .  R ;Т а б л и ц а  2. Значения передаточного отношения f n  —  ~  для различны х

значений е и п.

е п — 1 п =  2 п — 3 п  =  4 п =  5 п  — 6

5 4,4165
3,44234 — — — 3,5329

3 — — — 2,6480 2,5633 2,4800
2 . — — 1,7642 1,6902 1,6185 1,5489
1 ___ 0,8814 0,8276 0,7773 0,7307 0,6874

•'/в =  0,8333 0,7777 0,7260 0,6782 0,6342 0,5938 0,5567
4/6 =  0,8000 0,7455 0,6951 0,6487 0,6060 0,5670 —
3U-— 0,7500 0,6975 0,6491 0,6047 0,5641 0,5271 —
2/^ =  0,6667 0,6,176 0,5729 0,5322 0,4952 0,4617 —
5/8 =  f*,6250 0,5779 0,5350 0,4962 '0,4511 0,4295 —
s/g =  0,6000 0,5540 0,5124 0,4748 •0,4405 0,4104 —
1,„ =  0,5000 0,4592 0,4226 0,3901 0,3611 0,3353 —

2/Б =  0,4000 0,3650 0,3343 0,3073 0,2836 — —
0,3750 0,3416 0,3124 0,2869 0,2645 — —

v 3 =  0,3333 0,3028 0,2762 ч 0,2532 0,2332 — —
J/4 =  0,2500 0,2256 0,2048 0,18706 0,17177 — —
1/. =  0,2000 0,17970 0,16264 0,14821 0,13588 — —
! /6 =  0 ,16667 0,14930 0,13483 0,12268 0,11237 — —
1/7 =  0,14286 0,12767 0,11512 0,10464 0,09579 — —
] /8 =  0 , 12500 0,11152 0,10043 0,09121 0,08343 _

*) A s t e r  О .: P o ly teohnisches Z e n tra lb la t t ,  1862, стр. 353, и 1864, стр. 496. 
-1) B o c k  A .: S tirn rad g e trieb e , V D I, 1929, 12, стр. 399.
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Задаваясь  величиной s, наводят по таблице величину.i12, после чего лег!ю 
определяют величины и Л 2, используя дополнительно условие

где I есть расстояние между точками Ог и 0 2 (фиг. 121).
Величины углов aj и (фиг. 123), координирую щ их полож ения осей 

крайних Цевок и полож ения начальны х точек циклоидального зацепления, 
определятся из у р ав н ен и й 1):

а? =  2 arcsin  . - ,
1 2 (1  +  »и)

a2= y - - y ( 1 + c o s e c - ^ .

К роме звездчатых механизмов с внешним зацеплением могут быть по
строены и звездчатые механизмы с внутренним и реечным зацеплениями.

Н а фиг. 124 показан  звездчатый механизм с внутренним зацеплением 
с шестью периодами покоя ведомого звена, у которого ®1 =  240°, (р2 =  60°;

а? =  95°; а£ =  21°97' и in  =  ^  .
1 1 1г 48

Н а фиг. 125 показан звездчатый механизм с внутренним зацеплением 
с одним периодом покоя, у которого <pi — 240°, ip2 =  360°; ati0 =  60°, а® =  60° 
и i12 =  0,5.

Н а фиг. 126 показан  звездчатый механизм с внутренним зацеплением 
с двумя периодами покоя, у которого

<с1 =  60°, ®2 =  180°; а® =  18,317; а? =  41°618
и

Н а фиг. 127 изображ ён звездчатый механизм с реечным зацеплением 
с двумя цевками, у которого

<pj =  180° и а° =  60°.

На фиг. 128 изображ ён звездчатый механизм с - реечным зацеплением, 
у которого звено 2 является  ведущим. У  этого механизма

<р2 =  180° и а“ = 3 2 ° 7 0 \

.Н а  фиг. 129 показан звездчатый механизм с реечным зацеплением и одной 
цевкой, у которого

У! =  120° и а? =  60°.

П роектирование всех этих механизмов выполняется теми ж е методами, 
как  и для случая  внешнего зацепления.

§ 20. М еханизмы  храповы х колёс.

В большинстве случаев механизмы храповы х колёс представляю т собой 
зубчатые механизмы, воспроизводящ ие вращ ательное или поступательное п ре
рывное движение зубчатого звена в одном каком-либо направлении.

Н а фиг. 130 п оказана схема механизма ш арнирного четы рёхзвенника 
A B C D ,  соединённого с храповым колесом 5 посредством собачки 4, сидящей 
на звене 3. Вращением звена 1 коромысло 3 приводится в колебательное дви
ж ение. При ходе коромысла справа налево собачка 4 упирается в соответст
вующий зубец храпового колеса 5, поворачивая его на некоторый угол. Д ля  
предупреждения обратного самопроизвольного вращ ения колеса 5 установлена

J) H o e c k e n  К .: S te rn rad g e trieb e , V D I, т . , 74, <№■ 9, 1930, стр. 266.
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стопорная собачка 6 . Профиль зубца храпового колеса обычно выбирается 
прямолинейным, точно так  ж е к а к  и профиль сопряж ённой части собачки.

Рассмотрим зацепление собачки с храповым колесом при прямолинейных 
профилях сопряж ённы х элементов. Если ось Л  (фиг. 3 31) собачки 1 раеполо-

Ф и г . 130.

ж ена на нормали к профилю в средней точке зубца, то усилие Р  от зубца 
на собачку будет проходить через опору А .  Если ось А  будет заним ать по
ложение А ',  силу P  можно будет разлож ить на составляющ ие Р '  и I’", причём 
составляю щ ая Р'^ будет стремиться откинуть собачку 1' и вывести ей из за 
цепления.- Если ось А  будет заним ать положение А " ,  то составляю щ ая Р "  
будет стремиться п ритянуть собачку 1" к центру храпового колеса и, следо
вательно, надёж ность зацепления будет большей. .Таким образом, для надёж 
ности зацепления необходимо, чтобы нормаль к соприкасаю щ имся профилям, 
проведённая через среднюю точку, пересекала линию, соединяющую центры 
А  и В  вращ ения колеса 2 и собачки 1 между этими центрами.

Т ак  как  на поверхности соприкосновения элементов храпового зацепления 
возникает сила трения, то в общем случае необходимо, чтобы угол р между

нормалью  СУ  (фиг. 132), проведённой через точку С, и прямой С Л  был 
больше угла трения if. Тогда легко будет определить положение прямой т т ,  
некоторый участок аа которой и образует профиль зубца и собачки. Д ля  
этого строим на отреаке А В ,  как  на диаметре, полуокруж ность и выбираем 
на ней точку С, которая долж на быть средней точкой соприкасаю щ ихся 
профилей. Соединив точку С с точкой В ,  проводим прямую  т т  под углом р, 
большим угла  трвнмп ®. Отложив от точки С отрезки Са вверх и вниз, по-
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лучим радиусы Я  и г храпового колеса. Тангенс угла трения ? обычно выби
рается равным 0,3 *). '

В механизме, показанном на фиг. 130, храповое колесо 1может быть п о
вёрнуто на целое число шагов t. Если необходимо повернуть колесо на часть 
ш ага, то долж но быть установлено несколько собачек различной длины. Т ак , 
например, на фиг. 133 показан  механизм с тремя собачками, длины которых 
разнятся на одну треть ш ага. Н а фиг. 134 все^три собачки расположены на

Фиг. 133. Фиг. 134.

одной оси. При трёх собачках храповое колесо будет вращ аться так  ж е, кап 
колесо с одной собачкой, но с числом зубцов в три раза  ббльшим. Храповые 
механизмы позволяю т такж е воспроизвести прерывное поступательное дви
жение. Пример такого механизма показан  на фиг. 135.

§ 21. Зубчатые механизмы для реверсирования движения.

Рассмотрим зубчатые механизмы для  преобразования непреры вного в р а 
щ ательного движ ения в реверсивное поступательное или вращ ательное. В еду
щее зубчатое звено может обладать зубцами на части или на всей окруж ности. 
В первом случае движение ведомого звена при равномерном вращ ении веду
щего будет такж е постоянным, но в моменты изменения направления движ ения 
ведомого звена будет иметь место удар. Примером механизма такого типа 
является механизм, показанный на фиг. 136. Ведущее звено 1 имеет зубцы , 
расположенные на дуге, несколько меньшей полуокруж ности. Ведомое звено 2 
движется поступательно вправо и влево. Д л я  того, чтобы в моменты изменения 
направления движ ения звена 2 не происходило размы кания звеньев, с ше-

стернёй 1 связан  ры чаг, несущий ролик 3, который перекаты вается по вспо
могательной кривой 4, принадлеж ащ ей звену 2. Построение профилей зубцов 
и направляю щ ей 4 ведётся по общим правилам , изложенным выше. Д ля  того, 
чтобы при перемене направления движ ения звена 2  зубцы вышли из зацеп
ления, головки крайних зубцов звена 2 несколько срезаны. Вместо направляю 
щей кривой может быть запроектировано два дополнительных сопряж ённых 
профиля аа и рр, как  это показано на фиг. 137.

Д ля  большей плавности движ ения ведомого звена при перемене н аправле
ния движ ения в рассматриваемых механизмах применяются ̂ к он струк ц и и , 
в"которых ведомое звено, подходя к крайним своим положениям, движется 
замедленно, а  выходя из этих положений, движется ускоренно. Это дости-

*) R  i с li t 'e  г — V. V o s s :  B auelem ente tier Feinm echan ik , VD1, 1938.
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гается тем, что ведущее звено имеет зубцы,, расположенные по всей о к руж 
ности колеса, н ось колеса движ ется по некоторой направляю щ ей, имеющей 

’ прямолинейные и радиальные, участки.
Примером механизма такого типа может 

служ ить механизм >с цевочным*зацеилением, 
показанный на фиг. 138. В е д у щ еезв ен о  1 
сцепляется с цевками, принадлеж ащ ими звену 
2. Б лагодаря  тому, что зубчатое звено 1 сидит 
на рычаге, который вращ ается около оси А ,  
а ось В  самого колеса может скользить в 
направляю щ ем п азу  аа, зубчатое звено 1 сце-

_ __  ____ пляется с цевками то по' одну, то но другую
сторону, в зависимости’от того,^в какую  сторону происходит движение звена
2. В крайних полож ениях колесо 1 кап  бы обтекает крайнюю ц евк у ,5 благо

/

даря чему сглаж иваю тся удары в моменты изменения направления движения. 
Н аправляю щ ий паз аа является  эквидистантной кривой к осям цевок и со
стоит поэтому из прямолинейных и дуговых участков.

Н а фиг. 139 показан  аналогичный механизм 
с цевочным зацеплением, но у которого ось Ох 
зубчатого колеса закреплена не на качаю щемся 
рычаге, а скользит в кулисе 3.

Вместо цевочного зацепления может быть 
применено и обычное эвольвентное зацепление.
Н а фиг. 140 показан механизм, у которого мы 
имеем как  бы внутреннее зацепление. Этим м е
ханизмом может .быть достигнута достаточная 
плавность движения в крайних полож ениях ве
домого звена ' Фиг. 140.

Н а фиг. 141 показан механизм, у  которого -
ось зубчатого колеса 1 жёстко соединена со стойкой. Ведомое звено 2 может 
двигаться поступательно вдоль оси х х  относительно звена 3, которое в свою

очередь может двигаться поступательно вдоль оси уу  относительно звена 4. 
Н аступательные перемещения вдоль осей хх  и уу  взаимно перпендикулярны, 
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Н а фиг. 1Д2 показан  механизм для воспроизведения реверсивного вращ а
тельного движ ения. Ведущее зубчатое звено 1 сидит на рычаге, который 
может вращ аться около оси А .  Ось В  колеса 1 движ ется в направляю щ ем 
пазу  аа. При вращ ении звена 1 ведомое звено 2 будет вращ аться около оси С 
попеременно в противоположных н аправлениях. Т ак  как  число зубцов на 
внутренней кривой меньше, чем , на внешнем колесе, то этим механизмом 
может быть воспроизведено вращ ение ведомого колеса 2 с различными пере
даточными отношениями в период прямого и обратного хода, т. е. с различным 
временем качания звена 2 .

Н а фиг. 143 показан механизм с цевочным зацеплением, у которого ось Oj 
колеса 1 движ ется в кулисе 3. Д виж ение колеса 2 происходит так  ж е, как  
в предыдущем механизме.

Все рассмотренные механизмы работаю т обычно на малых скоростях 
вследствие необходимости воспроизведения реверсивного движ ения и наличия 
значительны х ускорений в моменты перемены направления движ ения. Синтез 
каж дого из рассмотренных механизмов может быть сделан методами, излож ен
ными выше, так  как  отдельные их элементы представляю т собою кулачковы е 
механизмы или зубчатые механизмы тех видов, которые были уж е р ас
смотрены.

§ 22. Особые случаи кулачковы х механизмов.

Рассмотрим в этом параграф е некоторые особые случаи кулачковы х меха
низмов. В первую очередь остановимся на кулачковы х механизмах, в которых 
кинематическое замыкание осущ ествляется не силовым образом (пружиной, 
грузом , силами трения и т. п .), а  с помощью подбора нужной формул очерта
ния кулачков! Простейшим способом достижения такого замы кания служ ит
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устройство внутреннего паза 1 (фиг. 144), стороны которого представляю т 
собой огибающие положений ролика 3. Вместо внутреннего п аза  можно уста
новить на ведомом звене 2 (фиг. 145) два ролика 3 и 4, которые соприкаса

ются с кривыми а„а0 и р0р„, представляющими сибой 
эквидистантные кривые к геометрическим местам аа и 
РР центров А  и В  роликов 3 и 4 *). Отрезок т  между 
точками А  и В  теоретических профилей аа и рр кул ач
ков, проведённый параллельно направлению  движения 
звена 2 , постоянен по величине.
к,. Н а фиг. 145 кулачок 1 имеет поступательное дви
жение или ж е может вращ аться около оси, п араллель
ной направлению  движения звена 2 (цилиндрический 
пространственный кулачок). Н а фиг. 146 показан  к у 
лачковый механизм с двумя роликами 3 и 4 на ведо- 

Фиг. 144. мом звене 2. Ведущее звено 1 вращ ается около оси О.
Т ак  же, как  и в ранее рассмотренном типе к у лачк о 

вого механизма, расстояние т  между точками А  и В  теоретических профилей, 
отложенное по направлению  движ ения ведомого звена 2 , постоянно.

Н а фиг. 147 представлен кулачковы й механизм с качаю щ имся рычагом 
с двумя роликами для зам ы кания. '

Замы кание может быть такж е осущ ествлено в кулачковы х механизмах 
с такими кулачкам и , для профилей которых сумма противоположных ради
усов-векторов всегда постоянна. Схема та 
кого кулачкового механизма для прям оли
нейно двигающегося ведомого звена п ока
зана на фиг. 148. У  к улачка 1 суммы п ро
тивоположных радиусов-векторов равны, 
т. е. (Aa) +  {Ab) =  (Af )  +  {Ag) =  ( A d ) - f  
-f- (Ac) —  . . .  =  т. При вращении по часо
вой стрелке кулачок участком cfdbh  про
ф иля будет.воздействовать на точку С зв е
на 2, перемещая его вверх. При оп уска
нии звена 2 кулачок будет воздействовать 
на точку Н  участком профиля hgeac. Та- Фиг. 147
ким образом, звено 2 может быть выполнено
в виде рамки, обеспечивающей постоянное соприкосновение к улачка с ведомым 
звеном без наличия пруж ины , прижимаю щ ей ведомое звено к  кулачку .

П роектирование таких  кулачков не представляет никаких затруднений. 
Д л я  этого задаёмся по общим правилам  начальным радиусом к улачка r min 
и максимальным подъёмом Лгаах звена 2 (фиг. 149). Строим диаграмму S c  =  / (» J. 
Д л я  этого в положении <р J80° откладываем отрезок '

(а ̂ ) ^min ^шах

_ *) J a h r  W. шк1 К n е c.Jh 1 е 1 P .: Grunilziiije d r Gretriebelehre, т . 2, 
L eipzig , 19:18, стр. !4:i -146 u^20r, 2 i:i,
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и проводим прямую  Ьс, параллельную  оси абсцисс. К ри вая  5 c  =  /( iр) на 
участке » =  0 — 180° может быть построена по различным законам, но так, 
чтобы конечные точки этой кривой совпадали с точками d  и Ь и вся кривая

находилась в пределах прям оугольника 
dcbe. Н а фиг. 149 показаны  пунктиром  р аз
личные варианты этих кривы х. П усть нами 
выбрана кривая , вычерченная сплошной 
линией. Тогда кривая  на участке <р =  
=  180— 360° может быть получена, если 
в положении <р г— 225° отложить от оси df 
отрезок (pq) =  (hg), в полож ении у =  270° — 
отрезок (r s ) = ( k l ) и т. д. Соединяя точки 
Ъ, q, s и /  плавной кривой, получим кри 
вую перемещений ведомого звена на участке 
^ — 180 — 360°.

В частном случае участки db и bf  кри 
вой S c  =  f ( y )  могут быть прямолинейны. 
В этом случае получаем кулачок, который 
носит название сердцевидного кул ачка. 
Недостатком это?о типа кулачковы х меха
низмов является наличие ударов в точках 
изменения направления скорости ведомого 
зв ен а . '

О' 1/5' 30°135°W°Z25°270'3tS'3e0° 

Ф иг. 149.

В механизме, показанном на фиг. 148, замы кание осущ ествляется одним 
профилем кул ачка. Замы кание может быть такж е осуществлено с помощью 
кулачка, имеющего два профиля (фиг. 350). В этом случае постоянными
должны быть суммы противоположных 
радиусов-векторов, принадлеж ащ их р аз
личным профилям . Н а фиг. 150 показан 
тот случай кулачкового механизма, ког
да ведомое звено двигается поступа
тельно, а на фиг. 151 тот случай, когда 
ведомое'звено представляет собой ка
чающийся J рычаг. Постоянным в этих

кулачках  должно Оыгь расстояние т  {между точками fA  и В  теоретических 
профилей, полученных в обращённом 'движ ении ры чага .“J
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Н а ф иг. 152 показан  кулачковы й  механизм с кулачком  1, имеющим по
стоянной сумму противополож ны х радиусов-векторов. К улачок  соприкасается 
со звеном 2, имеющим две параллельны е плоскости аа и pp. В точке D  по
ставлен ролик, двигаю щ ийся в направляю щ ем пазе 3. Звено 2 'вх о д и т  в кине

матическую п ару  со звеном 4, которое качается около оси Е .  П рофиль к у 
лачка строится следующим образом. Точка А  равностороннего треугольника 
A B C  совпадает с осью вращ ения кулачка. Участки аЪ и de кулачка"описаны  
по дугам радиусами из точки А .  У часток Ьс описай по дуге радиусом из

рисунков, структурная  кинематическая схема данного кулачкового механизма 
может быть сведена к кулисному механизму с трёхгюводковой группой. 
Неподвижности звена 4 соответствуют те полож ения механизма, когда радиус 
ведущего кривош ипа перпендикулярен к оси кулисы .

Н а фиг. 155 показана схема кулачкового механизма с постоянной суммой 
противоположных радиусов-векторов, который воспроизводит поступательное 
ттгшшйние t t r v x  яленьев 2 и 3 та- >

Ф иг. 152. Ф и г.' 153. Ф иг. 154.

Ф иг. 155.

точки С. Участок cd описан по дуге радиусом 
из точки В .  У часток е/ описан по дуге радиу
сом из точки С и, наконец, участок fa  описан 
по дуге радиусом из точки В .  Тогда сумма 
противополож ны х радиусов-векторов будет всег
да постоянной. Далее, так  как  участки аЬ и de 
описаны по дугам радиусами из точки А ,  то 
при соприкосновении этих дуг с плоскостями аа 
и рр звено 2 будет находиться в покое и, сле
довательно, рычаг 4 будет дважды за  один обо
рот к улачка находиться в покое. Н а фиг. 153 
и 154 показаны  полож ения звеньев механизма 
в моменты покоя звена 4. К а к  видно из этих

Ф иг. 156. Фиг. 157. Ф иг. 158.

Рассмотрим ещё кулачковы е механизмы, у которых профили кулачков 
очерчены одной окружностью . Т акие кулачки  носят название эксцентриков,
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t l a  фиг. 157 показан  .механизм, у которого куЛачог. 'Л. является эксцентриком! 
Е сл и  центром эксцентрика будет точка О, то заменяющий механизм А О С  
будет представлять собой обычный кривошипно-шатунный механизм с постоян
ными длинами кривош ипа г и шатуна I. П ере
мещения звена 2  могут быть аналитиче
ски получены по формулам для аксиаль
ного кривошипно-шатунного механизма.
Имеем: .

1S@ —  (/’ ” J“  Z) — Т COS а — I
р sin2 а,

где г — А О  и \ —  ОС. Скорость и ускорения 
звена 2  определятся по формулам для акси- 

кривошипно-шатунного механизма.

Vq —  w{r (sin а -)- cos a tg  j!),

ального
Имеем:

где

t g P :

далее,

OLqZZZ. (1) г cos2 а
r i C0Sa +  T c ^ r ~ S i n a t S ? i-

Ф иг. 159.
Д л я  механизма, у  которого направление 

движения звена 2  не проходит через точку 
А  (фиг. 158), формулы для скоростей и уско
рений будут такими^ж е, по формула для перемещения S q звена 2  будет 
иной, именно, "" “

2га , а 2
S c  =  V (>' +  J)2 — я 2 — г cos a - • 7,-f ^ s i n 2 a-

где а есть дезаксиал кривошипно-шатунного механизма. Если эксцентрик за 
клю чить между двумя направляю щ ими а ^  и а2а2, то мы получим механизм, 
показанный на фиг. 159. К у л ач о к  1, вращ аясь "около оси А ,  воздействует на 
огибаемые, принадлеж ащ ие звену 2 , которые представляю т собой две п ар ал 
лельные прямые ajax и а2а21 жёстко, связанные между собой. Ж ёсткая связь  
между прямыми а ^  и a2a2 возможна потому, что диаметр эксцентрика 1 по
стоянен. Заменяю щ ий механизм будет механизмом прямолинейно двигающейся

кулисы, для которой формулы перемещений, скоростей и ускорений звена 2 
напиш утся так:

S 2 —  r sin а,
Юг —  mxr COS а, 
а г =  — wj/' sin  а,

где и есть угловая скорость эксцентрика.
Рассмотрим ещё некоторые кулачковы е механизмы с регулируемыми п ере

мещениями ведомого зв е н а 1). На фиг. 160 показан  кулачковы й механизм 
с поступательно двигаю щейся штангой 2. Со звеном 2 связан  установочный

1) J a h r  W.  und  K n o c h t e l  P .: G rundziige dor G etriebelehre, L eipzig , 
1938, стр. 208—210.
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Винт 3, который мо/^ет НёреМеЩать ролик 4. Ролик $ служ ит для обратного 
хода звена 2. В полож ении ролика 4, показанном на фиг. 160, звено 2 будет 
иметь максимальное перемещение, равное А]. При установке ролика 4 в к р ай 
нее левое положение максимальное перемещение звена 2 будет равно h2. З а 
коны перемещений 5  = / ( f )  для обоих случаев показаны  на фиг. 161. К у л а ч 
ковые механизмы данного типа работаю т с ударами в моменты вхождения 
в соприкосновение с роликами 4 и <5. Из рассмотрении фиг. 161 следует, что 
время перемещения звена 2 на величину Д2 меньше времени, необходимого для 
перемещения на величину ht . Д л я  того, чтобы времена при различных вели
чинах перемещений hx и h2 были одинаковыми, необходимо кроме устано
вочного винта иметь для одного из роликов второе установочное устройство, 
показанное на фиг. 1.62 и представляю щ ее собой прорез а, который охваты-

Ф иг. 101. Фиг. 162.
вает ось кулачка 1 , и прорез Ъ, в котором имеется специальный установочный 
винт с. Сам кулачок состоит из двух частей. Первап часть представляет 
собой цилиндрическую  часть с радиусом, равным минимальному радиусу- 
вектору кулачка. Вторая часть является  подвижной и может быть уста
новлена различно. Н а фиг. 162 показана установка кулачка, производя
щ ая перемещение звена 2 n a j  величину h x. П унктиром показана втораи 
установка кулачка, при которой перем ещ ение' звена будет равно Л2. Дна-

360°180° 270°

Фиг. 163.
граммы S  =  f ( f) перемещений5;звена 2 показаны  на fфиг. 163. К а к  следу
ет из этих диаграмм, времена, соответствующие перемещениям на в ел и ч и н ы ^  
и h2, одинаковы.

Н а фиг. 164 показан  'другой  тип Ткулачка, 'состоянии! и з 'т р ё х  частей. 
Этим кулачковы м механизмом такж е [можно ] воспроизвести различные пере
мещения звена 2 за  одинаковые пром еж утки’ времени. Па фиг. 164 показана

на ве°ВКа час,гей и.Улачка, позволяю щ ая воспроизвести перемещение звена 2 
•iiphi№ ИЧИНУ *»• п Унктиром п оказана вторая установка, при которой переме
ту. звена 2 будет равно k.,. Диаграммы S  —  f  {■р) перемещений звена 2 по
казаны  на фиг. 165.
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Ё случае Необходимости регулировки угла качании вращающ егося ры
чага 4 (фиг. 166) может быть применено устройство, состоящее из звена 3, 
входящ его во вращ ательные кинематические пары  со звеньями 2  и 4. П ри 
максимальном угле ф поворота звена 2 углы поворота звена 4 могут варьиро
ваться в ш ироких пределах, в зависимости от полож ения звена 3. К а к  видно

из фигуры, звено 3 может быть установлено 
в различны х полож ениях специальными наж им 
ными винтами. П ри установке в полож ении I  
полный угол поворота звена 4 будет равен 8j. 
При установке в полож ении I I  полный угол 
поворота звена 4 будет равен S2.

В заклю чение можно ещё указать  н а  ку 
лачковы й механизм, у  которого паз кулачка 
представляет кривую , пересекающую самое себя 
(фиг. 167). Д ля  такого кулачка период движ е

ния звена 2 будет соот
ветствовать двум оборо
там звена 1. Д л я  воз
можности работы такого 
механизма вместо роли
ка устанавливается де
таль 3, профиль кото
рой состоит из двух  дуг

окруж ностей. Д иаграм м а £’ =  / ( ? )  перемещений звена 2 показана на фиг. 168.
Синтез всех рассмотренных видов кулачковы х механизмов может быть 

сделан изложенными выше методами.

к г J X .
0° ISO' 3 6 0 * 720'

Ф и г.' 1G8.

Ч>



Ч - Л С Т Ь  В Т О Р А Я .
С И Н Т ЕЗ П Л О С К И Х  М Е Х А Н И ЗМ О В  С Н И ЗШ И М И  Н А Р А М И .

VI. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ШАТУННЫХ КРИВЫХ ПРИ СИНТЕЗЕ 
МЕХАНИЗМОВ.

§ 28. Уравнение шатунной кривой (уравнение Робертса)1).

Шатунной кривой называется траектория какой-либо точки шатуна четырёх- 
звенника. Е ё  у^авйение должно указать  число точек пересечения кривой

с прямой линией или окружностью. Это число 
определяет границы возможного приложения четы- 
рёхзвенника для описания точкой его шатуна п р я 
мой или окружности по заданным точкам этих л и 
ний. При задании точек на прямой мы, таким обра
зом, можем построить новый четырёхзвенник или 
приспособить уже существующий для получения 
направляющего механизма, имеющего применение в 
различных областях машиностроения. При задании 
точек на  круге  мы аналогичным образом придём к 
механизму с остановками, могущему заменить обыч
но применяемый для этой цели кулачковый механизм.

Уравнение шатунной кривой, например траек 
тории точки М  шарнирного четырёхзвенника A B C D  

(фиг. 169), может быть получено следующим образом. П ользуясь  обозначения
ми чертежа, напишем:

а; =  >• cos <р +  Ь sin 7i, у  =  г sin if +  Ь cos 7Ь 
к — х  =  R  cos <[> +  а sin 72, у  —  R  sin <J> +  a cos 72.

Кроме того, имеем:
Т1 +  Тг =  7-

И сключая из уравнений углы f  и раскрывая скобки и приводя подобные 
члены, получим:

26 (х sin 7i + 2/ COS 7j) =  х 2 + у 2 +  b2 — г"-,
2а [(/с — х)  sin 7г +  2/ cos 72] =  (А — я)2+  у2 +  а 2 - -  R- .

П одставляя1 во второе уравнение у2 =  у — и решая полученное уравнение 
совместно с первым относительно sin 7! и cos 71, найдём:

F F s in 7i =  F ,  JF c o s7 i := :£ / ,
где

U  —  а [(х — к) cos 7 +  2/ sin 7] (ж2 + 2 /2 +  Ь2 — г2) — Ьх [(ж — А-)2 +  2/3 +  а2 — Я2]; 
V  =  a[( x  — к) sin 7 — 2/ cos 7] (ж2 + 2 / 2 +  62 — г2) +  by [(х  — /с)2 +  2/ 2 +  а2 — Л 2]; 
W  =  2ab  sin 7 [я (я — А) + 1/2 — ку  ctg 7].

Возвышая в квадрат и складывая, получим окончательно:
£/2 +  F2 =  TF2. (100)

Это и будет уравнение Робертса, если подставить в него указанные выше 
значения V ,  V,  W .

' )  R o b e r t s  S , : On th ree-bar motion in  plane space, 187G.
112



Тан I,-at; ;m> урапнеине шестой степени, то изображ аем ая им припая мо~ 
Жет нереескатьсн г, прямой не болен чем в пичуги точках. Действительных  
точек пересечении может быть ш есть, четыре, две пли пи одной, причем  
точки касания, если они имеются, считаются за  дне каж дая.

Этот результат показывает, что если мы хотим спроектировать механизм, 
одна из точек которого описывала бы приближённо прямую на некотором 
участке, то мы можем задать на прямой не более шести точек, через которые 
должна пройти шатунная кривая.

'  В предельном случае мы можем потребовать, чтобы ути шесть точек были 
бесконечно близки, т. о. чтобы кривая  имела с прямой касание пятого поряд
ка. Практически ото будет означать, что на некотором участке кривая  будет 
неотличима от прямой. Разыскание таких приближённо направляющих меха
низмов есть одна из важнейших задач синтеза механизмов.

Другой  задачей синтеза является разыскание приближённо круговых 
механизмов, т. с. таких, шатунные кривые которых на некотором участке 
мало отличаются от дуг окружности. Посмотрим, сколько точек можно задать 
на окружности для решения утоп задачи, иначе говоря, сколько точек пере
сечения с окружностью может иметь шатунная кривая. С утой целью пред
ставим левую часть уравнения Робертса в таком виде:

V*  - f " V* =  а 2 (ж2 +  У~ 4 '  Ь3 ' ,2)2|(* -  к)* +  ?/“] - г
- | -  Ь -  ( Л *  4 - у - )  ( (.X -  k ) s - f  у "  4 -  а -  -  Щ -  2 а Ь  ( х -  +  у -  +  Ь *  —  г - )  ; <  

X  [(ж — ft)s 4 “ !/2 -j- л2 — Л 2] • [к (х cos •' — у  sin •') — (*2 4 -J/3) cos •*].

Если обозначить (ж3 4 '2 /3) —  то уравнение примет вид:

а 2 (г 4 "  Ь- —  г - ) ' (г — ~2кх 4- к 2) -)- b-z (z  -- Чкх  4- к3 4- -- Л 2)3 4 "

+  2ah  (ss4-6=  -  г-)  (г -  - 2 к х  - j -  А-2 4 *  а " ~  Л 2) (Аж cos y —  ку  sin y —  z  COS Y) =
-lab sin  •'• (= “ kx  — ky  ctg  y )■

Уравнение окруж ности будет:

ж2 4 - у “ -— ~рх  — 2qy  - \ - т -  —  О, 

или при нашем обозначении
л —  2 рх  - j -  2qy  -- >п2.

Подставляя это значение г в уравнение Робертса, получим уравнение 
третьей степени относительно х  и у: совместно с уравнением окружности оно 
даёт 3*2 =  0 решений. Таким образом, шатунная кривая  пересекается с ок
ружностью не более чем в шести действительных точках. Это означает, что 
мы можем задать па окружности но более шести точек, через которые может 
пройти шатунная кривая. ‘

В предельном случае мы можем потребовать, чтобы точки были бесконечно
близки. Тогда мы получим касание кривой со своим кругом кривизны, кото
рое на основании сказанного не может быть выше пятого порядка.

Входящие в уравнение Робертса шесть параметров: а,  Ь, к, г ,  I t ,  Y, вполне 
определяют форму и размеры шатунной кривой; если говорить только о фор
ме, то будет достаточно только пяти параметров: четырёх отношений 
а  Ь к г  „
w  > ъ “ , s ' з* уг w угла Y- Если же принять во внимание и положение т а Л Л It 1{ *'
тунной кривой на плоскости, то необходимо ввести ещё параметры, определяю
щие положение взятых осей координат, а именно координаты опоры А  отно
сительно новых осей О'х'у'  и угол 0, образуемый прямой A D  с новой осью О'х’. 
Таким образом, если поставлена задача об отыскании такого шарнирного 
четырёхзвенника, шатунная кривая  которого проходила бы через заданные на 
плоскости точки, то решение этой задачи сведётся к нахождению девяти 
параметров (шести указанных выше и трёх параметров, определяющих положе
ние). Это означает, что можно задать максимум девять точек шатунной кри
вой, учитывая, однако, приведённое ранее у сл о ви е  что никакие семь и 
восемь точек из этих девяти не должны лежать ни на прямой, ни на ок р уж 
ности: случаи задания всех девяти точек на прямой или окружности исклю
чаются, так  как  это условие удовлетворяется простым поступательным пли 
вращательным движением. .
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§ ‘Л .  Теорема Робертса ').

Робертс, а затем независимо от него Чебышев показали, что одна и та 
же шатунная кривая может быть oopa:jonana посредством трёх различных 
шарнирных четырёхзвеиников.

Возьмём произвольный треугольник Л В М ,  углы которого обозначим через 
а, р, 7 , и повернём его вок-руг вершины Л  на угол о, изменяя при этом его

стороны в одном и том же отношении (фиг. 170). 
Пусть после такого преобразования получим 
треугольник A O xD,  который будет подобен пер
воначальному, т. с . /  OxA D  —  a, / A D O , =  В, 
£ A O ]D = ; '  н

АО\  
Л  В

ли
A M

0,1)
' И М  '

Фиг. 170.

Из этого следует также подобие треугольников 
А В О х и A M D .  так что при произвольном поло
жении точки О, можно получить положение точ
ки D,  произведи указанную  операцию не над 
треугольником А В М ,  а над треугольником А В О х, 
поворачивая его на угол а и изменяя его сто- 

Л Мропы в отношении А  В
Произведём теперь такую  же операцию с треугольником A O xD , или, что 

всё равно, с треугольником A M D , взяв за центр поворота точку D.  
В результате получим точку С, а углы поворота будут равны соответственно 
е и р. Из подобия треугольников O-fiD и А В О х следует равенство углов 
ОхС М  и ОхВ М ,  каждый из которых равен 180° — 3- - е — у; при точке же М  
получатся углы а, р, 1 8 0 ° - - ?  — е и В М С ; следовательно,

" ” / _ В М С - -  i s o  - -L- S-f- 3 -  ( 3 - f - Р) Y-J-3 ;■ г.

Из этого следует, что
0 , / Ш  +  / _ В М С  —  180е и /_ ОхС М - \ - / _  С М В  =  180°,

что указывает на то. что фигура ОхВ М С  есть параллелограмм.
Выполняя этот параллелограмм в виде шарнирного механизма с непо

движной точкой Ох и построив на его сторонах подобные треугольники А В М  
и C DM ,  мы получим возможность производить указанное преобразование 
вращения с подобным изменением, так  как- треугольник A O xD  будет всегда 
иметь углы « ,  Р, Y- Полученный механизм имеет две степени свободы, а потому 
точку А  молено вести по любой кривой; точка D  будет при этом описывать 

\кривую, подобную траектории А ,  но с поворотом вокруг О, па .угол у. Если, 
в  частности, траекторией точки А  будет окружность о центром 0 2, то и т р а 
екторией точки D  будет окружность, центр Ол которой получится поворотом 
0 t0 2 на угол y  и построением треугольника OxDO:h подобного треугольнику 
0 ХЛ 0 2, или, что всё равно, треугольника 0 j 0 20 3, подобного треугольнику 
OxA D .  Ведение точки А  по окружности можно осуществить при помощи 
кривошипа 0 2А,  вследствие чего мы получим механизм уж е с одной степенью 
свободы; соединяя же D  с Ол вторым кривошипом, мы введём одну пассивную 
связь. Оба кривошипа О.,А и 0 3D  будут поворачиваться на один и тот же 
угол 1 от линии центров "0 ,0 ; и 0 „ 0 Й, а потому образуют между собой по
стоянный угол Y-

Присоединяя параллелограммы Л М  !■'.()„ и D M F O 3, мы найдём, что звенья 
Е М  и F M  образуют между собой такой жо угол т. е. могут быть соеди
нены жёстко. Вводя эту вторую иагсивную связь, получим третий треуголь
ник ЕМ1<\ подобный первым двум Л В М  и ( 'DM.

Полученный механизм с двумя пассивными связями можно рассматривать 
как  соединенно шарниром в точке М  трёх шарнирных четырёхзвенников 
0 хВ Л 0 2, OoEFOj  и ().J)('<)X; точка М  является точкой всех трёх шатунов,

1) R o b e r t s  S.: On three-bar motion iri p lane space, 1875; также Ч е б ы 
ш е в  П. О простейших сочленениях, 1878.



а Потому се траектория являете)! шатунной кривой трёх шарнирных Четырёх* 
зпоиннков, нем н доказывается теорема Робертса.

Если найден одни из механизмов, например 0 \ В Л 0 2, то. строя иаралле-
треу голыш ку 

С

лограмч <>.,ЛM B  I! треугольники K M F  и 0 , 0 ,0 :1, подобные 
Л В М ,  получим второй механизм ( K l i F 0 3‘, 
строя же параллелограмм 0 \ В М С  и тре
угольник MO D,  подобный треугольнику 
А В М ,  найдём третий механизм 0-f iD0%.

Значение теоремы Робертса для син
теза заключается в том, что из трёх ме
ханизмов, дающих одну и ту же кривую, 
мы можем выбрать наиболее подходя
щий по условиям конструирования и 
монтажа.

Если точка М  лежит на оси одного из шатунов, то все три центра О,, 
0 3, 0 8 лежат на одной прямой (фиг. 171), а подобие треугольников обра
щается в пропорциональность отрезков:

Фиг. 17 1.

AJ1.,  
А! В  „

МЛ.,  
К: 1 .

Л | М 
П-М

В этом случае точка М  окажется также на оси других шатунов.

§ 25. Построение шатуымых кривых.

Фиг. 172.

Пользоваться уравненном Робертса для построения шатунной кривой 
нецелесообразно вследствие его сложности п высокой степени. Обыкновенно 

строят эту кривую при помощи засечек’ радиусами а 
п Ь нз соответственных положений точек В ж С,  если 
точка М  ие лежит на о с и fшатуна, в последнем случае 
соединяют В  с С и откладывают на ВС  величину В М .

Однако, засечки дают большую неточность, если- 
точкп М  расположены вблизи оси шатуна, а проведе
ние прямых ВС  затемняет чертёж. С* большей точ
ностью и не затемняя чертеж а можно п о л у ч и т ь  шатун 
пые кривые для любого числа точек ш атун а  поеред 
ством шаблона; для этого переводят па кал ьку  шатун 
со всеми точками, траектории которых требуется 
построить (фиг. 172); передвигая кальку так, чтобы В  

и С оставались постоянно на своих окружностях , накалываем в каждом по
ложении все нанесённые точки. Этим способом кривые получаются быстро и 
точно; он особенно предпочтителен, когда надо построить несколько шатунных 
кривыу для одного и того же шатуна и даже для ^
разных шатунов при тех же звеньях А В  и CD,  что 
бывает полезно для  сравнения кривых.

Д л я  уточнения вида шатунной кривой, в осо
бенности при больших расстояниях между её точ
ками, следует проводить касательные, что делается 
очень просто при помощи мгновенного центра в р а 
щения; последний получается в точке пересечения 
Р направлении вращающ ихся звеньев (фиг, 173).
Соединяя точку М  шатуна с. мгновенным центром, 
получим нормаль М Р  к её траектории, а проводя 
перпендикуляр к нормали, получим касательную.

Это построение окажется невыполнимым не
посредственно, если мгновенный центр вращения 
Р,  который в дальнейшем для сокращения речи бу
дем называть полюсом,  находится за  пределами чертежа, что часто имеет место. 
В этом случае можно поступить так. Проводим через А  прямую, парал лел ь
ную CD,  до пересечения её с осью шатуна в точке С', а из С  — прямую, 
параллельную  С М . до пересечения с DM  п М' ,  тогда прямая A M '  даёт
8* 115
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После преобразовании это \ j>аниенне приводится i; такому виду:

_________Ulr_ ' У и) х ' f -  , х » _  *г> .'/ -*вУс~\-хо!1в _

з:~ \ - Ц- ‘ ( : г Л - 1 - . г , . )  х  ■ ■ l l / в  \ ! / ( ' )  ■!/ г - х в х с  \ - У ц ! 1, ' '

. . . .  (У1> У А ' Х  \-!хл - 3 ,7 ) 1  у - i - M I j i  I :>■/,//.-1 .............

»•* !• .V2 • -Ч)'х {Уа  ; -Уь' //• * \"у лУп
(IU1)

Это ость уравнение третьей степени, а потому кривая будет третьего 
порядка. Кроме того, они обладает топ особенностью, что с любой о к ру ж 
ностью пересекается не более чем в четырёх точках; .между тем, вообще го
воря, кривая  третьего порядка .может иметь до шести действительных точек 
пересечения с кругом. Эта особенность рассматриваемой кривой доказывается 
тем же путём, маним мы доказали существование шести действительных точек 
пересечения шатунной кривой с окружностью.

К ривая  проходит через точки Л\  В ,  С, ]). Р, Q.  Точки В  п С не являю т
ся двойными точками в геометрическом смысле итого слона, по они принад
л еж ат  кривой в кинематическом отношении, таи как  каж дая  из них 
соответствует двум разным положениям механизма. Точка А  будет реальной 
двойной точкой шатунной кривой при M B —  А В  п М С  -■(-CD  >  A D  >

. >  \МС  - -  0D |;  при обращении одного из последних неравенств в равенство 
получается точка возврата; при перемене знака неравенства точка .1/  физи
чески не сможет пройти череп,точку А ,  а в математическом отношении точка 
А  является «изолированной» точкой шатунной конвой с .мнимыми касатель
ными. Аналогичные отношения получаются и для точки D.  Полюс Р  есть 
точка возврата н как  таковая  может считаться особым видом двойной точки.

Если одновременно M B  =  А В  п M C - - C D ,  то шатунная кривая  имеет 
три двойных точки в трёх вершинах .-1. В,  Е  треугольника центров.

Из равенства углов В М С  u A M D  следует, что при постановке механиз
ма на шатун точка М ,  леж ащ ая  на кривой двойных точек, будет также 
находиться в двойной точке своей траектории, если её считать принадлеж а
щей шатуну A D .  Из доказательства же равенства этих углов видно, что и 
углы A M  В  н DMA! т ак ж е  равны; поэтому при постановке механизма па 
звено А В  и л и  CD  точка М ,  считаемая принадлежащей шатуну CD пли соот
ветственно А В ,  будет находиться также в двойной точке своей траектории. 
Итак, при любом неподвижном звене шарнирного четирёхзвепппка геометри
ческое место двойных точек для данного положения изображается одной и 
той же кривой 1).

вообще говоря, две касательные. 11о 
соответствующих этой двойной точке,

В двойной точке Гкрпвая имеет, 
если для  двух положений механизма,

ооа полюса окажутся па одной прямой 
с точной, то обе касательные сольются 
в одну: тогда эта, точка будет точкой 
касания двух  ветвей кривой, иначе го
воря, мы будем иметь самоприкасаю- 
щуюся шатунную кривую. Но касание 
кривых представляет слияние двух то 
чек их пересечения; поэтому одна ветвь 
кривой в этом случае будет иметь не 
одну, а две общие точки с другой 
ветвью, а это означает, что в точке 
самопрнкаеанпя надо считать сливши
мися две двойные точки. Т ак  как  двой
ные точки лежат па круге, проходящем 
через центры А  и D,  то в нашем сл у 
чае ш атунная кривая  будет иметь с 
этим кругом две слившиеся точки, т . е .  
будет касаться его Поэтому для  n a 

il острой м ещё геометрическое место тех 
точек шатунной плоскости, траектории которых касаются круга, проходящего 
через центры .1 и J). С, этой целью на перпендикуляре, восставленном из се
редины AD,  возьмём произвольную точку О п примем её за центр круга, про-

Фиг. I у7.

хождения точки самоприкосновения 
ной I 
л Л I

. 1D,

г ) Э т о  с в о й с т в о  у к а з ы в а е т с я  з д е с ь  в п е р в ы е .
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ходящего через А  и Г) (фиг. 177); затем соединим О с / '  н найдём на этой нрн- 
мой две диаметрально противоположные точки М '  и М"  круга, которые и бу
дут точками искомого геометрического места, Взяв ряд центров О и повторяя 
указанные построения, получим и самое геометрическое место. Ого будет кри 
в а я  третьего порядка, проходящая через полюс Р  и центры .1 и I). Пересече
ние её с геометрическим местом двойных точек даёт точки самоприкосновении. 
Таких действительных точек может быть lie более четырёх.

Кр ив из на  ш а т у н н ы х  |;риг.ы\

и м е е т  о п р е д е л е н н ы п  к р у г  к р п -
общпе точки с кривой, может 

скоиечио малых перемещении

Ш атунная кривая  в каждой своей точке 
визны, которы й , имен три бесконечно б. iiukih 
заменить её для двух последовательных б 
шатунной плоскости. В отом и заключается 
значение исследования кривизны, так  как’ дли 
этих перемещений взятый шарнирный четы|>ёх- 
звенпик может быть заменён другим,неподвиж
ными центрами которого будут центры кр и 
визны траекторий двух произвольных точек 
шатунной плоскости. Практически такая  за 
мена даёт совпадение движений в течение 
некоторого конечного перемещения и может 
оказаться целесообразной в двух отношени
ях: при выборе величин радиусов дл я  кон
структивно выполнимых звеньев п при же
лании получить наибольшую возможную про
должительность совпадения, что соответствует 
более высокому порядку соприкосновении 
кривой с её кругом кривизны.

Найдём прежде всего бесконечно малое перемещение полюса Р  шатуна, 
. соответствующее двум последовательным перемещениям плоскости шатуна 

(одно перемещение оставляет полюс^ на месте). Пусть он переместится из 
, Р  в Р'  (фиг. 178). С пуская  из Р  пернсн-

Р  д II к у. [яри на АР '  и 1)1" .  найдём:
, , А Р - \ ; Л !)Р- Д;
М '  PI п

с другой е'
Л г л

sill (.аг 
ороны,

. . . .

IО

Т) sill а

I) Р ^i 11 (a t •(■) 
л  7J sin a

Л Р Л ъ А l ) P . \ ' t L

Фиг. (179.

Сравнивая ото соотношение с пре
дыдущим, находим:

т. е. направление бесконечно малого перемещения полюса составляет со 
звеном а такой же угол, как- и направление полюсной прямой P Q  с про
тивоположным звеном с, при отсчете этого угла "
В пределе мы получаем касательную к центроидам 
в § 25. ‘

Возьмём теперь в плоскости шатуна точку Е, 
кривизны пусть будет точка J^ (фиг. 179). Тогда
можно заменить четырёхзвеиником F l i C D ,  причем полюс. Р  останется па 
прежнем месте, а полюс. Q  заменится полюсом I t .  Па основании только что 
доказанного нормаль Р Е  образует с полярной прямой P H  такой ж -  угол п., 
что повволяет построить эту прямую PR,  если точна Е  задана. По н таком 
случае определяется также н сама точка 11 как  точка пересечения Pit  с СЕ,

" I I ‘.I

в обратную сторону, 
о которой говорилось

для которой центром 
четырёхзвенннк ЛВС!)

sin а



а потому определяется и точка F,  как  точна пересечения Р Е  с ЯП.  Таким 
образом, для каждой заданной точки плоскости шатуна её центр кривизны 
получается простым построением.

“Приведённое построение невыполнимо, если точна Р  или Q или обе 
имеете выходят за пределы чертежа. В этих случаях  рекомендуется посту

пать так-. Построив прямую Л Е ' , как  указано в § 25 (фиг. 180), строим ещё 
точку D> как  точку пересечения D B  с AC'  || CD,  а затем точку Q' как  
точку пересечения СВ  с D ’Q ' \ \ A D \  прямая  AQ'  будет параллельна PQ.  
Поэтому, строя /_ E ' A R  =  B A Q \  получим прямую A R ’ || PR;  в пересечении 
её с С'Е'  найдём точку В' \  в пересечении R 'D '  с А Е '  найдём точку F ' ,  а в 
пересечении F ' B  с нормалью в Е  найдём искомый центр кривизны F.

Между точками шатунной плоскости в данном положении и точками 
неподвижной плоскости как  центрами кривизны траекторий этих точек 
существует взаимно однозначное соответствие, т. е. каждой точке плоскости 
шатуна соответствует единственная точка неподвижной плоскости, и наоборот: 
каждой точке неподвижной плоскости — единственная точка плоскости ш ату
на. Присмотримся ближе к этому соответствию. Перемещение полюса можно 
выразить следующим образом:

W> А Р  Л л1> л ¥4 , Л Р  В Р  д
Р  cos а ?л -  si ne ' АТш s in s  ' А В  Тш'

Так как  для одного и того же поворота шатуна на угол перемеще
ние \ Р  должно быть одинаково для всех четырёхзвепников, то

F P - E P  __ А Р - В Р  _
E F l i a A P ¥ ~  ~4S~sihT ~ С '

Обозначив ото постоянное через d, радиус кривизны E F  через р, 
расстояние Е Р  — через г п угол А Р Е  — через ®, напишем предыдущее соотно
шение в таком виде:

(г -р р) г —  dp sin ®. (102)

Отсюда можно сделать следующие выводы:
Во-первых, уравнение (102) даёт математическое выражение рассматри

ваемого соответствия. Если обозначить расстояние P F  через г', то найдём:

откуда
г ' г  =  d  (>■' - -  /■) sin <р,

dr sin ® 
d sin ® — r ' (103)

умножая числитель и знаменатель дроби на г и заменяя /'Sinif =  y и 
=  найдём:

, llnJ
dy  - {■£- - )~ у-)
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умножая, далее, обе части на cose и на sin» и произведя опять замену 
г s i n i p = y  и / -cos® =a:,  получим:

- dXy dlP I , Л >  1

Х ~  d y  — (ж- +  у-)  ’ ' ~  d y — (xZ- j -y2)  4  ̂̂

Таким образом, по координатам х, у  точки Е  находим координаты х \  у'  
точки F.  Иаобо])от, выражая г через г1, получим:

___d r 's in  ®
r '+ i i  sin ' (105)

Аналогичным преобразованием найдем:

_  d x  У  dy"'- / jn , (
Ж=-  d y '  +  ( x '2 +  j/^y  ’ V —  +  ^  +  ■ ( 106>

Б ели  точки E  лежат на прямой, т. е. координаты х,  у  удовлетворяют 
уравнению
' А х  +  Ву  +  С =  0,

то для координат точки F  получим зависимость:
Ad x ' y '  +  B d y '2 +  Cdy'  - f  С [x’°- +  y'i) =  0,

т. е. точки F  лежат на ионическом сечении, касающемся в полюсе оси х.  
Аналогично для прямой

А '  х'  -j- В'у '  -)— С  =  0 

получим в шатунной плоскости коническое сечение:

A 'd xy  +  B ’dy'i - f  C’dy — С'  (a* +  j/2) =  0,

также касающееся в полюсе оси х. ■
Такое соответствие называется квадратичным.
Значение полученного результата для синтеза механизмов заключается 

в том, что мы можем в шатунной и неподвижной плоскости произвольно 
задать по прямой и. потребовать, чтобы центры шарниров ш атуна  лежали  
на первой прямой, а центры неподвижных шарниров — на второй. Тогда 
получаем вполне определённые две точки на каждой прямой. В частности, 
для точек, леж ащ их на оси шатуна, центры кривизны расположатся на 
коническом сечении, проходящем через неподвижные центры, а потому и 
будут все лежать вне линии центров.

Взаимная однозначность соответствия точек шатунной плоскости и 
центров кривизны их траекторий имеет место для всех точек плоскости, 
не лежащ их на оси х,  т. е . на касательной к центроидам, причём на каждом 
луче, выходящем из полюса, с приближением точки к полюсу центр 
кривизны её траектории приближается к полюсу; в пределе обе точки 
совпадают, что соответствует нулевому значению радиуса кривизны для 
точки, проходящей в данное мгновение через полюс. Д л я  оси же х  мы 
имеем у =  0 или 180°, а потому (102) даёт

(/' -J- р) ;■ =  0 ,

что приводит либо к- г =  0 при произвольном р, либо к р =  — г при произ
вольном г, т. е. тоже к произвольному р. Таким образом, для всех точек 
касательной к центроидам полюс является центром кривизны, а для полюса 
радиус кривизны может оказаться и не равным нулю.

Во-вторых, мы можем найти на каждом луче точку, для  которой" круг 
кривизны обращается в прямую. Д ля  этого представим (102) в таком виде:

: d sill в,

И положим с —  ос; тогда получим:
r ~ d  sin f. (107)
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Это есть полярное уравнение круга .
Таким образом, геометрическое место точек шатунной плоскости, для 

которых круг  кривизны обращается в прямую, есть круг, касательный к 
центроидам.

К р у г  этот называется кругом перегиба,  так  пак указанное свойство 
характерно для точек перегиба. Но на нём лежат и отдельные точки, не 
являющиеся точками перегиба; такими точками будут полюс к ак  точка 
возврата, а  также точки, траектории которых имеют прикосновение более 
высокого порядка с касательной.

Д л я  построения круга перегиба найдём точки пересечения его с лучами 
Р А  и P D  (фиг. 181). С этой ,целыо проводим P S  || A D  до пересечения с ВС

в точке S,  а  затем проводим SK.,  || PQ\  точки К \  и К 2 и будут искомые. 
В самом деле, из подобия треугольников A B Q  и B P S  имеем:

Р В  _  B S  
~ВЛ ~  B Q  ’

а из подобия треугольников P B Q  и B S K 1 получим:
B S  В К Х 
BQ ~  Р В  '

Соединяя обе пропорции, найдём:

Р В _ _ В К 1 _  P B  +  B K j _ р к х 
В  А  Р В  “  В А  +  Р В  ~  Р А  ’

откуда
Р В - Р А  —  A B - P K i ,

сравнивая это равенство с уравнением (102), видим, что 7JX 1 =  dsin if1, т. е. 
точка K i  лежит на  круге перегиба. Аналогично докажем, что и точка К 2 
лежит на этом круге. Таким образом, для  кру га  имеем три точки: К ъ К г , Р , 
что его вполне определяет; поверкой служит то, что центр его должен о к а 
заться на нормали P N .

Е сли точка S  выйдет за пределы чертежа, то находим точку К'<> пересе
чения PQ  с Л К ' 2 \\СО и продолжаем К ' 2 В  до пересечения с CD  в точке К.,, 
которая и будет точкой круга  перегиба. В самом деле, по параллельности 
АК'„  и рр)  имеем:

А С  СП А С  __ РС_
' Л К \ ~ ~  P D  И АК' 'г ~ Р К ~  ’
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PC  ■ PD  =  (JD-PK., .  T. e .
найдем п точку К j.

Q выходит за  пределы чертежа,

следовательно,
Проведя Ко A', JI

Бели  точна
точками Е  н F,  как указано выше, и находим 
D F ;  эта точна заменит Q. Д л я  соединения 
ее с полюсом, если последний такж е выходит 
за пределы чертежа, принимаем её за  точку 
шатуна и проводим через неё нормаль к её 
траектории, как  было указано раньше для  *» 
этого случаи.

В-третьих, при постоянном р ;г'-со уравне
ние (Н)2), написанное в инде

/•- j-- р/' - pd S i n  If - - ( I .

представляет полярное уравнение геометри
ческого места точек, траектории которых 
имеют в данном положении механизма один 
и тот ж е  радиус кривизны р. Величина d sin и 
в этом уравнении есть хорда круга  пере
гиба на каком-либо луче под углом <р к 
оси ж; обозначая сё через А, решим уравне
ние относительно г:

точна Ко удовлетворяет (102)

то заменяем точки А  и В  
точку R  пересечения СЕ  и

2 ЛV
Фпг. 182.

Н а  основании этой формулы производим построение кривой. Строим круг  
радиуса d, касательный в полюсе оси х  (фиг. 182), а  из полюса, кап из

о
центра, проводим круг  радиусом взяв на

каком-либо луче из полюса точку  R  этого 
круга , лежащ ую  вне кр уга  перегиба, и п р о 
ведя из неё касательную к  кругу  радиу
са d, найдём, что длина этой касательной

равна (̂ -;у +  - Л) •
Поэтому, откладывай R M '  и R M " ,  рав

ные этой касательной, получим точки М '  
и М "  и с к о м о й  кривой. К р и в ая  имеет в  по
люсе точку самоприкосновения и получает 
различный вид в зависимости от отноше

ния , а именно, при s <  kd  она состоит из

двух отдельных ветвей, касающихся в по
люсе, при р =  4d получается двойная точка
на оси у,  при р >  образуются три отдельные ветви. Все три случая  пока
заны на фиг. 183, а , Ъ, с. “

В декартовых координатах уравнение кривой примет вид:

(** + 1/2)3 =  ?- (** Ч-у* -  «&)*> (108)

из которого видно, что кривая шестого порядка и с каким-либо кругом пере
секается не более, чем в шести действительных точках.

Отметим в заключение соотношения кривизны для обращённого движения, 
т. е. для механизма, поставленного на звено В С  с шатуном A D .  Тан  как  
точки В  и С станут центрами кругов, описываемых точками А  и D,  а полюс 
останется на прежнем месте, то точки прежней шатунной плоскости станут 
центрами кривизны для тех точек новой шатунной плоскости, которые были 
прежде центрами кривизны. Точки прежнего круга  перегиба будут теми точ-



двух последовательных бесконечно близких положениях; это будут, вообще 
говоря, точки возврата огибающих различные положения подвижной прямой, 
отчего этот круг  получил название круга  возврата. Точки ж е перегиба будут

Р

Фиг. 183Ь. Фиг. 183с.

лежать на другом круге, равном прежнему кругу  перегиба, но ̂ расположен
ном по другую сторону касательной Р Т . Это будет круг  возврата первона
чального движения. К р и в ая  точек, имеющих траектории заданной кривизны, 
расположится также симметрично прежней кривой.

Уравнению
г'г —  d (/•' — г) sin « 

можно придать следующий вид:
I  _  1 1
г г'  d sin ® ’

это соотношение нзиеетно под названием т е о р е м ы  С а в а р и .  Если им хо
тят  воспользоваться для вычислений или построений абсолютных величин, то 
надо помнить, что оно получено в предположении расположения движущейся 
точки и центра кривнзны её траектории по одну сторону полюса и притом

центра кривизны дальше от полюса, чем точки. Если обе точки расположены 
по одну сторону полюсов, но центр кривизны ближе к нему (фиг. 184), то 
надо писать:

r ' r  =  d  (г —  г ' )  sin <с,
откуда

1 __ 1 1
г '  г d sin if ’
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г. р .  хорде круга flppmiOa d sin ф иаДо приписать обратный ;шак. a TPOpe.MJ? 
Савари можно формулировать, паи и выше.

Если, наконец, точка и центр находятся по разные стороны от полюса
1 1  1

(фиг. 185), то р =  г -4 -г '  и — 4— , =  т—.------- .
г 1 г 1 г'  d s in  ®

Во всех случаях  надо помнить, что точка К  круга  перегиба на данном 
луче всегда лежит с той же стороны движущейся точки, что и центр кри
визны её траектории.

§ 28. К асание  третьего п о р я д к а 1).

Найдём теперь точки шатунной плоскости, в которых траектория имеет 
соприкосновение третьего порядка со своим кругом кривизны, т. е. имеет 
с этим кругом четыре бесконечно близкие общие точки. В этих точках траек
тория ещё теснее подходит к своему кр^гу  кривизны, а потому практически 
имеет форму круговой дуги на расстоянии еще большем, чем в обыкновенных 
точках с касанием второго порядка. Д л я  нахождения таких  точек отнесём 
плоскость шатуна к осям Ю'ъ,  а неподвижную плоскость — к осям хОу,  дви
жение плоскости шатуна может быть характеризовано уравнениями:

*o =  / l  (?). 2/о =  /•’ (?). •

где х 0 м у0 — координаты подвижного начала относительно неподвижных 
осей, а <р — угол между осями Ох  и О';. Движение какой либо точки в пло
скости шатуна с координатами 5 и г, будет определено уравнениями:

х  —  х и S cos в — г, sin ®, 
у  =  i/0 - f - ;  sin ф +  г, cos в.

Дифференцируя эти уравнения по ®, найдём:

х '  = 4  — ? sin * — т) сов * =  *;, — у +  у0; 

у '  =  у ’п +  S cos <р -■-rj sin <р =  у'п +  г  — х0; 

х "  —  хп — ; соз в -f- г, sin в =  х^ — х  -J- х0;

У "  =  у 'о — '  sin ? —  Ti cos f  =  !/о —  У +  У0\ 

х " '  =  - С  + '  s in?  - f  n cos <p =  x ” +  у — y0; 

y ' "  —  y'n — ; cos в 4 -  r, Sill в =  y’0 ' - -  X +  X0.

Напишем теперь уравнение круга:

(* — *cY  4 -  (у — Ус)2 —  р2;

условие касания этого круга  с траекторией точки (;, rj) будет такое:
х ’ (х ~ х с ) 4~ у '  (у — ус)  = 0 ;  (109)

чтобы этот круг  был кругом кривизны, необходимо ещё условие:
х" (х — х с ) 4 - у" ( у — ус ) 4 - х '2 +  у ’2 =  0 . (110)

Если же мы хотим, чтобы касание было третьего порядка, то должно Сыть 
ещё:

х"'  (х — х с ) 4 - у " '  (у — у с ) 4 - 3  (x’x , ,~ j -y ’y")  =  0 . ( I l l )

Исключая из этих трёх уравнений (х —  хс) и (у — Ус), получим уравне
ние третьей степени относительно 5, г,; это и будет уравнением геометриче-

J) К о т е л ь н и к о в  Л. II.: Точки Бурместера, их свойства и построе
ние, Математический сборник, 1927. "
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Г.кого Моста точек Шатунной плоскости, и которых получится касание третьего 
порядна. Чтобы упростить вычисление, выберем оба начала координат в по
люсе, а осп Ох  и O'l направим по касательной it центроидам. Тогда для дан
ного положения будет: /

x ~ i ,  У =  ч; * 0 ~ 0 , ); ^  О, у и :-= 0 ; х"у~ 0 ,  y[y . d\

последние два равенства следуют на того, что ускорение полюса направлено 
по диаметру круга  перегиба и равно <.ь2й\ затем получим:

х ' =  х'„ — у,  у'  —  уц +  х; х" —  х"{) — х. у " — у",, — у. х"'  =  х'и’ - f  у,

У'" —  Уо х - .

Подставляя эти значения в уравнения касания, получим:
- -  г, (х — хс ) -L  - (у - -  Ус) —  0;
— 5 (ж - -  ха ) +  (d V,) (у — у с ) — 0 ;

-1 т-,) (х - х с ) (у'0 ' — ;) (у -  ус) - f  M l =  0 .

Исключая (х ~  хс) и (У — Ус). получим: ' .

(?s +  ».*) ('то ’ +  Уо’Ч ~ f  :5,/’) — адз^т, =  ".  (112)

Это уравнение третьей степени и есть уравнение искомого геометриче
ского места, называемого кривой Бурместера. Д л я-  построения этой кривой

Фиг. 1 КС,.

найдём одно её свойство. Напишем уравнение в полярных координатах, под
ставляя

- j - г,-г—1 -; costs; Tj =  rsin  *:
по сокращении на г- получим:

г (*„ -j- М Л -  у п' l-g х) .sin ®. (1 12')

Проведём п какой-либо точке М  крпмой прямую, перпендикулярную 
радиусу-вектору этой точки (фиг. 180). Найдем точки пересечения этой п р я 
мой с осями координат и восставим в этих точках перпендикуляры к  осям; 
полярные координаты точки М 1 пересечения этих перпендикуляров- назовём



г1 и f '  и определим их; из подобии треугольников t ’M M t
Г М '  _ Г М ( _  1
гм) ~ лJMt ~  .siTil-

I 'M'Mf.  ii.MeeMI

то
COS If

S in  10 COS ®

Исключая г и ®. получим: 

г'
(х'0'' +  3d) s in ® '- f -у " ' cos®'

( И З )

Это есть уравнение прямой линии, представляющей геометрическое место то
чек М ' .  Эту прямую легко построить но двум точкам В  и С, которые при
надлежат кривой как  точки, круги кривизны траекторий которых совпадают 
с самими траекториями. Таким образом получается следующее построение.

В точках В  и С проводим HnB t Г  В  и СпСI ГС
B t проводим В пВ ' \ \ Р Т  и В гВ ' \ \ Г Л ’, а  в точках Сп и Ct — прямые С „ С ' | | ^ 2 ’ 
и CtC' \ \PN}.  таким образом получаем точки В'  и С ’ и прямую В ’С .  Д л я  по
строения какой-либо точки кривой берём на прямой В ' С  произвольную точку 
М опускаем перпендикуляры М ' М п и M ’M f , соединяем М п с M t и из Г  
опускаем Г М  _L М nM t ; точка М  по доказанному принадлежит кривой.

К р и в а я  имеет двойную точку в полюсе н пересекает к р у г 1 перегиба еще в 
точке S,  траектория которой имеет касание третьего порядка с прямой. Эта 
точка — единственная, так  как  уравнение круга  перегиба

г ~  d sin ®
совместно с уравнением кривой Бурместера даёт кроме решения г =  0, ® =  0 
(полюс) ещё одно решение:

' lg  * =  (114)

Точка S  называется точкой Б олла  по имени английского учёного Ball. 
В силу взаимно однозначного соответствия между точками шатунной и 

неподвижной плоскости для каждой точки кривой Бурместера найдём центр 
„кривизны; все эти центры образуют иа неподвижной плоскости кривую, ко
торая будет кривой Бурместера для обращённого механизма со стойкой ВС  и 
шатуном АТ).  Уравнение этой кривой получим из (112') подстановкой фор
мулы преобразовании (105), в результате чего будем иметь:

г' (х0 4 -  3d -j~ ?/,, I g  if) — 3d (/•’ -j- d sin to),
или

r' ( a ^ ' - f  y'o" ?) — 'Ы1 sin в, ; (115)

т. e. уравнение такого же вида, что и (112'). К р и в а я  может быть, следова
тельно, построена при помощи направляющей прямой, уравнение которой по
лучим из (115) подстановкой:

г’ =  г" sin у cos » и <f= “—

что приведёт к следующему:

г" ==
:\d-

./•0 s i n ®  Л - у () COS (р 

В декартовых координатах будем иметь:

у ')’х —
Из этого уравнении видно, что прямая образует с нормалью P N  такой 

же угол, какой луч Г З ,  идущий к точке Болла, образует с касательной
127
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Р Т .  Таким образом, точка Колла МоЯ;еТ бить построена н бе:? кривой 1!урМо* 
стера, как  точка пересечении круга перегиба с этим лучом, после того как 
построена направляющая прямая кривой Бурместера. Кроме того, найдя точки 
пересечения этой прямой с осями, получим и величины и у 0 :

3d?
Ъ У О

Ж- {116)

где а и Ъ суть отрезки, отсекаемые направляющей прямой на осях.
Величины и у'д могут быть найдены также из (ИЗ), если обозначить 

отрезки, отсекаемые этой прямой на осях, через а' н Ъ’\ тогда

откуда
3d. у > == -

3d23d-
х о — ь г

Из сравнения (11G) и (I lf /)  видим, что
а —  а \

1 1
¥  ~  Т

при (р =  90°. Итак, направляющие нрямые обеих кривых Бурместера пересе
каются на касательной Р Т ,  а  точки пересечения их с нормалью P N  нахо
дятся в квадратичном соответствии шатунной и неподвижной плоскости.

а между Ъ и Ъ' существует соотношение:

(116')

что соответствует(113)

'Т„

Фиг. 18".

Эта зависимость может служить поверкой точности построения или для 
построения второй направляющей прямой, если одна построена.

Точка пересечения неподвижной кривой Бурместера с крутом возврата 
будет точкой Б олла  для обращённого движения. Она находится" также на л у 
че, образующем с нормалью P N  такой же угол, какой направляющая прямая 
на шатунной плоскости с касательной Р Т .  Д л я  первоначального движения 
эта точка является той точкой неподвижной плоскости, через которую подвиж
ная  п рям ая  проходит в четырёх последовательных бесконечно близких поло
жениях .  Она есть точка возврата второго рода для огибающих1 этих прямых.
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Д л я  уточнения вида обеих кривых Бурместера полезно отметить следую
щее. Во-первых, диаметры кругов кривизны пх в полюсе равны отрезкам их 
направляющих прямых на осях. Во-вторых, кривые имеют каж дая  по одной 
асимптоте, параллельной лучу, идущему к точке Б олла  обращённого движе
ния; проведя через полюс луч, перпендикулярный к направляющей прямой, 
и откладывая в обратную сторону этого луча радиус-вектор кривой Б у рм е
стера, получим одну точку асимптоты.

На фиг. 187 показаны обе кривые Бурместера, обе точки Б олла  п траек 
тории некоторых точек шатунной плоскости.

В точках пересечения кривой Бурместера с кривой точек одинаковой кри
визны получим точки, в которых круг  кривизны заданного радиуса имеет с 
траекторией прикосновение третьего порядка. Кроме полюса, который является
двойной точкой для каждой кривой, имеются сшё не более шести действи
тельных точек пересечения.

§ 29. Касание четвёртого порядка.

Д ля получения касания четвёртого порядка траектории со своим кругом кри
визны продифференцируем (111), в результате пего .получим;

х1'  ( х ~ х с ) 4 - у п  (у — уг '  \- '■ [х'х"> - \ -у'у'")  Д. :j (x"*-j-!/"*) =  0 .
1 - • >

s lv =  -f- 5 cos f  — г, sin if —  xj' ~J~ x  - - x().
? / ' _  i/h'' ; ■“in f 'j- r, cos <f ----- у,7,'' -j - у -

При указанном выше выборе осей получим:

-IV -  IV ; ; IV.... IV ,
х  — л-(| Г ' '  У — У о ~ Г Т‘’

несло подстановки производных в ( 117i и исключения (х — х с ) и (у  — у с ) из 
(109), (110) и (117), найдём: '

+  тг) ( 4 ' ^  + 2 /0  т' dr,) - j- (;-’ - j - т,2 — dr,) — 4x"'r, - -  6dr,-\- 3d-) =  0. (118)

В пересечении этой кривой третьего порядка с кривой Бурместера най
дутся точки, обладающие требуемым свойством. Они называются точками 
Бурместера. Вместо построения двух кривых третьего порядка можно посту
пить следующим образом. Исключим из этих уравнений (i2-(- г,2), после чего 
получим уравнение:

3d- ( 4 '  I у,1,' г, - dr,) —  (xq"< y 0" r , )  ( h y ' p i  — Fi x ( " r ,  — 6 d r ,  - 3 d - ,  - 0. (119)

Это есть уравнение конического сечения, проходящего через полюс, а потому 
r  полюсе мы имеем две точки пересечения его с кривой Бурместера; следова
тельно, из 2-3 =  точек пересечения остаются лишь 4. Двумя из них я в л я 
ются точки В  и С, для  которых круг кривизны совпадает с траекторией; 
остальные две могут быть или обе действительные или обе мнимые. Таким 
образом, во всяком положении шарнирного четырёхзвенника или существуют 
на шатуне кроме двух точек Бурместера, совпадающих с центрами шарниров, 
ещё две точки Бурместера, или их не существует вовсе.

Д л я  построения указанного конического сечения мы уже имеем три точ
ки: В , С и полюс Р\  но этого ещё недостаточно. Д л я  нахождения дополни
тельных данных заметим по виду уравнения конического сечения, что оно 
проходит через четыре точки пересечения прямых:

с прямыми:
. 0 ,  4 ' ;  +  *, -  d r , - ~  0 ,

—  0 ; ч/Уц ; - |.г,, г -  6df, 3<is —  0 .j

^ Синтез механизмов 129



Одна из :>тих точек есть начало координат (полюс), что ужо было у к а 
зано; другая получится подстановкой ; =  0 и послодноо уравнение1, что даёт:

_  bd 
' ■ f Ы  ~ ‘1 (Id Ь)

Кроме того, и начало координат коничес кое соченне касается прямой:

•г о ? 4  г/» Ч  — 1>,
т. с. луча, идущего к точке Болла, что следует из его уравнения.

Таким образом будут известны четыре точки конического сечения и к аса
тельная в одной точке; этих данных достаточно для его построения.

, Приводим ото построение. Пусть даны точки Р,
О, К, S,  через которые должно проходить иско
мое коническое сечение, и касательная к нему 
в точке Р  (фиг. 188). Находим точку V  пересечения 
касательной с хордой R S ,  не проходящей через Р,  
и будем искать точку конического сечения на  л у 
че, проходящем через V.  Пусть какой-либо л уч  из 
Г  пересекает хорду PQ в W,  а хорду QR  — в Х \  
тогда точка Т  пересечения Р Х  и S W  будет точкой 
конического сечения. Т ак  мы можем построить 
любое число точек от Р  через Q к R .  Д л я  построе
ния остальной части конического сечения надо 
иметь центр лучей на касательной по другую 
сторону / ’ . С отой целью примем одну из найден
ных точек кривой за новую точку S'  вместо п реж 
ней S,  которую обозначим через Q1 (можно было 
бы за S ’ паять О. но в таком случае точка V  
вышла бы па продолы чертежа). Проводя из V  
произвольный луч, находим точки ГР и X ' ,  а по 

конического сечении.
Коническое сечение может вырождаться в пару прямых; эго случится, 

если его уравнению можно будет придать ннд:

Фиг. 188.

НИ М И Т О Ч К У

К - 4 '  V : 4 - Cl) • Ьгт, 4 -  с, )  =zz 0.

Р аскрывая  скобки и сравнивая коэффициенты этого уравнения с коэф
фициентами уравнении конического сечения в общем виде (тоже поело рас 
крытия скобок), получим:

' Ч Г . ' /о” :

М ..

Ч'/о' 4 “ ‘М* -) ‘ \ г  1 "4 - О d.TQ

hjc3 4 - b.f\ —  М*!/,', ; С]С2 0 .

Но уменьшая общности решения, можно положить с, =  1; последнее ур ав 
нение даёт е2 =  0 ; остальные будут иметь вид: "

- Г  Г' х п ’ У о  ’’

«1&г 4 - М | - " = :% о '  ' I  3 ' * Ч - Ц Г
V 'a  — Vry'-f-Grf):

a., =  ‘id': x ll ; 

b3 — Ы  -i/o' .

Ф  0,  т о  -

- 'ix0 - j -fid
- ; я, =

‘■Ы>

Если у .

Ь
л I IV ! , I "■■>(1хи 4 - у а 

j”» ~  За-Хг,
1U0



- l /o ' - ’f  "  " "■ (120)

Если же — 0 , то, как видно на сост-ana уравнения, комическое сечение 
также распадается на пару прямых. Рассмотрим каждый случай отдельно. 

Если у ’’’ ф 0, то найденное выше условие распадения может быть написано
так:

di ~  =  0 :
У о

но

------ — = ^ < ? в -
У о

где #д угол луча, идущего от начала координат к точке Нолла, поэтому

4 '  -И2/и' -- d) t g »B  =  o, 

а из уравнения луча имеем:
ri — ? ?Й-

Подставляя эго выражение в уравнение кривой третьего порпдка, опреде
ляющей точки Бурместера, получим:

(;г -(- Т;2 -  dr,) {'iyn с - -Г(ЖП' т, 0dr, 4 “ '■№) =  0 .

Но ;2 4 -r, — dr{ —  0  есть уравнение круга перегиба; поэтому точка круга  
перегиба па рассматриваемом луче лежит такж е на этой кривой. Иначе гово
ря, при условии (120) точка Б о л л а  является одной из точек Бурместера.

Н а  основании определения обеих точек касательная  к шатунной кривой 
в этой точке будет иметь касание четвёртого порядка. Т ака я  точка называется 
точкой Ч ебы ш ев а1).

Прямые, на которые распадается коническое сечение, суть следующие:

(ЗАг,1'  -f- V»-,, «/,, I ; -*'•*,> 1 'i.r0 , ~'f>rf) т, -f-IUfrr,, —  О

н

• '•о 'и -  / / ( Л (121)

Вторая прямая есть упомянутый выше .луч, па котором лежит точна Чебы
шева, а таи как  в качестве точки Б олла  она единственная, то остальные три 
точки Бурместера лежат на первой прямой. Из этого следует, что помимо 
центров шарниров В  и С и точки Чебышева есть ещё один точка Бурместера, 
леж ащ ая  на осп шатуна.

Во втором случае, т. е. при у() = 0 ,  уравнение кривой Бурместера при
мет вид:

I  [( ;* 4 - т , * )  ( * 0 - f -  'Ml) М 2г , ] ^ . : 0 .

т. е. кривая  распадается на ось г,:
' ; — 0

и па круг:
(х 'У-j-3dl  (?3 + г / - )  -  :!<г2т, =  0, (122)

проходящий через начало координат, касающийся осп г, и имеющий диаметр 

: Ш  : V .

из второго уравнения получаем:

'О 4 " 3d

!) Ч е б ы ш е в  П. О простейших параллелограммах, доставляющих 
прямолинейное движение с точностью до величин четвертой степени. 1879.
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Коническое же сечение распадается на ось т, и пря.Му1о:

3d,rlQ E-f-- (3dyg ' -j- 4x ',u -f- 6dxg ’ —  3d2) rj —  3 d2x'g =  0 . (123)

Д л я  определения точек Бурместера нельзя применить уравнение кривой 
Бурместера, так  как  ось т, входит как- в уравнение этой кривой, так  и в 
уравнение конического сечения. Подставляя же Е =  0 в уравнение второй 
'кривой третьего порядка, получим:

г,* (y!,v -■ d) -f- г, (ч ...d) ( - ix'd'r, -  6dr, - f  3d2) =  0. (123')

Исключая полюс, где г, =  о, получим квадратное уравнение относитель
но т„ дающее две точки Бурместера. Ш-ак, на оси ц находятся две точки
Бурместера; д[>угис две точки Бурместера леж ат на другой прямой, пред
ставляющий, очевидно, ось шатуна, так  к ак  этими точками будут точки В  
и С. Следовательно, указанный выше круг проходит через точки В  и С.

§ 30. К асание пятого  порядка.

Точки Бурместера, в которых получается касание пятого порядка, должны 
удовлетворять ещё условию:

х '  {х -  .г(. ) - | - »/ {у  — у с \ -I- :> (V.T1'  -f* У'ИП 1 ~Г К) »> V "  • I - у ”у " ' )  —  о, (124)
где

,)Л Хд ; s ill  1 -  г, COS 1C —  х„ - - У - 1 - у и т -  х ' ,  ■ г„

У" =  Vo Ч • ? cos * т, sin * =  2/у -f- х  • х0 - -  1/ ц - г

Таким образом, наше условие примет вид:

( * 0  ~  т,! |аг ~  Х С1 ~f~ (i^o ~ Ь  *2/ ?/f7) +  0  [  -  Ti “ M i  4 " ?  (У о ' +  т; I]

■1- 10 [-• • ( X g " + T , ) 4  - I d  - г,) (у” ’ —  ; ) ] = 0 .

По исключении (.г - - х с ) и [ у ... у с ) получим:

г.::> (х о ' +  ?/от1 +  Ф) —  drfr —  Q, (125)

где
Ф =  — 5аг{,' г, - f  5i/J' 1Ox" ; +  10т/0 V  — lO j/ц'г, — 10 d~.

Соединяя это уравнение с уравнением кривой Бурместера и исключая из 
них (;2 -f-r,2), найдём уравнение конического сечения:

3d ; (xj = + 2 / о г‘) +  ( 4 " '  Ч-З/оЧ) т- =  0. (126)

Если одна или несколько точек- Бурместера будут лежат], на этом кони
ческом сечении, то они будут иметь касание пятого порядка. Но мы видели, 
что точки Бурместера лежат на другом коническом сечении. Из уравнений 
обоих конических сечеипй видно, что оба они в полюсе касаются одной и той 
же прямой и проходят через точки В  и С, следовательно, имеют четыре об
щие точки. Если они будут иметь ещё пятую общую точку, то должны 
совпасть, а потому в этом случае не только точки В  и С будут, как  описы
вающие круговые траектории, точками Бурместера пятого порядка, но и 
остальные две точки будут таковыми же- Условие совпадения обоих кониче
ских сечений можно выразить тем, что за  пятую общую точку выберем точку 
на оси г„ т. е. полагая в обоих уравнениях ; ;=  О и r,j =  г,». Последнее равенство 
даёт: ' "

1 ч _ .  . . . ____ 'ЛА ____
* о Ч - 2 У о ' - Ч ^ о ' +  З'/) '

откуда
НхТ1 >Л' +  b d y 'f i'- - 3rfx*v —. 0, (127)
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Т ак  как входящие в это уравнение величины зависят от положения, т. е. 
от одного параметра, то этот параметр отсюда может быть определён, т. е. 
для каждого шарнирного четырёхзвепника существует такое положение, в 
котором существует пара  точек Бурместера пятого порядка, не считая то
чек В  а С. Эти точки впрочем могут оказаться мнимыми.

Если, кроме того, удовлетворяется требование, чтобы точка Б олла  была 
точкой Бурместера, которое тоже даёт возможность определить положение 
механизма, то мы будем иметь точку Чебышева пятого порядка, в которой 
касательная имеет максимум общих совпадающих точек с траекторией — имен
но шесть. Положения механизма, удовлетворяющие каждому из указанных 
условий, вообще говоря, не совпадают. Поэтому точка Чебышева пятого по
рядка существует только при некоторых соотношениях длин звеньев.

Отметим здесь один особый случай точки Бурместера, именно, случай её 
совпадения с полю сом1). Мы видели, что для точек па касательной к центро
идам полюс является общим центром кривизны всех траекторий.

Если поставить условие, чтобы среда этих точек находилась хотя бы одна 
точка Бурместера, то, написав условие касания третьего порядка п виде:

" , I ■ '  , > *

*е  — * с г. +  у о п - у'й'уг +  У с~- +  — г»,

имея в виду, что ; ф 0 , г, =  I). х?  —  О, у  а 0 . по.пчпм:

■‘ц ' - f  -3d-- П. ( 128)

Но в этом случае кривая Бурместера, как видно из её уравнения, распа
дается на ось 5 и круг:

г, =  0' у7  +  r'2) ~  3d 4  - -  0. (129}

Т ак  как коническое сечение, определяющее точки Бурместера. проходит через 
полюс, то на оси 5 имеется еще только одна точка Бурместера, абсцисса кото
рой равна: _ . -

'■'d--x ̂  3d'

3dx0 - - ' iX j  y(J Jr() -[-'>Уц ■

Остальные три точки Бурместера леж ат на указанном выше круге.
Требование, чтобы точка Бурместера на оси ; была пятого порядка, 

удовлетворяется при _

- f  15di/‘v -j- КЦ1/  г/"' +  40У;" 2-I- М *  =  а. (130)

Посмотрим, наконец, может ли быть тачка Бурместера в полюсе. В этом 
случае надо положить 5 =  0, т; =  0 . Условие касания второго порядка даёт 
Уо —  0 , но яр  остаётся неопределённым, т. е. любой круг  с центром на каса
тельной Р Т  имеет касание второго порядка с траекторией точки, проходящей 
в данное мгновение через полюс.

Формально, следовательно, любой такой круг  может считаться кругом 
кривизны, хотя в действительности, вообще говоря, круг кривизны обращается 
в точку вследствие наличия здесь точки возврата. Только при некотором 
условии радиус кривизны будет отличным от нуля . Именно, условие касания 
третьего порядка ( Ш )  даёт:

х ‘о ~

причём х с  опять-такн остаётся неопределённым: итак', при х 0 — 0 любой круг 
с  центром на касательной имеет касание третьего порядка  с траекторией точ
ки, проходящей в данное мгновение через полюс.

Условие х0 =  о имеет простой геометрический смысл. Точки А  и 1), как  
лежащие на неподвижной кривой Бурместера, должны удовлетворять уравне-

!) К о т е л ь н и к о в  Л. II.: Точки Б урм естера ,  их свойства и построе
ние, Мэтем, сборник, 1927, стр. 262—263. ’
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нию (115), т. е.

При х 0 — 0 получим:

откуда

Р , Ц х „  

1Ч> х , '

- '-id,2 siu f; 

: \\d~ sin i .

/ ’. (•I/,, =  \ы- c o s },

COS a,

/М  - COS 7 =r PJ).  cos ?>.
Но это означает, что PQ A l ) .  Итак, условием касания третьего порядна 
является перпендикулярность прямой P Q  линии цент pun.

При этом условии получаем между прочим
■ :id 1 cos я :<,d- (

'Ju
»

■OS [5

PI )  P A  '

При выполнении x f) -= 0 условие касании четвёртого порядка примет вид

откуда
\ , ' с  j .;W~:

с --- - 1 V  - •

Итак, Среди кругов, имеющих касание третьего порядка, существует одни, 
имеющий касание четвёртого порядка. Его-то мы и будем считать кругом

ч кривизны для точки Бур-
местера, находящейся в 

\ полюсе.
\ Заметим ещё, что
_J _ условие х  0 г -  о ведёт к
I распадению неподвижной

j кривой Бурместера; и са.
мом деле, при х  0 == О 
из (115) получаем:

ll[, ’г '  tg (f —: Hd2 sin If , 

о т к у д а

siu » — U, 

j/0 :ul2 Cos <e;

первое уравнение есть 
уравнение оси х, второе— 
круга (129). Имен в виду 
найденное выше выраже
ние для у 0 , заметим, 
что этот к р у г  проходит 
через точки А  и D;  кро
ме того, он проходит че
рез полюс- и касается 
нормали P N .  Итак, при 
условии х у = 0  непо
движная кривая  Бурме
стера распадается на 

прямую Р Т  и круг, описанный вокруг треугольника A P D .
На фиг. 189 изображён такой Случай: траектория имеет одну обычную 

двойную точку, а в полюсе — точку возврата второго рода, представляющую 
слившиеся две двойные точки.
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Д л я  получения касания пятого порядка напишем это условие для нашего 
слу чая  так: v , , >»

— x ^x q -\- 10<й/0 —
откуда

X ( .

10 dyt0

Эта абсцисса должна совпадать с полученным выше выражением для х с , 
а потому условие касания выразится так'.

10 Л/ (1 :\d-

„1У- Jdx^j —г Ху

Т ак  как  в этом случае все три двойные точки находятся в полюсе, а  с 
другой стороны, все они должны лежать на круге, описанном вокруг треуголь-

Фиг. 100.

ника A P D ,  то этот круг  и будет кругом кривизны. Чтобы получить этот 
случай, можно выбрать произвольно точки A ,  D  и Р  (как п в предыдущем 
примере), что определит точку Q (фиг. 190), а  затем из Q провести луч под 
углом 7 — а —f— р 90° к QP; этЬт луч  определит точки В  и С.
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§ 31. Синтез направляющих механизмов.

Целью таких механизмов, как  известно, явлпетсй ведение одной и л и  не
скольких точек точно или приближённо по прямой линии. Наложенная теория
шатунных кривых показывает,

Фиг. Г.) 111.

даёт точка Б олла. Из фиг. 187 видно, 
ном положении не только точки Болла

шарнирный четырёхзвенник может быть 
лишь приближённым направляю 
щим механизмом. Па основании 
отой теории могут быть решены 
следующие задачи. -

Задача первая может быть 
сформулирована так: известны
длины всех звеньев шарнирного 
четырёхзкенника; требуется в ша
тунной плоскости его найти та
кую точку, которая вблизи за 
данного положения механизма 
двигалась бы приближённо п р я 
молинейно.

Решение этой задачи в первом 
приближении даётся построением 
круга перегиба: любая точка
итого круга может быть принята 
за  искомую точку, иднако, взяв 
наугад точку круга перегиба, мы 
рискуем получить кривую, прак
тически совпадающую с прямой 
только па весьма коротком рас
стоянии. Большее приближение 

гго для взятою  механизма в начерчен- 
но п близкая к пей точка на оси ша

туна даёт хорошее прибли
жение i; прямуй. Точка круга 
перегиба ни другим конце ша
туну, наоборот, даёт плохое

- приближение ввиду близости
её к полюсу. '

Точки, хотя и не лежапше 
па самом круге перегиба, но 
близко от него, в особенно
сти — около точки Болла, т а к 
же могут дать хорошее п р и 
ближение. Основываясь на 
этом, Н. И. М ерцалов2) у к а 
зал следующий способ нахо
ждения таких  точек, не тре
бующий построения точки 
Болла.

Строим механизм ещё в 
двух положениях, близких к 
заданному, и находим для 
каждого положения круг пере
гиба (фиг. 191а). Скопируем 
теперь па  кальку  эти два но

вых положения вместе с их кругами перегиба и наложим на заданное поло
жение (фиг. 191Ь). Тогда можно прямо на-глаз указать  точку, близкую ко 
всем трём кругам перегиба; такой точкой оказалась у нас точка М .  Т раек
тория её действительно близка к прямой на довольно большом протяжении.

Вторая задача может быть сформулирована так: известны длины звеньев 
шарнирного четырёхзвеннииа; требуется определить то положение механизма, 
в котором имелась бы точка, описывающая вблизи этого положения прямую 
возможно более точно.

Фпг. 191Ь.

] ) М е р ц а л  о в II . П .: К и н ем ати к а  м еханизм ов, стр . 357.
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Решение этой задачи сводится к нахождению такого положения механизма, 
в котором точка Б олла  оказалась бы вместе с тем и точкой Бурместера, т. е. 
к нахождению точки Чебышеиа. Это можно было бы сделать путём проб, т. е. 
для ряда  положений механизма находить круг  перегиба и п ару  прямых (121) 
и среди них найти такое положение, в котором первая прямая совпала бы 
с прямой ВС;  тогда вторая прямая  определит на круге перегиба точку Чебы 
шева. Однако, такой путь требует ряда  кропотливых построений для каждого 
положения. Практически проще вычислить для  каждого положения величины 
xltv и y ]J  из (118) или (119), подставляя координаты точек В  и С; подставляя 
затем найденные значения a.'Jv и у™ в левую часть (120), найдём некоторую 
функцию угла поворота одного из звеньев, например А В ;  построив диаграмму 
этой функция, найдём в пересечении её с осью абсцисс величину угла, опре
деляющего искомое положение механизма.

Надо сказать впрочем, что и этот путь хотя и менее громоздок в построе
ниях, так как не требует построения кривой Бурместера и конического сече
ния, а только круга перегиба, но приводит к утомительным вычислениям. 
Коли требуется большее ирнближепие, чем даётся в первой задаче, то обращ а
ются к следующей третьей задаче.

Определить размеры шарнирного четырёхзвенника, одна из точек шатуна 
которого давала бы наилучшее приближение к прямой, и найти эту точку.

В основу решения этой задачи можно положить требование существова
ния точки Чебышева. Мы видели в предыдущей задаче, что размерами меха
низма можно задаться произвольно. Однако, более целесообразно задаться 
лишь центрами А  и D,  т. е. размером A D ,  полюсом Р  и осями координат, 
т. е. положением касательной; и нормали к центроидам. Прямые Р А  и P D  
определят положение звеньев А В  и CD,  а касательная Р Т  — положение п ря 
мой PQ,  'а следовательно, и точки Q. Остаётся провести через Q луч, опре
деляющий на Р А  точку В , а на P D  — точку С. Т ак  как  оси координат и 
точки А  и D  остаются постоянными, то луч ил Р  к точке Б олла  вполне 
определён. Проводя из Q ряд лучей, можно добиться, что одни из них совпа
дёт с первой прямой (121); тогда круг перегиба определит точку Чебышева.

Если мы хотим получить точку Чебышева пятого порядка, то должны 
одновременно удовлетворяться условия (120) и (121), а это ведёт к неко
торым соотношениям длин звеньев, при которых можно найти положение 
механизма и соответствующую ему точку Чебышева. Положением можно з а 
даться, равно как  и каким-либо соотношением между длинами звеньев; оста
нется найти добавочное соотношение между этими" длинами, при котором 
может существовать точка Чебышева пятого порядка, и определить эту точку. 
Кроме того, имея в виду, что характер движения зависит только от относи
тельных размеров механизма, можем!'считать, что один абсолютный размер 
известен; за такой размер примем расстояние центров A D .

П р и м е р  8 . Спроектировать четырёхзвенный направляющий механизм, 
у которого противоположные звенья А В  и CD  равны (фиг. 192).

Пусть этот четырёхзвенник находится в его среднем положении. Вслед
ствие параллельности B C \ \ A D  точка Q находится в бесконечности, а потому 
P Q \ \ A D .  Но вследствие симметрии фигуры касательная Р Т ,  образуя  угол 
D P T ,  равный углу AP Q ,  такж е будет параллельна A D ,  т. е. сливается с PQ,  
а нормаль P N  будет осыо симметрии. Д л я  построения круга перегиба надо 
провести через Р  прямую, параллельную  A D ,  до пересечения с ВС;  в нашем 
случае это будет бесконечно удалённая точка прямых Р Т  и ВС,  а  потому 
любая прямая, параллельная  Р Т ,  могла бы определить точки К х и К 2 на Р А  
и PD,  т. е. построение даёт неопределённый ответ. Д л я  раскрытия неопределён
ное™ возьмём соотношение

Р В Р А  = А В - Р К 1,

верное для всех положений, как  вытекающее из (102); оно даёт единственно 
значение Р К j ,  следовательно, вполне определяет точку К^; вследствие сим 
метрии РКп  —  P K i . Написав последнее соотношение в виде

р В _ Р К 1 
В  Л  — Р А  '
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получим возможность найти точку А',, если отложить P R  —  A B  и провести 
D K X || R B .  Д л я  получения кривой Бурместера находим точку Сп в пересечении 
CCn J _ P C  с P N;  поэтому точка Сд лежит на прямой, параллельной Р Т  и про
ходящей через Сп. Вследствие симметрии точка В п совпадает с Сп, а точка В д

Q
—  Р  Г

Фиг. 1 .

лежит на той же прямой. Поэтому направляющая прямая кривой Бурместера 
параллельна касательной Р Т .  '

Т ак  как  ССп J_ P C , то Р С п есть диаметр круга, описанного вокруг  тре
угольника РВС.  Параллельность направляющей прямой и касательной влечёт:

а'  —  ж, Ъ' =  Р В п ,
что в силу (1JG') даёт:

У," =  О, РВ„  :
'о

а это по (122) показывает, что кривая Бурместера распадается на нормаль P N  
и круг, описанный вокруг РВС .  Т ак  как  В  н С являются точками Бурместера 
и лежат на этом круге, то две другие точки Бурместера лежат на P N .  К о н и 
ческое сечение, определяющее точки Бурместера, также распадается на пару 
прямых, именно — на ту же нормаль Р У  н ВС.  Ординаты точек Бурместера 
определяются из уравнения
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Величина у™ определится из (123), которое должно представлять уравнение 
прямой ВС,  т. е. иметь вид г, =  const. —  PS;  следовательно,

(123")о

откуда определяем y 0 .
Точкой Б олла  будет в данном случае^гочка W,  диаметрально противопо

лож ная  полюсу.
Точки Бурместера на оси т, при взятых на чертеже размерах оказались 

мнимыми.
I Точка Б блла  даёт уже хорошее п]1иближение к прямой. Д л я  лучшего 

приближения надо поставить условие, чтобы она совпала с одной из точек
Бурместера. Это случится при -r, =  d, в таком случае (118') даёт i/J' = d .  Под
ставляя  это значение и (123"), получим:

P S  &*)=%!*. (123" '

Это соотношение позволяет определить P S ,  т. е. положение точек В  и С, 
при заданном угле B A D .  Обозначим этот угол 
через », высоту полюса P F  — через I I , а  искомую В Е С
величину P S  — через h. Тогда .

Р К \  _______H h ____ .
sin <р (II — /t jsin2® ’

M W  
(II — h f  sin'-®

Уравнение (12:!") примет вид:

2 (II 4-й) s in 2® --  II.
откуда

S'" ' : ' ' 2 i l l  ■ h: ■

Замечательно, что вследствие у "  — 0 и 
=  0  удовлетворяется (127), т. е. мы 

имеем в этом случае точку Чебышева пятого 
порядка.

Н а  фиг. 193 показан механизм, построен
ный согласно этому требованию, с траекто
рией точки М;  он известен под именем 
«прямила Робертса» при соотношениях

= 0 ,5 8 4 ;  = 0 ,5 9 3 .  M E \ A D = 1,112.

Поставим ещё требование, чтобы точна Чебышева описывала прямую, 
проходящую через точки А  и D; тогда должно быть d — J f s i n v ,  что приводит 

h
к уравнению: sin-» =

откуда

следовательно,

sin f Г= у

Н
г. Сравнивая это выражение с предыдущим, найдем:

Н~ — 3 H h  — 2/г2

г _  3 +  1^17

= 0 ,

I I  - h,

J 4 -  У Ь
7j

16
У 2(V 1 7 — 1)

производя вычисления, получим: ® = :3 8 о40'. 
На фиг. 194 показан этот механизм.
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П р и м е р  9. Спроектировать четырёхзвенный направляющий механизм, 
у  которого звенья А В  и CD  равны и перекрещиваются (фиг. 195).

Д л я  этого механизма, так  ж е  как  и для ранее рассмотренного, имеем:

Р В л *,

У о = ° .  

М 2

хо +  м

т. е. кривая Бурместера распадается на нормаль и круг. Точка Б олла  нахо-

Фиг. 195.

дится в точке W  и даёг хорошее приближение к прямой. Производя вычисле
ния, аналогичные предыдущим, найдём, что уравнение (123') примет вид:

2 (Я  — Л) s in2 <р =  Н,
откуда

S in 2 tf :
И

'2 (Н — h) ’

Здесь мы также имеем точку Чебышева пятого порядка.
Мы можем ещё потребовать, чтобы точкой Чебышева оказалась середина ВС, 

что ведёт к  соотношению h —  d, откуда

• ,  н  
s^ ^ 7 T f h -

Сравнивая это выражение с предыдущим, найдём:
2 (Я  — Л) =  Я  + Л ,

Н  =  ЗЛ.
откуда

Следовательно,

Sin <? :
V I

т. е. f  =  60° и 
A B : A D : B C  =  i : 3 : l .
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Преобразуя атот механизм по тебреме Робертса-Чебышбва, получим четье 
рёхзвенник A B ' C ' D '  с соотношениями А В '  : A D '  : В 'С '  —  1 : 3 : 4; точка М  его

\ ___^
Фиг. 1%. "

шатуна описывает ту же траекторию, что и середина шатуна предыдущего ме
ханизма. Оба эти механизма найдены акад. II. J1. Чебышевым и носят его 
имя (фиг. 196). ,

§ 32. Синтез механизмов е остановками 1).

Предположим, что мы имеем шарнирный четырёхзвенник, от которого надо 
сделать привод к качающемуся рычагу или ползуну, ходящему в неподвижных 
направляющих, таким образом, чтобы ведомое звено имело остановку в тече
ние некоторого времени, когда данный меха
низм проходит заданное положение! Передачу 
от дайного механизма к ведомому звену мож
но осуществить при помощи второго шатуна, 
соединяющего шатун взятого четырёхзвенника 
с ведомым звеном. Задача, таким образом, 
приводится к нахождению точки присоедине
ния этого шатуна к  данному н к ведомому.
Пусть рассматриваемый механизм занимает 
положение A B C D  (фиг. 197). Взяв какую- 
либо точку Е  его шатуна и найдя для неё 
центр кривизны F,  мы решим задачу, приняв 
E F  з а  искомый шатун: в течение некоторого 
времени точка будет двигаться почти по дуге 
круга  радиуса E F ,  а потому точка F,  а  с нею 
и коромысло H F  будет почти неподвижно.
Можно взять наугад несколько точек Е,  построить их траектории и центры

*) А 1 1 П.: Koppelgetr iebo als R astgetriebe, VDI ,  
Geometrie dor K oppelrastgetriebe, Ing.-Archiv, ЮТ2 .

Л И  H.: Zur
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кривизны н выбрать ту точку, для которой и руг кривизны будет достаточно 
хорошо заменять траекторию. '

Д л я  большего приближения можно построить крппую Бурместера и.тп д а т е  
точки Бурместера, если они окажутся. '

При этих построениях длина второго шатуна уже шюлне определится. 
Она может оказаться, однако, практически невыполнимой пли вследствие своей 
большой или, наоборот, малой величины. Чтобы не рисковать возможностью 
неудачи, мы можем задаться этой длиной, что приводит к построению геоме
трического места точек с заданной кривизной их траекторий. Если взять точки 
пересечения её с кривой Бурместера, то мы будем иметь касание третьего по
рядна, т. е. более продолжительную остановку.

Можно нттн и со стороны коромысла, задавая на нём точку F  произволь
но или "на кривой Бурместера па неподвижной плоскости, пли на кривой 
центров кругов кривизны заданного радиуса. Можно, наконец, построить обе 
кривые Бурместера и выбрать на них соответственные точки, наиболее подхо
дящие для конструктивного выполнении передачи, например, задаваясь дли
ной H F \  в пересечении дуги итого радиуса из центра Н  с гУривой Бурместера 
получим точку F,  а по ней - - и точку Е.

Аналогично может быть построен механизм с остановкой ползуна. Пусть 
требуется получить движение ползуна F  в неподвижных вертикальных” на
правляющих с остановкой в данном месте (фпг. Н'К); ита остановка должна

кривизны траектории точки Е  в заданном положении механизма и указанным 
в § 26 построением находим точку Е .  Задача получилась вполне определённая.

Во всех рассмотренных случаях  получается касание не выше четвёртого 
порядка (последнее только для точек Бурместера), Д л я  получения касания 
пятого порядка размеры ведущего механизма должны удовлетворять ещё не
которому соотношению, вытекающему из (127). если положение кривошипа А В  
задано. Воспользуемся указанием в конце § НО и построим такой механизм, 
в котором остановка происходила бы при прохождении точки через полюс; в 
согласии с. данными там указаниями, находим размеры четырёхзвенника.

Помещая в . / ’ шарнир Е , а  в центре круга- шарнир F,  получим остановку 
коромысла / I F  вместе с шатуном E F  (фиг. I'J'.i).

Все наши предыдущие построения и выводы предполагали, что полюс на
ходится на конечном расстоянии. Посмотрим, как  надо их видоизменить при 
удалении его в бесконечность, т. е. при параллельности А В  и CD.  Прежде 
всего заметим, что прямая PQ  также будет параллельна А В  н CD  (фиг. 200). 
Касательная к центроидам, которая, очевидно, в этом случае будет их асимп-

ЬВ  *
Фиг. ИНКФпг. 198.

§ S3. Случай бесконечно удалённого нолюся ]).

^ К о т е л ь н и к о в  А.  П . ;  Ц н т .  с о ч . ,  с т р .

142



тотой, Пройдёт от CD  на таком же расстоянии h. на каком Р $  проходит от 
А В , но с другой стороны (эти [расстояния будут пределами рапных дуг, опи
санных из полюса). Нормаль к центроидам удалится в бесконечность.

Д л я  построения центра кривизны траекторииj какой-либо точки Е  шатуна 
проводим Еп* || А В ,  а па расстоянии h - - п р я 
мую Р В \ \ А В .  Соединим Е  с С, находим на 
P R  точку Л ; соединяя R  с V ,  находим па Е т  
искомый центр F.

К ру г  перегиба обратится в касательную Р Т .
Этим построением можно воспользоваться 

для нахождения формул и реобразования, которые 
заменят (104). Выберем Р Т  осью х , а начало ко
ординат возьмём пока п произвольной точке О 
этой прямой. Тогда прежде всего совершенно 
ясно, что

' Ус, —  У\ (Ю4')
из подобия же треугольников R E F  и R C D  сле
дует:

х. — Хс h 
CD ~  у '

откуда

т с : -  _ (Ч ) :к
' ' У

( 1 0 4 " i

В этом квадратичном преобразовании прямой всегда соответствует ги
пербола, одна из асимптот которой есть касательная Р Т .

Д л я  получения уравнения геометрического места точек, имеющего задан-
1

пую кривизну - - их траектории, напишем очевидное равенство:

имея в виду (104"). получим:

откуда

х -  х с — р\ 

C D - h — py, 

у — const..

г. е. искомое геометрическое место представляет прямую, параллельную к аса
тельной Р Т .  Иначе говоря, для всех точек прямой, параллельной касательной 
к центроидам, радиусы кривизны одинаковы. __

Д л я  определения кривой Бурместера заметим, что при бесконечно удалён
ном полюсе бесконечно малое перемещение первого порядка окажется для 
шатуна поступательным и перпендикулярным к касательной Р Т;  поэтому 
уравнения движения

х  ----- х 0 • -J - ? cos to Tt si н в, у  —■ ;/п |- 5 si и ® - f- г, cos в

нельзя дифференцировать пн но в, пи по ,г0. а только по ?/„.
О б о з н а ч и м :

rf<f , dx , 
d'Jn ~  ■ dy„ ' "  "

и соответственно следующие производные; получим:
=  х о — (;Sin ®-|-т, cos ®) в'; у '  --- у п -}- (; cos в — г, sin в) в';

— хп "Ь ( — ’ cos V -~\~ ri s‘n ?) ’-f'2 —  (; sin в -\- г, cos в) в " ;

—  Уп - - (; s in в -f- г, cos в) в ' 2 -J- (г cos -с — г, sin в) в " ;

— хч “f" (’ s >11 г -j-т, r o s  у) в '3'--) - ■' ( — ; cos в - j- т, sin х) х 'х"  -f-
- {- ( — ; sin в — r, cos в)

"j- ! — ? cos * r, sin в) b '3 J--3 ( ; sin в — rj cos у) ? 'ip " -j-

x

x "

y ' J

x '

У'

cos <f —  r, sin ip) x ' " .
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Предполагая попреЖнему, чтб в данный момент подвижные оси совпадают 
с неподвижными, и принимая во внимание характер движения, получим:

— 0 , у ’ =  '1, r  —  Z, у  - -  ч. — 0 , х'0 = 0 ; 

следовательно, ■

х "  =  з\, — «"г,; =

х " ' — -хц — ?"Ч : У ' "  —

Теперь уравнения (109), (110) и ( Ш )  напишутся так:

У~~Ус —  ° ’ (109')

(ж',' -■ « 'Ч ) (я -  +  (У — Ус) +  1 =  0 , (110 ')

, (®о" — * " 4 )  (х - - .rc ) +  - f ' " ' ( 2/ — 2/c) +  :J?"= =  0 . ( I l l ' )

Первое уравнение очевидно из предыдущих соображений; в силу этого
второе уравнение примет вид: v

т'*)) 4 - 1 =  о;
сравнивая его с (104'), найдём:

*0 = ° ’ 1 '  =  C D T S -

Вследствие этого уравнение (111') примет вид:

*о” ~  ? " 4 + 3 < ? " 2$т, =  0 .

Эго есть уравнение гиперболы, для которой ось х  служит асимптотой. 
Второй асимптотой будет прямая: ”

3* "Ч  — =  .

Выбирая её за ось у. найдём о ' "  =  0, а уравнение гиперболы будет:
’И

Ь, =  — • (112 ')3? "2 v I

П ользуясь  подстановками (104') и (104"), найдём:

* C V C = -  • ( 1 1 5 ' )

Это есть тоже уравнение гиперболы с теми же асимптотами. Найдём ещё ко 
ординаты точки Q. Ордината её равна y A Jr h ,  как  было найдено выше. Абс
цисса получится из уравнений прямых A D  и ВС:

Х — ХА ^  У — УА
x d  — x А y D — у А ’ 

х~ хв _ У — ув

х с х в  Ус Уц ’
так как

У в — У а , -  •'//) Н е .

41
X D  х  А  х с  х  в
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откуда
ХАХС " х в х 1)

CD  — А В

Но между абсциссами, входящими п числитель, существует некоторое 
соотношение вследствие того, что точки А  и D  лежат на одной гиперболе, а 
точки В  и С — на другой; поэтому '

х л ^ а  —  х ьУт>''
Х С У С Т  ~ х в У В ; ■

перемножая эти равенства и сокращ ая на у А ■. У в  и y D = z y c , найдём:

-XB XD

следовательно, а: =  0, т . е. точка Q находится на второй асимптоте. Итак, 
обе кривые' Бурместера обращаются в равносторонние гиперболы, одна из 
асимптот которых есть касательная Р Т ,  а вторая проходит через точку Q.

Построить эту гиперболу нетрудно по известным сё двум точкам В  и С 
и асимптоте Р Т .  Д л я  этого проводим через В  прямую, параллельную  и пер
пендикулярную Р Т  (фиг. 201), и повторяем 
то ж е  для точки С; точки М '  и М "  пере
сечения этих прямых соединяем н на. М  М "  
находим начало координат О. Если теперь 
из О провести произвольный луч, то он 
даст на тех ж е прямых точки N ' , N "  \ i R ' ,
Л"; по точкам N '  и N "  находим точку N  
гиперболы, а по точкам R '  н R " — точку 
R  той же гиперболы. '

Точка Болла, вообще говори, н ахо
дится в бесконечности. Но если гипер
бола распадается на оси координат, то 
такой точкой может быть любая точка 
касательной Р Т ; условием распадения 
будет:

’ ~  0 , т. е x ' q =  0 .Г *  о

Т ак  как  на гиперболе должны лежать 
точки В  и С, а на оси х  они лежать не 
могут, как  имеющие конечные радиусы 
кривизны, то обе они должны лежать па 
оси у,  откуда следует, что ВС_[__АВ. Чтобы
это было возможно, между сторонами четырёхзвенника должно существовать 
соотношение:

AD°- =  ВС* (CD - - АВу-.

Найдём ещё точки Бурместера. Д л я  этого составим ещё четвёртые про
изводные:

* IV — Xq' -j- I! ( — ; cos x -j- r, sin e) f — (; sill x •]- r, cos e ) —

____IV - - s " 2; ■ »1VTj;

yxv~y\7 3 (; sill if -{- r, COS «) e"~ ~f- (; cos if
> ! „IV;(£ 4 .

r, sill *) if

Уравнение (117) примет вид:

(*rJ)V — f "2 ' — f 1 Vr‘) ~~x c ) +  W "  ’ -Г  3 I K i  — ®'4)3 Jr

или, подставляя значение (x — x c ) и выбирая те же осп:

1\

EIV •*41
IV. : ( ;3 -j • г,-) г, =  и.

Ю Сннтеэ механизмов

(119')
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Э т о - уравнение кривой третьего порндка, которая в пересечении с ги
перболой ( 112 ') дает точки Бурместера. Исключая из этих уравнений с, по
лучим для определения г, уравнение четвертой степени, определяющее четыре 
точки Бурместера, две из которых, именно В  и С, известны. Остальные две 
определяются, следовательно, из квадратного уравнения и могут^быть п о 
строены.

Приводим это построение без доказательства.
Строим прежде всего, как указано выше, асимптоты гиперболы, п рохо

дящей через точки В  и С (фиг. 202), и определяем ординаты этих точек. 
Затем на оси ординат откладываем от начала О в обратную сторону отрезок, 
равный OK —  OQ,  т. е. гумме ординат точен В  п С. Далсе’ сноспм точку В

на перпендикуляр через К  в точку В '  и точку D — на ось х  в точку D ' . О к р у ж 
ность. построенная на В '] ) ' ,  как на диаметре, пересекает ось у  в точках 
Т j п Т о, дающих ординаты искомых точек- Бурместера. Абсциссы же п олу
чаются, если учесть, что эти точки должны лежать на известной уже гипер
боле.

II р и м е р 10. Построит!, направляющий механизм типа «параллелограмма 
Уатта» (фиг. 20") с тем условием, чтобы середина серьги описывала траекто

рию, возможно лучше приближающуюся к 
прямой в данном положении.

Точки Л  и D  можно выбрать произ
вольно. Задаёмся углом tp и произвольной 
величиной звеньев Л В  —  CD.  Середина 
ВС  — точка М  — лежит на прямой, парал
лельной Л  В  п CD  в равных расстояниях 
от них; нетрудно сообразить, что эта п р я 
мая есть касательная Р Т ,  а потому точка 
М  находится в точке перегиба своей тра
ектории (фпг. 204). Если мы хотим иметь 
точку Болла ,  то ВС  должно быть перпен
дикулярно ЛИ,  а осью у  будет эта же 
прямая ВС: гипербола распадается на оси 

1 .
- -г- Л D  cos <е а В С —: Л D sin «.

Ф и г , 20о.

координат. I! этом случае Л В — С1)

Д h i  определения точек Бурместера обозначим;

тогда
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д л я  то ч к и  ti имеем:

для точки

;»  I-... h < Ьг

'■п h '

6с=- -7-hftcl.g?,
т,с  =  Л;

откуда

'4trTi =  /Л д - 742 c t£ ? ~  — :т>-3*

з / 2
.(•0 - h  c t g  е ) =  - J -  ( 1  -  Й e l g * ) .

В случае Яу = 0  получаем I ~  й c tg  ?, т. е. известный уже результат
П одставляя координаты точек В  и С в (! 19'), найдём х ^ 1 и у 1У1и , ft решая (119’)„IV

/
<1>пг. 204.

совместно с (112'), найдём, как указано, точки Нурместера. Последние опре
деляются впрочем, как  указано, построением.

Д л я  точки Чебышева имеем г, =  0, вследствие чего (119') даёт:

„.IV 
с _  11 •
'Ч — у.у/2 ’

Но и з  l i n o  и;е у р а в н е н и я  д л я  т о ч е к  В  н  С и м е е м :

; в- =  ;с - 0 ;

следовательно, х ^ ' - -U .  а п о т о м у  т. е. точка Чебышева находится
в середине ВС.  Е ё  траектория показана на фиг. 205. Механизм' Уагта приме
няется теперь на его родине для круглой пилы (фпг. 206).
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§ 34. К лассиф и кац и я  ш атунных кривых.

Всё изложенное относится к траекториям любого шарнирного четырёх^ 
звенника. При некоторых же частных соотношениях длин звеньев имеют 
место особенности, зависящие от этих соотношений. Мы разделим все ш ар
нирные четырёхзвенники на три группы: а) удовлетворяющие неравенству 
Грасгофа:

a  - j  - d  <  Ъ 4 -  с ;  

б) удовлетворяющие обратному неравенству:
a - \ - d  >  Ъ f  с: 

с) удовлетворяющие равенству:

a  - f -  d  =  Ь - ( -  с.

В группе а), как известно, могут быть крнвошипно-коромысловые, дву
кривошипные и двукоромысловые механизмы, в зависимости от того, какое 
звено будет стойкой: соседнее с наименьшим, само панменьшее или противо
положное наименьшему. Общее свойство шатунных кривых механизмов этой 
группы заключается в том, что каждая такая  кривая  состоит из двух отдель
ных ветвей, описываемых в отдельности двумя разными механизмами, хотя 
и имеющими одни и те же длины звеньев. Точки пересечения ветвей между 
собой считаются в математике за двойные точки, так как  обе ветви в ы р а ж а 
ются одним нерасмадающимся уравнением. По кинематически каждую ветвь 
надо считать за особую траекторию, так  как  непрерывный переход из одного 
положения в другое, соответствующее той же двойной точке, невозможен. 
Общее число двойных точек остаётся равным трём, вклю чая и эти точки пе
ресечения. В частности, для кривошипно-коромыслового п двукривошипного 
механизмов одному положению ведущего звепа соответствуют два положения 
ведомого, дающие по одной точке для каждой ветви; - для двукоромыслового 
механизма каж дая  ветвь описывается механизмами, не имеющими общего звена.

В группе б), как  известно, имеются только двукоро
мысловые механизмы, какое бы звено ни было стойкой.
В связи  с этим стоит и свойство шатунных кривых быть 
описываемыми целиком одним движением: от любой точ
ки кривой до любой другой её точки можно притти не
прерывным движением одного механизма. На п ротяж е
нии этой главы не раз были даны примеры таких кривых.

Особенностью механизмов группы  с) является, как 
известно, существование таких  положений, когда все 
четыре центра вращательных пар леж ат на одной прямой.
В этом положении любая точка шатунной плоскости п ро
ходит двойную точку своей траектории, а любая точка 
о с п  шатуна — точку самоприкосновения своей траектории; 
эти двойные точки отличаются от других тем, что им со
ответствует лишь одно положение механизма, но из этого 
положения для механизма возможен двоякий выход. Они 
являю тся  четвёртыми двойными точками траекторий, не 
лежащими на круге, описанном вокр уг  треугольника 
центров.

Вследствие двоякого выхода механизма из этого по
ложения получается два полюса и соответственно два 
круга  перегиба; это определяет две нормали и два радиуса 
кривизны для траектории, что и должно иметь место для 
двойной точки. Пусть положение механизма, бесконечно 
близкое к данному, будет A B ' C ' D  (фиг. 207); полюсом 
для него служит точка Р ' .  При переходе через данное 
положение механизм может занять  либо положение 
A B " C " D ,  симметричное с A B ' C ' D ,  либо A B " ' C ”D . В первом случае получим 
полюс Р " , симметричный с Р ' ,  а потому и центроида этого полюса будет
симметрична относительно A D ,  которая поэтому будет нормалью к центроидам; 
круг  перегиба будет иметь центр на A D ,  а хорда его будет диаметром. Е сли  же 
взять  положение A B ' " C " D ,  то полюсом для него будет точка Р ' " ,  которая
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не получится непрерывным движением из Р';  ио для этого положения можно 
найти справа симметричное положение, получающееся непрерывным движе
нием: пиэтому здесь получается нторая ветвь центроиды, 
так ж е  симметричная относительно A D .  Р0

Предельные положения полюсов Ру и Р'0 , т. е. точки 
пересечения обеих ветвей центроиды с А1),  и подлежат оп
ределению. Если механизм при переходе через данное по
ложение займйт положение, несимметричное с прежним, то 
полюс на Р 0 перескочпч' в Р[,  а скорости всех точек ша
туна мгновенно изменится по величине и направлению, за 
исключением точек его о с п ,  для которых скорость изменится 
лишь по величине.

Д л я  определения полюсов обозначим расстояние Р Л  
через х  и положим: '

A D  к. A R - - r u  B C r = l , CD - г.,,
причём

к  - f  г' [ —~ / ~р Г.,.
По основному свойству кривизны имеем:

Р А  ■ Р В  —  / )(/;
PC -CD —  r..d,

пли при наших обозначениях:
х  [х -— Tj) =  i\d;

(ж - ■ Го —[— к) (х -j- к ) r«d.

Деля  первое уравнение иа второе, получим:

Р„ (г-2 — г,)  а.-'-’
откуда

2 к г,ж ■ < - к /■[ (

Г '  ■
г., - г.

к\ — 0 .

к г

Это выражение 'может быть построено 
следующим образом (фиг. 208). Проводим че
рез точки А  и С произвольную окружность, 
а  через точки В  и D  — другую  произвольную 
окружность; общая хорда этих окружностей 
GH  пересекает А  О в точке О. Проведя из 
О касательную ОТ  к одной из окружностей, 
откладываем

ОР,а — 0 - Л , -  о т

п получаем искомые полюсы. В самом деле, 
по известной теореме о секущих имеем:

О А -О С

ооозначив

: ОН ■ ОС —  OD ■ ОВ —  ОТ-;  

0 .4

V -~

Кроме того, из той же фпг. 20S имеем: 

О Р 1 = О Г - =  у  (у
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получим:

У (У — /•!- г  !■! =  (!/-fA-) (У
откуда

/crj кг 1
/ г

kl  >\ г.,
: (к — '1)2 ‘



•таким образом, наше построение даёт оба корил квадратного уравнения, 
(определяющего х  —  Р А .

Д ля 'определении диаметра круга  перегиба имеем:
, Р А - Р В

11 - л г -  ■

Через точки А  и В  проводим произвольную окружность к (фиг. 209), 
однако, такого радиуса, чтобы она пересекала окружное™  радиуса г1 —  А В  
из центров Р 0 и Р'0; обозначив эти точки пересечения чс рез Е  и Е' ,  проводим 
Р 0Е  и  P qE'  до пересечения с окружностью к в точках М  и М ' . Тогда 
РйК —  Р йМ  и P qK '  =  РцМ'  будут диаметрами кругов перегиба для найден
ных полюсов.

Н а фиг. 210 показаны траектории двух точек; одна из них имеет четыре 
двойных точки -три леж ат па круге центров, четвёртая — особенная;

И

Фиг. 210.

вторая траектория имеет две двойные точки на линии центров и одну точку 
самоприкосновения на той же линии; так  как  точка самоприкосновения есть 
слияние двух двойных точек, то и в этом случае надо считать четыре 
двойных точки.
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Среди механизмов этой группы, называемых иногда «предельным и* 
механизмами, имеются ещё особые частные случаи механизмов с попарно 
равными звеньями. В случае равных противоположных звеньев получаются 
шарнирные параллелограмм и антипараллелограмм. Шатунные кривые 
параллелограмма представляют круги, а так  как  для обоих механизмом 
уравнение шатунной кривой одно и то же, то это уравнение распадается на

уравнение круга  и второе, которое будет уравнением четвёртой степени. Итак, 
шатунные кривые антииараллелограмма суть кривые четвёртого порядка.

Н а  фиг. 211 дан пример такой кривой в виде восьмёрки. Восьмёрка 
имеет одну двойную точку; круговая  траектория параллелограмма пересекает 
эту восьмёрку в четырёх точках. Итого получается пять двойных точек, три 
из которых, в том числе двойная точка восьмёрки, лежат на круге центров.

В случае равных смежных сторон по
лучается шарнирный ромбоид, который 
может выродиться в двузвенный механизм 
с круговыми траекториями. Таким обра
зом, и здесь уравнение шатунной кривой 
распадается на уравнение круга  и уравне
ние кривой четвёртого порядка.

Н а  фиг. 212 показана такая  кривая .
Н аконец , при равенстве всех четы

рёх звеньев мы получим шарнирный ромб 
(фиг. 213), для которого шатунная кривая  
распадается на три круга: один является  
траекторией ромба как параллелограмма, а 
два других — как  траектории выродивше
гося ромбоида.

В случае пересечения этих кругов по
парно мы имеем максимум двойных то
чек — шесть.

В заключение заметим, что значение 
анализа  предельных механизмов заклю ча
ется в том, что при самом незначительном 
изменении хотя бы одного размера дви ж е
ние механизма, а  вместе с этим и его ш а
тунные кривые получают резкие измене
ния, как  для примера указано на фиг. 214а—214с. Эти незначительные изме
нения в действительности могут произойти вследствие зазоров  в шарнирах 
и деформации звеньев; поэтому надо избегать соотношений между длинами 
звеньев, близких к соотношениям предельных механизмов.

Фиг. 214с.
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Среди механизмов этой группы, называемых иногда «предельными» 
механизмами, имеются ещё особые частные случаи механизмов с попарно 
равными звеньями. В случае равных противоположных звеньев получаются 
шарнирные параллелограмм и антипараллелограмм. Шатунные кривые 
параллелограмма представляют круги, а  так  кап для обоих механизмов 
уравнение шатунной кривой одно и то же, то это уравнение распадается на

уравнение круга  и второе, которое будет уравнением четвёртой степени. Итак, 
шатунные кривые антипараллелограмма суть кривые четвёртого порядка.

Н а фиг. 211 дан пример такой кривой в виде восьмёрки. Восьмёрка ' 
имеет одну двойную точку; круговая  траектория параллелограмма пересекает 
эту восьмёрку в четырёх точках. Итого получается пять двойных точек, три 
из которых, в том числе двойная точка восьмёрки, лежат на круге центров.

В случае равных смежных сторон по
лучается шарнирный ромбоид, который 
может выродиться в двузвенный механизм 
с круговыми траекториями. Таким обра
зом, и здесь уравнение шатунной кривой 
распадается на уравнение круга  и уравне
ние кривой четвёртого порядка.

Н а  фиг. 212 показана так ая  кривая .
Н аконец , при равенстве всех четы

рёх звеньев мы получим шарнирный ромб 
(фиг. 21В), для которого шатунная кривая  
распадается на три круга; один является 
траекторией ромба кап параллелограмма, а 
два других — как  траектории выродивше
гося ромбоида.

В случае пересечения этих кругов по
парно мы имеем максимум двойных то
чек — шесть.

В заключение заметим, что значение 
анализа  предельных механизмов заклю ча
ется в том, что при самом незначительном 
изменении хотя бы одного размера движ е
ние механизма, а  вместе с этим и его ш а
тунные кривые получают резкие измене
ния, как  для примера указано на фиг. 214а—214с. Эти незначительные изме
нения в действительности могут произойти вследствие зазоров в шарнирах 
и деформации звеньев; поэтому надо избегать соотношений между длинами 
звеньев, близких к соотношениям предельных механизмов.
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§ 35. Синтез кривогаипио-татунного механизма.

Уравнение шатунной кривой в атом случае м отет  быть получено тан !). 
При обозначениях чертежа (фиг. 215) имеем:

х  —  г cos « -{' b sin Yj.; У -~  /■ sin ® !- i  cos
исключая f ,  получим:

(x ■ -  b sin -'L)5 4  (у  — b cos -;!)- >■-,
или

2 bx sin 4  2 by cos r -  x-  +  y- -J- b- ?•-.
С другой стороны,

e - - х  — a sin •'
или

( 101 ')

a cos •' si n •'] — a sin f  cos ■;1 — x  — e: 

исключая теперь -'i. получим:
I J i . L  у г  —  JF -’ , 

где
U  — a {x- г  У~ 4  l>- — r-) sin v г 2 by (x — e);
I ” —  a (x- - \ - y - 4~ b- —  r - ) cos •' 4 -  2 (e -- ж);

W  —  2 ab (,r sin ■( 4 -  у cos -').
Т ак  как  уравнение четвёртой степени, то с прямой кривая  может иметь 

не более четырёх общих точек- или касание не выше третьего порядна. 
Составив выражение \-V~, найдем:
U -  \ - V - ~ a -  { х - - \ - у - 4 ~  Ь -  ■ - j - ' i  b -  { х  - г , -  [ г -  4  у " ) - Ц

- i--'ia b  (х - ?1 [у s i n  •; - .г cos •;) (х- -(-• у- -|- Ь- — г-).

Подставляя сюда из уравнения круга
\  х -  - j -  у -  —  2  р х  - { '  2  ( ] у  ■ т' - ,

придадим уравнению (ЮГ) вид уравнения третьей степени, откуда следует, 
что кривая, как и в случае четырёхшарнирного механизма, имеет с кругом 
не более шести общих точек или касание не выше пятого порядка.

Фиг. 215.

Возьмём какой-ниВудь кривошипно-шатунный механизм A B C  с точкой М  
на шатуне (фиг. 216), пристроим к нему шарнирный параллелограмм А В М В '  
и на звене В ' М  построим треугольник В ' С ' М , подобный треугольнику В М С .  
Тогда по свойству параллелограмма с подобными звеньями, указанному 
при доказательстве теоремы Робертса, будем иметь движение точки С', 
подобное движению С с поворотом на угол а, т. е. но прямой, наклонённой

> *) K r a f t  P . :  Savnmlung von P roblem en der ana ly t ischen  Mechanik , 1884, 
стр. 10 17, где выведено уравнение траектории для центрального криво
шипно-шатунного механизма.
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, точка 
шатуна

М  шатуна которого 
ВС.  Т ак  как  два

к линии движения точки С под этим углом. Иначе говори, мы будем иметь 
второй кривошипно-шатунный механизм А В ' С  
описывает ту  же траекторию, что и точка JV 
других центра нращеннн удалились в бес
конечность. то третьего механизма, даю
щего ту же кривую, не существует.

Построение шатунной кривой произ
водится',теми же методами, что и для шар
нирного механизма, и потому не требует 
пояснений.

Предположим теперь, что точка М  на
ходится в данном положении механизма в 
двойной точке своей траектории (фиг. 217).
Два положения шатунного треуголь
ника обозначены через В М С  и В ' М С .
Из чертежа следует, что A M  есть биссек
триса угла В М В ' -  п M U  -  биссектриса 
угла С М С  п M U  1 С С .  A M  О
\—/ _ В М С  —  Г В М С  —  поптому £ М Л х ~
=  180° -» •* =  const. Это означает, ч то
двойные точки шатунной кривой лежат на прямой, проходящей через центр А .

Так как прямая может пересекать шатунную ̂ кривую  не более чем в 
четырёх точках, то на этой прямой может лежать [не более двух двойных 
точек.

Аналитически двойные точки определяются'!!:! уравнений:
и  - 0 ,  Г г -  (I, T F г—  0

Последнее уравнение п есть [уравнение той прямей, на которой [лежат 
обе обыкновенные двойные точки.

Третья двойная точка получается только к случае предельного механиз
ма при 17 - г - I л (фиг. 218). Четвёртая двойная точка появится в един

ственном случае распадения кривой при
1 —  г (фиг. 219); каж дая  траектория 

распадается на круг и кривую второго 
порядка, которая моя.ет быть только 
эллипсом вследствие невозможности дей
ствительных бесконечно удалённых точек.

Фиг. 218. Фиг. 219.

Построение центра кривизны траектории какой-либо точки шатунной 
плоскости производится тем же путём, что и для шарнирного механизма.
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Строим полюс Р  и точку Q (фиг. 220), проводим прямую PQ  и касательную 
Р Т  к центроидам, затем иод тем же углом а к Р Е  проводим прямую P R  и 
находим точку R  пересечения этой !фямой с СЕ;  проведя R F  |[ Ах ,  найдём 
в пересечении с Р Е  искомый центр кривизны F.  Впрочем можно опираться 
на А В ,  построив угол E P R ' .  равный углу Q'PD =  §, найдя точку R ’ 
пересечения P R '  с B E  и точку V  пересечения A R '  с РЕ.

Д л я  построения круга перегиба имеем полюс Р  и точку С, как  дв и ж у
щуюся по прямой; зная, что центр его лежит на нормали PiV’ легко построить

качестве таковой — единственная точка; следовательно, не существует точки, 
траектория которой имеет касание третьего порядка с прямой. ,

Особый случай даёт центральный равнозвенный механизм (« =  0, 1 —  г) .  
Здесь мы имеем Р В  —  Р А  (фиг. 221), а  потому круг  перегиба проходит 
через центр А .  следонательно, его центром служ ит точка В,  а  радиус равен 
А В .  Таким образом, во всех положениях механизма круг  перегиба имеет 
постоянный центр п радиус, а пз итого следует, что к аж дая  точка этого крута 
находится в точке перегиба своей траектории во всё время движения; по это

К р и в ая  Бурместера па шатунной плоскости определяется так  же, как  
и для шарнирного механизма но точкам В  н С (фиг. 222). Д л я  кривой Б у р 
местера на неподвижной плоскости имеем одну точку А,  для которой можно 
но общему правилу построить точку А д направляющей прямой. Д ругая

этот круг.  Точка С является  точкой 
Б ол л а  н точкой Чебышева и н

Фиг. 220. Фиг. 221.

возможно лишь в случае 
прямолинейных траекторий .

Итак, все точки круга 
радиуса А В  с центром в В  
описывают прямые линии, 
проходящие через центр А .

Фиг. 222.

В зяв  . какую-нибудь 
точку С  этого круга  и 
устроив направляющие но 
прямой А С ,  мы получим 
другой кривошипно-шатун
ный механизм A BC' ,  точка 
М  шатуна которого опишет 
тот же эллине, что и в ме
ханизме A B C .  Следователь
но, существует бесчислен
ное множество (со1) цен
тральных равнозвенных ме
ханизмов, дающих одно и то 
же семейство эллипсов.
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Точка 1) удалилась в бесконечность по направлению PC,  а потому соответ
ствующая ей точка направляющей прямой t o . j .o удалилась is бесконечность. 
Чтобы найти направление её удаления, вообразим временно, что точка D  
находится в D',  и построим точку D g\ перемещая точку D'  по PC,  убедимся, 
что D g будет перемещаться но прямой следовательно, ото п будет н а 
правление, в котором удаляется точка 1)„ направляющей прямой. Проведя 
ADg\ \  PDg,  получим искомую направляющую прямую, 
по которой уж е обычным способом построим кривую 
Бурместера.

Можно воспользоваться такж е тем, что обе н а 
правляющие прямые пересекаются на касательной Р Т \  
по лучше ото свойство с т а в и т ь  для проверки.

В случае центрального равнозвенпого механизма 
ьрпвая Бурместера распадается па нормаль Р А  п круг 
перегиба (фиг. 22:!). Нормаль есть геометрическое ме
сто вершин всех эллипсов, так как  именно в верш и
нах круги кривизны имеют касание третьего порядка с 
эллипсом. Точек Бурместера, кроме В  и С, не суще
ствует, так  как  эллипс не может иметь с кругом каса
ние порядка выше третьего.

Свойствами кривошнпно-шатунногс механизма мож
но воспользоваться для построения направляющего 
механизма. Пусть задан механизм А  ВС  (фпг. 224).
Возьмём на его шатуне точку /•,’ и построим цент]) кривизны её траектории — 
точку F.  Если в этой точке' устроить неподвижный шарнир, а в точке Е  
также сделать шарнир и между нами установить стержень, то в пределах 
совпадения дуги траектории точки Е  с дугой её круга кривизны механизм 
не потеряет своей подвижности. Но в таком случае неподвижные нанравляю-

Фнг. 223.

щие в точке С можно сини.,  в результате чего мы получим четырёхшарнирпый 
механизм A U E F  с точкой С на его шатуне, которая вблизи данного полож е
ния будет описывать траекторию, весьма близко подходящую к прямой. На 
чертеже показаны как- часть траектории точки Е  первоначального механизма, 
так и траектория точки С, преобразованного механизма. Д л я  контроля п о 
строен круг перегиба второго механизма; оказалось, что он проходит через 
точку С, чем н объясняется хорошее приближение.

Если взять центральный равнозвенный механизм Л В С  (фиг. 225), то т о ч к а М  
на расстоянии М В  =  ВС  будет описывать точно прямую, по для этого надо 
вести точку С в прямолинейных направляющих, что может представит}, кон
структивные неудобства. В механизме Эванса для индикатора ведут точку С 
по дуге круга при помощи коромысла СО,  вследствие чего точка М  опишет 
кривую, однако весьма близко подходящую к прямой при небольших коле-
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Строим полюс Р и точку Q (фиг. 220), проводим прямую PQ  п касательную 
Р Т  к  центроидам, затем под тем же углом я к Р Е  проводим прямую P R  и 
находим точку R  пересечения этой прямой с СЕ:  проведя R F \ \ A x \  найдём 
в пересечении с Р Е  искомый центр кривизны F.  Впрочем можно опираться 
на А В ,  построив угол E P R ' .  равный углу Q'PD  =  р, найдя точку R '  
пересечения P R '  с B E  и точку F  пересечения'.  IR'  с Р Е.

Д л я  построения круга  перегиба имеем полюс Р  и точку С, как  дв и ж у 
щуюся по прямой; зная, что центр его лежит па нормали P N,  легко построит!,

качестве таковой — единственная точка; следовательно, не существует точки, 
траектория которой имеет касание третьего порядка с прямой. ■

Особый случай даёт центральный равнозвенный механизм ( « =  0, 1 —  г) .  
Здесь мы имеем Р В - - Р Л  (фиг. 221), а потому круг  перегиба проходит 
через центр А ,  следовательно, его центром служит точка В,  а  радиус равен 
А В .  Таким образом, во всех положениях механизма круг  перегиба имеет 
постоянный центр и радиус, а из итог-) следует, что каж дая  точка этого круга 
находится в точке перегиба своей траектории но всё время движения; но это

К р и в ая  Бурместера па шатунной плоскости определяется так  же, как  
и для шарнирного механизма по точкам В  и С (фиг. 222). Д л я  кривой Бур- 
местера на неподвижной плоскости имеем одну точку А,  для которой можно 
по общему правилу построить точку А д направляющей прямой. Д р угая

этот круг.  Т очка С является точкой 
Б олла  и точкой Чебышева и в

Фиг. 220. Фиг. 221.

возможно лишь в случае 
прямолинейных тр аектор ий .

Итак, все точки круга 
радиуса А В  с центром в В  
описывают прямые линии, 
проходящие через центр А .

Фиг. 222.

Взяв  . какую-нибудь 
точку С ’ этого круга" и 
устроив направляющие но 
прямой А С ' , мы получим 
другой кривошипно-шатун
ный механизм A B C ' , точка 
М  шатуна которого опишет 
тот же эллипс, что и в ме
ханизме A B C .  Следователь
но, существует бесчислен
ное множество (со1) цен
тральных равнозвенных ме
ханизмов, дающих одно и то 
же семейство эллипсов.
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поправляющей прямой. Проведя

Точка D  удалилась  в бесконечность но направлению PC,  а потому соответ
ствующая ей точка направляющей прямой t o . j .o удалилась в бесконечность. 
Чтобы найти направление её удаления, вообразим временно, ч-то точка D  
находится в D',  и построим точку D g\ перемещая точку D'  по PC,  убедимся, 
что в'д будет перемещаться по прямой P D 'g ; следовательно, ото и будет н а 
правление, в котором удаляется точка 1),,
A D g \\PDg,  получим искомую направляющую прямую, 
но которой уж е обычным способом построим кривую 
Бурместера.

Можно воспользоваться т а к т е  тем, что обо на
правляющие прямые пересекаются на касательной РТ ;  
по лучше ото свойство оставить для проверки.

В случае центрального равноценного  механизма 
кривая Бурместера распадается па нормаль Р А  п круг 
перегиба (фиг. 22:!). Нормаль есть геометрическое ме
сто вершин всех эллипсов, так как  именно в верш и
нах круги кривизны имеют касание третьего порядка с 
оллписом. Точек Бурместера, кроме В  и С, не суще
ствует, так  как  оллипс не может иметь с кругом каса
ние порядка выше третьего.

Свойствами кривошипно-шатунного механизма мож
но воспользоваться дли построения направляющего 
механизма. Пусть задай механизм Л В С  (фпг. 22 '»).
Нозьмём на его шатуне точку Е  и построим центр кривизны её траектории — 
точку F .  Если в этой точке устроить иеподвпжпый шарнир, а в точке Е  
также сделать шарнир и между ними установить стержень, то в пределах 
совпадения дуги траектории точки Е  с дугой её круга кривизны механизм 
по потеряет своей подвижности. По в таком случае неподвижные иаправляю-

Фиг. 223.

щпе в точке С можно еннтк. в результате чего ми получим четырёхшарнириый 
механизм A B E F  с точкой С па его шатуне, которая вблизи данного полож е
ния будет описывать траекторию, весьма близко подходящую к прямой. На 
чертеже показаны как  часть траектории точки Е  первоначального механизма, 
так и траектория точки С, преобразованного механизма. Д л я  контроля п о 
строен круг перегиба второго механизма; оказалось, что он проходит через 
точку С, чем и объясняется хорошее приближение.

Если взять центральный равнозвенный механизм Л В С  (фиг. 225), то точка М  
на расстоянии М.В —  ВС  будет описывать точно прямую, но для этого надо 
вести точку С в прямолинейных направляющих, чти может представить кон
структивные неудобства. В механизме Эванса для индикатора ведут точку С 
по дуге круга  при помощи коромысла CD,  вследствие чего точка М  опишет 
кривую, однако весьма близко подходящую к  прямой при небольших иоле-
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баииях механизма, что й действительности и Имеет место в индикаторе; меха
низм ведётся индикаторным поршнем, передающим движение шатуну вторым 
шатуном E F .

Другое решение этой задачи дано в индикаторе Фарнборо, п основе кото
рого лежит механизм D E F  (фиг. 22Г>) .Здесь точка F  ведётся вертикально при

помощи направляющих, но вместо к р и 
вошипа ЛИ  взят кривошип 1)Е.  Таи 
как  в среднем положении точка Е  на
ходится в вершине эллипса, то круг 
кривизны с центром D  имеет касание 
третьего порядна с эллипсом, а потому 
траектория точки G практически не 
отличима от прямой. Мехашмм ведётся 
от индикаторного поршня посредством 
шатуна СЛ.

§ 36. Синтез кумпсиого механизма.

Д л я  получения уравнений ш атун
ной кривой в этом случае выберем 
оси координат, как  это показано на 
фиг. 227. Тогда имеем:

х  —  г cos « -f- Ь sin Yj: 
у  —- /■ sin в -j- Ь ccs Yj;

исключая угол п о л у ч и м :

2 Ъх sin Y i 2 by cos -= x - +  У2 - j-

Фиг. 22G. lxCP

поэтому предыдущее уравнение мо;кет быть написано так:
26 (х sin а — у  cos a) cos t|> -j- 2b (x  cos a -f- у  sin a) sin i  — x - ■J- y 1 - [- IP 

С другой стороны,

Исключая угол 
где

(к — х) cos 4 
получим:

- у  S1I1 ' Ъ sin 1 .

V 2 j  . у  г _  ц--. ( 101")

■ 2 Ъ е --I- Ь sin а) (х sin а - у с т а )  
У sin я);

U =  {k — х) (я2 -f- - f  Ъ- — 1
V —  у  (ж2 -}-у '2 -J- Ь- — т-2) - - 2Ъ (е - f f t  sin я) (х cos а - 

W  —  2b cos а ■ [х (х — к) 4 -  у 2 — ку  tg  a].

Получилось уравнение шестой степени, обладающее спойствами уравне
ния Робертса, т. е. шатунная кривая может иметь i;ai; с примой, так  и с

и  .  /7 7 '

кругом не 
рядка.
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Теорема Робортса к этому механизму но применима — не существует дру
гого механизма, дающего ту же шатунную кривую.

Если точка М  проходит в данное мгновение через двойную точку своей 
траектории, то кроме* положении механизма А В т  (фиг. 228) существует ещё 
другое положение АВ ' т ' ,  в котором точна 
М  находится в том же месте. Касательные 
В т  и В 'т '  к кругу  смещения образуют’ угол 
1 _ В М В ' - ~  5, прямая  A M  есть равноделнщаи 
угла В М В \  а  прямая  M D  — рапноделящая 
угла В К т ’; поэтому

Л  MLK-—  a -{--J-; Z  M Z L  ° ,

следовательно^
П Л 1 К  T - - £  A M D  - .  ^

.=  1 в о * 00° *, )  '

90° -  1  —  const.
Таким образом, двоИнан точка траектории, 

если она существует, должна лежать на к р у 
ге, проходящем через центры А  и 1) и вме
щающем угол 90°—а. Уравнение Т Г ;= 0  есть 
уравнение этого круга.

Обыкновенных двойных точек, лежащих Фпг. 230;
на огом круге, может быть не более трёх.
Четвёртая двойная точка получается и предельном механизме при r =  k-{~e  
(фиг. 229). В случае е —  0 и r ~ k  кривая  распадается на окружность и кри 
вую четвёртого порядка; включая их точки пересечения, получим пять двой
ных точек (фпг. 230).
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Механизм есть обращение Крипошиино-шатунного, а потому построение 
Центров кривизны, круга перегиба, кривой Бурместера и точек Бурместера 
целесообразно находить обращением механизма, т. е. постановкой его на кулису. 
Вчастности, для несмещённого равнозвенного механизма, т. е. при е =  0, г — к,

получим круг  возврата, совпадающий с кругом 
N/ кривошипа (фиг. 231), а это означает, что не только 

прямая  В т  проходит через постоянную точку D,  но 
и любая прямая из В,  например Вт' ,  также прохо
дит через некоторую постоянную точку D',  особую 
для каждой прямой. Иначе говоря, существует бес
численное множество (о01) несмещённых равнозвен
ных кулисных механизмов, дающих одно и то же 
семейство кривых четвёртого порядка, именно — 
улиток П аскаля .

Рассмотрим один интересный пример использо
вания свойств кулисного механизма. Пусть рассто
яние центров A D  равно восьмикратному радиусу 
кривошипа А В  (фиг. 232,а); поставим механизм в та
кое положение, чтобы угол B A D  —  60°, а прямая 
т т  кулисы была параллельна А В .  Тогда при по
люсе Р  образуется прямой угол APJD,  точка Q пере
сечения оси кулисы (соответствующей оси шатуна 
ВС  при бесконечно удалённой точке С) есть осно

вание перпендикуляра, опущенного из Р  на A D ,  а потому полюс является точ
кой Бурместера, а её центром кривизны будет точка К,  середина A D .  При 
обращении движения, т, е. при постановке механизма на кулису (фиг 232,6),

I!

Фиг. 231.

Фиг. 232.

точка К  опишет траекторию, центром кривизны которой будет Р  и которая 
будет иметь касание пятого порядка со своим кругом кривизны; точка D  будет 
двигаться по прямой, а А  но кругу  с центром в В,  т. е. мы будем иметь кри
вошипно-шатунный механизм. Если вести точку D  по этой же прямой, а  точку 
К  — по её кругу кривизны, поставив кривошип Р К  (фиг. 232,с), то точка А  
опишет восьмёрку, имеющую касание пятого порядка со споим кругом кривизны
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в данном положении. Наконец, если нести А  по её кругу  кривизны, поставив 
кривошип В А  с центром вращения в В,  а точку К  но кругу с центром в Р  
(фиг. 232,d), то точка D  опишет траекторию, имеющую в данное мгновение к а 
сание пятого порядка со своей касательной. Этот последний механизм В А К Р  
с точкой D  на оси шатуна на расстоянии D K  =  А К  —  Р К  =  ЬВ А  известен как  
«лямбдообразный» механизм Чебышева.

§ 37. Синтез механизмов с двумя поступательными парами.

Здесь могут быть следующие случаи:
Две поступательные пары принадлежат стойке (фиг. 233). Механизм окии- 

валентен центральному равнозвенному кривошипно-шатунному механизму. 
Шатунные кривые — эллипсы; точка, описывающая круговую траекторию, на
ходится в центре круга, проходящего через точки В,  С и точку пересечения О

прямолинейных путей этих точек; по
следняя точка является центром круго
вой траектории.

Фиг. 234.

Дне поступательные нарьЦпринадлежат шатуну (фиг. 234). Обращение пре- 
дь.дущего механизма эквивалентно несмещённому равнозвенному кулисному 
механизму. Шатунные кривые — улитки П аскаля . Точка, описывающая круго
вую траекторию, находится в пересечении прямых, проходящих через непо
движные центры и 'параллельны х направлениям соответственных пар; круговая  
траектория проходит через неподвижные центры.

Две поступательные пары принадлежат звену, прилегающему к стойке 
;фиг. 235). Ш атун совершает круговое поступательно? движение, т! е. все точки 
■ го описывают круги одинакового радиуса.

У\

Фиг. 235. Фиг. 236;

" Поступательные пары чередуются с вращательными (фиг. 236). i Механизм 
получается всегда одного типа, на какое бы звено ни был поставлен.

Движение шатуна может быть охарактеризовано тем, что одна его точка 
движется по прямой, а одна п рям ая  проходит через постоянную точку. П ри 
нимая линию движения точки В  за  ось х,  а ось у  проводя через неподвиж
ный центр D,  получим:

g
х  =  $ — т) соз © — ; sin у; у =  г, ain <р +  5 соз у; s =  —— — Л t g «р.

COS <р
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(?2 -f- r,a) sin if =  Е (х — s) + т ) 2/;
(?24~ 712) cos ? — — Ti — s ) “Ь  2̂/:

обозначая S2 -f- Tia через га, найдём из третьего уравнения
[— 7) (х  — s) —{— Sy] s —  гге — h\  (а: — s) — hr,y. 

Кроме того, из первых двух уравнений имеем:
(х •— s)z -4- у- :

И з пер вы х  дв у х  у р авн ен и й  о п ределяем :

\
Исклю чая из этих двух уравне
ний s, находим: -

где
V  = г *

угла между прямыми В т  и В'т'  
угла В М В ’. Отсюда находим:

■Г,) —  hr,у  —  \ х у  т,у2;

V —  у  ( l y ^ ^ x — hi);
W  —  r ( l y  +  r,x - h i ) .

Таким образом, шатунная 
кривая  оказалась  кривой четвёр
того порядка.

Если точка М  проходит в 
данное мгновение через двойную 
точку своей траектории, то су
ществуют два положения меха
низма М В т  и М В ' т ’ (фиг. 237). 
П рям ая  M D  будет равноделящей 

а перпендикуляр М А Х  — равноделящей

/  M K L =  90° — ,

следовательно,

/_ьм к  =  т °  ■ : 90° -4- о. 
/  "

И так ,  двойная точка, если она существует, долж на 'леж ать  на п р ям о й M D ,  
образующей угол а с линией движ ения  точки В.

Уравнение W  —  0 и есть уравнение этой прямой.
Ш атунная кривая  состоит из^двух ветвей (фиг. 238), каж дая  из которых 

представляет траектории? точки ^особого [механизма: ветвь с двойной точкой

есть траектория точки М  звена М В т , точка В  которого движется по п р я 
мой Вх ,  а прямая В т  касается круга  с центром D\  другая ветвь есть траек

г
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тория точки М '  звена М ' В т 1, точка В  которого движется по той же прямой 
Вх,  а прямая В т'  касается того же круга, но с ,другой стороны. Обе ветви 
составляют одну кривую, выражаемую уравнением (101',,)1 а точка их пересе
чения есть вторая двойная точка, леж ащ ая на той же прямой, что и первая.

В случае h —  e шатунная припая распадается на прямую, параллельную 
линии движения точки В,  которая н этом случае касается круга, и на кри-

т

ную третьего порядка. Ия чертежа (фиг. 239) ви^но. что кроме двойной точки 
на кривой третьего порядка имеются еще две точки пересечения этой кривой 
е прямой, которые надо считать также двойными точками. Третья точка пере
сечения кривой с прямой находится в бесконечности, так как  асимптота кри
вой параллельна прямой. « ' '

Этот механизм является единственным четырёхзвенным механизмом, ша
тунные кривые которого не замкнуты (простираются в бесконечность) и кото
рый при частном соотношении Ъ —  е даёт кривую третьего порядка.

/

К руг  перегиба можно построить, исходя ип следующих соображений. 
.Находим прежде всего полюс Р  в пересечении В Р .  перпендикуляра к траек
тории точки В , и D P . перпендикуляра к прямой тт  (фиг. 2/i0). К руг пере
11* 1ГГ!



гиба^должеиДпроходить через точки В и Р,  а потому цент;) его должен лежать 
на перпендикуляре, восставленном из середины ВР.  С. другой стороны, круг 
возврата, ранный кругу  перегиба и касательный it нему н полюсе, проходит 
через D и Р,  а потому его центр должен лежать на перпендикуляре, восстав
ленном из середины DP.  Т ак  как  центры обоих кругов должны лежать на 
прямой, проходящей через Р  и на равных расстояниях от Р,  то, найдя точку Е  
пересечения средних перпендикуляров, соединив ее с / '  и отложив P F  —  PE,  
получим диагональ параллелограмма Е В \  центром которого будет Р; про
ведя F t f ,  и FH 2, параллельные средним перпен;ц1кулярам, найдем остальные 
две вершины Н х и Н.2 параллелограмма, которые и будут искомыми центрами 
кругов перегиба и возврата.

З н а я  круг  перегиба, найдём обычным путём центр кривизны траектории 
любой точки. Н а чертеже построены траектории точек М  и точки прямой тт,  
совпадающей в данное мгновение с неподвижным центром 1), и проведены в 
втих точках дуги соответствующих кругов кривизны.

Д л я  получения касания третьего порядка надо построить кривую Бур- 
местера. Это можно сделать тем же путём, что и для кривошипно-шатунного 
механизма. '

Н а  фиг. 241 сделано такое построение. liftd кривой Бурместера на шатун
ной плоскости имеем одну точку В,  для котолой находим точку Вд н аправля

ющей прямой. Д ругую  точку (в 
бесконечности) получим, если об
ратим движение; тогда будем 
иметь опять кривошипно-шатун
ный механизм, в котором точка А  
будет двигаться по прямой. Н ай
дя точку Ад,  определим направ
ление Р Л д, в котором вторая 
точка удалилась в бесконечность. 
Проведи через Вд параллель Р А д, 
получим направляющую прямую. 
Вторая  направляю щая прямая 
строится аналогично, так  как  об
ращённое движение будет того же 
характера: эта направляющая
прямая  будет проходить через 
точку Ад  и будет параллельна 
РВд.  Точка G их пересечения дол
ж н а  лежать на касательной РТ,  

Таким образом, точка G пересечения обеих направляющих 
прямых есть четвёртая вершина параллелограмма, три остальные вершины 
которого находятся в точках Р,  А д и Вд. На этом основании построение мож
но упростить. Найдя обычным путём точки А д и Вд, определяем точку О п е
ресечения ЛдВд с РТ;  откладывая OG —  ОР,  находим точку G, определяющую 
обе направляющие п р ям ы е 1).

Н а чертеже показаны обе кривые Бурместера.
Рассмотрим ещё один частный случай, именно е = 0 , 

траекторию точки М,  леж ащ ей  на  прямой BD  (фиг. 242); 
надо подставить rj =  0 ; получим:

и  =  —  Чху, V  =  £у (у — k), [ W  =  -2 { y -

сокращ ая на ^2, будем иметь:'
Х 2 у 2  у 2  ( j / _  f t ) !  —  —

Фиг.

что служит поверкой.

. 1.

h Ф 0 , и определим 
в уравнение (101"')

■h); l

(1011V)

Это есть уравнение конхоиды. Заметим, что с переменой q н а — ; у р а в 
нение не изменяется; это означает, что уравнение обнимает траектории двух 
точек М  и М ',  находящихся по обе стороны точки В  на одинаковом расстоя
нии. Траектория точки В  является  общей асимптотой обеих траекторий. При 
q —  h траектория М'  имеет точку возврата в точке D,  при 5 >  А получается 
двойная точка.

*) Это свойство и основанное на нём построение указываются здесь впервые.
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Этот конхоидальный механизм может послужить для построзпия направ
ляющего механизма. Вершины конхоид, описываемых точками кулисы В т  
лежат на прямой B aD,  а '  ’
потому здесь имеет место 
касание третьего порядка.
Заменяя  в этих точках тр а 
ектории их кругами кри
визны, получим два типа 
направляющих механизмов 
'• движением точки В  по 
траектории, практически 
совпадающей с прямой на 
некотором участке (фиг. 243 
и 244).

Интересно отметить, что 
кривая Бурместера распа
дается на оси координат,
•г. е. на нормаль P N  (гео
метрическое место вершин 
конхоид) и касательную 
Р Т . Коническое сечение,
>пределяющее точки Бур-

Фиг. 242.

местера, также распадается на ту же нормаль P N  и прямую г , - отсюда

следует, что все точки РА'  являются точками Бурместера. Параметры данного 
положения таковы: "

rf =  / i 0D, 'Ad, у  0 =  О, .IV : О, v lv - у  о ■ : d;

яти значения удовлетворяют уравнению (127), а потому ьсе точки кулисы п

Фиг. 244.

данном положении описывают траектории, имеющие касание пятого порядка 
со своими кругами кривизны.

Этим и объясняется хорошее приближение к 'прям о й  в этом механив.ме.

х

VII. С И Н Т ЕЗ МЕХАНИЗМ ОВ МЕТОДОМ ГЕО М Е Т РИ Ч Е С К И Х  МЕСТ.

В этой главе решается следующая общая задача: построить такой четы- 
рёхзвенник, шатун которого своим движением переводил бы- подвижную плос
кость через ряд заданных положений. В качестве такого механизма может быть 
взят  шарнирный четырёхзвенник, и тогда задача сводится к отысканию таких 
точек подвижной плоскости, ряд положений которых лежит на одном круге. 
Д л я  кривошинно-шатунного механизма придётся искать точки, ряд положений 
которых лежит на одной прямой. К этой задаче приводится другая, часто 
встречающаяся в машиностроении: построить четырёхзвенник, передающий дви
жение таким образом, что заданным положениям одного звена соответствуют 
заданные же положения другого.
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§ 38. Синтез четырёхзвенных механизмов по двум аадапным 
положениям звеньев.

П усть  Е г и Е -2 — два положения подвижной плоскости, совершающей 
плоско-параллельное движение (фиг. 245); требуется построить четырёхзвенный 
механизм, переводящий плоскость из одного положения в другое. К аж дое по
ложение подвижной плоскости может быть геометрически определено одним из

■грех способов: либо заданием 
полож ения двух её точек, на
пример А  и В,  либо заданием 
полож ения двух прямы х, н а
пример т т  и п п , либо зад а
нием полож ения одной прямой 
и одной точки, например А  и 
т т.  Все три задания могут 
быть сведены к  одному — од- 

Фиг. 245. ной точке и прямой, через неб
проходящ ей; в самом деле, две 

точки определяют единственную прямую , которую  и примем за  прямую , опре
деляющую вместе с одной из точек положение плоскости; две прямые опреде
ляю т единственную точку, которую и примем за точку, определяющую вместе 
с одной из прямых положение плоскости; наконец, при задании точки и п р я 
мой,через неё не проходящей, проведём через точку прямую , пересекающую 
заданную, и таким образом сведём этот случай к предыдущему.

Во всех случаях  будем иметь три независимых параметра, определяющ их 
положение плоскости. В аналитической геометрии и аналитической кинематике
такими параметрами к ак  раз и выби- ____
раютсч координаты одной точки, ирини- ^
маемой за начало координат в подвиж 
ной плоскости, и угол, образуемый за 
данной прямой, принимаемой за подвиж 
ную ось абсцисс, с неподвижной осью 
абсцисс. В синтетических ж е исследо
ваниях предпочтительнее пользоваться 
одним из трёх указанны х способов за 
дания.

Зададим два положения плоскости 
двумя полож ениями отрезка А В , т. е. 
двумя парами точек Л \ В Г и Л.2В 2 
(фиг. 246), при условии, конечно, что 
А 2В 2 —  А 1В 1, и примем этот отрезок за 
длину ш атуна четы рёхзвенника; тогда 
центр С вращ ения звена С А  должен 
леж ать на перпендикуляре, восставлен
ном из середины А^А.,,  а центр D  в р а 
щ ения звена D B  — на перпендикуляре, 
восставленном из середины BiB.2. В зяв 
на каждом перпендикуляре по точке, мы и построим требуемый механизм C A B D .

Если на одном перпендикуляре взять бесконечно удалённую  точку, то 
вместо шарнирного механизма получим кривошипно-шатунный механизм. Если 
взять  бесконечно удалённые точки на обоих перпендикулярах, то получим 
механизм с двумя ползунами.

Если принять за  центр вращ ения точку пересечения перпендикуляров, го 
оба звена С А  и D B  будут иметь общий центр вращ ения, а потому четырех- 
звепныи механизм обратится в ж ёсткий треугольник, вращающ ийся вокруг 
этого центра. Замечательно, что положение этого центра не зависит от выбора 
точек .1 п В; таким образом существует только одно вращ ение, переводящее 
плоскость из одного полож ения в другое J).

Центр этого вращ ения называется полюсом конечного перемещения и обо
значается буквой Р  с двумя индексами, указывающими номера положений: 
в нашем случае, следовательно, это будет Р 12.

о Р„ 
Фиг. 240.

Это положение было установлено ещё Ш алем (Ghasles) в 1830 г.
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Е .идэ дополнительного услози я  ?ло;кст быть поставлено требование, что
бы центры С и D  леж али  на заданной прямой; тогда они найдутся в пересе
чении указанны х выше перпендикуляров с этой прямой. Остальные случаи 
дополнительных заданий будут указаны  в следующей главе.

Вместо выбора точек Л  и В  на подвиж ной плоскости можно взять  центры 
вращ ения С и D  на неподвижной плоскости. Тогда для нахож дения соответ
ствующих им точек Л  и В на подвижной плоскости обращаем движение, т. е. 
подвижную  плоскость делаем неподвиж 
ной в одном каком-либо её положении, '
например в первом, и находим два поло
ж ения преж ней неподвижной плоскости 
относительно Е±. С этой целью  берём наЛ ^ 
две произвольные точки К  и L  в двух за 
данных полож ениях и К ф .г (фиг. 247) 
и образуем ж ёсткий четы рёхугольник 
KnL^DC', затем на отрезке if jL j строим 
четырёхугольник K ^ D ' C ' ,  равный
KoL-iDC*). И скомая точка А х долж на ле- / '
ж ать на перпендикуляре, восставленном 
из середины СС', а точка В г — на перпен
дикуляре, восставленном из середины D D 1.

Если два полож ения заданы точками

\

Ф иг. 247. в Г

- .. А’. . К ,  и
1 К 2т 2, то берём на этих прямы х соответственные точки L x и / , а, отклады 

вая K 1Ly =  K iL 2, 11 затем поступаем , по предыдущему
( D ”

Ф иг. 248.

Д ля  перевода 
плоскости из поло
ж ения Е t в поло
жение Е ,  может 
быть пригоден и 
кулисный меха
низм. Д л я  получе
ния его берём точ
ку А х н прямую  
nijTOi н соответст
венно А г и т гт 1 
(фиг. 248); центр

. вращ ения ьриво-
•шгаа надо взять на П ерпендикуляре, восставленном из середины а центр
sp пцешш кулисы — на равноделящ еи угла между прямыми т 1т 1 и m im i \ при этом 
аз двух равнодедящ пх надо взять ту , которая даёт точки D ,  расположенные от
носительно прямы х т1т 1 и т./п,  в соответствии с положением точек A t и А г 
относительно тех ж е прямы х; так , для располож ения на чертеже точка О
находится по другую  сторону прям ой т 1т 1, чем точка A lt и то же имеет ме-
'то по отношению к прямой т гт г и точке А г, но для точки D '  это условие 
однородности не соблюдается; для точки D "  имеем одностороннее располож е
ние с точками A t и А г, что не имеет места для точки D " ' .

^  В зяв вместо прямы х т 1т 1 и т 2т 2 параллельны е им прямые т \т \  и т'„т’„ , 
юлучим те же равноделящ ие; это соответствует тому, что все
чрямые определяют на плоскости одну бесконечно удалённую  
пересечения перпендикуляра из середины 
l ^ l j  и соответственной равноделящ еи есть / г,>> Гг. „

полюс P t t . На фиг. 249 показана схема л, /  / • '
рребуемого кулисного механизма.

В зяв на равноделящ еи произвольную  "
|'Очку, а на перпендикуляре — бесконечно 
удалённую точку, получим механизм с дву
мя поступательными парами, чередующи
мися с вращ ательными.

Задавая на подвижной плоскости пару прямы х тт  и пп  (фиг. 250), построим

параллельны е 
точку. Точка

V

Фиг. 250.

*) Это можно сделать, сняв на к ал ьку  фигуру К„Ь.-Х)С и наложив затем 
кальку -гак, чтобы К 2Ь 2 совпала с K lL l .
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механизм с двумя поступательными парами на шатуне (кулисе), причём за 
точки С и Л  взяты  точки пересечения прямы х т 1т 1, т гт 2 и п 1п 1, п„п2.

Полюс P i2 находит практическое применение при устройстве раскладного

Л ' А D

стола, крыш ка которого в раскрытом виде имеет форму квадрата C D D 'C ' 
(фиг. 251), а в сложенном — прям оугольника ^40В 0С0В 0. Н айдя для двух по 

ложений плоскости, определяемых.точками А пВ йС (Рп и 
A B C D ,  полю с Р ,  поставим  здесь шип, который и обеспе
чит требуемый п о во р о т  крыш ки для  раскрытия стола.

Ч етырёхзвенны й механизм, построенный для двух 
заданных полож ений , может быть применён для пере
дачи вращ ения между параллельным и осями при усло
вии, чтобы двум заданным полож ениям одного звена 
соответствовали два заданных полож ения другого. 
П усть, например, полож ения кривош ипа заданы п р я 
мыми А т у и А т г (фиг. 252), а соответствующие им

:4 ~ —

i

Ф иг. 251.
полож ения коромысла — прямыми О п г и Т>п2. Найдём 
относительные полож ения кривош ипа по отношению к 
коромыслу в его первом полож ении, для чего повер- 

нём~фигуру n 2D A m 2 на угол «р, вследствие чего получим фигуру j .
Таким образом, будем иметь два полож ения плоскости, определяемые точками 
А  и А '  и прямыми Апгх и А 'пг2 . Д ля  точек А  и А '  уже имеется центр в р а 
щ ения D. Второй центр вращ е
ния получим, если возьмём 
два полож ения В г и В 2 про
извольной точки В  и из сере- 
д и н ы В ^ В ’., восставим перпен
дикуляр; лю бая точка Сх это
го перпендикуляра может быть 
принята за  точку коромысла, 
а В ^ !  будет тем шатуном, ко
торый обеспечит соответствие 
полож ений А т 1 и А т 2 поло
жениям D nt и Ъ п 2.

Т акой случай имеет место 
при устройстве трамвайной 
двустворчатой входной двери, 
обе створки которой должны 
откры ваться вместе и одновре
менно. П усть дверные петли 
находятся в А  и D  (фиг. 253), 
створки закрытых дверей обо- /
яначены я 3 и Ъ3, а те же створки при открытых дверях занимают положъ- 
ния а0 и Ь0. Требуется соединить створки шатуном так , чтобы при* повороте 
одной створки на 90°, другая такж е повернулась на 90° в противоположном 
направлении. Д л я  определения мест постановки ш арниров построим относи
тельное положение створки Ъ в открытом и закрытом состоянии относительно 
створки я0; точка D  перейдёт при этом в D ' , а Ъя — в Ъя. Таким образом, бу
дем иметь два положения створкп Ъ, именно — Ь0 и Ъ'я относительно я а, при
нимаемой за неподвижную . Мы можем теперь для ш арнира на створке,'о вы
брать произвольную  точку, например С0, и в другом положении соответ
ственно С,’. Восставив из середины С0С3 перпендикуляр , возьмём на нём. про
извольную  точку В 0, которая и будет центром ш арнира на створке а. К ак  Л, 
так  и С могут быть выбраны в м естах, наиболее пригодных для устройства 
ш арниров. П ри закры ты х дверях мы получили механизм A B 3CSD, п р и о т к р ы 
т ы х — механизм A B 0C0D.  Т ак  как ш атун при своём движении пересекает 
плоскость дверей, то механизм должен быть устроен над дверями; при , этом 
ш арнир С помещается перед дверью, а ш арнир В  — за дверью.

Фиг. 252.

*) Э т о  можно с д е л а т ь  мри п о м о щ и  к а л ь к и . е м .  предыдущее п р и м е ч а н и е .
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Если точна В  задана на прямой А т , т. е. заданы углы отклонения [к р и 
вошипа от линии центров A D  и радиус кривош ипа, а" точку С ж елательно 
иметь на прямой D n,  то задача получает вполне определённое решение.

Если требуется преобразовать вращ ательное движение в поступательное 
при условии соответствия двух положений, то построим для этой цели кри 
вошипно-шатунный механизм по заданным:: положениям кривош ипа прямыми

А 1Щ и А т г и соответствующим положениям ползуна Сг и Сг (фиг. 254). Пс*

Поставим is нашей общей задаче ещё дополнительное требование: задан 
ного радиуса вращ ения. Зад аваясь  попрежнему точкой в подвижной плоско
сти, найдём для  двух её положений А х и А г (фиг. 255) два возможных центра 
вращ ения С и С '  в пересечениях дуг заданного радиуса г из центров А г и 
Л 2. Таким образом, между точками подвижной и неподвижной плоскости уста
навливается соответствие: каждой точке подвижно!* плоскости соответствуют

две точки неподвижной. Обращением движения получаем обратное соответствие: 
каждой точке неподвижней плоскости соответствуют две точки подвижной.

Этому соответствию можно дать следующее кинематическое толкование. 
П усть для точки А  подвижной плоскости имеется центр С на неподвижной, 

^ \  
так что СА =  г (фиг. 256). П усть Р 12 есть полюс; тогда /_ А Р 1гС =  — 0i2 •

Построим круг, проходящ ий через А ,  С и Р 1г\ его центр М  вместе с точками 
.1 и С образует равнобедренный треугольник с основанием г м углом при 
вершине. 012; боковые стороны, равно как п расстояние / ’s„.1/. имеют не.шчину

_

Ф иг. 253. Фиг. 254.

ворачивая фигуру т 2А С 2 на угол ?, получим точку С2 , а восставляг 
перпендикуляр и з 'середи ны  С^С», найдём в пересечении его с А т 1 'искомую  
точку B t .

Ф иг. 255. Ф иг. 256.
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П оэтом у мож но п острои ть кинем атическую - цепь, состоящ ую  из

трёх  звеньев: неподвижного, кривош ипа Р 1гМ  с центром вращ ения Р 12 и ж ёст
кого треугольника M A C ,  соединённого с кривошипом шарниром в М .  Эта 
цень имеет две степени свободы, а потому точка А  может занять лю бое 'поло

жение в плоскости внутри круга с центром Р 12 и радиуса — ---- , после че-
sin -j- 012

го точка С такж е займёт одно из двух возможных для неё полож ении. Таким 
образом, наша цепь устанавливает соответствие между точками А  и С. При 
помощи этой цепи мы находим, что точкам прямой на подвижной плоскости 
соответствует кривая четвёртого порядка на ненодвижной, именно — траекто
рия точки С шатуна кривошипно-шатунного механизма Р 1гМ А  с ползуном Л , 
ходящим по заданной прямой. Таким образом, наше со ягветствие есть соот
ветствие четвёртого порядка. Понятно, что то же имеет место и для обратного 
соответствия J).

§ 39. Синтез четырёхзвепных механизмов по трём заданным 
положениям звеньев.

Зададим три полож ения плоскости отрезками А ^ ^  А , В г и А 3В 3 (фиг. 257). 
-Эги отрезки можно принять за  полож ения шатуна А В  шарнирного че- 
гырёхзвенппка; тогда центр С найдётся как центр круга, проходящ его через 
гочкн Л], Л g и Л :!, а центр D  — как центр круга, проходящ его через точки 

В„ и Во. Таким образом, для взятого шатуна получаем единственный че-

\ Y

;(гш ни:, который будет чегырохшарппрпым.
если

и ни точки Л х, Л„, Л 3, 
ш В В 2, В-л не леж ат на одной прямой: если окаж ется, что одна тройка 
гочек лежит на одной прямой, то получится кривошипно-шатунный механизм, 
-w in обе трой ки 'л еж ат  на прямых", то получится механизм с. двумя ползуна
ми. Полюсов конечного перемещения здесь будет три: Р Г1, Р п , Р.,-,,.

Вместо точек .1 н В  на подвижной плоскости можно задаться центрами 
и D  на неподвижной. Тогда, обращ ая движение, найдём три положения от-

'J е р к у д и|н о в С. Л .: Механизмы для вычерчивания геометрических 
мест метрического синтеза, связанные с параметром г, Труды  Ленинградской 
чром. HKHI." "
■'70



резка CD относительно подвижной плоскости в каком-либо её полож ении, н а
пример Е х »=); если эти три полож ения будут CD, C 'D '  н C " D ’’ (фиг. 258), то 
гочка А  найдётся как  центр круга, проходящ его через точки С, С , С", а 
точка В — как центр круга, проходящ его через точки D, D ',  D " .

Из этого видно, то между подвижной и неподвижной плоскостями уста
навливается соответствие по точкам. Определим характер  этого соответствия, 
для чего прежде всего выясним роль полюсов. К акой  бы 
ян был характер  движения подвижной плоскости, точка 
пой плоскости, совпадающая в первом её положении с 
полюсом Р 12, совпадает с ним и во втором положении, 
потому что треугольник Л  i S j / ’j,, ранен треугольнику 

U B SP12 п одинаково с ним расположен. При переходе же 
I юскостн из второго полож ения в третье эта точка зай 

мёт новое полож ение, которое мы обозначим через Р®., 
фпг. 259); так как переход из второго полож ения в третье 

может быть осуществлён поворотом вокруг Р 23, то точка 
Р\ д о л ж н а  леж ать на окруж ности, описанной из цен
тра Poj радиусом Р.,»|Р,.,. Но та ж е точка Р}., может 
1ыть получена при перемещении плоскости непосред
ственно пз первого полож ения в третье, так’ как  и в ф и г  
чорвом положении она совпадает с Р 10; следовательно, 
точка Р'\„ долж на леж ать на окружности, описанной пз центра Р 13 радиусом 
p uP\-i- А это вместе с тем значит, что точка Р^., есть точка, симметричная Р 12 

ю отношению к прямой P 23P l;t. Аналогично этому найдём, что точка P \ v  т. е. 
порое положение тон точки плоскости, которая в первом и третьем положе-

.....  совпадает с Р 13, есть точка, симметричная с Р ^  относительно прямой
!> т0  ж е имеет место и относительно точки Р. 1,- Д ля  каждой из этих то

чек соответствующий центр остаётся не
определённым, так как  для его определе
ния имеются лиш ь две точки круга. Так, 
для точки, совпадающей с Р 12, найдём, 
что центр круга, проходящ его через три 
положения этой точки, т. е. через Р 12 и 
Р"\.„ леж ит на перпендикуляре, восстав

ленном пз середины P\nPv> > а этим пер
пендикуляром будет прям ая Р.13Р 13.

Соединяя полюсы на неподвижной 
плоскости, получим полюсный треуголь
ник Р 12Р 03Р 13; на подвижной плоскости 
в её трёх полож ениях получим полюсные 
треугольники: в нервом положении —
P 12P.l,.iP  и , во втором положении — 

р ,  P i..P ..:|P ‘b , в третьем — Р\., Р .^ Р ^ .
'J Н а основании вышесказанного, а так-

<1)иг. 259. ;ке на основании взаимности соответствия
устанавливается значение полюсного тре

угольника: вершинам полюсного треугольника соответствуют все точки проти

вопол ож ны х сторон и, наоборот, — каждой точке стороны полюсного тре

угольника соответствует противополож ная верш ина.
Д ля  точек ж е, не леж ащ их на сторонах ; полю сного треугольника (и на 

•IX продолж ениях), соответствие будет взаимно однозначным, т. е. каждой 
точке подвижной плоскости будет соответствовать единственная точка на не
подвижной в качестве центра круга, проходящ его через три полож ения в зя 
той точки. Центр этот можно построить для заданной точки на подвижной

*) См. примечание на стр. 157
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члоскости, не находи остальных двух положений этой точки, но пользуясь 
только полюсным треугольником . П усть, в самом деле, получен полюсный 
треугольник Р ц Р пзР щ (фиг. 260) на неподвижной плоскости; построив точку 
P L j  будем иметь полюсный треугольник P n P l3P 13 на подвижной плоскости в 
её первом положении. Возьмём в подвижной плоскости точку М .  не лежащ ую  
на сторонах полюсного треугольника Р к Р \ г Р ^ .  Эта точка во втрром полож е

нии будет находиться в точке Л/о, леж а
щей на п р я м о й о б р а з у ю щ е й  с P l2M Y 
угол М.1Р КМ 1, равный углу Р.,Л Р К Р',.{ 
как  углу поворота 0]., всей плоскости 
вокруг Р )2 из первого полож ения во вто
рое. Центр круга, проходящ его чере:< 
М х н М.г, лежит на равноделящ ей угла 
М 'ч Р у Ж ^  а Р]пР есть равноделищ ая угла 
P.rjP l2P y^  следовательно, /_ М 1Р ]2Ом =
— Z. Р<яРпР\'3 ’ а после вычитания общего 
угла OjirPjo-Pjg получим:

L M , P vlP n  =  А О м р У1р к .
Иначе говоря, прям ая Р ^ О ^  образует с. 
/ )]»Яо3 такой ж е у г о л , что и прям ая 
Р 12М'[ с Р 12Р п - ' '

при Р 13 получим равен-Аналогично

Фиг. 260. Z ̂ 1 \Рv̂PVi— Z УмР.тР-я-
Эти соотношения и позволяю т построить центр Ом  по точке М х.

Д ля построения М 2 опустим М ХМ  Р\-,Р\% и построим точку М ,  сим 
метричную с Д/j  относительно Р ^ Р п *  тогда

Z M P K PU = Z  * U P V,P „ Z  Ом Р 12Р , ,  =  «.

поэтому
/_ М ХМ Р У, -  
Z ^ 2P 12P ; 3:

:90° / _ М Р ^ Р . ^ = а } 
, Z  М Р п Р ::>;

последнее равенство указы вает, что точка М  симметрична, с М., относительно 
Р 12Р 23. Аналогично получаем, что она симметрична с Д/3" относительно 
РгзРцз- .

Таким образом, для построения точек М„ и М 3 по точке М , надо по
строить точку М ,  симметричную с М г относительно Р 12Р 13, а затем точ
ки М 2 и Ms,  симметричные с М  относительно Р у,Р ц  и Р ц Р 2з соответственно.

Из этого видно, что вместо задания трёх положении можно взять  три 
роизвольные точки н принять их за полюсы Р 12, Р № P yi; тогда каждой 

точке М х подвижной плоскости в её положении Е х будет соответствовать 
центр Одг круга, проходящ его через три положения этой точки, и наоборот, 
каж дая  точка Ом  неподвижной плоскости модот быть принята за центр к р у 
га, проходящ его через три полож ения М х, М 2, М 3 определённой точки по
движной плоскости, причём в обоих случаях определяю тся и все три эти по
лож ения.

Произведённое построение О м  но JWlt или наоборот, позволяет сделать 
следующие выводы. ' '

Точкам луча подвижной плоскости, проходящ его через вершину полю с
ного Треугольника, соответствуют точки луча неподвижной плоскости, прохо
дящего через ту же верш ину; так  как , кроме того, самой вершине соответ
ствую т все точки противоположной стороны, то в совокупности прямой, про
ходящей через вершину полюсного треугольника, соответствует коническое 
сечение, распадаю щееся на пару прямых, одной пз которых будет п р я 
мая, проходящ ая через ту же вершину, а другой — противополож ная сто
рона треугольника. То же имеет место и для точек неподвижной плоскости. 
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Будем удалять точку Д /, в бесконечность по прямой, проходящ ей через 
один из полюсов, например Р ^  (фиг. 261); тогда центр О м  будет двигаться 
на основании сказанного но прямой, проходящ ей через тот ж е полю с и 
образующей с У*]2Р .,3 угол ?. равный углу  М хР п Р п . Но, с другой стороны, 
угол P , s7>,3O v  всё время должен быть равен углу M l P viP }2: np h  удалении

О тклады вая этот угол отМ х в бесконечность последний угол будет равен «
Р 13Р 03, найдём центр О х  в пересе
чении этого луча с Р Х̂ М -  Вслед
ствие равенства углов Р ^Р ц О а о  и 
Р-'ЗР\«Ох получаем, что четыре точ
ки Р 23, Р хз и Ооо леж ат на од
ном круге. Итак, бесконечно уда
лённым точкам подвижной плоскости 
соответствуют точки круга, оннсан- 
(юго вокруг полюсного треугольника.
\ Это значит, что при построении 
кулисного механизма, переводящего 
плоскость через три заданных поло
ж ения, мы должны взять центр вра
щения кулисы  на этом круге.

Н аоборот, точкам круга, описан
ного вокруг полюсного треугольника 
PjoPjgP.l^ на подвижной плоскости, 
соответствуют бесконечно удалённые 
центры на неподвижной. Это значит, 
что три полож ения каждой такой 
точки леж ат на одной прямой. Итак, 
геометрическое место точек подвиж 
ной плоскости, тройки полож ений которых леж ат на одной прямой, есть круг, 
описанный вокруг полюсного треугольника.

П ри построении кривош ипно-ш атунного" механизма, переводящего пло
скость через три заданных полож ения, мы должны взять  центр ш арнира, со
единяющего шатун с ползуном, на этом круге.

Если мы возьмём на этом круге центры обоих шатунных шарниров, то 
получим механизм с двумя ползунами. Но мы знаем, что в этом механизме 
все точки некоторого круга  описывают прямые и притом прямые, проходящие 
через одну и ту ж е точку. Этим кругом может быть только круг, описанный 
вокруг полюсного треугольника, так как  только для точек этого к руга  трой
ки их полож ений леж ат на одной прямой. Т ак как  этот круг один jn тот же 
ко всех трёх полож ениях и так  как  он всегда проходит через точку пересе
чения всех прямолинейных траекторий, то все три круга, описанные вокруг 
полюсных треугольников Р ^ Р ц Р ^ ,  Р ц Р 2^Р \3 и P 23P j . ,P 13, пересекаю тся в 
одной точке, которая является такж е точкой пересечения всех прямы х, содер
ж ащ их тройки положений точек этого круга. Эта точка может быть опреде
лена ещё иначе. Т ак  как  точка Р},3 леж ит на этом ж е круге, то она такж е 
движется по прямой, проходящей через ту ж е точг{у; но во втором и третьем 
полож ении эта точка займёт положение Р 23, следовательно, прям ая P 23P.!:j 

проходит через ту ж е точку. Но прям ая Р 23Р 23_|_^ 12^ 13! т0  ;ке имеет место 
и для прямы х P j 2P j 2 и P 13P j 3; поэтому общая точка пересечения всех п р я 
мых, содержащ их тройни положений точек подвижной плоскости, совпадает 
с ортоцентром (точкой пересечения высот) полюсного треугольника на непо
движной плоскости.

На основании этого для  построения двух остальны х положений М 2 и М (3 
точки М х достаточно эту точку М х соединить с  ортоцентром Я  полюсного 
треугольника неподвижной плоскости и найти точки пересечения этой прямой 
с двумя другими полож ениями круга, описанного вокруг полюсного треуголь
ника на подвижной плоскости.

В зяв на подвижной плоскости ряд  точек на прямой, не проходящ ей ни 
через один полюс, мы найдём для них ряд центров на неподвижной плоско
сти, расположенных, однако, уж е не на прямой, а на некоторой кривой, ко 
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торая, судя по двум припедённым выше частным случаям  (пара прямых и 
круг), долж на Лыгь коническим сечением. Чтобы установить это, выразим 
аналитически найденное нами соответствие, например между точками М 3 
11 О м -  '

Возьмём начало координат в полюсе Р 28. а ось х  направим по прямой 
jPjjPi.- (фиг. 262). Н а основании указанной зависимости между углами п олу
чим: .

УМ =  tg  (а, — а): -1-
х м  х

_  У Я -  =  tg  (а, -  р i;  ---- ig ji.
« 3 --Х Л1 ' - ‘ --  X

Исклю чай пз первых двух уравнении у г о н  а, а из последних — угол £. 
найдё\.:

У_М  _  У_ У м ___________ У  
я v

■ tg  а;

А » I  
х м х

1 _j_----
[По --  <1

УмУ_____
гм) [aS — -г)

—  tg  а.у .

Реш ая гчп \ равнении относительно х ^ .  у%  и обозначая ig  a,.-.-, /j. t g a 2 = ( „ . ,  
найдём: ' " '

__  ая (х - ( -  цу) \а-,и—  / , . г —  у\

У М -

l \  - L  h )  ( ж 2  Л - У 2 ~ ~  n i x  ~ ~  п ъУ  c t S  ® з ) ’
а3 (—  t-fX-j- у) ln-At., —  и х  —  у  ) (131)

(h "Г  h  * (** +  y4 — —  «3у c tg  а,/*

И» этих выражений видно, что прямой

А х м  +  -Вз/дг +  С — О 

соответствует комическое сечение

[А [х - 1\у ■ -г-В  [!хх — y ’.J {esrs - ■ t.,x- - у ) ..
- г  с  (/, -j- fs) (х- -j- у-  — п3х — аяу  Ctg а,: =  0.

То же имеет место н для обратного преобразования, т. е. прямой на по
движной плоскости будет соответствовать коническое сечение на неподвижной.

так  как  в основные уравнения, дающие зави 
симость между х, у , x w , ум ,  эти величины входят 
одинаково. На этом основании соответствие на
зывается квадратичным.

Чисто геометрически ясно, что все кониче
ские сечения неподвижной плоскости, соответ
ствующие прямым подвижной плоскости, про
ходят через полюсы Р Х2, Р  1з> Р п -  В самом деле, 
любая прям ая подвижной плоскости пересекает 
стороны полюсного треугольника Р 12Р 1гР}гз, 
вклю чая и пересечение в бесконечности, но к а ж 
дой такой точке пересечения как  точке, л еж а
щей на стороне полюсного треугольника, соот
ветствует противополож ная вершина, и, таким 

Фпг. 2Г>2. образом, все три вершины будут леж ать на всех
конических сечениях.

Мы можем потребовать, чтобы длины вращ аю щ ихся звеньев, соединённых 
ш атунной плоскостью , имели заданную  величину. Д ля этого надо поставить 
условием, чтобы расстояние О у М 3 равнялось некоторой постоянной вели
чине г. что аналитически можно выразить так:

(х — х м )г - \ - ( у  ~ у ^ = и л . (132)

Подставляя сюда выражения х зг и у м  через х  и у,  найдём уравнение гео
метрического места тех точек неподвижной плоскости, которые являются  
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центрами кругов заданного радиуса, проходящ их через три полож ения соот
ветствующих точек подвижной плоскости. ЗД»в неподвижные центры на двух 1 
кривых, построенных для двух заданных радиусов, мы получим требуемый 
шарнирный четырёхзвенник.

Выполняя указанную  подстановку, мы получим уравнение шестой степени, 
т. е. наше геометрическое место есть кривая шестого порядка; А льт называет 
её Д м -кривой. Соответствующие точки подвижной 
плоскости леж ат на подобной ж е кривой шестого п о
рядка, которую А льт называет ^ -к р и в о й  (для первого 
полож ения).

Этим геометрическим местам можно дать кинема- • 
тическое толкование. Построим для двух из трёх дан
ных полож ений, например для  1 и 2, открытую  кине
матическую цепь Р 12М 12Л 120 12 (фиг. 263), о которой 
было говорено выше, при А 120 12 —  г, если теперь точ
ку Л 12 вести по кривой то точка 0 12 опишет кри
вую Лд£. Но наши кривые должны относиться ко всем 
трём полож ениям. Поэтому построим аналогичную  
цепь для положений 1 и 3 в виде цепи P±3M \ 3A viOX3, 
в которой -413Ol;j =  г, и соединим обе цепи так , чтобы 
А к Ок  и А и О-13 совпали. Тогда образуется шарнирный
четырёхзвенник i 512M 12M ls/ ’lg, точки ш атуна которого А  и О опишут требуе
мые места. Н етрудно найти полож ения этй!х точек на шатуне:

£ А М 120 = , в 12, £ А М п О =  Ь№
следовательно:

Z  А М 12М 13 =  — 012 =  Z  ^>13jD12'f>23'

Ф иг. 263.

/  А . М . - - --£\P nPnP-n>

поэтому Д  А М п М п  GO Д  Р 12Р п Р 23. а так к а к  Д О М 12М 13 =  Д  Л 1 / 12.М 13. то и г

[ \ O M l2M Viv->\ Р 12Р п Р 23: высоты же этих треугольников равны каж дая  2

И так, геометрическое место точек подвижной плоскости, тройки положений 
которых леж ат на кругах  заданного радиуса, а  такж е гео
метрическое место центров этих кругов представляю т ш а
тунные кривые одного и того  же шарнирного четырёхзвенника. 
* Д ля  построения этого четы рёхзвенника надо за основа

ние его взять  сторону полю сного треугольника P i 2P i3P 2S’ 
затем на высоте его, опущенной на эту сторону, отложить 
от вершины половину заданного радиуса и провести п ар ал 
лель этой <же стороне (фиг. 264); полученный треугольник 

<р будет шатунным треугольником, а вращ ающ иеся звенья 
VJ должны иметь радиусы, равные его боковым сторон ам г) . 

Если бы мы при построении цепей исходили из полю 
сов Р 12 и Р гз или Р п  и Р 23, то получали  бы два других 
ш арнирных четы рёхзвенника, которые были бы дополнитель- 

р  \ ными к первому согласно теореме Робертса-Чебыш ева.
’2 Д авая  величине г различные значения, найдём, что её

Фиг. 264. можно увеличивать до бесконечности, когда Л м -кривая 
обращ ается в круг, описанный вокруг полюсного треуголь
н ика, но уменьш ать её можно лиш ь до известного предела. 

В самом деле, при уменьшении г кривая сокращ ается вместе с сокращением 
всех размеров четы рёхзвенника, её образую щ его. Она обращ ается в точку, 
когда точки А г и В х (фиг. 265) лягут  на Р 12Р ЛЗ, одновременно А 2 и В 2 л ягут  
на -Р23Р 12, а А 3 и В 3 на Р п Р 13. Т ак  к ак  фигуры Р 23В 20 31А я, Р г>А1Ом В 3

J) Ч е р к у д и н о в  С. А.; цит. 'соч.; такж е A l t  Н .: Zur Synthese der 
ebenen M echanism en, Z e itsch rift fu r angew andte M athem atik  und  M echanik , 
1921.
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я —  ромбы, то в этсш случае гточка О ц  лежит на равноделящ их
внутренних углов полюсного треугольника, т. е. является центром вписанного
з  него круга, а наименьший радиус 
круга. Итак, существует наименьший 
'кений точки подвижной плоскости;

Ргз

равен
круг,
центр

удвоенному радиусу вписанного 
на котором леж ит тройка поло- 
его совпадает с центром круга, 
вписанного в полюсный треуголь
ник, а радиус его вдвое больше 
радиуса этого круга; соответ
ствую щ ая точка подвижной п ло
скости т а т к е  находится в центре 
круга, вписанного в полюсный 
треугольник подвижной плоско
сти.

Воспользуемся изложенной 
теорией для построения четы рёх
звенного механизма, имеющего 
целью передать вращение между 
параллельными осями при усло
вии, чтобы трём заданным по
ложениям одного звена соответ
ствовали три заданных полож е
ния другого. П усть, например, 
положения кривош ипа заданы 
прямыми Ат±, Ат.}, А т 3, а со
ответствующие им полож ения 
коромысла — прямыми D n it D n v  
D n z (фиг. 266). Найдём относи
тельные положения кривош ипа по 
отношению к коромыслу в его 
первом положении, для чего по

вернём фигуру п.,1)Лт2 вокруг D  до совпадения прямой D n % с D n x, а фи
гуру  nsD A m s — до совпадения D n s с D n 1. Таким образом, будем иметь три 
полож ения плоскости, определяемые точками А ,  А ' ,  А "  и прямыми А т у. 
А'т[у, А "т 3. Д ля  точек А ,
.4', А "  уж е имеется центр 
D. Второй центр можем по
лучить, если возьмём в по
движной плоскости произ
вольную точку и для трёх 
её

Фиг. 2Г,5.

положений В , ,  В„, В

/77,

1>

■построим центр С круга, 
через них проходящ его.
Веря “н аугад такую  точку, 
мы для соответствующего 
центра можем получить 
мало пригодное место. П о
ставим поэтому дополни
тельным условием, чтобы / 
точка В х леж ала на прямой ,
А т ъ  а точка Сг — на п р я 
мой D n 1. Д ля  выполнения /  
этого требования возьмём / 
на прямой А т 1 произволь
ную точку М х, найдём дру
гие её полож ения М'0 и М'я 
относительно D n x (фиг. 567) 
и посредством перпендику
ляров построим как  центр 

круга, проходящ его че
рез M v  М„, Af;j, так  и полюсы Р 12, Р i 3, з- Тогда будем иметь пять точек: 
полюсы, центр Ом  и центр D ,  — конического сечения, соответствующего пря- 
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мой Л т 1 в плоскости кривош ипа; по пяти точкам, пак будет указано ниже 
построим коническое сечение К  и находим вторую  точку пересечения его 
г Впх  —■ это и будет искомый центр ш арнира. В результате получим требуе
мый четырёхзвенник это будет единственное решение поставлен
ной задачи.

Д л я  построения конического сечения по пяти его точкам, например 
Р 12, Р 13, Р 23, Ом  и D  (фиг. 268), поступаем так . Находим точку К  пересече-

Фиг. 267.

ния прямы х Р 13Р 23 и Ом 2) и точку L  пересечения прямой Р ^ О м  с произ
вольной прямой, “ проходящ ей через точку Р 23. Затем находим точку М  
пересечения прямы х K L  и P i 3P i2 и соединяем её с D.  П рям ая D M  пересе
чёт P 23Z, в точке N  конического сечения, п роходящ его 'ч ерез данные пять 
точек. П роводя через Р 23 другую  произвольную  прямую , найдём на ней таким 
ж е построением ещё одну точку конического сечения и т. д., пока не получим 
достаточное число точек для соединения их непрерывной линией. Е сли неко
торые вспомогательные точки, например L  и М ,  выйдут за  пределы чертеж а, 
то для дальнейшего построения можно взять другие уж е найденные точки 
в соединении с данными в общем числе пяти или те ж е данные п ять точек, 
но в другом порядке, например за точку К  принять точку пересечения п р я 
мых P j2P i3 и P iZD,  а прямые проводить из точки Р гз и т. д.

Если поставить требование определённой длины шатуна, то для этой 
длины надо построить в плоскости кривош йпа .^ -к р и ву ю , а в плоскости ко
ромысла — Дде-кривую. П одбирая соответственные точки этих кривых, найдём 
подходящие места для шатунных шарниров.

Передать вращение можно и при помощи кулисного механизма. Если кри 
вошип вращ ается вокруг центра А ,  а кулиса долж на проходить через по
стоянную точку D  и трём положениям кривош ипа A m h А т г, A m s должны 
соответствовать полож ения кулисы  Drii, Dn.2, D n 3, то поступаем так (фиг. 260).

12 Синтез механизмов 1^7



Поворотом вокруг А  совмещаем А п и  и 
точки D', D " и прямые D п„< D " n 3; центр

*  "  0„

Ат% с А т ъ  вследствие чего получаем‘1-
круга, касаю щ егося прямы х D n x, 

D n 9, D 4 га?, и будет центром 
пальца кривош ира. Требуемый 
механизм показан  на фиг. 270.

Д л я  построения криво
шипно-шатунного механизма 
по заданным трём полож ениям 
п олзуна Съ С2, С3 (фиг. 271) 
и соответствующим полож е
ниям кривош ипа А т ъ А т г, 
Л т я находим по предыдущему 
точки С„ и Са и определяем 
центр круга, проходящ его че
рез С,, Со, С3; этот центр и 
будет искомой точкой В  *).

* В заклю чение рассмотрим 
случай, когда два из трёх по
ложений параллельны , т. е. 
переход из одного полож ения 
в другое может быть совершён 
поступательным движением. 
Пусть это будут полож ения Еу 
п " Е 2 (фиг. 272), а Е 3 не п ар ал 
лельно им; тогда полю с Р 13 
удалится в бесконечность по 

определённому направлению, а полюсы Р 13 и Р 23 будут на конечном расстоянии 
один от другого. Полюсный треугольник обратится в полуполосу, ограничен
ную отрезком Р  
лю са Р 12. Если 
дится Добычным

,3Р 13 и двумя 
задана точка 
путём, т. е.

25
центр Ои  нахо- 

равного углу
П, п. Р ^ Р п О м ’ равного

М 3 подвижной плоскости, то 
откладыванием угла

Р 13Р 23М 3, и угла 
'Ри.

если построить Ж , симметричную с 
М я относительно а затем Afj,
симметричную с М  относительно
так ж е получается и точка М«. От-

углу Р ^ Р и М Тг Положение М х найдётся,

Ф иг. 270.

М ,сюда ВИДНО, ЧТО ТОЧКИ ; u  i _
а центр Oj j — на параллелп  к этим прямым

и М 2 леж ат на перпендикуляре к Р 23Р 12 и Р 13Р 12,
в расстоянии от Р 23Р 13, равном

расстоянию  М г от Р ]3Р 12, и в расстоянии от Р ^ Р ^  равном расстоянию  М 2 
от Р 23Р 12* Таким образом, если задана точка то для построения центра О ^  
с одной стороны откладываем угол Р ^ Р ц Оц , равный углу  Р ^ Р ^ М у ,  а с дру
г о й — проводим прямую  Om-Pi,, параллельную  Р 14Р 10 на расстоянии от P 23Pio, 
равном расстоянию  М х от Р 13Р 12.

Вместо круга, описанного вокруг полюсного треугольника, получаем п р я 
мую Р 23Р ]3 в совокупности с бесконечно удалённой прямой; так  как  последняя

*) Применение кулисного и кривошипно-шатунного механизмов указы 
вается здесь впервые. ‘
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нр имеет физического значения, то геометрическим местом центров вращ ения 
прямых подвижной плоскости будет полю сная прям ая Р ^ Р  13, и наоборот,

геометрическим местом точек лодпижиоН плоскости, тройки положений кото
рых леж ат на одной примой, будет прямая -

Если учесть, что •

h - l - U  —  0, (f i - |- U) cltf к 12 =

то формулы прсобра:юпа1ш я (3) получат вид:

*о-=  (■>• -  hV) (W - я / , 1{х \ со»- 5, )
•? (131')

У0' у  (У f  ■ 'l* ! (.v -■ п ! \ i- h x ) cos2 ’ • J

11з эти.% [формул видно. что соответствие остаётся квадратичным, т. е. 
примой в одной плоскости соответствует коническое ссчеиие в другой. В дан

ном случае оно будет гиперболой, проходящей через Р .>3 и Р 13, с асимптотами, 
из которых одна параллельна Р ]3Р ]2; если взята прям ая, п араллельная Р\^Р\ч,
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гипербола рапм дач 'ггя па пару прямых, од!ш из которых петь нолю ейая и-ряма»! 
Ро3Р 13, а другая параллельна P i 3P r2.

'  Найдём еще /^ -к р и в ы е  и Л д гкривые для этого случая . П одставляя 6 (132) 
значения х л1 н у ^  из (131'), получим поело упрощений уравнение:

(ж3 -f- у 2) (х1 -f- у 2 - |-  а 2 —■ 2ах) s in 3 а =  г2у 2,
т. е. уравнение четвёртой степени. Раскры вая скобки и вводя параметр

„  г3 ,
о- —  - r-т,— • —  а 1,Sin2 а

дадим уравнению  вид:
[ х - - \ - у 2 — ах)2 — Ъ2у2 =  О,

или
(ж' +  2/3 — ах  "Ь Ъу) (ж3 +  У2 — ах  — Ъу) —  0, (133)

т. о. кривая  распадается па два круга, проходящ их через полюсы Р 23 и Р п
(в третьем полож еш ш  плоскости). Н етрудно убедиться, что

Z  Р»зОм Рлз  f  z  PaMsPis---^  1Я0°;
в самом деле,

Z  ■= 180° -  (Z  0 МР МР 13 +  Z  o MP n P 2S),

L  РцМ гР13 =  180° -  (Z  M tpt3pu -f- z  Л*3Р „ Р 23);
НО

Z  ^ ц Р ^ Р  1з —— Z  Р ц Р ^ М ’ 

а  Z  ■— Z  P \ i P \ ' f h b
поэтому

Z  / ,3sO «^i3 +  Z i ,M ^ SP3 =  ^ 0 °  -  (Z  0 м Р ,3Р 13 +  / _ Р 1пР , 3Оя ) -
- -  ( /  ° л Л з Р 2з +  Z  Л 2Л 3О31) — 360° -  а — (180° — а) =  180°.

Это значит, что точка O w леж ит па том ж е круге, что и точка М я, 
именно — на круге, проходящем через Р 23 п P i 3; если этот круг есть один из 
кругов, на которые распадается кривая Я 3, т. е. точка Ж 3 удовлетворяет 
требованию заданного радиуса /■, то и точка Ощ- леж ит на этом же круге. 
Отсюда следует, что кривые It ц[ и Л 3 совпадают.

Кривы е ;ке Л , и Л 2 будут пост1)оепы на хордах Ро3Р 13 и P 23P j3, как  кри
вая  Д 3 построена на хорде Р 33Р :i3. К ругу , вписанному в полюсный треуголь
ник, здесь соответствует i;pyr, касающ ийся параллельны х Р 23Р i2 и Р 13Р 12 
и прямой P 23P i 3; его диаметр равен расстоянию  между этими параллельными, 
следовательно, это расстояние и будет наименьшим возможным радиусом г, 
т. е.

? iuin —  а  а ,
откуда

^min — 0 ’
т. е. оба круга  кривой совпадают. Таким образом, здесь при r min полу
чается но одна точка, как  в общем случае, а круг, имеющий диаметром P 23P i3; 
все точки этого круга  обладают требуемым свойством быть центрами кругов 
наименьшего радиуса, проходящ его через тройки положений соответствующих 
точек п одвиж ной-плоскости , причём в третьем положении эти точки леж ат 
на том ж е круге.

§ 40. Синтез четырёхзвенных механизмов по четырём 
заданным положениям звеньев.

Д ля четырёх положений подвижной плоскости Е ь  Е 2, Е 3, Е 4 существуют 
шесть полюсов конечного перемещения: Р 12, Р 13, Р 14, Р 23, Р 24, Р 34. Если мы 
хотим, чтобы эта плоскость была шатунной плоскостью  некоторого ш арнир
ного четырёхзвеннина, то мы у;ко но можем, как  в предыдущем случае, взять 
произвольно пи одного центра ш арнира на этой плоскости, потому что четыре 
полож ения какой-либо точки, вообще говоря, могут но оказаться на одном
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к руге . Попробуем разы скать такие точки, если они вообще существуют. Р ас 
смотрим для этого три полож ения из четырёх, наиример Е ь  Ё.,, Е я, и возьмём 
в подвиж ной плоскости ч какую -либо прямую ; мы знаем, что на неподвижной 
плоскости ей будет соответствовать коническое сечение, проходящ ее через 
полю сы Р 12, Р 13, Р 23. Возьмём далее другие три положения, например 
Еу, Е г, Е 4; для этих* трёх полож ений той ж е прямой подвижной плос
кости будет соответствовать уж е другое коническое сечение, проходящее 
через полюсы Р 12, Р и , Р 24- Эти два конических сечения, имея уж е одну об
щую точку Р 12, непременно пересекутся ещё по крайней мере в одной точке, 
но не более чем в трёх, так как  общее число точек пересечения двух кони
ческих сечений не может быть более четырёх, среди которых может оказаться 
одна или две пары  мнимых; совпадающие точки (в случае касания) будем 
считать раздельно. Этим точкам пересечения конических сечений будут со
ответствовать на взятой прямой столько ж е точек-, обладающих требуемым 
свойством; в самом деле, для каж дой такой точки три её полож ения Му,  
М 2, М g леж ат на одном круге и три сё полож ения ilfj, М 2, М 4 леж ат тоже 
на одном круге; круги  эти должны быть тождественны, так как у них общий 
центр, именно — точка пересечения конических сечений, соответствующ ая в зя 
той точке, и две общие точки Му,  М 2. Этим доказано не только существование 
точек, четвёрки положений которых леж ат на одном круге, по и определено 
число таких  точек на произвольной прямой. Таким образом, на подвижной 
плоскости существует геометрическое место точек, четвёрки положений кото
рых леж ат на одном круге, и это геометрическое место ерть кривая  третьего 
порядка.

Эту кривую  Бурместер назвал к р и в о й  к р у г о в ы х  т о ч е к .  Центры 
этих кругов образую т на неподвижной плоскости кривую  центров. Если 
обратить движение, то па основании таких ж е соображении, которые приве
дены выше, найдём, что и эта кривая  будет третьего порядка.

Нетрудно усмотреть, что в плоскости Е у  кривая проходит через все шесть 
полю сов Р 12, Р ]3, Р 14, Ро3, Р \ 4, Р 'и , так как  для каж дой из этих точек четыре 
полож ения сводятся к трём (например Р )2, Р 12, Р']„, Р\.,) и поэтому всегда ле
ж ат на одном круге. Путём обращ ения движ ения найдём, что кривая центров 
проходит через все шесть полюсов на неподвижной плоскости: Р 12, P Vi, Р 14, 
РоЗ» -^24' -^34-

Можно было бы построить эти кривые, взяв  ряд  прямых на плоскости Еу 
и находя на каж дой прямой точки, удовлетворяющ ие поставленному условию, 
при помощи конических сечений. Однако, это выходит очень громоздко. Они 
могут быть построены значительно проще на основании следующего их

основного свойства. П усть точки М у ,  М 2, М-л, М± (фиг. 27!!а) представляю т 
четыре полож ения точки подвижной плоскости, лежащ ие на одном круге. 
Центр этого круга O jj леж ит па перпендикуляре, восставленном из сере
дины М у М 2', но "на этом ж е перпендикуляре лежит- и полюс Р 12. Центр 0 Jf 
леж ит такж е на перпендикуляре, восставленном пз середины М ^ М 3; но на 
этом ж е перпендикуляре лежит и полюс Р]„. Поэтому при 'расположении по
люсов, показанном на чертеже, угол Р 12Ом Р ]3 равен углу М .,М ХМ 3\ при 
другом расположении (фиг. 273Ь)' эти углы дают н сумме 180°. Таким же 
образом найдём, что либо Л/.,Л/4Л/;,. либо сумма этих углов

Ф иг. 273а. Фиг. 273Ь.
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равна 180°. Но углы М « М ХМ :, и М Л 1 4М :, равны. i:ai; _ п ин ан ны е, а 
потому либо Р \Р м Р \ . \  “  Z. РцОм1‘'М' либо и  ' i" Z  Р'ц У ц Р м ~
=  180° .  “

Если же брать не абсолютные величины углов, а отсчитывать их в одном 
и том ж е направлении, например по часовой стрелке, от лучен, идущих

к полюсам с одной и той ж е цифрой в ин
дексе. например к нашем случае с цифрой 2, 
то вместо последнего равенства надо напи
сать:

L  iJK 0 3li>l3- - - _ r . , i o u p M 1st.-.
Возможно ещё и иное расположение точен 

М  на круге (фиг. 27:*с), когда
/_ Л/.,Л/,Л/;( \- ± М . М 4М.Л~-  180°.

но если и здесь принять приведённое выше 
условие, то вместо этого равенства надо опить 
написать:

/, М .,М 4М Я ----- /. -М.2Л у М 3 f  180°.
При указанном ])асположеннп полюсов по
лучим:

Z е*охнм -1 ‘‘пОм̂и
1 '  И так, центр Ojy обладает тем свойством, что д в е11 пары  полюсов P v ,P is 
и P 2iP u  видны иа него либо под равными углами, либо иод углами, отли
чающимися один от другого на 180°. Поэтому кривая центров есть геометри
ческое место точен, иа которых две пары  протпвополюсов видны либо 
под равными углами, либо под углам и, отличающ имися один от другого 
на 180°. . ‘

«Протнвополюсамн» здесь’ [иазваны такие полюсы, индексы которых не 
содерж ат одинаковых цифр; в нашем случае Р 12 и Р 3{ являю тся нротпвопо- 
люсами, равно как  и Р 1Я и Р.,4; но могут быть взяты  такж е протнвополюсы 
1>п, Р ц  И Р и , Р , 3 ИЛИ Ру,, Р.,4 И Р и , 'Р.,3. '

НаЦдём точку пересечения прямы х Р ГЛР.,Л п P u P ,i  ; пусть это будет 
точка т 12 (фиг. 274). 11 з неё отрезки P lsP.,:t н Р ц Р ^  видны под углами, рав
ными нулю, следонательно, она леж ит на кривой центров. Из точки эти 
отрезки видны иод совпадающими углами; следовательно, и ата точкф леж ит 
на кривой центров. Из точки т 14 отрезок Р 13Р М виден под углом нуль, 
а отрезок P v<P-2l -п о д  углом 180°, следовательно, и эта точка леж ит на той же 
К р И В О Й .  Точно Т » К  if.'» установим. Ч Т О  К р Ц В а н ’ нриЛп.Ш!' Черса точку
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пересечения прямых Р 12Р ая н ^нЛ -н через точку ' 23 пересечения п р я 
мых P 12-P1S и Р ц Р м  " . наконец, через точку - 24 пересечения прямы х Р п Р и  
и Р-глр г1- '

Таким образом, на неподвижной плоскости имеем для кривой центров
12 точек — шесть полюсовТи шесть точек пересечения полюсных прямых.

Н а подвижной плоскости для кривой круговых точек такж е имеем 12 точек.
Д л я  полож ения Е х это будут шесть полюсов Р 12, Р )3, P J4, Р \ 3, P \ v

Р и ш есть’ точек пересечения [полюсных 'прям ы х т]2, г.]„, к]4, г23, т:24, z34 
(фиг. 275).

Найденные 12 точек каждой кривой находятся во взаимном соответствии, 
а именно: точка Р 12 есть вершина двух полюсных треугольников P i 2P 13P 23 
и Р ^ Р ц Р-ч 'у поэтому на Е , ей соответствует прям ая PjJ*}^  для системы 123 
и прям ая Р 14Р?Ч для системы 121\ следовательно, для системы 1234 ей соот
ветствует точка т:)., пересечения этих прямы х. А налогично найдём, что точке Р 13 
соответствует точка ^ja, точке Р ]4 — точка - ] 4, точке Р 23 -  - точка z?,3, точке 
р  — точка i: '4 и точке Р 34 — точка r j 4. Т очка г12, как  леж ащ ая на сторонах 
полюсных треугольников Р ^ Р ^ Р з з  н Р ц Р и Р -н -  имеет себе соответствующую 
в противоположной вершине, т. е. в точке Р 12. Аналогично для точки г.13 
найдём соответствующую в точке Р 13 и для точки г.14— в точке Р 14. Д ля  
точки и23, как  лежащ ей на сторонах полюсных треугольников P i 2P i:tP 2;, и 
р м р 04р ; ,  соответствующ ая точка находится и противоположной вершине, 
т. е. и Р.1,3. Аналогично для точек г..и  и ~34 найдём соответствующие точки 
в P i 4 н в р з\ 1). '

О пределяя обе кривые бурм естера как геометрические места точек, из 
которых две нары  противополюсов видны иод углами, либо равными, либо 
отличающимися один от другого на 180°, находим, что эти кривые тождест
венны с геометрическим местом двойных точек шатунных кривых для поло
ж ения шарнирного четырёхзвеннина. центры шарниров которого находятся 
во взяты х парах  противополю сов. Отсюда следует, что эти кривые могут 
быть построены указанны м там способом (см. § 26).

Возьмём опять три полож ения из четырёх заданных, например Е j ,  Е.2, E s-t 
точки круга, описанного вокруг полюсного треугольника P\?P\zP\$  (фиг. 276), 
имеют тройки положений на одной прямой, проходящей через ортоцентр # 123 
полюсного треугольника Р х2Р 13Р „3.

A l t  Н .: B eziehungen zw ischen P unk len  der M ilte lp u n k t- und  Krei.s- 
p u ak tk u rv e , M ascliinenbaii, Ju l i  lyyo.
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Д л я  других трёх положений, например Е ъ E i: найдём на круге, опи
санном вокруг полюсного треугольника Р 12Р и Р \к, точки, тройки положений 
которых леж ат такж е на одной прямой, проходящ ей через ортоцентр Я 124 
полюсного треугольника Р\-,Ри Р ц .  Т очка М г пересечения; этих кругов имеет 
остальные три свои полож ения М 2, M s, M i  на одной прямой, проходящ ей 
через оба ортоцентра. Таким образом, к ак  точка подвижной плоскости, так  и 
прям ая на неподвижной, на которой .лежат все четыре полож ения этой точки,

вполне определены. Мы могли бы взять  ещё два других полюсных треуголь
ника P y,iP uP \i  и Р\$Р\$Р\ь  и нашли бы, что круги , описанные вокруг них, 
пересекаю тся в той ж е точке а ортоцентры треугольников Р ц Р ц Р ц  и 
Р 23Р 34Р 24 леж ат на той же прямой. И так, в подвижной плоскости сущ е
ствует одна и только одна точка, именно — точка пересечения кругов, опи
санных вокруг четырёх полюсных треугольников, четвёрка положений которой 
леж ит на одной прямой, именно-— на прямой, проходящ ей через ортоцентры 
всех четырёх полюсных треугольников неподвижной плоскости.

Наоборот, если мы хотим на неподвижной плоскости найти точку, через 
которую  проходит прям ая подвижной плоскости в четырёх заданных полож е
ниях, то мы найдём её в точке пересечения кругов, описанных вокруг полю с
ных треугольников

(фиг. 277), а прям ая подвижной плоскости окаж ется прямой, проходящей че
рез ортоцентры полюсных треугольников Р ц Р ^ Р ^ ,  Р ц Р ц Р ^ ,  Р ц ^ и ^ ы

Следовательно, в подвижной плоскости сущ ествует одна и только одна 
прям ая, именно — прям ая, проходящ ая через ортоцентры полюсных треуголь
ников, четвёрки положений которой проходят через одну точку неподвижной 
плоскости, именно-— точку пересечения кругов, описанных вокруг.полю сны х 
треугольников.

Ф иг. 27G.
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Д л я  получения ш арнирного четырёхзвеннина, переводящ его своим шату
ном подвижную плоскость через четыре заданных полож ения, можно применить 
один из следующих способов.

Во-первых, можно задаться в подвижной плоскости прямою т 1т 1 и п о 
строить по ней два ионических сечения /с123 и й124 (фиг. 278), которые кроме.

полю са Р п  имеют ещё по крайней мере одну общую точку; таковой оказалась  
в  нашем случае точка Ош , которая и долж на быть принята за неподвижный 
центр вращ ения. Соответствующая ей точка М г подвижной плоскости, в кото
рой должен быть помещён центр шатунной головки, леж ит на взятой  п р я 
мой т 1т 1 и в нашем случае оказалась за пределами чертеж а. Задаваясь

е ,г

различными прямыми, можно получить на них нужные точки и выбрать две 
наиболее подходящие для конструирования механизма.

Во-вторых, можно построить одну из кривы х Бурместера, например на 
подвижной плоскости, и взять  на ней две произвольные точки, которые и 
будут двумя центрами шарниров; пара других центров получится построением 
соответствующих точек на неподвижной плоскости. Д л я  того, чтобы выбрать
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наиболее подходящие места для этих центров, целесообразно поступить тан. 
Предположим, что мы построили кривую  Бурместера на неподвижной пло-

Фиг i!SO.

точке подвижной плоскости; кроме этой последней будем иметь на подвижной 
плоскости 1'2 точек, соответствующих отмеченным точкам на неподвижной 
плоскости. Огп 12 нар точек определят 12 радиусов вращ ения; 13-й будет бес
конечно велик. Построим теперь цо этим данным диаграмму зависимости ра-
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диуеа R  от длины д у ш  кривой (фиг. 280к Давая наглядное представление о 
величинах радиусов в разных точках кривой, эта диаграмма позволяет выбрать 
область этой кривой, наиболее подходящ ую  для постановки ш арниров. По 
ней можно, например. выбрать наименьшие возможные радиусы, если взять 
точки вблизи полюса Р.,:1 и Р и . '

В-третьих, можно задаться радиусами вращ аю щ ихся звеньев п построить 
по этим радиусам Я _у-кривые дли трёх положений, например £ \ .  Е„, £ 3: 
точки пересечения этих кривых с кривой Бурместера дадут искомые центры. 
Т ак как  Л ^ -к р н в а я  имеет в полюсах Рг ,, Р п> двойные точки, то в этих 
точках надо считать всего шесть точек пересечения с кривой Бурместера, ко
торые и надо вычесть из 0 18 точек пересечения кривых. Кроме того,
надо вычесть те шесть точек-, которых недостаёт из общего числа точек пере
сечения i i  де-кривой с любым Kpyi>i.M. И результате получим не более шести 
действительных точек пересечения R ^-кривой с кривой Бурместера. Они н а 
зываю тся точками А льта.

Вместо четырёхшарнирного механизма можно построить крнвошшш о-ша- 
туннын. ;Д ли этого надо только найти точку, четвёрка положений которой 
леж ит на одной прямой, и принять её за центр ш арнира, соединяющего шатун 
с, ползуном; цент]) другого шарнира найдётся одним из указанны х выше трёх 
способов.

Можно такж е построить дли той же цели кулисный механизм, который 
получится обращением кривошипно-шатунного, построенного для четырёх 
положений неподвижной плоскости относительно одного из полож ений по
движной.

М еханизм с двумя поступательными парами на одном звене построить 
нельзя вследствие сущест вовании лишь одной точки, удовлетворяю щ ей постав
ленному требованию . Но 
можно построит!, механизм 
с чередующимися поступа
тельными и вращательными 
парами, если как  дли задан
ного движении, так н дли 
обращённого, наитн по од
ной такой точке; точки эти 
и будут центрами двух вра
щательных нар. а прямые 
нх четвёрок- -направления
ми поступательных пар.

При передаче вращения 
между параллельными ося
ми посредством шатуна мо
жно потребовать соответ
ствия между четырьмя по
ложениями обоих вращ аю 
щихся звеньев. Пусть, на
пример, положении одного 
звена заданы прямыми Л т х,
Ат», Л иц , Л т А, а соответ
ствующие положении дру
гого]- яримыми /);),. Dn„.

] )п { (фиг. 2NI).  Найдём 
относительные положении 
первого звена по отноше
нию к третьему положению второго, как было указано дли трёх положений, 
в результате чего получим четыре положении, определяемых точками A ,  A v

Л 4 11 йрямымн .•!/«;), Л [ т [ , Л.,ш„ , . 14 /??.,. Д л я  точек А ,  Л \  , Л„ , .-l', 
имеем центр D. Кторой центр получим одним пз указанны х выше трёх спосо
бов. Найденная в плоскости точка будет шарниром В 3, а центр круга,
проходящего через В л, У>t , В., , В 4 . - шарниром Ся. ,

lie. л  и з а д а т ь с я  д л и н о й  ш а т у н а  Ц(\ то  п о с т р о е н и е  в е д ё т с я  н о  т р е т ь е м у  
с п о с о б у .  ' ‘



Д ля передачи вращ ения при помощи кулисного механизма поступаем так 
же, но точкой В х будет единственная точка, четвёрка полож ений которой 
относительно кулисы  леж ит на одной прямой, а ота п рям ая  будет направле
нием поступательной пары.

Е сли требуется преобразовать вращ ательное движение в поступательное, 
то четыре полож ения ползуна задать нельзя, по можно задать четыре п арал

лели njWj, п 2п 2, Из^д, щ щ  для этих поло
жений (фиг. 282) и центр вращ ения с че
тырьмя соответствующими лучами. П осту
пая  по-предыдущему, найдём четыре по
лож ения вращ аю щ егося звена А т ъ А'т„,  
А " т 3, А ' " т \  относительно прямой ПуПу и 
определяем на этой прямой точку Су,  как, 
центр круга, проходящ его через четвёрку 
B y ,  В д ,  в'3 , В \  •

Рассмотрим случай параллельности 
двух полож ений, например Еу  и Е г из че
тырёх (фиг. 283), вследствие чего полюс 
/ ' , удалится в бесконечность по н аправ
лению, перпендикулярному к поступатель
ному перемещению Е у  —  Е 2. Остальные 

полюсы и точки пересечения полюсных прямы х найдутся обычным путём. 
Д л я  построения кривой Бурместера полюс Ру2 не может быть исполь-

/

«а.

зован, но мы можем взять пару противополюсов и Р  и ^ гз  Д л я  э т о й
цели. Однако, в данном случае мы поступим иначе. Обратим внимание на то, 
что расстояние между прямыми Ру^Рц  и Р ^Р у»  равно расстоянию  между
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прямыми .Pu P tJ и Р ,4Р и , что представляет следствие равенства углов P ^ P ^ P #  
и Р и Р п ^ Ы  ПРП У д а л е н и и  Р 12 в бесконечность; из этого равенства вы текает 
такж е равенство расстояний менаду прямыми P 13P j2 — Р 14Р 12 и P .);)/Jn  — Р 21Р 1,. 
Поэтому средняя линия т т  делит пополам расстояния P 24x2;!," P 14"i:i3, Р 2з~и 
и P j 3^i4 на лучах , выходящ их из полю са Р 34. Кроме того, окруж ности, п о 
строенные на этих отрезках, как  на диаметрах, все пересекаю тся в двух точ
к ах  G и Н ,  симметричных относительно т т,  образуя таким образом пучок. 
П рименяя теперь для точек G, Н  и Р 23 построение, приведённое нами для 
нахож дения второй кривой третьего порядка, определяющей точки самопри
косновения ш атунных кривых (см. § 26), мы получим кривую  третьего порядка, 
проходящ ую  через точки Р 34, Р з4, и23, Р и , я13, Р 23, я24, Р гз и и14, т . е. через 
девять точек кривой Бурместера. Но всякая  кривая третьего п орядка впол
не определяется девятью  точками, поэтому построенная таким образом к р и 
вая  и будет кривой Бурместера. Точки G и Н  такж е будут леж ать на кривой.

Точки G и Н  могут слиться в одну, т. с. круги , построенные указанны м 
выше образом, будут иметь общую точку касания, которая в этом случае 
будет леж ать на прямой т т  и будет двойной точкой кривой Б у р 
местера; построения не приводим, так как  оно ничем не отличается от п ре
дыдущего.

М ожет, однако, случиться, что круги  не пересекутся вовсе, так что при 
построении нельзя будет опереться на точки G и Н .  Тем не менее и в этом

случае можно построить пучок кругов с общими мнимыми точками пересечения, 
что производится следующим образом. П усть круги, построенные иа диамет
рах Р 14тс13 и P j 3̂ i4, не пересекаю тся (фиг. 284). Т огда для определения общей 
хорды этих кругов, которая будет действительной прямой, как  пределом круга 
с центром на т т  в бесконечности, опустим т  Р 13. Р 23, Р 24 и Р ]4 перпендику
ляры  иа P S4P T2 и основания их Л’13, N.M, iV2,( и JV14 соединим с точками Н х 
и Я 2 пересечения прямых Р\-лР ц  и Р ц Р о 3 с m/га; пересечение этих прямых с
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прямыми i \ -ЛР\" ГгяГц- Р и Г а  11 Р ц Р \г  соответственно даст четыре точки Л13, 
S u  и £ 24 искомой хорды. Затем из точки О пересечения этой прямой 

с т т  проводим касательны е к кругам , которые окаж утся равными, и радиусом 
этих касательны х опишем круг. Теперь, б зяв  на тт  произвольную  точку С и 
приняв её за центр крута п учкэ, проводим из неё касательную  к кругу h и 
этим радиусом описываем круг пучка; пересечение его с лучом Р и С даст точки 
кривой Бурместера. Точки К  и L  пересечении круга К  с тт  такж е леж ат на 
этой кривой.

Отметим кстати интересный факт. К рип.ап Бурместера, как мы знаем, 
определяется вполне двумя парами протнвополюсои, например Р 1ЛР М, РиРщ'< 
для остальных двух полюсов получается лшш, требование леж ать на этой 
кривой, т. е. кривая Бурместера п о д с т а в л я е т  геометрическое место двух 
остальных полюсов, если заданы  две нары нротппонолюсов. В зяв произвольно 
пятый полю с на кривой, мы получим вполне определённую точку на этой же 
кривой для шестого полю са. Выбирая длп пятого полю са различные точки, 
мы будем иметь дело, конечно, с различными четвёрками положений подвиж 
ной плоскости, но для в с е х  э т и х  ч е т в ё р о к к р и в а  я Б  у р м е с т е р а  
б у д е т  о д н а  и т а  л; е. В частности, взяв пятый' полюс в бесконечности, 
мы получим его протилополюс в центре лучен, дающих приведённое выше 
построение. Но так как  эта ж е кривая годится п дли другого полож ения п я 
того полю са, то н построение это .чпжрт быть применено к общему случаю, 
когда ни одни нолюс не удаляется в бесконечность. - надо лиш ь определить 
среднюю линию, общую хорду и центр пучка л \ч ей . Средняя линия тт  опре
деляется просто как  прям ая, проходящ ая через середину Н { и # «  диагоналей 
полюсного четы рёхугольника P u Pu P2iP2:]. Затем определяем центр пучка

лучен как точку S  пересечения к р у 
гов, описанных вокруг треугольни
ков Р 1.4 ^ U 'l  2̂ *13’ Р 23^24"l2 11
P\~J'-2y -гм (фиг. 285). Если ату точку 
принять за полюс Р,  то получим рас
пределение полюсов, как на фиг. 283. 
По можно здесь поставить точку ~:!4; 
тогда полюсы придётся переимено
вать, как  показано в скобках на 
фиг. 285. П осле этого общ ая хорда 
шределяетсп, как  указано выше.

Д ля  нахож дения точек, четвёрки 
положений которых леж ат на круге 
заданного радиуса, нет надобности 
строить кривую  Бурместера, как  в

общем случае, но проще построить дне Л ^-кривы е для Е ь Е 2, Е 3 и Еу, Е<>, 
Еу при параллельны х Е х и Е.2, так как  в этом случае такими кривыми служ ат 
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пары  кругов  &l23. ti k r i , А1;!4(фпг. 286). Точки Q ' ii О" пересечения кругов 

’̂1гзи *124> равно как  О'" и Oiv кругов ^ ,я  я  Дг,24, будут искомыми центрами. 
Т ак  как. они долж ны  леж ать на кривой Бурместера, то  углы, под которыми 
из них видны отрезки Р^Рця и Р иР ц<  должны быть либо равны, либо давать 
в сумме 180°; поэтому точки (O’) и (О") пересечения кругов А",, и //|24, равно 
как  кругов A-J23 и (если бы они были действительными), пак не удовле
творяю щ ие этому условию, не годятся для центров.

Этими ж е кругам и можно воспользоваться и для построения кривой Б у р 
местера, задаваясь различными значениями радиуса для /^ -к р и в ы х ; однако, 
вряд  ли  это построение выйдет прощо указанны х раньше.

Рассмотрим ещё случай, когда четыре полож ения попарно параллельны , 
например Е ^ \ \ Е Ъ и Е я)\ Е А (фиг. 287), вследствие чего как  полю с Р 12, так  и 
полю с Р 34 удаляю тся в бесконечность1). Если поступательные перемегце-

ния Е \ —Е 2 п Е 3--’Е± имеют разные направления, то 'прпмая P i 2P ;t4 будет беско
нечно удаленной прямой, случаи же одинакового направления у т и х  перемеще
ний рассмотрим особо.

К а к  и в предыдущем случае, расстояние между параллелям и Р |4Р 12 и 
Р 24Р 12 равно расстоянию  между параллелям и Р ,3Р 12 и P 23Pi«, по из тех же ' 
соображений расстояние между параллелями P 23/ \ i4 и Р ц Р щ  равно расстоянию  
между параллелям и Р ]3Р 34 и Р и Р 34. В силу этого полюсы Р 14, Р 24, Р 23 и Р 13 
являю тся вершинами параллелограмма; отсюда следует, что и точки к12 и i:34 
уходят в бесконечность по направлению  сторон этого параллелограм м а. Таким 
образом, для кривой Бурместера имеет четыре бесконечно удалённые точки Р 12, 
Р н '  "12 и г 34> Для привой третьего порядка ;>то возможно лишь в том случае, 
когда она распадается на бесконечно удалённую  прямую, содержащ ую  все 
эти четыре точки, и коническое сечение. Последнее может быть построено по 
способу лучей и средней линии. Па чертеже за  центр лучей принята точка т:12, 
следовательно, имеем здесь пучок лучей, параллельны х большим сторонам 
параллелограмма Р н Р г ^ г з ^ п ’ тогда сродней линией будет прям ая, проведён
ная от центра О этого параллелограмма параллельно меньшим его сторонам.

')  А 1 t II .: D ie M ifte lp u iik lk u rv e  und  die K reispunk t.ku rve  in dcm Sondcrfall 
bei dem v ier Lagen einer E bene paarw eise para lle l sind , M asclnnenban, Fe- 
b ru a r 19:57.



Вследствие такого выбора окруж ности, построенные на больш их сторонах, как  
« а  диаметрах, пересекутся в действительных точках G п I I ,  центрах пучка 
кругов .

Д л я  суж дения о характере конического сечения примем центр О за  начало 
координат, а оси координат (косоугольные) направим по прямым Оп12 и Oz34: 
тогда

M N 2 =  y ^  —  G №  =  0 № - { -  OG* =  х 2м  +  OG2,
следовательно,

У м  “  х м̂ “  0G 2  “  const■ *

т. е. наше коническое сечение представляет равностороннюю гиперболу, отне
сённую к сопряжённым диаметрам и имеющую асимптотами прямые, равно- 
делящие углы  я120 я 34. Зн ая  асимптоты и ряд точек Р и , 1 \ л, Р 24, Р 23 ’ Т-Н' 
я13, и it23, можно построить и остальные точки, не прибегая к о к р у ж 
ностям.

Построенной кривой Бурместера на неподвижной плоскости соответствует 
кривая  Бурместера на подвижной плоскости тоже в виде гиперболы, в основе 
которой леж ит параллелограм м  Р 13Р 14Р.1>3Д 1М; построение это не представит 
затруднений, поэтому мы его здесь и не приводим. Расстояние между соответ
ственными точками кривых Бурместера дадут, как  всегда, радиусы вращения 
звеньев.

Вместо выбора точен па кривых Бурмсстсра можно задаться радиусами и 
построить Ддх-кривые А льта в виде двух пар кругов на противополож ных сто
ронах полю сного параллелограм м а. Следует и здесь взять  большие стороны, 
чтобы получать действительные точки пересечения соответствующих кругов А123 
и кш  с одной стороны и *"23 и к"„4 — с другой (фиг. 288); центры соответству
ющих кругов  надо брать с одной и той ж е стороны обеих параллелей ,

в результате чего получим всего ч е т ы р е  точки, имеющие заданный р а 
диус. Н а чертеже эти точки обозначены через О ', О", О "1 и CMV; они находятся 
в верш инах параллелограмма с центром в О и со сторонами, перпендикуляр
ными сторонам полюсного параллелограмма; они, конечно, должны леж ать на 
упомянутой выше гиперболе. Отсюда следует, что, взяв на этой гиперболе 
произвольную  точку, мы можем построить остальные три точки, имеющие тот 
ж е радиус, если построим симметричную с данной точку относительно центра О, 
а  затем проведём из этих точек прямые, перпендикулярные к сторонам полюс- 
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;;ого параллелограмма. Из этих четырёх точек следует выбрать ту, которая 
будет наиболее пригодна для  помещения в ней неподвижного центра; на чер
теже п оказана для этой цели точка О' и построены четыре полож ения точки С 
подвижной плоскости С], С2, С3, С*, лежащ ие на окруж ности заданного 
радиуса. '

Д ля  получения точек с наименьшим радиусом надо построить круги  
на Р ц Р ц  и Р laPiS* к ак  на диаметрах; две точки их пересечения дадут иско
мые центры; это будут точки G и Я .

Д л я  получения точек подвижной плоскости, четвёрки положений которых 
лежат на одной прямой, надо, как  мы знаем, построить прямую  ортоцентров 
полюсных треугольников; но в нашем случае одной из вершин этих треуголь
ников непременно окаж ется либо / ’]2, либо Рд4, вследствие чего прям ая орто
центров вся удалится в бесконечность. Поэтому в рассматриваемом случае не 
существует таких точек, четвёрки которых леж али бы на одной прямой, следо
вательно, не существует и кривошипно-шатунного механизма, переносящего 
г.понм шатуном подвижную плоскость через четыре заданных полож ения, 
поиарно-рараллельны х.

Посмотрим, однако, при каких  условиях такой механизм всё ;ке сущест
вует. С этой целью зададим четыре положения точки С на одной прямой

(фиг. 289) и наметим соответствующие полож ения подвижной плоскости, взяв 
ещё одну произвольную  точку А г в нервом положении и построив её осталь
ные полож ения А г. A s и А ф, наблю дая параллельность А„Сп_ [| А 1С1 и Л 4С4 || А 3СЯ. 
При построении полюсов обращаем прежде всего внимание на то, что полюсы 
Рп  и Р и  удаляю тся в бесконечность в о д н о м  и т о м  ж е  н а п р а в л е н и и ,  
перпендикулярном к заданной прямой. Остальные четыре полюса образуют 
параллелограмм Р ^ Р ^ Р - ц Р и ,  стороны которого Р ^ Р ^  и Р->$Р^ .симметричны 
относительно Р ^ Р \п ,  а стороны Р ц Рц  и Р иР^ь  симметричны относительно 
Р \^Р  12- Вследствие этого кривая Бурместера будет здесь гиперболой т , одна 
из асимптот которой направлена к Р 12, а другая параллельна заданной п р я 
мой. Построим кривую  Бурместера на подвижной плоскости в первом полож е
нии. Д л я  этого берём отрезок P ^ P 2t  в плоскости Е« и переносим его в Е \,  
так  как  этот перенос есть параллельное перемещение на величину C2Cj, то 
точки Р \ 3 и P l t лягут  на полюсную прямую  Р ^ Р ц -  следовательно, полюсный
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Параллелограмм здесь обратится в эту же прямую  Р щ Р ^ Р ^ Р ц , а центр его О' 
будет в середине и ли > что вс® равно, — в середине Р1яР ц .  Т ак  как че
тыре, точки кривой Бурместера оказались на одной прямой, то гипербола 
распалась на эту прямую  и прямую  тл , перпендикулАрную к ней в точке О '. 
Т олько точки второй прямой соответствуют точкам гиперболы т., т. е. чет
верки положений этих точек, например D ,  леж ат на одной окружности с цент
ром на гиперболе. Точки же полюсной прямой Р \ 3Р ц  все соответствуют 
бесконечно удалённой точке неподвижной плоскости, именно полюсам 
Р х2 и Р 34. Иначе говоря, п о л ю с н а я  п р я м а я  Р ^ Р ц  е с т ь  г е о м е т р и 
ч е с к о е  м е с т о  т о ч е к ,  ч е т в ё р к и  п о л о ж е н и й  к о т о р ы х  л е ж а т  
н а  о д н о й  п р я м о й .

Таким образом, при удалении полюсов Р 12 и Р 34 в бесконечность в одном 
и том ж е направлении существует бесчисленное множество кривош ипно-ш атун
ных механизмов, ш атунная плоскость которых проходит через четыре задан 
ных попарно-параллельны х полож ения.

Центр вращ ения кривош ипа должен быть взят на определённой выше 
гиперболе, а  линия движения центра ползунного ш арнира долж на быть взята 
nej пендикулярной к направлению  полюсов Р ,*  и Р 34.

Рассмотрим, наконец, случай, когда из четырёх заданных положений три 
параллельны , например Е 1\ \Е г \ \ Е 3 (фиг. liPO), вследствие чего /три полюса

Р 12, Р , :!, Р м  удаляю тся в бесконечность. Если поступательные перемещения 
Е х — Е 2 и Ё„ — Е ;х не совпадают, то Р ]2 и Р 23 уходят в разных направлениях; 
по r  этом случае и перемещение Е х — Е% но совпадает нп с одним из первых 
двух, а  потому и полю с Р 13 уходит в третьем направлении. Точки г12, и13 и 
"23, как  лежащ ие на бесконечно удалённой прямой Р\чР«3Р \3, такж е находятся 
в бесконечности. Имея шесть точек в бесконечности, кривая Бурместера 
распадается на бесконечно удалённую  прямую  и коническое сечение. Д ля  
суж дения о характере этого конического сечения обратим внимание на то, 
что оно, кат; и в сякая  кривая Бурместера, есть геометрическое место 
точек, из которых две пары противополюсов видны под равными углами.
ВЗЯВ ПрОТИВОНОЛЮСЫ Р ]оР :н И Р ,3Р „4, ПОЛУЧИМ ДЛЯ К аК О Й -Л И б О  ТОЧКИ Оу[
кривой " ’ '  -

L  Р ц О я Р 13 - - = £ Р и ° м Р и .
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но угол Р к О и Р п  —  const, вследствие постоянства направлений О м Р п  п Ож Р 1я, 
поэтому и /_ Р ц О ы Р ы  —  const. П оследнее соотношение покапывает, что точка 

леж ит на круге, проходящем через полюсы P 2i и Р м \ но этот круг в к а
честве кривой Бурместера должен проходить и черея третий полюс Р , 4. что
можно доказать 
написав

и непосредственно, взяв  противополюсы P \2,P t i  п Р ]4,Р ,8

L  р п ° м р & — гоп?<• — Z  Pj

34.что означает, что точка Ом  леж ит на круге, проходящем через Р и  и Р  
Таким  образом, в этом случае к р и в а я  ц е н т р о в  е с т ь  к р у г ,  о п и с а н  
и ы п  в о к р у г  п о л ю с н о г о  т р е у г о л ь н и к а  Р \ \Р ц Р м .

Совершенно так  же докажем, что кривая  круговых точек есть круг, опи
санный вокруг полю сного треугольника и подвижной плоскости; длп Е \  
полюсным треугольником будет тот жег-треугольник Р и Р ц Р м ,  следовательно, 
н этом положении обе кривые совпадаю т. Построение таких же кругов в трёх 
других полож ениях не представляет затруднений.

К руг, описанный вокруг полюсного треугольника Р и Р ц Р ^ х. как  проходя
щий через полюсы Р ц  и Р.,4. можно считать одним из кругов, образующ их 
/*у-криную  для положений 'Ey Е.2, Е у  но так  как  он проходит такж е через 
пару полюсов Р 14 н Р м , то его надо считать в числе кругов Лде-кривоИ для 
положений Е ,, Е ?г Е у  по той ж е причине он имеет так о е .ж е  значение длп 
положений Е2. Е я '. Е 4. Иначе говоря, в с е  к р у г и  ч е т в ё р о к  п о л о ж е -  
п и й т о ч е к и о д в и ж  и о й п л о с к о с т и и м е ю т о д и н а к о в ы е р а 
д и у с ы.

Радиус этих кругов может быть получен пак радиус круга, проходящего
Е\ \ \ Е . \ \ Е .через у],, Л 2. А% или Н у К2, и т. д., так как  положения 

Поэтому для”иолучения шарнирного четырёхзвенника, переводящего шатунную 
плоскость через четыре заданных полож ения, достаточно взнгь на Круге, 
описанном вокруг полюсного треугольника Р \\Р 2\Р ^ ^  две любые точки и 
описать из них,' как  из центров, круги, равные кругу, проходящему через 
первые три положения любой точки плоскости. Если взять, например, точки 

Л», А я и найти центр 0 4 круга, через них проходящего, то из Ос  и О р  
иа круге к надо провести Of:C i f  Ол  .-Ij, Ос С„-^\:Оа A ,.  OcCs # O a A„, а такж е 
0 0 и 1# О л Л ь  OjjD2# O a 0} )Р 3# О а А 3; шарнирный параллелограмм 
OfjCDOj) будет тем механизмом, который переведёт шатун через три заданных 
параллельны х полож ения Е \  || Е г || Е я. Что же касается четвёртого полож е
ния С4 и Н у  т о  они являю тся точками 
пересечения кругов С ХС2С% и В хВ 2Оя с 
кругом А. Равенство С4Г>А— С \Ь \ —
■-C^Dz —  CiPz  должно служ ить поверкой.

Если при этом окаж ется, что точки Г>{,
D„, D 3 и D t л ягут  по одну сторону линии

а точка 
от точек' С у  ('■

С этой линией 
Г,,. то длп до-отдел нтс я

стпжения этого положения С ,/)4 п ар ал 
лелограмм должен перейти в антнпарал- 
лелограмм Ос С 4/>4Ол  при переходе через
п редельное положение jD qO d . Э т о т
случай и показан  на чертеже. При другом 
расположении точек С и D  не получается 
требуемого механизма. ■

Если поступательные перемещения 
/•;, Е 2 - Е j совпадают, то гри положения 
какой-либо точки А  подвижной плоскости 
находятся на одной прямой (фиг. 291), и Фиг. 291.
любой крут четвёрок обращ ается в п ря
мую. Полюсный треугольник Р и Р ц Р »  обращ ается в прямую, которая и пред
ставляет геометрическое место точек подвижной плоскости, четвёрки полож е
ний которых леж ат на одной прямой. Все эти прямые параллельны  A j A 2A g. 
Точек же, четвёрки положений которых леж али бы на круге, в этом случае 
не существует вовсе.

В силу этого не существует четырёхзвенника, осуществляющего заданные 
перемещения.
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§ 41. Синтез четырохзвешшх механизмов по пято  
заданным положениям звеньев.

При пяти полож ениях подвижной плоскости Е х, E t f  Е 3, Е 4, Е 5 имеем 10 
полюсов: Р и , Р 13, Р i4, Р 15, i J23' Р 24' Р 25' 34' -^SS' Р 45 (фиг. 292). Д л я  опре-

/

деления тех точек, пятёрки  положений которых леж ат на одном’1 круге, и 
центра этого круга нозьмГм из пяти положений только четыре, напримйр Е х, 
Е 2. Е 3, Е 4, и построим для них на неподвижной плоскости кривую  Бурме
стера m i,S4. Затем для другой комбинации из четырёх положений, например 
Е !, Е 2, Е з, Е-, построим другую  кривую  Бурместера: m $ si. Обе кривые про-
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ходят черев полюсы Р12, Рц, P2$\ но эти точки не могут быть приняты за 
центры кругов  пятёрок, так  как  остальные комбинации четырёх положений 
дают кривые Бурместера, вообще говоря, не проходящ ие через эти полюсы. 
Т ак, для E i,  Е 2, E it Е ъ найдём только один полюс Рх%, общий с двумя 
первыми кривыми; но он не будет леж ать на кривых для положений Е ъ E s, 
Е±, Е ь и Е 2, Е 3, £ 4, Е ь. Таким образом, через каждый полюс пройдут только 
три кривые Бурместера из пяти возможных. О стаётся искать другие точки 
пересечения, общие в с е м  пяти кривым; на чертеже нх оказалось четыре: 
Оъ 0„, 0 3, О4, которые и могут быть приняты за центры искомых кругов. 
Н айдя на подвижной плоскости соответствующие нм точки, получим возмож
ность построить шарнирный четырёхзвенник, проводящий своим шатунам под
вижную плоскость через заданные пять положений; па чертеже показаны  
точки С и D,  пятёрки  положений которых леж ат на кругах  с центрами Ot и 
Оо соответственно. Найденные точки называются т о ч к а м и Б у р м е с т е р а .  
Их может быть вообще не больше четырёх (действительных).

Чтобы доказать Зто, выразим аналитически основное свойство точек Б у р 
местера, как  леж ащ их на всех кривых Бурместера: из п андой  точки Бурмес- 
тора две пары  противополюсов видны под углами, равными или отличающимися 
один от другого на 180°. Т ак , для точки Бурместера Ох будем иметь:

Z РцОхР-я = / РцОгРи
как для точки, лежащ ей на т 1234; но для получим:

Z.P 1,0̂ +180== /Р^Рзу
отсюда следует такж е

£ P u O i P s t - \ - m °  =  / ' P 15o 1p Si,

что соответствует прохождению tnVAb через ту же точку Ох. Но разница в 
углах  на 180° не изменяет функции тангенса. Поэтому можно издясить равен
ство тангенсов углов Р ц О гР 23, Р ц О хР и  и Р ц О гР 35:

У —  У\г  _  У —  У-is У —  У и  _  У —  2/34
х  —  x i3 х  —  ж23 __ х  —  Х ц  х  —

~ , (У — У п ) { У  —  У2з) ~~ t  1 (У —  У и ) ( У  —  У?л)

(® — х п)  (х  —  х 2з) (х ~  *14) Iх  — х и)

или после преобразований:

______ {Учъ —  У к ) х  +  (х и  —  х 1з) У +  % з ! / 1 2  —  Х\:У-13 _

Х2 - \ - У ' * —  ( * 1 2 + * 2 з) Х ~  (2/ 1 2 + 2/ 2 3 ) У +  *12*23 +  2/122/23

_  (2/34  —  2/ н )  х - ’’~ ( * 1 4  —  * . м )  у - \ ~ х , д / ч  ~  х и у ^ ____ ___
~х*-\-у'- —  (я13 - р а г 23; х  —  \уУ2 - }  - y,?j У ~ r x v:x i:s ~ г  УпУгз

 ____ (2/г5 — 2/ 1 5 ) ж +  f*i г, — Жзг,) у  - : , У xj ■ Уз:,____
—  Ж2 _|_уЪ  _ _  (Ж15 4-  Ж35) х  —  (2/15 +  у зз) У  * 1 +  У 1:2/33 ‘

Лю бая п ара этих равных отношений даёт уравнение кривой Бурместера: 
либо ТО1234 (равенство первых двух отношений), либо №12:15 (равенство первого 
и третьего отношений), либо (равенство двух последних отношений). Т ак
как  все три кривые имеют общую точку Р п , то координаты этой точки удов
летворяю т написанным равенствам, а такж е и следующему, получающ емуся из 
них составлением производной пропорции:

У —  2/15
X — X !

' \ х — Х1ъ) X

у —  Узь
Ху
-  У ",:,)

х

- Хп-



К аж ды й член этой пропорции представляет многочлен первой степени' 
относительно х , у,  обозначая эти члены сокращ ённо.через -_>4, gj3 .
gjf, 4V наше уравнение мы можем написать таи:

,/* .4 — о
•  13,24 =13,45 »13.4i о 13.24" (134')

Это есть уравнение конического сечения А13. проходящ его через полюс Р 1а. 
Составляя таким же образом уравнения для кривых Бурместера. проходящ их 
по три через другие полюсы, мы найдём всего 10 конических сечений, п ро 
ходящ их через точки Бурместера. Д л я  получения этих точек достаточно 
построить два конических сечения, которые, как известно, могут пересекаться 
не более чем в четырёх точках. Этим и определяется число точек Бурместера. 
Это имеет место, конечно, и для подвижной плоскости. И так, с у щ е с т в у е т  
н е б о л  е е ч е т ы р ё х  т о ч е к  н а  п о д в и ж н о й  п л о с к о  с т и, п н т ё р к и
и о л  о ж  е н и й к о т о р ы х  л и ж  а т  н а  о д н о м  к р у г е .

Это положение известно под именем теоремы Бурместера. К роме того, мы 
нашли, что т о ч к и  Б у р м е с т е р а  я в л я ю т с я  н е  т о л ь и о о б  щ и м и 
т о ч к а м и в с е х н я т и к р и в ы х  Б у р ,м е с т е р а, и о и о б щ и м и г о ч
к а м и д е с я г и к о н и ч е с к и х с е ч е н и й ,  к а ж д о е  и з  к о т о р ы х  п р о-
х о д и т  ч е р е з  о д и н  и з  д е с я т и  н о л ю  с о в.

Таким образом, вместо построения пары  кривых Бурместера можно по
строить пару конических сечений. Посмотрим, как  это сделать, например, 
для конического сечения /с13.

Нам известна уж е одна точка втого конического сечения, именно, Р ]3. Из 
его уравнения (1М ') видно, кроме того, что оно удовлетворяется при

К аж дое из четырёх приведённых уравнений представляет прямую; по
этому А18 проходит через четыре точки пересечения этих прямых в указанной 
комбинации. Таким образом, мы будем иметь еще четыре точки конического 
сечения, если построим эти прямые, а пять точек, как  известно, вполне опре
деляют коническое сечение.

Д л я  построения прямой ^ 3 „4 .— 0 преобразуем левую  часть этого уравне
ния следующим образом;

первая квадратная скобка обращ ается в нуль длп точек прямой Р^>Р23, а вто
рая — для точек прямой Р 14Р 34; следовательно, для точки и13 пересечения 
прямы х P i2P -23 и Р ц Р и  имеем g |3 „4 =  0, т. е. эга прям ая проходит через точ-

т. е. ранный угловому коэффициенту примой, соединяющей середины отрезкой 
РцР-2з 11 РцРи'< ати середины обозначены на чертеже буквами М '  п М " ,  
следовательно, прям ая gj,, 24 — 0 п араллельна М ' М " .  И так, для построения 
этой прямой надо через точку - п  ировести* |рям ую , параллельную  М ' М ".

$18,24 —  Н У м —  2/и) ( * —  * 12) —  Игз —  * к )  (У ~  2/12)] --

-  [ (2 /3 4  -  • 2 /1 4 ) ( *  —  J : 14) —  ( * 8 4  —  ^ 14) (2/ —  2/14 ) ] ;

КУ «13-(фиг. 293). К роме того, эта прям ая имеет угловой коэффициент:

А Л 1 _  (2/21+2/и) - -  iyyi- i-y .M) _  2
1 1

Y  (2/23 +  2/н ) — .j- (2/12 +  2/34)

d ,X  )  13.24 +  X 14 ) ---- {^ 1 2  —I— *^34 ) J 1
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так:
*1з,24 — 1(^14 — ît>) (* x is) +  (Уи — Уг>) \У — г/зз)] +

f  [(*̂ 34 — х зя) (х  —  х и ) +  [уи  —■ Уп) (у 2/14)];
первая квадратная скобка обращ ается в нуль для точек прямой, проходящ ей 
через Р 23 перпендикулярно Р у ’Р ц ,  а вторая — для точек прямой, проходящ ей

Д л я  п остроени я  п р ям о й  g } ^ * —-О п р еобразуем  левую  часть её у р авн ен и я

через Р ц  перпендикулярно Р 23Р 34; следовательно, для точки Т  пересечения 
этих прямы х §{з»4 =  0 - т. е. эта прям ая проходит через точку Т .  К роме того, 
она имеет угловой коэффициент:

( ЛУ ) 1 -= _  (*14 + * 3 4 ) " - (-* 1 2 +  ■>■,:-<) .  . 2~(;Гц +  ,Г!|4)~ ' Т 1а!11 +  а:1!|) _

U W  ' ( » U - f » S4 ) - ( l / 1S +  !/M| - -  1 ( У и + 2/м) - А ( 2/1.2 +  У23) ’

что означает, что эта прямая перпендикулярна к прямой М {М.,, соединяющей 
середины отрезков Р ц Р и  и Р ^ Р ц -  И так, для построения прямой ^ 3^4 =  О 
надо через точку Т  провести прямую , перпендикулярную  М {11/.,.

Аналогично строятся прямые gj3 45 =  0  и

По зле этого находим точку 6'j пересечения прямы х g 13 L>4 п g1:J точку S« 

пересечения прямы х §1345 и ?5з 4б’ Т0ЧКУ I  пересечения g [3 „4 и g j3 45 и точ
ку I I  пересечения g}3 2i и gjg 45. Т ак  как  последняя точка уш ла за  пределы 
чертеж а, то для построения конического сечения к13 применяем следующий 
способ, при котором эта точка явно не входи г в построение (фиг. 294). Ч е
рез точку I  проводим две произвольные прямы х gt и g., (для упрощ ения 
чертёжной работы одна из них, у нас g2, проведена через Р 13) и находим 
точки к '  и к " пересечения этих прямы х с #5з 04 и g{|j 45 соответственно. Далее 
находим точку г. пересечения k'Hf с P \ 3S\  и проводим через неё произвольную
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прямую, пересекающую gj в точке L t и g2 в точке £■>• После этого находим 
точку М  пересечения SjLy  с эта точка и будет точкой искомого кони
ческого сечения. В нашем случае получилась ги п ербол а1).

Е сли одна из точек Бурместера на неподвижной плоскости уйдёт в бес
конечность, то ото будет означать, что на подвижной плоскости имеется точка, 
пять положений которой леж ат на одной прямой. Но ото может случиться 
лиш ь при некотором особом расположении заданных пяти положений. Следо
вательно, вообще говоря, н е  с у щ е с т в у е т  к р и в о ш и п н о - ш а т у н н о г о  
м е х а н и з м а ,  п е р е в о д я щ е г о  п о д в и ж н у ю  п л о с к о с т ь  ч е р е з  

п я т ь  з а д а н н ы х  п и л о ж  е н и й.
Т акое же заключение можно сделать п относительно кулисного механизма.
П ользуясь точками Бурместера. можно построить шарнирный четырёх- 

звеннпк, передающий вращение между параллельными осями при условии 
соответствии пяти положений вращ ающ ихся звеньев. Пусть, например, поло
ж ения одного звена с центром вращ ения А  заданы лучами А т х, Ат„, Ат.л, 
Ат±, А т ь (фиг. 295), а соответствующие положения другого звена — лучами 
D n x, Dn.2, Dn.3, D n 4, D n :>. Д ля определения двух недостающих шарниров 
найдём относительные положения первого звена по отношению к одному пз 
положений второго, на чертеж е— по отношению к четвёртому; эти положения 
определяю тся точками А \ ,  А'.„ Л'3, Л 4, А', и лу чами A'.jn',,-, A'gn'a, А 4т А,
A'-jn.. Точки ,-tj, A ’.,, A ’a, .-14 п Л'- леж ат на одном круге с центром D ,  сле
довательно, последний является  одной пз точек Бурместера; поэтому имеется 
ещё по крайней мере одна точка Бурместера, кош рую  п можно найти для 
заданных гштй относительных положений при помощи кривых Б урместера пли 
конических саченпй. Эта вторая точка Бурместера и будет центром ш ар
нира, соединяющего шатун со вторым звеном в его четвёртом полож е
нии, т. е. точкой С4; соответствующ ая ей точка первого звена будет 
вторым шарниром ш а:уна. Таким образом, решение этой задачи всегда воз
можно.

1 Если получится всего четыре точки Бурместера, то одной из них будет 
центр D , а каж дая  пз трёх остальных может быть взята за  точку С4; следо-

J) H a c k m u l l e r :  A nalv tische  B estim m ung  der B urm esterschen P unk ten , 
Z e itsch rif t fu r angew andte M athem atik  und M echanik, A ug. 1938, и M aschinen- 
bau , D ez. 1938. Вместо применяемого этим автором метода комплексного пере
менного нами в этом вопросе применён координатный метод, который оказался  
ничуть не сложнее того.

Фиг. 294.

Если все четыре точки 
Бурме<йера действительны, то 
для построения четырёхзвен- 
ника мы имеем возможность 
выбрать из них две наиболее 
подходящие для постановки 
шарниров; всего оказывается 
шесть возмоячных комбина
ций. Если дно точки Бурме- 
c iep a  окаж утся мнимыми (два 
конических сечения пересе
кутся лишь в двух действи
тельных точках), то никакого 
выбора не будет, п может 
оказаться, что найденные две 
точки или одна пз них вовсе 
не годятся для постановки 
шарниров по условиям кон
струкции пли монтаж а. Н ако
нец, все четыре точки могут 
оказаться  мнимыми (кониче
ские сечения не пересекаю тся); 
тогда не существует меха
низма, удовлетворяющ его по
ставленному условию.
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вательно, будем иметь три решения, из которых можно будет выбрать наибо
лее подходящее для построения механизма.

Фиг. 2‘.>5.

Можно построить и крппошшшо-шатунныГ! механизм по заданным п я т у  
положениям ползуна, соответствующим заданным же пяти положениям криво-

Ф иг. 206.

шипа. П усть, например, положения ползуна заданы  точками D \,  D 2, D 3, 
D$ (фиг. 296), соответствующие полож ения кривош ипа — лучами А т х. Ат.,,
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А т 3, Л//?4. .4% . Построим все положения кривош ипа относительно пятого 
положения ползуна, для чего передвинем поступательно луч A//ij  на 
величину 1)^ 1):>, луч Ат*  — на величину D-,Db, луч А т ъ — на величину 
D 3D и луч Л м 4 на величину L)±Db. Затем для пяти положений Л 1т 1, 
Л./п.,, A . jn {i, Л 4/п4, А т -  найдем точки Бурместера. одно!) и:* которых на под
виж ной. плоскости, т. е. на плоскости кривош ипа, будет точка А ,  так  как  
пять её положений расположены на одной прямой. В торая точка Бурместера 
будет центром ш арнира, соединяющего плоскость кривош ипа с шатуном, т. е. 
точкой В-,\ соответствующая ей точка на плоскости ползуна С5 будет вторым 
шарниром шатуна. Соединяя жёстко точку D о ползуном, мы получим пять 
заданных положений этой точки, соответствующих пяти заданным полож е
ниям кривош ипа, при движении кривошипно-шатунного механизма А Б С .

§ 42. Синтез ныираиляющих механизмов.
Н аправляю щ ие механизмы, построенные по принципу'наилучш его касания 

шатунной кривой с прямой, обладают тем недостатком, что в них нельзя 
заранее определить границ практического совпадения траектории с прямой. 
Между тем на практике часто с т а и т с я  именно это требование. Д ля его выпол

нении п следует пользоваться тео
рией, изложенной в этой главе. На 
основании её могут быть решены сле
дующие задачи. *

Известны длины всех звеньев 
шарнирного четырёхзвеннина, тре
буется в шатунной плоскости его 
найти такую  точку, которая между 
двумя заданными положениями ме
ханизма двигалась бы почти по п р я 
мой .

П усть задан шарнирный четырёх- 
звенник Л В С !)  в двух его положе
ниях A B^C^D  и AB^C^D  (фиг. 297) и 
требуется найти в плоскости шатуна 
ВС  такую  точку, которая между эти
ми положениями двигалась бы почти 
по прямой. С отой целью берём ещё 
два промежуточных положения ме
ханизма Л В 2С-,и и А В 3С31), причём 
для упрощ ения построений точку С2 

берём в точке С,, вследствие чего в этой же точке получается полюс Р 12. З а 
тем строим полюсы Р )3, P 2;t u Р 2.( п проводим круг А-123 через точки Р 12, Р 13, 
Р}>3. О гот круг должен проходить такж е через ортоцентр 7 /ш  треугольника 
Р ]2Р )3Р 23. Затем строим полюсы Р 14, Р 24 и Р.'ч и проводим к р у г  А124 через точ- 
кл  Р 12, Р ]4, Р 24; он должен проходить такж е через ортоцентр Я 124 треуголь
ника Р Г4Р 14Р 24. Точка М х пересечения этих кругов, не совпадаю щ ая с Р 12, и бу
дет той тбчкой в первом положении шатуна, которая вместе с тремя остальными 
полож ениями Л/.,, М 3, Л /4 лежит на одной прямой, именно — на прямой, проходя
щей через оба ортоцентра Я 123 и H V2i. Можно ожидать, что в промеж утках 
М 2М 3 и Л /3Д/4 ш атунная кривая будет мало отличаться от отой прямой, что 
в действительности и наблюдается, как  показывает полное течение траектории 
точки М .  Д ля  проверки точности прямолинейного движения следует опреде
лить в каждом положении направление нормали при помощи мгновенного 
полюса; в нашем примере оказалось следующее: в точке М г нормаль пошла 
немного вверх от перпендикуляра к прямой, в точке М 2 — немного вниз, 
в точке М я — опять вверх, в точке М 4 — опять вниз; дальнейший ход траекто
рии показывает, что за точкой ещё имеется её точка на этой ж е прямой, 
равно как и за  точкой i l /4. Таким образом оказалось, что эта п рям ая пере
секает траекторию  в наибольшем возможном числе точек — в шести, т . е. 
наше требование выполнено с избытком.
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Следующая задача может быть поставлена так: дана прям ая и на лей две 
точки как  пределы движения шатунной точки почти по этой прямой; требуется 
построить шарнирный четырёхзвенник, осуществляющий это движение.

П усть на прямой g заданы точки Л/, и Л/4 как  пределы движения точки М  
шатуна (фиг. 2У8). которую предположим лежащей на оси ш атуна. Общий ход 
решения такой. Намечаем два промежуточных положения М., и М я,*берем 
к руг произвольного центра JJ и радиуса; з а 
даёмся длиной СЛ1 и строим на круге четыре, 
положения 6 '|, С.,. Г 4, соответствующие
точкам М х, М.2, М 3, Л/4; этим определяются 
четыре положения шатунной плоскости. Задача 
свелась, таким образом, к нахождению в по
движной плоскости на прямой М С  такой 
точки В ,  четыре положения которой лежали 
бы на одном круге. Центр этого круга может 
быть определён, как  четвёртая точка пересе
чения двух конических сечений, соответству
ющих прямой М С  в положениях 123 и 12-1. 
или иных двух, построенных для положений
123 и 134, или 123 и 234, или 124 и 134. илй
124 и 234,' или 134 и 234. Д ля  построения 
каждого конического сечении имеем три по
люса, например для С12в — полюсы P v,. Р у,.
Р.а  и т. д., и кроме того, все конические се
чения должны проходить через центр О, так- 
к ак  Ci, С\, С,j, С4 леж ат на круге с этим центром, п через бесконечно уда
лённую точку как  центр круга, обративш егося в прямую  g. Таким  образом, 
для каж дого конического сечения имеем пить точек, по которым они и могут 
быть построены.

Однако, для упрощ ения построения полезно сделать такой выбор поло
жений, при котором конические сечения распались бы на пару прямых. С этой 
целью делим отрезок М {М 4 на три равные части и точки деления принимаем 
за промежуточные положения М., и Л /:|, а точку ( \  берём на перпендикуляре, 
восставленном и* середины М ХМ,,\ в этой же точке считаем находящ имся и 
второе положение этой точки, т. е. С-,. вследствие чего здесь ж е окаж ется и 
полюс Р у;. Затем берём произвольно центр 1), описываем круг к(* и определяем 
на нём Сн и 6У так. чтобы С3М 3 - -  С4М 4 -  - C y i/j. Вследствие совпадения С ( 
н С., полюсы Р | !t и Р п  леж ат иа одном перпендикуляре, восставленном из 
середины С\С:j. а потому проходящем через 1); точно так  же полюсы Р и  и P #  
леж ат на перпендикуляре, восставленном из середины СХС4 и такж е п рохо
дящем через D; определяем .и  полюс Р-и . Коническое сечение С12;) проходит 
через точки Р 13, 1 \ я и D, лежащ ие на одной прямой, а потому распадается 
на эту прямую  и вторую прямую , проходящ ую  через Р К и бесконечно уда
лённый центр Оэс. Но прям ая Р ц Р ю как  полюсная прям ая соответствует 
полюсу Р п  как  точке подвижной плоскости и поэтому из дальнейшего рас
смотрения исклю чается. Точно так же найдём, что коническое сечение Ст  
распадается на исключающуюся полюсную прямую  Р и ТУ же прямую  
Р^Ож- Таким образом, точка пересечения CJ2S и С 124 остаётся неопределённой, 
мы знаем только, что она лежит на Р \ 2Ооо. Поэтому надо привлечь ещё одно 
коническое сечение; возьмём С1:|4. определяемое точками Р 1Ъ, Р 14, Р 34, D, О » .  
Нет надобности строить всё коническое сечение, но лишь найти его точку на 
прямой Р ]2Оэс. что делается следующим образом. Находим точку Е  пересече
ния Р и ? н  и Pi-ficc и точку F  пересечения Р и 1) и Р^Оос', затем находим 
точку О пересечения E F  с Р ^ Р ц ', точка пересечения DG с Р !2Ооо и будет 
искомым центром А .  Точку В  подвижной плоскости, соответствующей этому 
центру, получим, построив угол А Р хзВ г, ранный смежному с углом П Р 1аС [, 
и находим точку В 5 как  точку пересечения P 13BX с Л /1С 1. Таким образом, мы 
получим четырёхзвенник A B C D .  П остроенная для этого механизма траекто
рия точки М  показы вает хорошее приближение к прямой на заданном участке. 
Т ак  к ак  эта кривая пересекает прямую  g ещё в пятой точке М '  вне участка, 
то внутри участка должна быть ещё одна точка кривой на п рям ой g.

Можно ещё более упростить решение, если четыре полож ения точки С 
взять  на среднем перпендикуляре к М гМ 4, а следовательно, и к М « М 3, п р и 
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чём эти полож ения окаж утся попарно совпадающими: СХ с Q  и С , с Сц (фиг. 
299); в этих ж е точках будут полюсы Р и  и соответственно, а другая п ара 

, противополюсов .Р12 и P Si  располож ится на среднем перпендикуляре к Р ц Р-^ь 
в равных расстояниях; на том ж е перпендикуляре будут и остальные два по
люса -Р]з, Р,л . Вследствие параллельности полюсных прямы х у прямой Б у р 
местера получаю тся четыре бесконечно удалённые точки, а потому в её состав 
входит бесконечно удалённая прям ая, выпадаю щая из рассмотрения. Остав-

Фпг. 299
шееся коническое сечение вклю чает прямую содержащ ую  четыре полюса

13’ 24' Р а1; на этой прямой доля;еп быть взят центр D  окруж ности, п рохо
дящей через Сх, С.,. С3,~ С.,. Д ругая  прямая определяется парой полюсов Р 14, 
P i3; на ней в любой точке можно взять центр А .  Д ля  получения точки В г 
достаточно построить M i P l2B i —  О ^ Р ^ А  и найти точку В х как точку 
пересечения стороны Р \ Ф \  этого угла с прямой М ХСХ. В результате получим 
механизм A B C D ,  осуществляющий заданное движение. Т раектория точки М  
имеет форму восьмёрки, следовательно, на заданной прямой леж ит п ятая  точка

кривой, соответствующая участку вне 
М ХМ±, поэтому на участке М ХМ 4 дол
ж на быть ещё одна точка, которую мож
но обнаруж ить построением нормали.

Полученный механизм имеет истори
ческое значение как  механизм, изобре
тённый Эвансом для своей паровой ма
шины вместо механизма У атта. Инте-

Ф иг. 301. Ф иг. 302. ■
ресно отметить, что механизм Уатта может быть получен из механизма Эван
са применением теоремы Робертса (фиг. 300). Исторически, однако, оба ме
ханизм а изобретены независимо и задолго до открытия Робертсом его 
теоремы. Механизм Эванса прим енялся затем в индикаторе Розенкранца 
(фиг. 301).

Н а этом механизме покажем ещё возможность использования направляю 
щих механизмов для построения механизмов с пассивными связями. П редста
вим себе присоединённым к этому механизму ещё пятое звено, сочленённое
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шарниром в М  с шатуном и поступательной парой со стойкой (фиг. "02). 
В пределах прямолинейного движения точки М  это звено будет совершать 
прямолинейно-поступательное движение, а за этими пределами механизм во
обще работать не будет. Поставим теперь наш пятизвенный механизм на это 
пятне звено. Тогда точка М  станет неподвижным центром вращения звена 
E M B C i  точки А  и D  
будут двигаться по 
параллельным п ря
мым, и механизм мо
жет быть использован 
для приведения вдви- 
женне насоса, как  это 
н было сделано в се
редине прошлого сто
летия Нерлихом в 
Германии.

Можно поставить 
себе задачей постро
ить направляю щ ий 
механизм для пяти 
заданных положений 
ведомой точки. Д ля  
этого задаёмся пятью 
положениями: M v
М 2, M s, М 4, М ъ на 
прямой g (фиг. 303), 
берём произвольный 
центр А  и проводим 
из него круг, на ко 
тором отмечаем пять 
положений: B v  В 2, Фиг. 303.
Д3, В 4, В ъ так, чтобы
М 1В 1 =  М 2В 2 =  М 1В 3 —  М 4В 4 —  М ьВ ь. гХакп\\ образом определяется пять поло
жений подвижной плоскости, для которых находим полюсы. Д ля построения 
кривой Бурместера т 1234 намечаем, что вследствие МЛ М 2 =  M * M S —  М 3М 4 

' ‘ — М 4 М ь полюсы Р 13 и / \ 4 находятся на
равных расстояниях от прямой Р \4Р 23, а потому 
эта прям ая будет средней линией Су для т 1234; 
найдя затем центр 1?! пучка лучей, строим и 
самую m 123.j. Точно так ж е найдём, что прямая 
Р ц Р ц  будет средней линией Сг для т 1245, а най
дя центр iS2, строим и самую т 1245. Обе кривые
должны пересекаться в Р ]2, Р „4, А  и Ох',
кроме того, они пересеклись еще в двух точках 
D  и F ,  каж дая пз которых может быть принята 
ва неподвижный центр в дополнение и А .  На 
чертеже взята точка D, вследствие чего получил
ся механизм A B C D :  действительная траектория 
точки М  на всём протяж ении от М А до М 5 не
отличима практически от прямой. На фиг. 30̂ < 
показана траектория этой точки при устройстве 
центра в F ,  а иа фиг. 305 образован механизм с 
центрами в D  п F .  В обоих последних случаях 
траектория точки М ,  хотя, и проходит через все 
пять точен на прямой g, но в промеж утках М { М 2 
и М 4М Г, заметно отклоняется от этой прямой. 
Точки D  и F  могут быть такж е определены при 
помощи коплческих сечений, как  было указано 

’ выше.
Д ля  каж дого из трёх найденных механизмов можно по теореме Робертса 

найти ещё два механизма, удовлетворяющ их поставленному условию .
Посмотрим ещё, как  можно получить шатунную кривую , проходящую че

рез шесть точек на одной йрямой, и применим для этой цели кулисный меха
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низМ. П усть заданы шесть точек Л /,. М 2, Л/3. Д/4, М &, M t  на прямой g в 
равных расстояниях одна от другой (фиг. ,106). Проведём к М ХМ Ь средний 
перпендикуляр К О ж  и возьмём на нём центр Я  вращения кулисы. Таким об
разом, для шатуна будем иметь шесть положений, определяемых прямым»,

проходящими через D  и черегз точки М к 
(/сг— 1, 2. 4, 5, 6). Т ак как  положения
птОй прямой симметричны относительно 
КОоо, то для определения механизма до
статочно взять четыре полож ения: M XD ,  
Л/2.0, М ЛТ), М ,J ) . Возьмём ещё точку А  на 
той ж е прямой и построим её четыре п о 
ложения Лт3. Лг4. Если взять дне
тройки положений, например 124 и 134, 
то для каждой тройки найдём коническое 
сечение как геометрическое место центров 
кругов, проходящ их через тройки полож е
ний точек прямой в подвижной плоско
сти. Вследствие симметрии положений 3 и 
4 относительно,КОоо коническое сечение 

. к т  распадается на прямую  К О оо  и  другую  
ч прямую ; мы будем искать центр А  именно 

па К О оо,  отбрасывая вторую прямую . Д ля 
конического сечения /г124 мы имеем пять 
точек: Р ] 2 . Р и , P.z i , Оос и центр 0 1у  к ру 
га, проходящего через N x, JV2 , Л \ .  Строить 
это коническое сечение нет надобности, 

Фиг. 305. так как  нас интересует лиш ь о д н а  его
' точка, именно — точка пересечения его с

прямой КОоо,  не считая О х . Д ля нахождения её определяем точку Е  пересе
чения ОуРоц с К О х  и точку F  пересечения Од-Р12 о Р и Оос. Затем находим 
точку G пересечения E F  с Р ц Р >4 11 проводим прямую  О Р Х2- которая и пере

сечёт КОоо в искомом центре А .  Точку В х на прямой О М х получаем построе
нием угла  A P K Bi,  равного углу Ох Р ХпМ }. К рут из .1 радиусом А В Х пересе-
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чёт прямые М ф ,  М я1), M t t), а вследствие симметрии и Л /5/) , в соответ» 
ственных точках В 2, B s, В 4, В-у B R. Таким образом, получим механизм A B D , 
точка М  шатуна которого опишет траекторию , проходящ ую  через шесть то
чек прямой g. Н а всём участке траектория практически неотличима от
прямой. ”

§ 43. Синтез механизмов г остановкой.
По отношению к этим механизмам можно сделать такое же замечание: 

наилучшее касание шатунной кривой о кругом не обеспечивает заранее ж ела
тельных границ практического совпадения кривых, что определяет п р о д о л 
ж и т е л ь н о с т ь  о с т а н о в к и .  Поэтому и здесь целесообразно применить 
метод отдельных положений для решения следующих задач.

Известны длины всех звеньев шарнирного четырёхзвенника: требуется в 
шатунной плоскости его найти такую  точку, которая между двумя заданными 
полож ениями механизма двигалась бы почти по кругу.

П усть задан шарнирный четырёхзвенник A B C D  в двух его полож ениях 
А В ^ С ХП и АВ^СцП  (фпг. :i07); требуется найти в плоскости ш атуна В С  такую

Фиг. И07.
точку, которая между этими полож ениями двигалась бы почти но кругу . 
С этой целью берём ещё два промежуточных полож ения механизма Л В 2С21) и 
A B 3C3D  и для четырёх положений ш атуна находим точки, четыре полож ения 
которых леж ат на одном круге. Эти точки, как известно, леж ат на кривой  
Бурместера, а потому любая точка этой кривой может быть принята за  иско
мую точку. При выборе той или иной точки можно руководствоваться р аз
личными соображениями.

Можно, например, пож елать, чтобы эта точка леж ала на оси шатуна, что 
может быть благоприятно для конструирования. В таком случае получится 
е д и н с т в е н н о е  решение, так как  на этой прямой уж е имеются две точки 
В  и С такого свойства, а  больше трёх таких  точек на прямой быть не может. 
Д л я  нахождения этой точки можно не строить кривой Бурместера, но найти
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Центр 'искомого круга как  четвёртую точку пересечения конических сечений 
А-12з и /с124, которые пересекаю тся в точках Р 12, А  и D.  Для. к12з, кроме того, 
имеем точки и jP23, а для /г124 — точки Р ц  и Р ц ’> таким образом, каждое 
коническое сечение определяется пятью  точками.

Но можно руководствоваться длиной передаточного шатуна и положением 
ш арнира на ведомом коромысле. В этом случае целесообразно построить диа
грамму радиусов кругов по дуге кривой Бурместера, как  это было указано 
выше (см. стр. 186), и определить область использования этой кривой.

Можно, наконец, взять не два, а три промежуточных полож ения, и опре
делить точки Бурместера для полученных пяти  полож ений. Если они о к а 
ж утся подходящими для конструкции, то получим наилучш ее приближ ение к 
кругу , что будет означать наиболее точную остановку, без заметных отклоне
ний ведомого коромысла й промеж утках.

Следующей задачей может быть так ая . Д ан круг и на нём две точки, как  
пределы движения шатунной точки почти по этому кругу; требуется построить 
четырёхзвенник, осуществляющий это движение. ,

П усть на круге к заданы точки М л и М А, как  пределы движения точки 
М  шатуна (фиг. 308), и пусть эта точка лежит на оси ш атуна. Намечаем два

промежуточных полож ения М 2 и М 3, берём круг произвольного центра D  и 
радиуса, задаёмся длиной С М  и строим четыре полож ения Сх, С2, С3,- С4, со
ответствующие точкам М ь  М 2, М г, М 4; этим определяются четыре полож ения 
шатунной плоскости. Задача свелась, таким образом, к предыдущей; находим 
на С М  точку В ,  четыре полож ения которой леж ат на одном круге, центр к о 
торого А  принимаем ва неподвижный центр. В результате получаем ш арнир
ный четырёхзвенник A B C D ,  точка М  шатуна которого описывает траекторию , 
совпадающую практически с дугой круга  на участке М ХМ ^

. Вместо ш арнирного четырёхзвеннина можно построить кривош ипно-ш атун
ный механизм, удовлетворяющ ий поставленному условию. Д л я  этого надо п о
ступить так: либо вместо круга  с центром D  взять прямую  и найти по-пре- 
дыдущему кривошип А В ,  либо взять круг с центром D  и искать в плоскости 
ш атуна точку, четыре полож ения которой леж али бы на одной прямой, и 
принять эту прямую  за линию движения ползуна. .Решение той и другой за
дачи предоставляем читателю, так как  после всего сказанного оно не пред
ставит затруднений.

Решим ещё поставленную  задачу посредством кулисного механизма, для 
чего на заданном круге между точками М j и М 6 возьмём четыре промеж у
точных точки М %, М ь, М 4, М ъ (фиг. 309) на равных расстояниях М ХМ 2 =  
=  M 2M i —  M iM i ~ M iM b =  Mr<M <i, а центр D  вращ ения кулисы  возьмём на- 
оси симметрии, на которой такж е будем искать центр А  вращ ения криво
шипа. Задача может быть решена совершенно аналогично задаче о н аправля
ющем механизме, решённой на стр. 206. Но ввиду того, что в данном примере
208



полюсы оказываю тся весьма близко один от другого, невозможно достигнуть 
хорошей точности. Поэтому предлагаем м е т о д  п р о б ,  дающий в таких с л у 
ч аях  большую точность и заключающ ийся в следующем. Н а прямой M D  бе
рём ряд точек и строим для каждой точки шесть её полож ений, отклады вая 
М 1В 1 =  М 2В 2 =  М 3В 3 =  М 4В^ =  М 5В Ъ =  М 6В Ё. Среди этих точек найдём и 
такую , шесть положений которой леж ат на одном круге; вследствие симмет
рии движ ения шатуна центр А  этого круга  будет леж ать на оси симметрии. 
Т аким  образом, получаем механизм A B D ,  точка М  шатуна которого описы-

Фиг. НОУ.

вает траекторию , совпадающую практически с дугой круга  на участке М хМ й. 
Если бы точку  М  двигать точно по кругу при помощи кривош ипа ОшМ.  то 
точка В  описала бы траекторию , практически  совпадающую с дугой к руга  на 
участке В хВ й. ,

Рассмотрим далее следующую задачу. В плоскости ш атуна данного четы
рёхзвенника найти такую  прямую , четыре полож ения которой проходили бы 
через постоянную  точку.

П усть мы имеем шарнирный четырёхзвенник A B C D  (ф иг. 310). В зяв  его 
четыре последовательных полож ения и построив полюсы, проведём четыре 
круга  к1П, /о|24, /сш , *2:14’ описанных вокруг ^полю сных треугольников 
P KP n P-iз, Р и Р н Р ц <  Р  13^ и ^ 34- Р ^ Р ц Р и  соответственно; они пересекутся и 
общей т о ч к е '5 , которая и будет искомой постоянной точкой. П рям ая gr будет 
прямой ортоцентров полю сных треугольников Р \ 2РулР13, Р п Р \$ Р \4 , Р \зР ц Р -ц  
и вместе с остальными её полож ениями g 2, gj, g t она проходит че
рез точку S.

Е сли теперь прямую  g реализовать в виде стерж ня, ж ёстко связанного с 
ш атуном В С  и ходящего во втулке, ш арнирно связанной с коромыслом E F  
так, что в некотором положении коромысла центр Е  ш арнира совпадает с 
точкой S ,  то в этом положении коромысло будет иметь остановку во всё вре
мя движения четы рёхзвенника от первого до четвёртого полож ения. Эго вре
мя мы можем назначить наперёд, взяв  соответственно этому дугу круга  кри 
вошипа B vB t \ отклонения в промеж утках В ХВ.У В 2В Л и В 3Вц будут ничтож ны

V» Синтез механизмы!
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П усть мы имеем теперь лисньш механизм A B D  (фиг. 311), на окруж н о
сти кривош ипа которого взяты  i:a равных расстояниях и симметрично к A D  
четыре тоя "И В х, В.,, В 3, В%. Д ля  четырёх положений шатуна nait^i5'* шесть 
полюсов, которые все будут леж ать на одном круге к. Этот круг  будет, таким 
образом, представлять все четыре круга, описанных вокруг полюсных тре
угольников, а потому любая точка этого круга может быть принята за точку S  
их пересечения, т. е. за постоянную  точку, через которую проходит прям ая g 
шатунной плоскости в четырёх заданных полож ениях. Этот же круг вместе с 
прямой A D  представляет кривую  Б ур- .
местера. * '

Е сли теперь построить коромысло 
E F  так , чтобы в каком-либо его поло
жении точка Е  совпадала с S,  то в 
этом положении коромысло будет иметь 
остановку продолжительностью , равною 
времени поворота кривош ипа от А В Х 
до A B t . К онструктивно целесообразно 
на ш арнир Е  надеть ролик, катаю щ ий
ся  по линейке, жёстко связанной с ш а
туном и п араллельной  прямой g.

Н аконец, для устройства механизма 
с остановкой можно использовать лю
бой направляю щ ий механизм. Пусть, 
например, построен шарнирный четы
рёхзвенник A B C D  (фиг. 312), точка Е  
ш атуна которого описывает траекто
рию, в известной своей части достаточно
хорошо приближ аю щ ую ся к прямой. Тогда по этой прямой устанавливаю т 
стерж ень Q, жёстко связанный с коромыслом, имеющим центр вращ ения в 
G, а в точке Е  помещают шарнир, соединяющий ш атун со втулкой, ходящей 
по стержню . Во всё время движения точки Е  по прямой коромысло будет 
иметь остановку в заданном положении.

Фиг. 312.

VIII. СИНТЕЗ МЕХАНИЗМОВ ПРИ НАЛИЧИИ ДОБАВОЧНЫ^
УСЛ О ВИ И .

§ 44. У словия Г р а с го ф а 1).

На п рактике почти всегда приходится проектировать механизм, вклю чаю 
щий в свой состав непрерывно вращ ающ ийся вал. Д л я  четырёхзвенного м еха
низма это ведёт к  требованию соблю дения известного условия Грасгофа. 
Ограничимся только случаем кривошипно-коромыслового механизма; тогда не
прерывно вращ ающ ийся вал будет наименьшим из четырёх звеньев, а сумма 
длины этого звена с длиной наибольш его звена долж на быть меньше или р ав 
на сумме длин двух остальны х звеньев. Случай равенства даёт предельный 
механизм; по соображениям, изложенным в шестой главе, таких  механизмов 
следует избегать, а  потому в дальнейшем мы их исключим из рассмотрения.

Рассмотрим теперь, какое влияние на выбор длин звеньев окаж ет это 
условие в качестве добавочного условия к тем, которые были поставлены в 
предыдущей главе.

При двух заданных полож ениях подвижной плоскости можно задаться 
двумя точками этой плоскости и одну из них принять за центр ш арнира 
соединяющего плоскость с плоскостью  вращ ения вала . Если центр вала за 
дан, то эта точка не может быть в зята  произвольно, но на перпендикуляре 
восставленном из середины отрезка, соединяющего два полож ения этого цен 
тра относительно заданных положений плоскости (см. стр. 166). В таком слу 
аае мы можем задаться ещё радиусом кривош ипа как  наименьшего звена 
В торая точка подвижной плоскости может быть взята  произвольно, однако 
на расстоянии от первой, большем радиуса кривош ипа. Если задан такж е * 
центр вращ ения коромысла, то относительно второй точки должно быть со

Этот параграф  разработан нами самостоятельно.
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олюдено ещё такое ж е условие, как  и для  первой точки при заданном центре 
кривош ипа. О кончательно место второй точки обусловливается требованием

Грасгофа. Т акт как  задание неподвижных центров равносильно заданию^ цен
тров на плоскости ш атуна, то мы решим задачу в последнем предположении.

И так, пусть два полож ения подвижной плоскости заданы  отрезками 
B xCi —  B 2C2 —  l  (фиг. 313), а неподвижный центр А  выбран на перпендику
л яр е  к  В ^ , ,  в середине этого отрезка, так  что А В 1 —  А В г =  г I. Восставив
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перпендикуляр из середины CjCo. возьмём на нём такую  точку D ,  чтобы: 
окруж ность, описанная из неё кап из центра и проходящ ая через Сх и С2, 
пересекла как  окруж ность кг. описанную из А  радиусом l - j - r ,  так и о к руж 
ность Д о п и с а н н у ю  и з ^ 4  радиусом I  — г.^Точки пересечения C q и  Сд будут 
крайними положениями точки С, а потому условие Грасгоф а будет выполне
но, т. е. механизм будет кривош ш ш о-коромысловый.

Е сли заданы  два полож ения коромысла D n x и Л п 2, соответствующие двум 
положениям кривош ипа А В Х и А В 2 (фпг. 314), то для построения ш арнир
ного четырёхзвеннина, осуществляю щего заданное движение, строим прежде 
всего положение Л ' В кривош ипа А В 2 относительно D C X при [повороте коро
мысла из D n 2 в D n x и из середины B jB ^  восставляем перпендикуляр. На этом 
перпендикуляре надо взять такую  точку, чтобы окруж ность, проведённая из 
неё к ак  из центра и проходящ ая через В х и В 2, пересекла окруж ности кх и 
к2 из центра D, касательны е к кругу  кривош ипа. Т очка Сг с окружностью  с 
удовлетворяет этому условию; точка (С^) с окруж ностью  (с) не удовлетворяет 
ему. В результате получаем кривошипно-коромыслоный механизм A B - f i^D .  
При трёх заданных полоя?ениях можно задаться о д н о й  точкой подвижной 
плоскости, три полож ения которой леж ат на окруж ности данного j  радиуса,

принимаемой за окруж ность кривош ипа. П усть такой точной будет В  (фиг. 
315). Задаемся затем длиной В С = 1  и на окруж ности радиуса I из центра В  
берём ряд  точек, для которых находим центры кругов, проходящ их через их 
три полож ения. Если круг этих точек пересечёт круги  кг и к2 из центра А  
радиусами l - j - r  и I — г, то он и будет кругом коромысла. Т очка С j удовле
творяет этому у с л о в и ю , а точка (6'i) — нет. В результате получаем механизм 
Л В ,С ,7 ). "

Подобным же образом можно построить кривошипно-короыысловый меха
низм по трём соответственным парам  положений кривош ипа и коромысла.

П ри четырёх заданных полож ениях и заданном радиусе кривош ипа п о л у 
чаются определенные точки на подвиж ной плоскости для центра кривош ип
ной головки ш атуна. Д ругую  точку — для центра коромысловой головки ш а
т у н а — надо выбрать на кривой Бурместера. К аж д ая  так ая  точка уж е вполне 
определяет как  длину ш атуна I, так  и радиус коромысла В .  В зяв ряд  таких 
точек, можно выбрать из них такую , которая давала бы механизм, удовлетво-
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риющий условию Грасгофа. Проведение этого процесса п р о б  на каком-либо 
примере предоставляем читателю. ,

П ри пяти заданных полож ениях получается не более четырёх точек на 
подвижной плоскости для постановки ш арниров (точки Бурместера); поэтому 
можно только проверить, для какой из шести возможных комбинаций удов
летворяется условие Грасгофа

§ 45. Зядавие мёртвы х положений.

Будем называть «мёртвыми» положениями такие полож ения какого-либо 
звена механизма, когда скорости всех точек этого звена равны нулю, между 
тем как  все остальпйе звенья имеют в этот момент определённые скорости. 
Особенность такого положения механизма заклю чается прежде всего в том, 
что бесконечно малое отклонение механизма влечёт бесконечно малые отк л о 
нения всех звеньев кроме того, которое находится в мёртвом положении, — 
последнее не отклоняется вовсе; точнее говоря, его отклонение представляет 
величину бесконечно малую высшего порядка по отношению к отклонениям 
других звеньев. Т ак  к ак  бесконечно малые отклонения первого порядка х а 
рактеризую тся мгновенным полюсом, то у звена, находящ егося в мёртвом по
ложении, такового не оказывается, точнее его положение неопределённо, так 
к ак  скорости всех точек звена могут быть нулями только при нулевой 
угловой скорости, а в этом случае все скорости будут нулями независимо от 
полож ения п оли са.

Ш атун четырёхзвенника не может находиться в мёртвом положении, ибо 
1ч'о означало бы равенство нулю скоростей и двух других звеньев этого ме
ханизма, но для многозвенного механизма такое положение могло бы о к а 
заться . В четырёхзвенном механизме мёртвое положение может иметь место 
только для коромысла. В этом случае для построения механизма по н есколь
ким заданным полож ениям, среди которых указано одно мёртвое, следует 
построить полож ения остальны х звеньев именно относительно этого мёртвого 
полож ения; для четырёхзвенного механизма это приводится к построению от
носительных положений звена, противополож ного коромыслу. Рассмотрим 
поэтому, какие изменения в построениях произойдут при таком задании.

! П усть заданы  два полож ения подвиж 
ной плоскости относительно мёртвого п о 
ложения другой подвижной плоскости. В 
положении, соответствующем мёртвому по
ложению звена, мы должны считать два 
бесконечно близких полож ения подвижной 
плоскости, следовательно, должны считать 
существующим мгновенный полюс, кото
рый будет такж е мгновенным полюсом и в 
относительном движении, так  как  за этот 
бесконечно малый элемент времени звено, 
к которому отнесено движение, не переме
щ ается. Поэтому в целях приведения это
го случая к обычному, рассмотренному в 
предыдущей главе, будем считать такое 
положение за  два совпадающих, но при 
наличии полю са, второе ж е заданное по
ложение будем считать третьим. Н а ({шг.

Ф иг. 316. 316 это выраж ено тем, что отрезки А 1В 1
' ' и А »В 2 совпадают, а полюс Р 12 находится

в мгновенном полюсе этого полож ения; кроме того, задано положение А 3В 3, 
определяющее два остальных полюса Р 13 и Р 23 в одной точке. Х отя эти полюсы 
совпали, но полю сная прям ая _Р13Р 28 имеет вполне определённое положение, так  
к ак  она образует с /*i3P 12 угол, равный половине угла  поворота из полож е
ния 7 в положение 3 (с сохранением направления поворота, у нас — по часо
вой стрелке); эта прям ая обозначена через р 12. К р у г, описанный вокруг по
люсного треугольника касается этой прямой; он обозначен буквой к.
Полюс симметричен с Р 12 относительно р 12- а  полюсы P 2yj и P \ z со
впадают с Р 13 и Р.2з\ таким образом, к р у г  к3 симметричен с к относительно 
214



носительно Р ^ Р ц .  Т очка Я i23 пересечения кругов 
треугольника Р ц Р ^ Р 2?,- Эги круги, будучи п ре
дельными положениями кругов, описанных во
к руг полюсных треугольников трёх произволь
ных положений плоскости, при совпадении двух 
из них и при наличии полю са Р 12 являю тся 
геометрическим местом точек, тройки положений 
которых леж ат па одной прямой, причём два из 
этих положений бесконечно близки. Точно так 
ж е точка круга  к является точкой пересечения 
трёх положений некоторой прямой подвижной 
плоскости, из которых два бесконечно близки.

Зададимся теперь радиусом г кругов, на ко
торы х должны леж ать тройки положений точек.
С этой целью используем применявш ую ся нами

открытую  цепь с кривошипом Р ^ М 13=: ------—-----
' 2 S i n  ^

и касаю тся прямой р 12. епмметрпчной с р 12 от- 
*i, A-,, ft-j есть ортоцентр

И /.

и жёстким треугольником

13

ЭД|з-4|яО I кггорэм  А  ;jO n = : r , М 13л 13 — M v2Ol3 — (фиг. 317).
2 sin — е13

Т огда,м ы  найдём, что при всех полож ениях этой цепи прям ая 0 13А и  в своГм 
первом положении будет проходить через полю с Р 1г, будучи радиусом круга 
тройки полож ений. Поэтому цепь получит движение с одной степенью свободы, 
обратись в кулисный механизм с центром вращ ения кулисы  в Р 12, а точки А 19 
и O j3 опишут искомые геометрические места. И так, геометрическое место точек 
подвижной плоскости при двух ев бесконечно близких полож ениях, тройки 
положений которых леж ат на кругах  заданного радиуса, а такж е геометриче
ское место центров от ж  кругов представляю т шатунные кривые одного и то
го .ж е кулисного четы рехзвенника.

” Д л я  построения этого четырёхзвенника надо за основание ого взять  отре
зок  Р 'ц Р ц .  затем построить равнобедренный треугольник с основанием, р ав 
ным заданному радиусу г и углом при вершине, Травным углу поворота в13, 
соединить его с кривошипом, имеющим центр вращ зния в /*13 и радиус, р ав 

ный боковой стороне треуголь
ника, и снабдить его стерж нем , 
проходящ им сквозь втулку 
(кулису), вращающуюся во
круг центра А 2 1).

Ввиду того, что полюсы 
-Р13 и Р з̂ совпадают, других 
четырёхзвенников для  той же 
цели мы не »получим, что со
гласно с теоремой Робертса — 
Чебышева.

Применим полученные вы
воды ктпосгроению  кривош ип
но-кором мелового механизма 
по двум парам соответствен
ных положений кривош ипа и 
коромысла, из которых одна 
п ара заклю чает мёртвое поло
жение коромысла. П усть это 
последнее задано прямыми 
D n xn 2 и D n 3 (фиг. 318), а  со
ответствующие полож ения 

А В 3. П остроив относительное

Ч .

Фиг. 318.

нривош ина заданы радиусами АВ^В^

*) Эта задача решена нами’на основе'идей С. А. Ч еркудинова, вы сказан
ных им в цит. соч.

Рп< круги  к х и к9 совпадают

к
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п олож ен ие кривошипа А В 3 в  виде отрезка А ' Б 3> восстании из середины 
7?j В.’, перпендикуляр; на [этом перпендикуляре надо искать точку Сл  как. 
центр круга , проходящего через В \,  В 2, В а. Но, с другой стороны, полю с Р 12 
находится в центре А ,  а потому для перемещения В ^ В 2 нормалью служ ит 
•1В, * тапим or'] алом точка Сi долж на1 леж ать на этой нормали. Это впрочем 

'  ’ ■" очевидно и непосредственно,
f f j 0 __ д  так  как  в мёртвом положении

', - - ' - = 9  точки А ,  В] и <7j должны ле
; ж ать  на одной прям ой .
1 В результате получим ме-
i ханизм A B i C i D.

\  /  | Такой случай имеет место
! при устройстве двери авто

буса, открываемой ю л ьк о  во
дителем. П усть А Ь \  есть ко
ленчатый вал, управляемы й 
водителем, B xCi— ш атун, сое
диняющий этот вал с дверью 
D n ! (фиг. 31У); эта дверь в 
закрытом положении не может 
быть откры та пассажирами, 
но откры вается водителем, ко 
торый поворачивает вал в по
ложение А В 3, отчего дверь 
открывается и занимает поло- 

Фнг. 319. жение D n 3. Ш арнир Сг полу
чается как  точка пересе

чения В гА  с перпендикуляром, восставленным из середины \В^В3 . Задаваясь 
длиною  ш атуна ВС  вместо кривош ипа А В ,  мы должны будем для решения 
задачи применить указанны е выше геометрические места.

Можно построить для той же цели кулисный механизм. П усть заданы два 
полож ения кулисы: мёртвое Б п л п2 и другое D n s (фиг. 320) и соответствую
щ ие положения пло- -

, \п ,
/п,т , А

скости кривошипа 
Ат^ШоШ А т в. Строим 
относительное поло
ж ени е плоскости кри
вош ипа А т 3 в виде
А'т.. определяем,
как  было указано , по
люсы Р г2, Р 13, Р 23 и 
к р у г  А,. Н а этом кру 
ге берём произволь
ную точку В х, другое 
полож ение этой точки 
В леж ит па круге к3. 
Т очка пересечения 
кругов  кх и к3 Фиг. 320.
ортоцентр Н \23, ока
зал ась  очень близко к В х, а потому для большей {точности находим В 3 дл я  
проведении примой В-уВ'.л, которая и будет о сью 'ш атун а ' в мёртвом положении; 
как  хорда В у11 УУЛ (точка Я 125 ввиду близок ти её к В х пе ноказана на чертеже) 
она п ерпен ди кулярн а к А В Ъ ибо / / 123 есть точка, диаметрально противопо
лож ная А  на круге  кг. В результате мы получим механизм A B XD.

П усть теперь заданы  три полож ения подвижной плоскости относительно» 
мёртвого полож ения другой подвижной плоскости отрезками А 1В 1 ^ А 2В 2, 
А 3В g п А ^ В 4; (фиг. 321) и полюсом Р и . По-предыдущгму сгроим полюсную 
прямую  P V)P 23 и аналогично — полюсную прямую  РцР-ц.  Полюс Р-.А опреде
ляется  обычным путём , а полюс Р\л  —  как- точка, симметричная Р и  относи-
■2к. '
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тельно Р ^ Р ц . Обычным путём находим точки п12, п13= а -2:!, тг14 =5= ^34; что к а 
сается точки к;и, то её положение на Р щР ц  определяется так . Из предыдущей 
главы (см. стр; 183) мы знаем, что эта точка соответствует точке Р д 4, т. е. есть 
центр круга, проходящего через P i34 ’ Р-М и Р ,4; но Р , ,  и Р: а
нормаль к перемещению есть ^ 12^334’

' 34, ни и 2*3  ̂ совпадают 
следовательно, 1:34 находится в

пересечении Р ц Р ц  и Р 12Рд4. Д ве пары противополюсов Р 12, Р 34 и Р ^ ,  Р .2,

- - - - .. 12̂ *341 . „
как  точку S  пересечения кругов, описанные вокруг треугольников i3r' i 4T=i2>

24
определяют кривую  Бурместера, которая будет пмегь, вообще говоря, обыч
ный вид нераспадающэйсл кривой; единственной особенностью её будет каса
ние прямых 11 P u P 2i- Д ля  построения этой кривой находим среднюю

- эРох и PivPsi, и центр пучка лучей
-  .  „  . .  .  „  Р

13 23*34 и Р  14Р 24"!4; последние два круга проходят через точку т.м  и к аса
ются прямых Р 13Р 2! и Р ц Р ц  соответственно.

При помощи кривой Бурместера решаются задачи, указанны е в предыду
щей главе.

Предположим теперь, что заданы два мёртвых полож ения некоторой п о 
движной плоскости и два Соответствую щ их полож ения другой подвижной 
плоскости. Тогда определяем относительные полож ения этой второй плоскости 
относительно одного из мёртвых полож ений первой. П усть эти полож ения 
определены отрезками AJB^  и А гВ 3 Л 4В4 при соответствующ их п о
люсах Р 12 и Р 34 (фиг. 322). Остальные полюсы Р 13, Р .п , Р 14, Р 24 совпадут 
в одну точку, обозначенную просто буквой Р .  Полюсные прямые Р 13 Р .»

1л 1 ,  ’ г, ’н- Дляи Р и  Р 24 определяются, как  было указано раньше, по углу-^-013=  4-
2 1,5 ~  2

построения кривой Бурместера проводим среднюю линию с через Р  п сере
дину Р 12 Р и , а центр S  находим следующим образом: из середины Р Р р  вос
ставляем перпендикуляр до пересечения его с с в 0 12, а из середины Р Р ц  — 
перпендикуляр до пересечения с с в 0 )4, после чего точка S  находится как 
точка пересечения Р 12 0 J2 и Р :м 0 34. ■КриваяЗимеет двойную точку в Р .

Применим этот метод к 
построению кривошипно- 
коромыслового механизма 
по двум мёртвым полож е
ниям. П усть эти полож е
ния заданы лучами Dn^n г 
и D n 3 ге4, а соответствую 
щие полож ения кривош и
п а — отрезками А М Х М г и 
Л М 3М 4 (фиг. 323). Совме
щ ая D n $ n i  с D n x n.,, п олу
чим вместо А М Ъ М t отрезок 
А  М ^ М  4’ и для двух поло
жений А М х М 2 и А'М'^М'^  
построим полюсы и кривую  
Бурместера. Полюс Р 12 
будет в точке А ,  а полюс 
Р и  — в 1 точке А ' ;  осталь
ные полюсы будут в точке 
Р  пересечения биссектрисы 
угла  A D A '  с перпендику
ляром  _в середине М 1М 3 . 

К ривая  Бурместера должна 
иметь двойную точку в Р  
симметричного расположе-

/т,пг

Ф иг. 323

через 
Р ,

А ,  А ' и D. Вследствиеи  проходить
ния полюсов P \ i  и Р 34 относительно прямой P D  последняя служ ит сред
ней линией кривой Бурместера, а  центр S  будет центром круга, проходя
щ его через Р , Р\ч , Р 34, а это означает, что кривая Бурместера распадается 
на прямую  P D  и этот круг. П ри этом прям ая есть геометрическое 
место центров кругов, проходящ их через точки А  и А ' ,  а потому из даль-
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нейшего рассмотрения исклю чается; таким образом, геометрическим местом 
искомой точки CiC2 будет определённый выше круг. Аналогично найдём, что 
геометрическим местом второго мертвого полож ения С5С4 будет такж е круг, 
именно — с и м м е т р и ч н ы й  с предыдущим относительно A D .  Однако, не все точки 
этих кругов могут быть использованы, так  к ак  должно быть еще выполнено 
условие Грасгофа. Предельные полож ения найдём из следую щих соображ е
ний. Наибольш ее значение радиуса кривош ипа равно длине шатуна, а это 
случится, когда точка СХС2 окаж ется в А ';  соединяя А '  с А ,  получим пре
дельное зпачение А В ‘д радиуса кривош ипа. Наименьшее значение этого ра
диуса получится, если взять  течку  Сд пересечения D A '  с окруж ностью ; сое
диняя Сд с А ,  получим второе предельное значение А В о  этого радиуса. Этот 
кривошип в другом положении А В 6 соответствует мёртвому положению  D C 6 
коромысла, когда все четыре точки А ,  В , С, D  леж ат па одной прямой, т. е. 
механизм обращ ается в предельный. Найденные области искомых точек по
казаны  на чертеже толстыми линиям и. В зяв точку СХС2 в этой области и 
соединяя её с А ,  получим механизм A B XCXD  в дальнем мёртвом полож ении. 
Проведя дуги СХС2 из центра D , найдём на другом круге точку С3 С4, а со
единяя её с А ,  найдём механизм A B ^ C 3D в ближнем полож ении .

Задача эта может быть решена без помощи полюсов на основании следу
ющих соображ ений. П режде всего обратим внимание на то, что абсолю тная 
величина заданного ^расстояния A D  несущественна для решения задачи, так

к а к  она всё равно откладывается в масштабе; поэтому можно задаться]другим 
размером, например радиусом DC  коромысла, а по окончании решения, когда 
будет найдено расстояние A D ,  определить масштаб чертеж а так , чтобы это 
расстояние было равно заданному. Во-вторых, для  реш ения задачи  имеют 
значение только угол поворота коромысла между мёртвыми полож ениями, 
т. е. угол разм аха его, и соответствующий угол поворота кривош ипа.'П оэтом у 
поступаем так . Из точки D  (произвольной точки чертеж а) проводим два 
радиуса DCi'C-, — D C 3 Ci  произвольной величины под углом ф один к дру-
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тому, где ф — заданный угол разм аха коромысла (фиг. 324). Затем на отрезм- 
СХС3 строим два сегмента, вмещающих угол 180° — «, где — угол поворота 
кривош ипа при переходе коромысла пз одного мёртвого полож ения в другое. 
Н а этих сегментах и долж на быть выбрана точка Л , после чего определится 
как  расстояние A D ,  так п расстояния А С Х и А С 3; но

Л С , =  I А С 3 =  I •— г, 
а  потому радиус кривош ипа

г —  у  (А СХ~  A C s)i

а длина ш атуна

1 = 1  (АС. +  А С ,) .

Это приводит к следующему построению: то А  проводим дугу радиусом 

А С 3 до пересечения в К  с А С Х; тогда г —  - ^ К С х. Точка Л  на сегменте не мо

ж ет быть, однако, взята произвольно, но лиш ь от точки С3 до точек Л 0 и 
Л0, представляю щ их точки пересечения D C S и DCX с сегментами. Эти области 

указаны  на чертеж е толстыми л и н и ям и 1).
Задание у гл а  разм аха коромысла представляет весьма обычный случай 

при проектировании механизма питания или подачи материала. Что ж е к а 
сается соответствующ его угла поворота кривош ипа, то он определяет время 
прямого и обратного хода коромысла прп равномерном вращ ении кривош ипа. 
В самом деле, время прямого хода, за  который мы будем считать перемещение 
из ближнего мёртвого полож ения в дальнее, равно:

t ___?_
" Р  —  (О ’

а время обратного хода:
. 2 т, —  о

(О

их отношение, называемое коэффициентом обратного хода, равно: 

, гоб 2 я — <р 2 г. ,

* * • “ 4 — ? — т - 1-
Если задан этот коэффициент, то

' 1 +  *об

Предыдущ ая задача упрощ ается при задании равного времени прямого 
и обратного хода, т. е .п р и  йоб=  1. В таком случае центр Л  надо в зятьп росто

1
из прямой СХС3, а радиус кривош ипа будет равен ~^CiCs.

Аналогично реш ается задача о построении кривош ипно-ш атунного меха
низма по заданным мёртвым точкам ползуна Сх и С3 и соответственному углу 
поворота кривош ипа <р (фпг. 325). Здесь геометрическим местом центров А  
будет такж е сегмент, построенный на СХС3 и вмещающий угол 180° — <р, п ри 
чём достаточно ограничиться одним сегментом, так как  другой даёт симметричны]'! 
механизм; крайней точкой используемой дуги сегмента будет точка пересечения 
его с перпендикуляром к  СХС3 в Сх.

В кулисном механизме угол разм аха кулисы  всегда равен углу , дополня
ющему до 180° соответствующий угол поворота кривош ипа (фиг. 326). Поэтому 
задание угла разм аха кулисы  равносильно заданию  коэффициента обратного

J) Предлагаемое нами здесь решение имеет, по нашему мнению, преиму
щество больше]'! простоты перед решениями немецких авторов.
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хода: Д л я  построения механизма по такому заданию  проводим в круге к р и 
вошипа два радиуса A B V и А В 3, под углом, соответствующим заданию, и в 
точках  В х и B s, — касательны е к кругу  кривош ипа, дающие точку Е  пересе
чения. Центр D  должен быть выбран на в н е ш н е й  равноделящ еи угла

В,

Ф иг. 325. Фиг. 326.
В ХЕВ%. причём достаточно ограничиться точками но одну сторону Е , так  как  
точки по другую  сторону дают механизмы, симметричные первым. Если взять  
центром самую точку Е ,  то получим механизм с симметричным движением 
кулисы; T a i;o ii  механизм обычно и "применяется на практике.

§ 46. Зад ан и е  у гл а  п е р е д а ч и 1).
Углом передачи в шарнирном четырёхзвеннике будет угол между осе

выми (линиями ш атуна и ведомого звена, если этот угол острый (фиг. 327), 
или дополнительный к нему до 1.80°, если он тупой (фиг. 328). Значение 
этого угла  известно: при очень малой его величине передача может оказаться 
или неспокойной или даж е вовсе невозможной вследствие малой слагающей 
в направлении движения и большой радиальной слагаю щ ей, увеличивающей

опоре, кап  указано  на 
1елесообразно задаваться

D

Ф иг. 327. Фиг. 328. Фиг. 329.

Д ля  выяснения вопроса о тех полож ениях механизма, в которых угол 
передачи получается наименьшим, обратим движение, сделав шатун стойкой 
(фиг. 329). Тогда угол передачи превратится в угол отклонения ведомого

*) Этот вопрос разработан  нами. Ср. A l t  И .: D er O bertragungsw inkel 
u n d  seine B edeu tung  fiir das K onstru ioren  periodischer G etriebe. W erk sta tts tech - 
n ik , 1932.
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ввена о . стойки, или угол, дополните-! ый к нему до 180°. Мы знаем, что 
этот угол достигает минимума в мёртвых полож ениях; поэтому задача о по
строении механи? по наименьшему у глу  передачи сводится к построеш г 
механизма по мёртвым полож ениям и затем к обращению этсго механизма. 
Эти полож ения для кривош ипно-коромыслового механизма при ведущем

кривошипе и ведомом коромысле соответ
ствую т расположению  кривош ипа на линии 
центров (фиг. 330), что следует из у к азан 
ного выше соотношения с мёртвыми полож е
ниями.

П усть, например, мы задались наимень
шим углом передачи в 30°, это соответствует 
отклонениям коромысла от стойки в двух 
мёртвых полож ениях, равным 30° и 150°. 
Построим по этим данным кривош ипно-коро- 
мысловый механизм, задаваясь длиной коро
мысла н откладывая 1)СХ =  DC 3 (фиг. 331) под 

По величинам ЛС\  н Л С ;1 находим радиус кривош ипа 
таким образом, находим два положения механизма 
Ставим теперь механизм на В Х Сх; тогда первое поло-

зтимн углами к A О . 
и длину шатуна и, 
А В ХСХВ  и А В г С п
жение нового механизма будет A ' B i C1 D ' . Д ля  получения второго полож ения 
строим на B'3D '  треугольник B SD 'C '3,равный треугольнику Л С 3 D ; второе 
полож ение механизма будет A ' B 3C 3D.

Вопрос о наименьшем угле передачи может быть поставлен и в отношении 
кривош ипно-ш атунного механизма. Здесь этим углом будет угол между осевой

линией ш атуна и перпендикуляром к линии движ ения ползуна. Он достигает 
наименьш их значений при полож ениях кривош ипа А В Х и Л В 3, перпендику
лярны х к линии движения ползуна (фиг. 332); это будут углы ?! и ip3. При 
обращении движения постановкой механизма на шатун мы получаем кулисный 
механизм A '  B XD' ,  в котором кулиса н аправлена по D '  т,  а шатун — n o B jw ’j ;  
в этом полож ении угол отклонения кулисы  от линии центров A '  D '  равен 
углу и будет наименьшим, так  как  кулиса находится в мёртвом полож ении. 
Второе мёртвое положение есть A ' B ^ D Z\ в ном кулиса D 'm s отклонена от 
линии центров A '  D '  на угол, равный <р3, так  как  фигура A ' D '  D 3B ’ъ равна 
ф игуре B s С3 D x А .

Поэтому, если заданы наименьшие углы  передачи ?i п <р3 для кривош ипно
ш атунного механизма, то мы откладываем их при произвольной точке D'  в 
разные стороны. Затем на общей стороне берём произвольную  точку А '  и 
опускаем из неё перпендикуляр А ' Н  на равноделящ ую  угла m 3D ' m , а из 
Н  опускаем перпендикуляры  на D ' m x и D ' m s ; основания этих перпен
дикуляров определяют на ТУ ту и D ’т  3 отрезки, равные смещению 
ц е т р а  || самый ж е этот центр берётся на пересечении H n x \_D 'mx
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Таким образом с; рс^еляется кривошипно-шатунный меу-н^зм  А В 1С1 
в положении наименьшего угла  *} ; второе положение АВ§  *-  ̂ строится по 
точке В3, 7"аме" лъно противопс жной

о  виде другого примера решим задачу об определении подходящих р аз
меров ш арнирного четырёхзвенника для бесступенчатого редуктора V asan ta1).

Основной частью этого редуктора является  механизм, передающий вращение 
от ведущего вала а (фиг. 333) к валу d, от которого уж е идёт передача к ве
домому валу, соосному с а, не п оказанная на чертеже. Н а валу  а эксцен
трично насаж ен диск Ь с круговым пазом, внутри которого катается ролик р.

сидящий на конце рычага к, а послед
ний составляет одно целое с валом d, 
П ри непрерывном вращ ении вала а ры
чаг /^соверш ает колебательное^ движе-

\

\

Фиг. 333. Фиг. 333а.

ние, а потому дальнейш ая передача от вала d к ведущему валу устроена по 
принципу «свободного хода», т. е. с передачей лишь в одном направлении. 
Т аки х  рычагов к и валов d имеется пять ш тук, и все они передают вращение 
одному ведомому валу; вследствие разницы фаз ыолебания рычагов, накла- 
ды ваясь одно на другое, дают практически равномерное движение, уравнива-

! ) В о с к  A.:  F o rtsc h ritte  in  der K on stru k tio n  stufenlos regelbarer Uber- 
se tzungsgetriebe, M aschinenbau, Nov. 1937.
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■емое, кроме того, инерцией вращ аю щ ихся масс. Бесступенчатое регулирование 
заклю чается  в том, что эксцентриситет диска Ъ может быть изменён на ходу 
(фиг. 333а), вследствие чего изменяется передаточное отношение редуктора.

Общее расположение звеньев механизма 
показано на фиг. 334.

Механизм эквивалентен шарнирному 
четырёхзвеннику A B C D ,  у  которого кри
вошипом является  эксцентриситет 
А В  —  г, шатуном — радиус I средней ок 
ружности канавки, коромыслом — дли
на рычага R  и стойкой — расстояние L  
центров валов a n d .  Последнее, равно 
как  и R ,  выбирается наперёд, радиус г 
изменяется в определённых пределах, 
так  как  передаточное число может быть 
принято приблизительно равным г : R;  
остаётся подобрать величину I, исходя 
из следующих соображений. Наимень
шие колебания скорости теоретически 
получаю тся при одинаковом времени 
разм аха коромысла в обе стороны, 

каждого значения г следовало бы взять своёП оэтому,
значение если на A D  как  на диаметре построить по-

строго [говоря, для 
I, что можно сделать, 

л у к р у г  (фиг. 335), а из D  как  
из центра описать дугу ради
усом Л; точка С0 их пересече
н и я  соответствует г =  О, какая- 
либо другая точка К  между 
С0 и D  даёт длину I =  А К .

£
■соответствующую т = —  С]С2.

П ри этом получаю тся углы  ц 
и в мёртвых полож ениях.
Определим теперь пределы для 
выбора /, т. е. Jmax и l min, 
исходя из условий

ц ^ 9 0 ° ,  [ i 'S a 9 0 ° .

С этой целью  возьмём на дуге коромысла произвольную  точку Сх 
(фиг. 336) и проведём в ней касательную  Сх В х, которая и даст l max для 
г =  А В Х\ при этом |imin Получим, если отложим А В г =  А В 1 и сделаем В 2С* =  
= В г Ci.  Взяв другую  точку С „, определим таким^] же [образом C2f i2= l min, соот

ветствующий г  =  А В 2; при этом |л'тах получим при точке С.,. Проделав ряд 
так и х  построений, получим диаграмму (фиг. 337) для ггаах, lmia и Jopt. Кроме 
того, по условию  Грасгофа имеем:
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что д&ёт на диаграмме две прямые О, ограничивающ ие область возможных 
I- Н аконец, зад аваясь  ещё ц =  45° и ц' =  135° в мёртвых точках, получим 
угол разм аха коромысла в 00°, вследствие чего Для г найдём наибольшее 
значение.:

''наиб =  ^  sin  45°. .

В р езул ьтат .1 для выбора подходящ ей длины I будем иметь на диаграмме 
заш трихованную  область. В этой области можно подобрать такую  ординату 
дл я  I, которая давала бы с одной стороны горизонтальный отрезок, соответ
ствующий заданным пределам передаточного числа и наиболее близкий к 
линии lopt., т. о. наиболее приближ аю щ ий передачу к  равномерной.

§ 47. Задание равенства радиуссв кривизны в двух и трёх положениях.
Предположим, что нам известно движение плоскости в самой себе, так 

что для  каждого полож ения мы знаем мгновенный полюс и круг перегиба и 
будем искать точки, для которых радиусы кривизны  траекторий одинаковы 
в нескольких полож ениях. Начнём с  двух положений.

К ак  это было показано выше, для  всякого полож ения движущейся пло- 
'скости можно построить кривую  А льта, каждая точка которой имеет в дан
ном положении заданный радиус кривизны своей траектории. Зададимся по
этому каким-либо радиусом кривизны  р и построим эти кривые для положений 
плоскости- Л х и Е -i, обозначим их через и с-2. Перенесём теп'ерь с2 из Е ъ 
в так, чтобы соответственные точки совпали (это удобнее всего сделать по
средством к ал ьк и ), п 'п азо в  1м перенесённую 'кривую  через с,. Тогда точки пе
ресечения сх и о., дадут те точки Е ъ  которые будут иметь радиус кривизны 
р как  в первом, так и во втором полож ениях. Зад аваясь  другим р и повторяя 
указанное построение, мы найдем ещё точки с равными радиусами кривизны 
в двух  полож ениях. Таким образом, мы можем построить геометрическое 
место точек", обладающих требу емым свойством.

Построение этого геометрического места может быть выполнено без помощи 
кривы х Ci и с’,, но по его уравнению , которое получится посредством исклю 
чения р из уравнений Cj и с.,:

( * ’l  + . г / г > = р 2 ( * ? + » !  —
(* 2 "Ь У:1>л —  рг {хГг +  У-> —  й-гу.>)г.

Здесь х 1. у х — координаты точек кривой сх, отнесённой к полюсу Р г как 
к началу и к кругу перегиба А1 диаметра db а х.,, у.2 — координаты точек кривой
с’,, отнесённой к полюсу Р'„, т. е. к полюсу Р 2, перенесённому в Е г, и

к кругу перегиба к.,, т. е. к кругу перегиба к2 диаметра d.2, перенесенному
такж е в Еу.  Исключение р даёт:

(■£] +  У')3 (х\ Л~У\ ~~ 2/i) “
_ —------- —  =  — ------ -̂-------------- . (133)

Чтобы привести уравнение к одним осям координат, например к  первым, 
надо положить:

— - г  xi cos Ti — 2/i s*n f i ;
У-2 — yPi ■JT xi si n f i ' l ' Z / i  cos ¥ il

о т с ю д а

y \  =  X p \  +  f P]_ + ,  x \  +  y \  +  2 , {XpL COS +  y Pl  Sin ¥ l) Xi - f

+  2 ( — ̂ s i n  <fi +  y p i cos <fi)yi-
Вследствие этого старшие члены в обеих частях (133) будут одинаковы 

и равны ( x f  а  потому сократятся; таким образом, уравнение будет не
Ю-й степени, как  может показаться сначала, а  9-й. К ри вая  может быть по-
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строена посредством двух пучков кругов, которые получим, полагая 

(  А  +  у ^ )3 _  (  x j  +  у \  -  d x у х) 2 __

( 4  +  Уа)3 { 4  +  у \  —  d2 y^~ '

Первый пучок определяется уравнением:

* i + 2/f =  *2 ( » 2 + ^ 2) ’
а второй — уравнением:

х \  +  У \ —  d x y x =  ±  к~ (  Х7, +  у \  —  d2 у 2) .

Д ав ая  к одно и то ж е значение, мы выделим из каж дого пучка круги, 
пересечение которых даст точки искомого геометрического места. П окажем, 
как  строить эти круги.

Центры кругов первого п учка леж ат на прямой Р ХР2 вне этого отрезка;
расстояния центров кругов 
Р хР 2 =  а равны:

к т> и  А

О С ,

Рг

о  с  '„ =  •

середины О'  отрезка(фиг. 338) от 
а к? —j— 1
¥  ' X  — Г

радиусы этих кругов равны длине касательной, проведённой из центра к кругу  к, 
построенному на Р ХР 2 как  на диаметре. Соответствующие круги второго пучка 
имеют центры на прямой центров Сц и С;г кругов перегиба кх и к2; их рас
стояние от середины О" отрезка CklChi =  Ь равно:

0 " С "  _  0 " с "  _  А . k i + 1(J Cj и  Со ^ *3 — 1 ’

а радиусы определяю тся прохождением всех кругов через точки пересечении 
кругов кх и к'2, если эти точки действительные. Если ж е они — мнимые (как 
у нас на чертеже), то строим круг  к', пересекаю щий ортогонально круги 
и К,  для чего проводим произвольный круг, пересекающий оба эти круга, 
и из точки пересечения общих хорд опускаем перпендикуляр на С'ХС2; осно
вание S  этого перпендикуляра будет центром искомого круга к', а его радиус 
будет равен касательной, проведённой из S  к кругам кх или к,,. Радиусы кру-

1 //  _ ,// - - / /  -V /, гов /с1 и к2 из центров Сх и С2 равны касательным из Cj и С2 соответственно 
к кругу к’. Т ак  кап  перемена зн ака  при к не изменяет расстояний о ' С х =
—  О  С 2
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соответствуют два круга второго пучка; поэтому для одного абсолютного зн а 
чения к получаем восемь точек кривой, обозначенных на чертеже M t , t / 2, 
ЛГ3, М 4 (на круге kPi) и М[,  М 2, М'3, М \  (на круге kPl). Таким построением 
получена кривая qb состоящ ая из двух овалов и ветви, простираю щ ейся 
в бесконечность; оба овала касаю тся третьей ветви и кругов к^ и к'0 в полю 
сах jPt и Р 2.

Применим этот метод к построению механизма с двумя остановками, п ро
изводимого от ш атуна уж е имеющегося шарнирного четырёхзвенника," причём 
требуется, чтобы остановки были вблизи данных полож ений A B XC\D  и AB^C^D

(фиг. 339). Находим полюсы Р г и Р 2 и круги  перегиба и кг и переносим 
Р 2 и к ,2 в  первое положение, где они обозначены Р'2 и к2. Строим далее к р и 
вую ?! (для взятого примера это будет та самая кривая, которая построена 
на фиг. 338), причём для облегчения построения дан график функций (фиг. 340)

, *3 +  1 „ *3 +  1>т ------_ . .  . 1 . *1 2" ______   _*...
------“ к3 — 1 '

Н а этой кривой взята  точка Е ь  рассматриваемая как  точка шатунной 
плоскости, налден центр F x кривизны  траектории и присоединена диада Е ЛР ХС . 
К оромысло G F  будет иметь остановки в положении G t \  с G F 2■ П оказана 
такж е траектория точки Е  для суж дения о продолжительности остановок.

Е сли ж елательно иметь касание высшего порядка, то в подвижной п лос
кости можно построить кривую  Бурместера для первого полож ения и найти 
точки пересечения её с кривой q^, одна из них и долж на быть взята  за 
точку 2Jj. Однако, во втором положении эта точка, вообще говоря, не будет 
леж ать на кривой Б урместера для  второго полож ения плоскости, а потому 
здесь будет касание лиш ь второго порядка, между тем как  в первом полож е
нии оно будет третьего порядка.
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Т ак  как  для  двух положений получается геометрическое место точек, 
удовлетворяющ их поставленному условию  равенству радиусов кривизны, то 
можно поставить^эго^условие для трёх полож ений. Тогда придется построить

7 ',  Z "
\+5

Фпг.

кривую  дЛ2 для положений 1 и 2 и кривую  qn  для положений 1 и 3; точки 
их пересечения дадут те точки шатунной плоскости, которые будут иметь 
одинаковые радиусы .кривизны в трёх полож ениях, а потому могут быть ис
пользованы  для построения механизма с тремя остановками.

4S. Задание равенства радиусов конечных дуг в двух и трёх 
местах траектории.

М еханизмы с остановками, построенные по принципу предыдущего п ара
граф а, не обеспечивают определённой продолжительности остановок, так  как 
кривизна траектории в данном положении, будучи равна кривизне в другом 
положении, может резко измениться в ближайш их полож ениях. Д ля  установ
ления наперёд заданной продолжительности мы применим тот ж е метод, к о 
торый был указан  в предыдущей главе для построения механизма с одной 
остановкой. П усть требуется от имеющегося шарнирного четырёхзвеннина 
сделать привод к качаю щ емуся коромыслу, которое должно иметь две оста
новки в заданных промеж утках движения ведущего звена, например, между 
положениями A l l s и А В п  кривош ипа первая остановка, а между положениями 
А В Ш и А В 1 у — вторая (фиг. 341). В таком случав в каждом интервале берем 
ещё по одному промежуточному положению, так что всего подучается шесть 
положений, которые мы обозначим так: А В г А В и А В «, А В 3^ = А В и , 
А В 1 А В т , А В Ь, А В К А В [у. Зададимся определённым радиусом круга, на 
котором должны леж ать полож ения 1, 2, 3 некоторой точки ш атуна ВС,  и п о
строим геометрическое место точек, обладающих отим свойством (кривые 
Альта) в положении В ХСХ\ затем сделаем то ж е для положений 4, 5, 6 , т . е. 
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построим кривую  Л 4 А льта для того ж е выбранного радиуса и перенесём эту 
кривую  в первое положение, обозначир её как  кривую  Т ак  к ак  эти к р и 
вые представляю т шатунные кривые определённого вида, зависящ ие только 
от величины выбранного радиуса и полож ения полюсов, то кривую  можно 
стр о ю  ь непосред
ственно в первом 
положении, пере
неся туда полю с
ный треугольник- 
Р + г Л Л е -  Точки 
пересечения к р и 
вых Ry и r \  да
дут точки М  ш а
тунной плоскости 
и первом её поло
жении, для кото
рых как  Му,  М 2,
М 3, так  и M it Мг„
М 6 леж ат на к р у 
гах одинакового 
заданного радиу
са. Б еря  последо
вательные значе-
шш радиуса и строя соответствующие нм кривые R { и R ‘v  найдем в первом 
положении шатунной плоскости геометрическое место точек, две тройки поло
жений которы х 1, 2, 3 и 4 , 5, С леж ат на кругах  одинакового радиуса.

У равнения кривы х Ry и R | , отнесённых каж дая к своему полюсному тр е
угольнику, будут:

( ^ i  +  2/ t)  [(-Т] — *'ir-T-y'fj Г!^1

-  U r ~
У г ~ '  ̂i x \ 

iVi~

y i  —- I., x„

-  V - t s i

И склю чая из них г и замечая аналогично сказанному в предыдущем п а р а 
графе, что старшие члены десятого порядка, имеющие вид ( a;ĵ  —[— 2/ f ) сок ра
щаю тся, получим уравнение девятой степени. Таким образом, и эта кривая, 
которую  мы по Л льту назовём кривой »91л подобно * кривой <7j, есть кривая 
девятого п орядка. Однако, построение её пучками кругов оказывается невоз
можным вследствие болео сложного состава левой части сё уравнения:

( s J + 2/ l )  [(*1 — *,) Ч)

(* 2  +  *А) +  y  f \  [(*3 ■

x i - r v ' i.0
- у 2-f
- г Ху---I

12/а —

У1 c tg T i) 2

(  xi, - f  y \  — L  x 2 — Ц y 2 ctg T2) ::
П риравнивая кАждоо отношение произвольному числу К2, мы нашли бы 

два пучка кривых, из которых только второй состоял бы из кругов, а первый 
из некоторых кривы х шестого порядка, построение которых представило бы 
больше трудностей, чем построение кривых Ry.

Если желательно иметь более точную остановку, то между Л В у  и А В { \ 

можно взять  два промежуточных положения, обозначив А В у  через А В у ,  п ро
межуточные полож ения —  через А В -2 и A l l , .  A B y i  через А В ± ,  А П т  через А В - .  

промежуточное положение — через А В е  и А В 1 Ч  — через А В Ч . Затем для поло
жений 1, 2, 3, 4 построим кривую  Бурместера ку, пересечение которой с к р и 
вой Sj даст искомые точки. Таким образом, более точная остановка получится 
лишь для интервала А В у  —  А В а .
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В данном случае можно обойтись и без кривой sj, а  поступить следующим 
образом. П остроив кривую  кх, определим для ряда точек «гой кривой радиусы 
соответствующих кругов и построим диаграмму этих радиусов по дуге к р и 
вой k t (см. стр. 186). Затем для этих ж е точек в полож ениях 5, 6 , 7 найдём 
радиусы кругов, проходящ их через эти тройки, и нанесём диаграмму этих 
радиусов на первую  диаграмму. Точки пересечения диаграмм определят те 
точки кривой кь  которые будут пригодны для поставленной цели.

Е сли  требуемся иметь три остановки, например в интервалах А В Х— А В ц ,  
А В т  — Л -Bjv и А В v — А В Х1, то берём ещё по одному промежуточному поло
жению в каждом иш ервале, в результате чего получим три тройки полож е
ний: А В  -  А В 2 —  А В Я, АВ±  — А В Ъ — А В 6 и А В 7 — A B S — A B t .

Строим, как  указано выше, кривую  s12 для первой и второй троек поло
жений, а затем вторую  кривую  s 13 — для первой и третьей троек положений. 
Точки пересечения обеих кривых определит точки шатунной плоскости в её 
первом положении, пригодные для поставленной цели. Впрочем и здесь можно 
обойтись без вю рой  кривой s13, если построить диаграмму радиусов по 
дуге s ,s и диаграмму соответствующих радиусов для троек 7, 8, 9; точки пе
ресечения диаграмм дадут положение искомых точек па кривой s12.

§ 49. Задание передаточпого^отиошенпя !) .] |

Передаточным отношением, как  известно, называется отношение угловы х 
скоростей двух каких-либо звеньев механизма. Д ля  ш арнирного четырёхзвеннина 
наибольшее практическое значение имеют угловые скорости звеньев, вращ аю 
щ ихся вокруг постоянных центров (двух кривош ипов или кривош ипа и коро
мысла, или двух коромысел). Передаточное отношение этих звеньев по известной 
теореме Виллиса равно обратному отношению расстояний их относительного 
мгновенного центра от постоянных центров, причём э ю  отношение берётся 
со знаком плюс при внешнем расположении мгновенного центра по отношению 
к отрезку между постоянными центрами и со знаком м и н ус— при внутреннем 
его расположении. Задание пере да точного отношения в одном положении 
представляет одно добавочное условно. Поэтому для двух заданных положе-

” ний можно задать передаточное отно
шение в обоих полож ениях и ещё оста
нется возможность выбора пятого усло
вия; при трёх  заданных полож ениях 
можно задать передаточное отношение 
в двух полож ениях, отчего задача 
получит ужо определённое решение. 
Н аконец, при четырёх заданных поло
ж ениях можно задать передаточное от
ношение только в одном положении.

Пусть дли соответствующих положений вращ аю щ ихся звеньев, опреде

ляемых лучами A m x и D n x, .задано передаточное отношение =  (фиг. 342); 

:j t o  определяет на прямой A U  точку S x по условию:

;£
л у 1 ■

Ч ерез эту точку и долж на проходить осевая линия^ шатуна в данном поло
жении.

Рассмотрим случай задания двух положений А т л , Ат.2 и D n x, 1)п2 
(фпг. 343) и двух передаточных отношений, определяющ их на линии А В  две 
точки кх и S.,. Д ля  построения механизма требуется найти точки В  и С 
в каком-либо положении, например, в нервом. С-этой целью проводим через S x 
произвольную  прямую  gg и берём на ней ряд  точек M v  N b  Qb R которые 
будем считать принадлежащими звену А т х. Построим известным способом 
положение этих- точек во втором положении по отношению к  первому поло
жению звена В щ ;  эго будут точки М ’„, Л''„, Q.,, R'2. Д ля  точки Л’,  такж е най-

')  Предлагаемое здесь нцми решение даёчеп вместо указанного Л 1 1 II. 
г. цит. выше соч.: «Zur S yn th iso ...» .
2:io



положение S 2, которое определит осевые линии ш атуна M 2 S2, N 2S 2, 
o '  S.,. Bo S'... Пересечение их с прямой S XM X даёт точки X ,  У, Z ,  U,  которые 
могли бы быть приняты  за точки Сх, если бы расстояния ХМ[,  и Х М  х и дру-

. южение точек X .  Y,  Z,  U относительно эта диаграмма обозначена на 
чертеже буквой d, а пересечение её с прямой S XM X даёт положение точки В], 
так  как  в. этом случае В'.,С1 =  В 1С Г '

Таким образом, па каж дой прямой, проходящ ей через 5 ,. существуют 
определённые точки В\  и Сх для постановки шатунных ш арниров. Мы мо
жем, следовательно, най
ти геометрическое место 
точек J3] на звене Лт,х 
и точек Сх на звене D 'nx\
;>то будут кривые кв  
и к . , . ~ '

Если задано ещё 
третьи положение А т л 
и D n3, то, построив 
указанны е выше гео
метрические места кв  и А 
к (, , найдём в плоскости 
звена D n x кривую  к(;, 
соответствующую к р и 
вой кв , т . е. геометри
ческое место центров 
кругов, проходящ их че
рез тройки положений 
точек кривой кп \ точки

пересечения^этой кривой к'с  с припой кс  укаж ут места постановки ш арнира С], 
а  соответствующ ие им точки кривой кв  — места ш арниров В х.

П усть теперь заданы  четыре соответственных полож ения звеньев, вращ аю 
щ ихся вокруг центров А  и D  (фиг. 344). Тогда мы можем построить дли
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первого положения каждого звена кривую  Бурместера; пусть ото будут к в  
и /ff-, на которых намечены соответствующие точки: В '  — С', В "  — С" и т. д. 
По условию заданного передаточного отношения одна из этих прямых ВС  
должна проходить через точку S y  чтобы найти эту прямую , построим к р и 
вую т,  огибающую прямые В 'С ' ,  В"С" и т. д.. а из точки  S x проведём каеа- 
телт.ную к ней, которая и определит на А'л требуемую точку В х, а, на кг  - - 
требуемую точку Сг.

IX . СИН ТЕЗ М Н О ГО ЗВ Е Н Н Ы Х  М ЕХ А Н И ЗМ О В.

§ 50. Общпо соображении.

Необходимость прибегать к многозвенным механизмам, т. е. к механизмам 
Си лее чем с четырьмя звеньями, диктуется многими соображ ениями.

Фиг. !!'i5.

Во-первых, часто приходится дел 
механизма, выполняющего определё]

Во-вторых, может оказаться, Ч1 
механизм не содержит непрерывно

ать новый привод от уж е существующего 
шую функцию, для получения других 

операций, например для приведения 
в движение конденсационного насоса 
к паровой машине или компрессора к 
двигателю Д и зел я . Если такой привод 
делается от главного вала или вообще 
от звена, сочленённого со стойкой, то 
присоединённые звенья вместе с этим 
звеном п стойкой можно рассматривать 
как  отдельный механизм независимо 
от главного. Но иногда бывает легче 
выполнить конструктивно механизм 
присоединением новых звеньев к ша
туну; так , например, конструирую тся
V-образныо и звездообразные авиацион
ные моторы, приводы к  компрессору и 
двигателях Д изеля и др. Здесь прихо
дится учитывать движение всех звеньев. 
Т акой случай мы уж е имели при син
тезе механизмов с остановками,

о спроектированный для заданной цели 
вращающегося звена, а потому от ваЛ»



сообщить движение ему можно только при помощи промежуточных звеньев. 
Таков, например, укладочный механизм для тканей (фиг. 345). И ли в построен
ном механизме используется только некоторая облазть его движения, к ак  
ото имеет место в направляю щ их механизмах, где существенную роль играет 
лиш ь прямолинейная часть траектории. В таком случае передача движения 
этому механизму от главного вала должна быть сделана посредством проме
жуточных звеньеп. Т аков, нанример, механизм машины для лощения кож  
(фиг. 340), представляю щий в основном направляю щ ий механизм с прям оли
нейным участком траектории точки приводимый i; попеременно-возвратное 
движение на этом участке от вала при помощи ш атуна ВС.

В-третьих, иногда требуете)] одновре
менно или в определенной последователь
ности соверш ать несколько операций, на
пример в автоматах. 15 таких случаях  пе-

-

= м -

Л - к т

U
'__I_‘...
г п г ] ... П

У г т У п

_ 1.
! I.,

.347a. Ф и г . 347b.

лесообразно иметь одни главный механизм с разветвлениями, осуществляю-' 
щнми заданные движения, вместо постановки нескольких механизмов по < дно- 
му на каж дую  операцию. Пример такого механизма для  четырёх движений с
их диаграммами приведён на фиг. 347.

Н аконец, многозвенны©, механизмы вообще заклю чаю т больше параметров, 
чем четырёхзвениие. а потому здесь большо простора для осущ ествления з а 
данного движения, т. е. можно поставить большее число требований к этому 
движению.

§ 51. У словие нестеенимости !

1 Если к существующему механизму присоединяются новые звенья, то по
мимо тех требований, которым долж но удовлетворять движение этих звеньев, 
по заданию, необходимо соблюсти требование, чтобы присоединяемые звенья 
не стесняли движения первоначального механизма. Мы рассмотрим здесь лиш ь 
случай присоединения диады, один внешний ш арнир которой соединяет её с» 
стойкой, а другой — со звеном, не прим ы каю щ им 'к стойке. С лучай присоеди
нения диады к двум подвижным звеньям можзт быть приведён к предыдущему 
путём постановки механизма на одно из звеньев присоединения. Если найдены 
траектории двух точек ото го звена, то легко можег быть построена относи
тельная траектория любой точки любого звена. И так, будем считать, что 
центр одного внешнего ш арнира описывает известную траекторию  (фиг. 348). 
Эта траектория будет описана полностью, если наибольш ее расстояние не
подвижного центра от траектории будет меньше суммы длин звеньев диады, а 
наименьшее расстояние этого центра от той ж е траектории — больше разно-

J) Это решение дается нами на основе идей, изложенных г, нашей работе
♦ Построение траекторий для плоских ш арнирных механизмов» 'Т руды  Военной 
воздуш ной академии, сборник Л» 18 за 1937 гл . " .



•сти тех ж е длин. Оба эти расстояния расположены но нормалям  к траекто
рии. Поэтому, если задан центр, что имеет место в случае передачи движ е
ния кривош ипу или коромыслу, то находим наибольш ее и наименьшее рас
стояния центра путём проведения из него кругов, касаю щ ихся траектории. 
П усть ати величины будут равны r inux и / mi„; тогда длины звеньев диады 
г  н у  должны удовлетворять условию:

я ' У > /‘max’ х У ^  r mio- 
откуда ’

‘ 1
У ^  ■> (/'m ux ^niin 1 ■

таково условие для меньшего звена у.  Если обозначить у  — ('‘max — r rnm' “  а - 
го для больш его звена х  получим:

1 . . . .  ^  1 . ,
l^mai i ' r min) ~Р а ^ ' х  ^  ~.7 (^max "I ' înin! ~ г ■

Если же выбраны длины звеньев диады, то строим для траектории две
оквидистанты — по сумме и разности этих длин и определяем область для 
постановки центра между эттн ц эквн д н стан там и . .

Если спроектированный механизм долж ен приводиться от нала, не входя
щ его в его состав, ю  условие нестеснпмостн долж но быть соблюдено дли 
■этого вала . Пусть, например, построен механизм, дающий ш атунную  кривую  
■к (фиг. 1149) и требуется дагь попеременно-возвратное движение только на
участке D 0— D0. Принимаем точки J)lt и D 0 за мёртвые точки и, если кон
структивно  возможно, соединяем их шатуном с кривошипом А В ;  если же 
точка D  длп этого окаж ется непригодной (например, в приведённой выше

лощ ильной машине, где в точке D  должен быть поставлен инструмент), то 
выбираем соответствующий участок С0 —  С и траектории другой, точки С и 
строим ш атун ВС.  Если никаких  других условий не поставлено, то центр А  
может быть в зяг  произвольно, и тох’да радиус кривош ипа г и длина шатуна I 
определяю тся по уравнениям: "

1 +  г =  Л С 0, 1 — г =  ЛСц.
Е сли же ‘поставлено условие соблюсти заданное отношение средней скорости 
обратного хода, то по этому отношению определяем угол поворота кривошипа 
з* время прохож дения данного участка и строим на С0С '0 сегменты, вмещаю
щие этот угол и представляю щ ие геометрическое место возможных центров А.  
П ри задании равновременности прямого и обратного хода центр А  должен 
быть взят иа прямой С0С0.

§ 52. Задание yr.ia передачи ').

Условия ностеснпмости могут оказаться  недостаточными для возможности 
передачи движения присоединяемым звеньям. К а к  раз в полож ениях наиболь-

Р а з р а б о т а н о  н а м и .



Hie го и наименьшего удаления шатунной кривой от центра вращ ения нового 
анена получаются наименьшие углы  передачи между звеньями диады (фиг. 350); 
они не должны быть слишком малы. Если мы ими зададимся, например по 30“

к каждом прложенни, то при задании длин звеньев диады получаем 
и r mill как  третьи стороны треугольников, дне стороны которых равны 
длинам н заклю чаю т углы  150° 
и 30° соответственно. Наидн 
таким образом гтахч и r mjn, 
строим по ним оквидистанты, 
пересечение которых даёт по
ложение центра G. Если же 
нам задан этот центр G, то по 
нему находим гтях и гт ;п, как 
было указан о  )i предыдущем 
параграф е, и строим на этих 
нелнчинах сегменты, вмещаю
щие заданные углы  передачи 
(фиг. 351). З асекая  затем из G 
:>ти сегменты дугами разных 
радиусов, определяем расстоя
ния E 0F 1 и E'0F \ ,  E 0F 2 и E qF 2 
и .т. д. Путём графической 
интерполяции найдём такое 
значение FG,  при котором ока
ж ется E 0F  =  E qF ' ; это и Судут 
искомые длины звеньев диады.

* max 
Э Т И М

Фиг. 1>Г>2.

Эти длины можно такж е выразить формулами через г1ПЛХ- - а ,  гш;, 
Yi и из треугольников Е 0FG и E QF  G:

х "' 4 * 2ж>/ cos •'] =  а-, х -  1~уг — 2ху  cos 7.,“

решая эти уравнения, найдём:

1

6 - sin2 ~  f i  - f  У  Ь'г cos- *■ 7i - - в *  sin* 7,

У  cos 7,  -f- cos 7,

, / Т П ------- .1/  a - cos- - - 7 .. —  6 -sm 7i — и- sin- — 73

j '  COS 72 - J -  COS 7!

Эти формулы нетрудно построить.
С этой целью  проводим дне перпендикулярные оси Ох  и Оу  (фпг. 352)

1 " ^
и векторы 0 .4  =  а и О В = Ъ  под углами — 70 и — 7 t соответственно. Тогда
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0 А Х =  a cos ~  -fj, OB  j == Ъ sin  у  . Построив на О А х п олукруг и засекая  егс

радиусом О Вг из О, получим точку Сх, определяющую
. _  , _ _

а* с.os'> 2

А налогично получаем:

В пС у —  Д ,  — |/ " Ь '-  соз- Tl ' 'а " 8И1“ о-72-

Величины s I-: 7f| -j- Л., и d =  R \  — R-> дают числители для выражений х 
и у.  Если теперь отложить OS —  s (фиг. ‘353) п спроектировать на прямые 
под углами -fj й то получим 0 5 ;  =  « 0037 , п O S 2 cos 7,; снося эти про

екции на OS  но дугам из О, найдём точки л'( и л\,; проведя через S'  и S 5 
окруж ность и к ней касательную  нз О, найдем:

а на л о пи ч н о i ia ii дё м:
O T i — } r s- cos Tj;

0Т «  =  У  i - c o s  -fo.
Построив на катетах О Т { и ОТ.,  прямоугольный треугольник, найдем ги

потенузу: .
О U

Поэтому
: С =  - у ^  0 Т \  -f- ОТ:, —  я У  COS 7 ]  -J- COS V„.

I '2  >' .'2 .
У cos 7x ~f- cos 1.,

величина — с
V 2строится известным способом, а коэффициент означает, что

надо взять половину диагонали квадрата, построенного на — . Таким обра
зом получено О Х — .г. .

Аналогично по OD =  d построено OY —z у . ■
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При построении механизмов с остановками по указаниям  предыдущих 
глав надо всегда проверять результат не только на условие нестеснимостн, 
но и на угол передача. Последнее условие покры вает первое.

И з полученных формул для х  и - у  видно, что выбор углов f r  и -ys 
с т е с н ё н  величинами а и Ь, а  именно, долж но быть:

1 . , . 1a cos ■

b cos

b sin  —-

. 1
a sin — То;

ич ;> г их соотношении след\вг: 
1 ! 1 . 1  . !■

c(;s — ' Ti cos — у* sn i -  - Yi sm  -77

T l+ T,, < 1 8 0 ° ,

то второе неравен-чго обычно и имеет место. Если ж е выбрано 
,-т р .о  паёт:

. 1 , ±
S 2 Г " " а ’

а '.нк как  о > 6 , то первое неравенство при этом удовлетворяете!!.

уж е построен 

/У

шестизвенный

53. И спользование ш атун н ы х кривы х.

Уже для шестизпенпых механизмов шатунные кривые получаю тся более 
высокого порядка, чем шестой. Эго ведёг, с одной сто р о н ы ,'к  возможности 
касания болоо высокого порядка с прямой и кругом , чем пятый, а с другой 
сторон ы — к большему разнообразию  кривы х. В частности, если шатунные 
кривые четырёхзпеш ш ков могли дать только приближ ённое ведение по п р я 
мой н кругу , то при помощи шести и восьмпзвенных механизмов возможно 
осуществить точное прямолинейное и круговое движение. П рактически впрочем 
:>то преимущество теряется вследствие неизбежных зазоров и деформаций, 
которые при большем числе ш арниров оказываю т больше влияния на точ
ность движения, так что в конце концов теоретически точное движение 
может оказаться в действительности менее точным, чем теоретически п ри 
ближённее.

Относительно ж е касания высших порядков надо сказать  следующее. 
Выведенные в первой главе условия такого касания хотя и п рилагались 
только к движению ш атуна четы рёхзвенника, но имеют общее значение для 
всякого плоского движ ения. Поэтому, если 
механизм A B C D E F G  (фиг.
:i54), например как  меха
низм с остановками, то для 
движения плоскости ш атуна 
E F  можно в каждом поло
ж ении найти центр криви з
ны траектории любой точ
ки, кривую  Б урместера для 
касания третьего порядка 
и точки Б урместера для 
касания четвёртого поряд
ка . Т ак как  для точки F  
центр кривизны  всегда на
ходится в G, а длп точки 
Е  он определяется но точкам А ,  В,  С, D,  то центр кривизны  траектории 
какой-либо точки I I  найдётся по точкам Е,  F  и их центрам кривизны .
Е сли  точка Е  леж ит на кривой Бурместера для ш атуна ВС,  то точка
Н  будет леж ать на кривой Бурместера ш атуна E F ,  которая, как  извест
но, строится по полюсу и двум точкам. Е сли  Е  будет точкой Бурм естера, 
то и Н  будет такой точкой. Е сли , наконец, точка Е  окаж ется точкой
Бурместера с касанием пятого порядка, то таковое ж е касание произойдёт
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и в точке Я ; это, как  мы знаем, может случиться только в некоторых 
полож ениях. К асание п орядка выше пятого для ш атуна невозможно, между 
тем для  ш атуна E F  оно a p rio ri возможно; но для [нахож дения такого к аса 
ния надо ещё удовлетворить некоторым условиям, что до сих пор ещё не 
выяснено. О стаётся путь  эмпирического подбора такой точки Я , траектория

которой на-глаз достаточно хорошо и на боль
шом участке совпадает с кругом; тогда, присое
диняя диаду H J K , где J  — центр кривизны т р а 
ектории течки  Я , а К  — неподвижная тачка, по
лучим в этом положении продолжительную  ос
тановку коромысла JK .

Можно получить хорошую остановку, если 
пристроить к данному четырёхзвеннику A B C D  
(фиг. 355) второй четырёхзвенник F G H J  с тем 
ж е мгновенным полюсом Р  и тем ж е кругом  пе
региба к. Тогда, соединив ш атуны обоих четы- 
рёхзвенников шарниром в точке Е , мы получим 
совпадение траекторий этой точки на некотором 
участке, вследствие чего на этом участке второй 
четырёхзвенник не стеснит движения первого. 

Чтобы он не стеснил этого движения и в дальнейшем, укрепляю т звено F J  
иа опоре при помощи ш арнира К ; тогда во всё время совпадения траекторий 
звено F J K  будет неподвижно, а в остальное время будет качаться на ш арнире 
А', следовательно, в данном полож ении оно будет иметь остановку.

§ 54. Метод геометрических мест.

Вместо искания касания высших порядков можно задаваться большим 
числом точек шатунной кривой с дополнительными условиями. П усть, 
например, требуется построить шатунную кривую , проходящ ую  через шесть 
данных точек, по три на к р у гах  одинакового радиуса (фиг. 356) в последова
тельности 1 — 2 — 3 — 3 ' — 2 ' — 1'.
Выберем центр А  и радиус А В  к р у 
га кривош ипа К х произвольно, но с 
тем, чтобы из всех шести положений 
то^ки  S  можно было сделать на нём 
васечки некоторым радиусом SB\  
пусть эти засечки определят полож е
ния В ъ В%, В 3, В ’з, В'ъ, В';. Проведём 
второй круг кривош ипа К 2 для к а - л 
кой-либо точки его С и отметим 
соответствующие полож ения Сх, С2,
С я , С-,5, С2, С[ .  Выберем затем про
извольную  длину шатуна CD  и опре
делим точку D i  на расстоянии CD  
от Сх и C j, точку D 3 на таком же 
расстоянии от С2 и С2' и точку D s 
на таком ж е расстоянии от Cs и 
В центре i? круга , проходящ его че- 

~ ~ , ставим опорный шар-
E D .  Затем на

Фиг. 356.

рез D lt Z>2, D, 
нир для коромысла 
ш атуне B S  берём произвольную  
точкуF  и строим её шесть положений 
F 1, F.,, F s, F g, F.j, F \ ; по этим по
ложениям строим три точки Glt G3,
G3, как  по шести положениям точки 
С строили три полож ения точки D ,
и определяем центр Я  второго коромысла HG.  О стаётся соединить оба коро
мысла шатуном J K  при трёх п арах  соответственных полож ений их, что де
лается согласно указаниям  главы  V II . Н а чертеже показана вся траектория 
точки 5; она позволит устроить две остановки.
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Д ля Солее точных остановок "м ож но задать на дугах  по четыре точки  
J ,2 ,3 , 4 ;  4 ' , 3 ' , 2 ' , 1 '  (фиг. 357). К руги  кх и к2 можно выбрать попрежнему 
произвольно с указанны м выше ограничением. Д л я  точки В  получим восемь, 
п о л о ж е н и й :  В ъ В 2, В 3, В 4, В 4, В 3, В 2, В^,  и  для точки С соответственно
<-;1. С,,, С3, С4, С 4, С3. С2, Сг, Теперь надо подобрать длину CD  Tsfc, чтобы; 
положения D b D 2, D 3, 1>4, при 
условии Dy Су =  D i  C i , D 2 C2=
= i >2 C2 и т. д. леж али на одном 
к р у г е . "С  этой целью дадим 
величине CD  последовательный 
ряд значений и найдём геоме
трическое место центров к р у 
гов, проходящ их через Dy, D 2,
1)я и D j, D 2, D 4, точка нх пе
ресечения определит центр E  
круга, проходящ его через D ,,
D2, D x, D 4. Таким образом оп
ределятся размеры CD  и D E.
Затем на ш атуне B S  берём про
извольную  точку F  и ан ало
гично предыдущему находим 
точки Gj, G2, G i, G4, лежащ ие 
на одном круге с центром / / .
О стаётся соединить оба' коро
мысла шатуном J K  при задан
ных четырёх п арах  их соответственных полож ений согласно указан иям  главы> 
V III . .

Решим теперь следующую задачу. От ш атуна данного ш арнирного 
четырёхзвеннина A B C D  (фиг. 358) требуется _ сделать отвод посредством

'  ?<$'

второго ш атуна к коромыслу с центром вращ ения G при условии соответ
ствия четырёх положений этого коромысла Gmb Gm2, Gm3, Gm4 четырём задан 
ным полож ениям кривош ипа АВх, АВ2, АВ3, АВ4. Д л я  нахождения точек 
Е  и F,  в которых надо поставить ш арниры  для соединительного ш атуна,, 
найдём четыре абсолютных полож ения ш атуна ВХС\, В2С2, В3С3, В4,С4 и их 
относительные полож ения в[с[, В2С2, В'6Сг, В4С4, как  [обычно, т. е. 
поворотом ф игур B 1C iG m 1, B 3 C2Grn3 и B 4 C4 Gm4 вокруг G до совпадения
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С т х, Отл и G mi с , Gm2. Д л я  этих четырех относительных полож ений п< 
vtooiim гчп сую ' Бурм естера; подходящ им образом выбранная точка этой крн
вой  даст, точку Е 2, а центр круга, проходящ его через Г.' [?' j / , _точк
1< Т а к и м  образом, задача решена в общем лице. ’

Частные, болос простые, решения этой задачи получатся, если мы имеем 
возможность построить и основной четы рёхзвенник A B C D , приспособив его 
движение к нашей задаче. Пусть, например, н а м 'за д а н ы  лишь четыре поло
ж ении кривош ипа 'АВу, АВ„. АВ 3. Л В 4. соответствующие четырём положениям 
ведомого коромысла Gmx, Gm2. Gm3, Gm4 (фиг. Тогда выбираем три
н аправления ; шатуна В хпх, В.,п.2, В лпц , образую щ их произвольные, но
•равные; углы  ,&с G m x, Gin,, Gm3 соответст'взнноГ берём па этих прямы х

______ точки 4 Сх, С2, Cz и проводим
'  через них круг с центром D; че

твёртая точка 6’^. получится з а 
сечкой из В 4 радиусом В ХСХ —  

В„С., —  В ; С Л. Если теперь по
строить относительные полож ения 

,ч ш атуна В ХСХ, в '2с!2, В 3С'3, В [с \ ,
то три из них окаж утся п арал 
лельными, вследствие чего кривая 
Бурместера окаж ется кругом к, 
проходящ им через полюсы Р и , 
Р , 4, Р и , как  это было указано в 
главе У-И. В зяв на этом ispyie 
произвольную  точку F x и описар 
из неё дугу радиусом, равным 
радиусу круга, проходящ его че
рез В х, В'о, В ' л, найдём на том же 
круге к точку Е \ \  другие точ
ки, Е х,Е'ч,  Е'з  получатся как  точ

к и , соответственные Е ’4~'п полож ениях В ХСХ, В ' В - ^ С Л'. 1>се” четыре точки 
Е\ ,  Е ’2, Е ' я, Е \  долн:ны 'лежать на офю м круге, с центром F.  Т аким  образом 
получится второй шатун E XF X и коромысло F x Gmx.
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Вместо трёх параллельны х положений можно задаться четырьмя попарно 
параллельными положениями. Д л я  этого через точки В г и В 2 к руга  криво
шипа (фиг. 360) проводим прямы е В х п х и В 2п 2 под произвольными, но 
равными углам и к соответственным полож ениям Q m x и Gm2 ведомого 
коромысла, а  через точки В 3 и В 4 того же круга  — прямые В 3 п3 и В4 щ  
под другими, но тоже равными между собой углами к Gm3 и Gm4. Тогда 
относительные полож ения Gm l \ \G'm\  и G'm'3 [| Gmk . Д л я  таких  положений 
кривая Бурместера обращ ается в равностороннюю гиперболу к, произвольная 
точка которой Е  может служ ить местом постановки ш арнира на ш атуне В х Сг. 
Соответствующая ей точка Fj  в плоскости коромысла укаж ет место постанов
ки другого ш арнира.

В следующем примере задача упрощ ается ещё более вследствие задания 
полож ения Gm1 и д т 2 совпадающими, равно как  и положений Gm& и Gmi

(фиг. 361). Построив по предыдущему линии шатунов ВуПу |] В 2п2 и B sns || В 4га4, 
причём угол  между В хщ  и B sn3, в зяв  равным углу т х Gms, найдём, что 
относительные полож ения В гСх || в'2С'2 (последнее совпадает с В 2С2) и 
В 3С 3 || В 4С 4 . Допустим ещё, что угол m l Gm3 равен углу между ’ прямыми 
В г В 2 и В ЪВ^.  тогда для четырёх относительных положений полюсы Р 12 и P 3i 
уйдут в бесконечность по одному направлению , а для геометрического места 
точки Е г получим прямую  g как  общий перпендикуляр из середины .Р ^  ^*24 и 
Р ц Р ‘2 3 . По точке Е г однозначно определяется соответствующ ая точка F x.

Решим ещё примеры на построение механизма для проведения ползуна 
через заданные полож ения, соответствующие заданным же полож ениям 
кривош ипа. П усть заданы  четыре положения ползуна F lt F 2, F 3, F± (фиг. 362), 
а соответствующие полож ения кривош ипа будут A B V А В 2, А В 3, АВ±.  З ад а 
димся произвольными данными B E  и E F  и по ним построим засечками 
четыре положения точки Е,  именно Е х, Е 2, Е 3, Е±. Проведём теперь через 
точку В  в плоскости ш атуна В С  какую -либо прямую  В т  и будем искать на 
ней точку, четыре полож ения которой леж али бы на одном круге. Д ля  
этого достаточно построить в неподвижной плоскости два конических сечения, 
соответствующих прямой В т  для положений В^ту, В 2т 2, В 3т 3 один раз и 
для положений В хт ъ В 2т2, В^т^  другой раз. Эти конические сечения пересе
каю тся в полюсе Р 12 и в центре А .  Одна из двух остальных точек пересече-
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Нйя может служ ить центром D.  Тан к ак , однако, эти две точки могур 
ок азаться  мнимыми (конические сечения могут иметь лиш ь две общие точкй^ 
которыми будут в данном случае Р 12 и В),  то лучш е взять  прямую ,

проходящ ую  через В\  в этом 
случае конические сечения бу* 
дут иметь лишь одну наперёд( 
известную точку Р 12, а потому 
наверное будут иметь по край 
ней мере ещё одну точку. Н ай
дя точку В , определим на в зя 
той прямой соответствующ ую 
точку С. В результате полу
чим четырёхзвенник А В С В  с 
диадой E F ,  осуществляющий, 
заданное движение.

П усть ещё имеем заданный 
кривош ипно-ш атунный меха
низм в двух полож ения^ 
и А В 2 С2 (фиг.. 363) и требуется 
сделать от него отвод для дви
ж ения ползуна Е,  который 
должен находиться в одном и 
том же положении Е п  при 

к  . двух заданных полож ениях 
и' ':с'---  кривош ипа. Д елаем отвод при 

'2* помощи ш атуна DE,  точка D  
которого на линии ш атуна В С  
подлежит определению. Д л я  
этой цели найдём второе отно

сительное положение точки Е х, построив треугольник CtE'By,  равный тр е
угольнику СгЕ В 2, и восставим перпендикуляр из середины ЕЕ' ;  пересечение 
его с В ХСХ и даст искомую точку D.  П роверкой будет служ ить равенство 
E XD X — Е ^ В 2. Построение не затруднит читателя. ,

Наконец, можно поставить совместное требование возможно точной оста
новки и точного начала и конца этой остановки. Д л я  этого используем как

свойства кривизны  траекторий, так и геометрические места, относящиеся к 
отдельным положениям <).

П усть нам заданы четыре полож ения подвижной плоскости, из которых 
три бесконечно близки. Н а чертеже (фиг. 364) это мы выразим тем, чтс отрезок 
А ХВ Х А.2В 2 =  Л 3В 3 изображ ает одновременно эти три бесконечно близкие 
полож ения, а потому в этом положении мы знаем не только полю с Р,  в ко
тором совпадаюг полюсы Р и , Р 13 и Р 23, но и центры кривизны любых
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точен плоскости, для чего достаточно иметь либо круг перегиба, либо Центру 
кривизны траекторий двух точек, как  это было указано в главе VI (см. стр . 122). 
П р е д п о л о ж и м ,  что такими точками будут именно точки А  и В,  т. е. что нам 
известны для них центры кривизны  Оа  и Ов  . Четвёртое положение плоскости 
з а д а н о  отрезком А 4В 4. Н а чертеж е показаны  такж е к р у г  перегиба и к р у г  
в с з в р а т а .  Найдём остальные полюсы 
и полюсные прямые. Полю с Р и  н а
ходится известным способом как точ
к а  пересечения перпендикуляров, 
восставленных из середины A 1A i  и 
ByBi-  В этой же точке находятся по
люсы Р-24> Р 34’ Р 24» Р 34* ПоЛЮСНЫе 
прямые Р 12 Р ц  и Р 13 Р 23 совпадают 
с касательной P t  к центроидам, ко
торая построена по указаниям  главы 
V I. Совпадающие между собой по
люсные прямые Р  14-^24 И •Pl4^>34 НаЙ" 
дутся, если при Р и  построить угол 

1
Р ц Р ц Р и —  у «14 в направлении по

ворота от 1 к 4; здесь в14 =
=  £,  А хР и А и . О тклады вая такой же

1
угол —  014 в противополож ную  сто

рону, получим полюсные прямые 
Р ц Р 24 и Р ц Р зх . Отметим ещё точ
ки пересечения полюсных прямы х (фиг. 365): <?12 к ак  точку пересечения Р ц Р ч з 
и Р 14Ро4, Ql3 и (?25, совпадающие с Qi2, и совпадающие между собой точки 
<?i2’ <?1з ’ к ак  Т0ЧКУ пересечения P t  и Р и  P 2i . Совпадающие точки Qu> 
Q«a - Q?a  могут быть найдены следующим образом. Т очка <?)4 есть центр кри 
визны траектории той точки подвижной плоскости, которая в полож ении 1 
совпадает с полюсом Р )4; поэтому указанным в главе VI построением, т. е.

построив при Р 12 угол Y. равный 
углу  между касательной P t  и 
нормалью  Р В {, найдём точку U  
пересечения второй стороны втого 
у гл а  с Р ц В х, тогда п рям ая  O b U  

„ пересечёт Р ц Р ц  в искомой точке 
^  Qu-  Т очка Q}^ найдётся следую
. ^  щим образом. Точку U'  пересе

чения прямы х P ^ U  и Р ц Ов  сое
диняем с В {\ прям ая U'Bi  пересе
кает Р ц Р 12 в Q/ 4 .

Построим теперь кривые Б у р 
местера. Средняя линия zm к р и 
вой центров т  проходит через 
середины отрезков Р ц Р  и  и Q12<?44. 
Средняя линия z k кривой круго
вых точек к{ проходит через се
редины отрезков Р ц Р ц  и Q2XQ h  • 
Ф окальный центр Gm кривой т  
есть точка пересечения трёх к р у 
гов: одного, проходящ его черев 

P ^ P w Q n <  и двух других, проходящ их через <?14, из которых один касается 
Р  12« в Р 12, а другой касается P , iQ i2 в Р ц  (ф и г.'3 6 6 ). А налогично находим 
фокальный центр Gk кривой кк как  точку пересечения трёх кругов: проходя
щего через Р 12, Р 14, Q j 2 , проходящ его через Q 14 и  касаю щ егося Р 12г в  Р 12 и 
проходящ его через Q 14 и касаю щ егося P tiQ в Р 14. По средним линиям и
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фокусным 
люсе - irj

положением 
лол-.ешш E,t

учгпам строим кривые т  и А\ как было укапано в главе V II. В пб* 
laiuan лмссг К] угом к р н тгш ы  круг перегиба 1Pj««, а кривая

4. со о гьетсту тш н м  концу o n  
Судом :ш-.-ть для коромысла OF

т  имеет кругом кривизны Kpyt 
возврата гг з . Обе кривые пока- 
залы  на фиг. "67. К ривая к{ есть 
геометрическое месю  тех точек 
подвижной плоскости в первом 
положении, дли которых круг 
кривизны в этом положении про
ходит через их четвёртые поло
ж ения, а кривая т  есть геоме
трическое место соответствующих 
центров кривизны.

Теперь мы можем п о с т р о ть  
механизм с остановкой большой 
точности и с заранее намеченным 
по времени окончанием останов
ки. Д ля  этого предположим, что 
мы можем использовать суще
ствующий механизм, звено кото
рого А В  имеет вполне опреде
лённее движение (фиг. 368). Зад а
ваясь положением A XB X А.,В-2 =s 

А^В^,  для которого выберем точ
ку на кривой k t с
цен гром кривизны F  и другим 

ановкн, когда точка Е  займёт по- 
хорошую  остановку на протяж е-

Фнг. 307,

шш  7- 1 с точным окончанием в полож ении 4. Точность окончания остановки 
зависит от того, насколько нормаль к траектории точки Е  в полож ении 
отклоняется от прямой т. е. как велик угол о.



Построим ещё механизм с остановкой большой точности и с заданной 
продолжительностью  этой остановки, т. е. моментами начала и конца её. 
Пусть мы имеем уж е шестизвенный механизм O A tB f t ' C f i f t "  с неподвижными 
центрами вращ ения О , , О ' , О "  и ведущим кривошипом О А  (фиг. 369). П редписа
ли положения А , ,  А 4, A s на круге кривош ипа. Требуется от зв е н а .CD  едеНЫ ** _____. .  ......... .................... ЛН1Е1

£,£г £3

Ар А.

лать отвод к коромыслу 0 ' " F  с непо
движным центром О"', чтобы оно имело 
возможно точную остановку между по
ложениями 4 и 5 кривош ипа. Положение 
ж е А  может быть взято  до известной 
степени произвольно; на чертеже оно 
взято по середине A tA s . Задача реша
ется следующим образом. П режде всего 
находим центр кривизны  траектории 
точки С { звена A f i y .  Т ак  как  для точ
ки Di  центр кривизны  находится в О", то мы имеем возможность определить как  
круг перегиба, так  и кривизну траектории любой точки звена CD.  Находим, 
как  указано выше, полюсы и строим кривые круговы х ю ч ек  к12и и /с(?45, 
причём для последней будем иметь два бесконечно близких полож ения 1 и 2.

Фиг. 368.

Четыре точки пересечения этих кривы х будут точками Бурместера на подвиж 
ной . плоскости, а соответствующие им точки Бурместера на неподвижной 
плоскости найдутся как  центры кривизны траекторий первых точек. И з 
полученных четырёх пар точек три <жазались непригодными для конструиро
вания механизма, а взята  лишь точка £ i;s и вычерчена её траектория, которая 
на участке Е 4Е 3 практически не отличима от дуги круга с центром F;  по
этому коромысло 0 ' " F  в течение всего времени поворота кривош ипа от О А 4 
до O A t  остаётся в покое.

245



При одном заданном, начальном или конечном, моменте остановки можно 
потребовать ещё большей точности, т. е. касания третьего п оряд ка траекто
рии с кругом кривизны . Д л я  этого надо найти лиш ь точки Бурм естера к ак  
точки пересечения кт 5 , построенной, как  указано выше, с *1234- построение 
которой было указано  в главе V II.

§ 55. З ад ан и е  м ёртвы х п о л о ж ен и й 1).
Здесь могут быть поставлены и решены следующие три задачи.
П ервая  задача может бЫ1ь сформулирована следующим образом. От 

ш атуна данного четырёхзвенника сделать привод к коромыслу с заданным 
углом разм аха.

П усть задан  шарнирный чехырёхзвенник A B C D  (фиг. 370) и коромысло, 
качаю щееся вокруг центра G между крайними полож ениями От{т,  и Gm3m4, 
которым соответствуют положения A B J 3 2 и A B t B4 кривош ипа. Строим- по

ложения ш атуна В {С{ =  В 2С2 и В аС3 =  В4С4 и их относительные положения 
и £ 3С з= ь В 4С4 . Кроме того, строим полюсы Р 12 и Р и  и относи

тельные их положения Р 12 и P 3 i . Наконец, находим полюс Р  как  точку пе
ресечения перпендикуляров из середины B XB 3 и CjCg . Полюсы P i2, P 3i и Р
определяю т кривую  Бурм естера к (см. стр. 214). О стаётся взять произвольную  
точку F t этой кривой и соответствующую ей точку E t в плоскости шатуна 
B , C t . П оверкой правильности построения служ ит то, что точки Е {, F t и Р 12 
леж ат на одной прямой, равно как  и точки Е 3, F s и Р и \ это должно быть 
вследствие того, что в крайних полож ениях коромысла G F  шатун E F  должен 
располагаться по нормали к траектории точки Е.  Таким образом получится 
шестизвенный механизм, состоящий из данного четырёхзвенника A B C D  и ди
ад ы  E F G .

Аналогичную  задачу можно решить и для кривошипно-шатунного меха
низма. П усть, например, требуется построить двухцилиндровый насос, при
водимый от вала при помощи одного эксцентрика. Тогда поршень одного 
цилиндра может быть приведён от этого вала посредством «главного» ш атуна, 
а для приведения в движение второго порш ня надо вставить между ним и 
главным шатуном второй ^прицепной» ш атун. П усть A B C  есть главный меха

1) Этот параграф  разработан  нами.
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низм, а мёртвые положения прицепного поршня соответствуют положениям 
A B t и A B S кривош ипа (фиг. 371); кроме того, задано направление движения 
прицепного порш ня и его ход s. О стаётся найти центры ш арниров прицепного

Фиг. 371.

ш атуна. С этой целый строим, как  и в предыдущем случае мгновенные’ полюсы 
Р (, и Р 34, и относим как  их положение, так  и положение В 3С3 главного ш атуна к 
ближнему мёртвому положению прицепного поршня т {т 2. В результате получаем 
тот же полюс Р 12, вместо полюса Р 34— полюс Р 34^и вместо B%CS — положение 
b './j ', . Д л я  положения В {Сг и В'3С3 находим полюс Р , который вместе с по
люсами Р ,2 и Р 3'4 определяет кривую  Бурместера к1Ш, имеющую форму

буквы  «р и близкую  к  распадению на к р у г  и среднюю прямую . В зяв на этой 
кривой произвольную  точку, примем её за центр поршневого пальца п ри 
цепного порш ня в его мёртвом положении, т. е. за  точку F i F 2\ соответству
ющая точка Е {Е,, плоскости ш атуна ВС  будет центром второго ш арнира. 
Таким образом определяется точка прицепа на главном шатуне и длина 
прицепного ш атуна. Конструктивное выполнение механизма показано на 
фиг. 372.

Задача проектирования прицепного механизма V -образного авиационного 
мотора несколько отличается от решённой здесь задачи, так  к ак  положение 
поршневого пальца в поршне уже определено заранее, а потому при задании 
обоих мёртвых точек прицепного порш ня можно задать только одно полож е
ние кривош ипа, соответствующее одной мёртвой точке; второе положение
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кривош ипа определится из построения. Задача эта в различных постановках 
решена Н . Г. Бруевичем1).

В торая задача может быть поставлена так: данный четырёхзвенник должен 
быть приведён в качательное движение от вала, не входящего в его состав,

между заданными крайними положе
ниями;

£  £  В том случае, когда задан только 
- i s  * центр вала или только угол 'поворота 

вала, соответствующий одному коле
банию данного четы рёхзвенника, за
дача была решена ранее (см. стр. 234), 
причём точка ш атуна, через которую 
механизм приводится в движение, 
может быть взята произвольно. Здесь 
мы) решим эту задачу в предполо
жении, что задан и центр G вала, 
и положения его, определяемые п р я 
мыми Gmxm 2 и Gm:,mi , соответству

ющими мёртвым полож ениям четы рёхзвенника A B C D  (фиг. 373). Д ля  решения 
задачи строим относительные полож ения вала, т. е. прямы х Gmlm 2 и Gm3m4,

Фиг. 373.

%О /

Фиг. 374.

по отношению к положению ш атуна .BjCj В 2С« (фиг. 374). Полюс Р 12 на
ходится в G, полюс Р 31 — в G', остальные — в точке Р  пересечения перпен
д и куляров  из середин GG'  и М^М'^  где М х — произвольная точка на Gmx.

Вследствие этого кривая  Б урм естера для ш атуна ВС  распадается на круг 
к Е , проходящ ий через G,G'  и Р,  и прямую  g^, представляю щ ую  перпендику
л я р  из середины GG'. К ри вая  Бурместера в плоскости вала такж е распадается 
на к р у г  ftp, имеющий диаметром GP,  и прямую  gp,  проходящ ую  через G и Р.  
Соответствующие точки Е х и F lt а такж е Е 3 и F 3 леж ат на прямы х, прохо
дящ их через G, что служ ит поверкой.

П оследняя задача будет следующей: от данного четырёхзвенника сделать 
привод к другому данному четырёхзвеннику, соединяя их шатуны промежу

1) Труды  ВВА КА им. Ж уковского, сборник~№  15 (1936 f .) .
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точным шатуном так, чтобы мёртвые положения второго четырёхзвённика со
ответствовали заданным полож ениям первого.

Пусть ведущий четырёхзвенник будет A B C D ,  а ведомый — G H I K  (фиг. 375); 
соответствующие положения указаны  одинаковыми индексами. Строим опять 
относительные положения В ХС\  н В 3С3 по отношению к ш атуну H^Iy,  нахо
дим полюсы и кривую  Б урместера кР, которая будет геометрическим местом

Фиг. 375.
точки F x шатуна Н Х1Х, на чертеже построена такж е кривая Бурмастера кЕ 
для относительных положений ш атуна H I  по отношению к ш атуну ВуСу. Со
ответственные точки этих кривых и могут быть приняты  за центры ш арниров, 
соединяющих третий ш атун с двумя данными. П оверкой решения должно слу
ж ить прохождение E XF X через Р и  и E 3F 3 через Р и .

§ 56. Задание равномерного движ ения.

Часто требуется сообщить ползуну на некотором участке его пути равно
мерное или почти равномерное движение при равномерном вращении главного 
вала. Кривош ипно-ш атунный механизм 2 3
годился бы для этой цели, если бы линия ~ ~
движения ползуна пересекала окруж ность 
кривош ипа в точках на небольшом рас
стоянии одна от другой (фиг. 376). Но при 
этом на обратном ходу получается малый 
угол передачи.

И здавна применяется в таких случаях 
шестизвенный механизм. П усть, например, 
задан ход ползуна и разделен на восемь 
равных частей: F 0F j  =  F jF o  =  F 2F 3 =
=  f 3f 4 =  f 4f 8 =  f 5f c =  f 6" f 7 =  f 7f 8
(фиг. 377); требуется привести его в дви
жение ог вала, центр которого не дан, и
притом так , чтобы при равномерном вращении вала расстояния F 1F 2 =  F 2F 3=  
= F 3F 4= F 4F s= F 6F 6= F 6F 7 проходились бы в равные или почтиравные промежут
ки времени. Берём на продолжении линии F 0F S центр D  кривош ипа и проводим из
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него круг кривош ипа радиусом, равным половине хода, т. е. ^ F 0F S, а Дл и "

на ш атуна E F  будет равна расстоянию  центра D  от середины хода, т. е. от 
Fi .  Это будет ведомый кривош ип, который должен вращ аться неравномерно,

чтобы осуществить заданное движение ползуна. Ц ентр и радиус ведущего к р и 
вош ипа определяю тся эмпирически после выбора длины соединительного ш атуна 
B E  следующим образом. Из точек F x, F 2, . . . , F 7 делаем засечки длиной E F  на 
круге кривош ипа в точках Е ХЕ 2, . . ■ , Е Ч, а из этих точек проводим дуги 
slt s2„  . . . , s7 радиусом ВС.  Затем наносим на кальку  ряд концентрических

кругов  и радиусов, делящ их эти круги  на 
16 равны х частей (фиг. 378). Д вигая  кальку  
по чертеж у, можно добиться того, что семь 
последовательных точек какого-нибудь 
круга  лягут  на семи последовательных ду
гах s: тогда центр и радиус этого круга 
определяю т центр и радиус ведущего к р и 
вошипа А В .

Можно поместит,, центр ведущего к р и 
вошипа на прямую  D F ,  если повернуть 
весь двукривош ипный механизм A B C D ,  
разделив, 1аким образом, точки С и Е  
(фиг. 379), т. е. вы полняя ведомый кри 
вошип в форме углового рычага CD E .

Вместо двукривош ипного механизма 
можно взять  кулисный механизм. Ведомый 
кривошип будет вращ аю щ ейся. кулисой. 
П роведя из его центра вращ ения D  радиу
сы к точкам деления Е х, Е 2, ■ ■ . ,  Ец (фиг. 
380), помещаем кальку  с кругами и лучами 

так , чтобы семь последовательных делений какого-либо круга легли на семи 
последовательных радиусах D E b  D E 2 , ь . . , D E 4. Ц ентр и радиус подходящего 
круга  определяют центр и радиус ведущего кривош ипа.

Е сли  взять  ведомым кривош ипом качаю щ ую ся кулису, то целесообразно 
взять  линию движения ползуна проходящ ей через середину стрелки дуги к а
чания конца кулисы (фиг. 381); в этом случае углы  передачи будут наимень
шими, а середина хода ползуна будет соответствовать среднему положению 
кулисы . В этом случае, однако, добиться равномерности очень трудно, так  
к ак  круг ведущего кривош ипа стеснён ещё одним условием: он должен касаться 
крайних положений кулисы. Е сли  пользоваться смещённым механизмом 
(фиг. 382), то вместо лучей, соединяющих точки деления дуги кулисы  с её 
центром, надо из этих точек деления провести касательны е к кругу смещения; 
это может облегчить подбор к руга  ведущего кривош ипа.

П ередача к ползуну может быть осущ ествлена не шатуном, а вторым к у 
лисным камнем, ходящ им либо в той же кулисе (фиг. 383), либо в прорезе
250
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ползуна (фиг. 384); в  последнем случае обычно камень выкидывается, a  i'd* 
ловка кулисы  непосредственно ходит в прорезе ползуна, образуя с ним выс
шую пару. К онструкция в общем упрощ ается, но это мало помогает решению 
поставленной задачи.

Н аконец, ведущий кривошип с кулисным камнем может быть диадой, 
ведущей шатун четырёхзвенного механизма, осуществляющего движение пол
зуна. Такой четырёхзвенник выполняется пли в виде конхоидального меха
низма (фиг. 385) или в виде коромыслово-ш атуиного (фиг. 386). Но и здесь 
круг кривош ипа связан  тем же дополнительным условием касания крайних 
положений ведомого ш атуна. В настоящее время в станках  шепинг (поперечно
строгальных) иногда применяется комбинация вращающ ейся кулисы  с кача
ющейся. Т акой  восьмизвенный механизм (фиг. 387) даёт более удовлетвори
тельное решение задачи о равномерном движении.

В заклю чение укаж ем  на возможность приведения ползуна в движение 
посредством передаточного шатуна E F  от ведущего шарнирного четырёхзвен- 
иика A B C D  (фиг. 388). Размеры  звеньев можно подобрать (эмпирически) так, 
что движение ползуна на некотором .участке прямого хода будет весьма близко 
к равномерному, как  показывает разметка его пути на чертеже. Интересно 
отметить такж е, что в этом механизме изменение хода ползуна производится 
перестановкой опоры D  коромысла по прямой между точками D 0 и D 0 , 
между тем как  в предыдущих механизмах, которые обычно применяются в 
металлорежущ их станках, это изменение получается в результате перестановки 
пальца кривош ипа в радиальном прореае последнего, т. е. при изменении 
радиуса к ривош и па1).

X. О СН ОВН Ы Е У Р А В Н Е Н И Я  Д Л Я  С И Н ТЕЗА  П РО С Т Ы Х  К И Н Е М А Т И 
ЧЕСКИ Х  Ц Е П Е Й .

§ 57. П редварительны е замечания.

Рассмотрим простые плоские кинематические цепи со звеньями, входящ и
ми во вращ ательные и поступательные кинематические пары. К ак  будет пока
зано ниж е, плоские механизмы с низшими парами могут быть образованы  по
следовательным наслоением простых кинематических цепей. Из этих же цепей 
могут быть образованы  и кинематические цепи любой степени сложности. 
В связи  с этим различные вопросы общей теории синтеза плоских механизмов 
с низшими "парами целесообразно рассматривать сначала в аналогичной по
становке для простых цепей, а затем найденные результаты  применять к  от
дельным механизмам и сложным цепям. Т акой подход к построению общей

Фиг. 389. Фиг. 390.

теории позволяет разработать достаточно общие приёмы, пригодные для реше
ния различных практических задач по синтезу как простых, так и сложных 
механизмов и кинематических цепей.

Кинематические цепи принято делить на замкнутые и открытые. На 
фиг. 389 изображ ена простая откры тая кинематическая цепь. В ней звенья 7 и 
5 не входят в кинематическую пару, а с остальными звеньями входят только 
в одну кинематическую пару . На фиг. 390 изображ ена зам кнутая простая кине-

!) B r i c a r d  R .: Legons de c inem atique, т. II , стр. 182— 183 (1927).
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Ыйтическая цепь. В ней каждое звено входит в две кинематические пары 6 
двумя другими звеньями.

О ткры тую 'цепь можно всегда заменить кинематически эквивалентной зам
кнутой. В самом деле, если рассматриваемая цепь откры тая, то расстояние 
между её конечными точками А  и В  (фиг. 389) всегда можно принять за не
которое добавочное звено переменной длины. П рисоединяя это добавочное 
ввено к  действительным звеньям открытой цепи, получим замкнутую  цепь, 
которая по своим кинематическим свойствам совпадает с заданной открытой. 
Добавочное звено можно себе представить в виде кулисы  (фиг. 390), в рамке 
которой сделана прорезь достаточной длины. Таким образом, для последую
щ их теоретических целей достаточно рассмотреть теорию замкнутых простых 
кинематических цепей.

§ 58. У равнения зам кнутости  четы рёхзвенной ш арнирной цени.

Образуем из звеньев цепи замкнутый векторный контур и спроектируем 
его на оси прямоугольной системы координат ху  (фиг. 391):

/■j cos etj -f- г2 со! а2 -J- Л
4 - Г д  COS «з - f -  Гц COS d j  =  0  -

;'l sin  aj -j- r2 sin a2 -j- 
r 3 sin  as -j- r4 sin a4 =  0

} (134)

J
•Умножая второе уравнение системы 

(134) на мнимую единицу и применяя 
формулу Эйлера:

cos aj —f— £ sin v.j ( / =  1, 2, 3, 4),Ot j  J-  I / Ol 11 \J .J  ...... & j

получим:

-J- r 2e<0» -f- r3e<»s -j- r4e*=,4 =  0. (135)

Д ля  зеркального отображения 
O 'A  B 'C 'O '  векторного контура ОАВСО  
в нижней полуплоскости (фиг, 391) 
справедливо уравнение:

гхе -  <=ч -J- г2е -  - f  - rze~ i’1> ~Ь
■пе- = 0 ,

(136)

которое получается из основного у р ав 
нения (135) заменой знаков при мнимых 
единицах на обратные. У равнения (135) 
и (136) называются сопряжёнными и 
система их

гуе*<ч -j- r 2e*a 1 -)- rge*«s -)- 
-f- г4е*«* =  0 ,
- ) -г 2е _ *ч-(- г3с~*“8 -j- Г (137)
- i - r 4e - « i  =  0 )

]
\

эквивалентна обычным уравнениям  
(134). Преимущества записи уравне

ний замкнутости в форме (137) вы явятся при рассмотрении конкретных задач 
синтеза.

Д л я  четырёхзвенного ш арнирного механизма (фпг. 392), принимая звено 
С за стойку и считая, что ось х  направлена по СО,  получим по (135):
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§ 69. Применение основного уравнения К решению задач епптеза<

. Пусть, например, требуется построить шарнирный четырёхзвенник по трём 
заданным положениям его кривош ипа О А  и коромысла СВ.  Принимая первые 
положения кривош ипа ОАл и коромысла С В Х за начальные, определим осталь
ные положения этих звеньев углами ip12, <р13, <р32, f>33 (фиг. 393), где первый 
индекс определяет номер звена по фиг. 392, а второй положение звена по 
фиг. 393. П рименяя основное уравнение к трём рассматриваемым положениям 
механизма, получим: _

гiei-ч -J- г2е®«! -)- =  — r±, j
Г]Л*Г'г "ги) -J- ГоС* (<*s + ?!sl Г-iCi (''S i <fs») =  — r f '
г,е* (*i + 'fu) -j- ("! + <ps») -I- (“s + oss):

(1 3 8 )
3 ' --- 4’

где ®22 11 ?зз — углы, определяющие поворот ш атуна А В  механизма по отно
шению к его начальному положению А гВ г. Очевидно, что для построения 
искомого механизма, переводящего кривошип и коромысло в заданные по 
фиг. 393 полож ения, достаточно вычислить 
комплексные числа:

Zy —  r je“ i, z2 =  r2ei<4, za =  r. е* “ з.

определяющие начальное его положение.
Вводя неизвестные zx, z 2, zg в уравнения 
(138), получим систему трёх линейных ком
плексных уравнений:

z1 + z2 +  23 =  — г4> 'j
z1e*?u-f-z2efc?j»-f-z3e&pa> =  — r4, I (138')
z ^ i ’t  i3 -j- z2e*<f!s -j- z3e*'rss — rit J 

которую решаем методом, определителей. Составляем определитель 
коэффициентов при неизвестных в левой части:

1 1 1

ь
С

Фиг. 393.

системы из

ег?и
е^?1з

ег<?2з
б̂ ?23

еггм
е»?зз

и заменяя последовательно его столбцы на столбец, состоящий нз свободных 
членов, получим:

— 1 а

*1= — г4 etyn
~ ri е«?за

1 1

о? to II еЩи ~ п ,
е®?18 —  Г* е̂ аззз

1 1 ~ г*
«3 = 2 — Г 4,

еЩа е<?!з — ?4
и z3 определятся по формулам:

8i 1г 1
“ So’
—  h ■"2

°0 ’
°3

“ «o’ J

(139)

У казанны й способ определения неизвестных применим к системе п  линей
ных уравнений с п комплексными неизвестными, при условии, что 80 ф  0 .

Особый случай, когда одновременно все о̂ - (/ =  0 , 1 , 2 , 3, . . . ,  п) обращ а
ются в пуль, в дальнейшем изложении но рассматривается как  но представ
ляющий практического интереса. Таким образом, система (138) определяет 
единственный шарнирный четырёхзвенник при условии, что все &j(j =  0, 1, 2 ,
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I (140)

3) йе равны нулю и для вспомогательных углов <р22 и <?23 выбраны определён
ные частные значения. Свободой в выборе углов <р22 и ®23 можно воспользо
ваться для синтеза механизма, удовлетворяющ его большему числу заданных 
условий.

П усть, например, требуется построить шарнирный четырёхзвенник по пяти 
заданным положениям его кривош ипа О А  и коромысла СВ  (фиг. 393). А нало
гично изложенному выше выписываем систему уравнений для пяти рассматри
ваемых положений механизма: 1

Zl “b 2’ +  Z.'i =  — ri , I
£|£>гг12 -J- 32e»’fJS -j- ~  — Г,J,

■ - -p z2e*'fu -j- z;je*¥33 — — r4.
z jefcu -j- -j- z 3efcsi — — rA,
Zje*?is z2e<?>i 4 -  z3e»'f35 =  —  r 4.

Очевидно, что неизвестные гх, z2, zs определяю тся из любых трёх уравне
ний написанной системы, например первых трёх, и их значения вычисляются 
по формулам (139). Остаётся выяснить, при каких условиях найденное реш е
ние (139) первых трёх линейных уравнений будет удовлетворять остальным 
двум уравнениям  системы (140). Эти условия получим, подставляя значения 
Zj, z2, z8 в последние два уравнения системы (140). Имеем:

Sje*'?!! -J- -f~ S3e®?34 -j- =  0 , I
Jjê Tis -j- S2e*?is -j- S3e*vss -f-r4S0 — 0, f  ■

или после перестановки столбцов в определителях 80, 8Х, 82
делителей четвёртого порядка:

(141

83 в форме опре-

D , =

— п 1 1 1
~ ri С*уЗ!
— г4. etyn е « г з з

~ ri

1 1 1

—  г* еЩп ef'fn
—  ri е»?и S3 з

— ri g ic p is etfss

=  0,

: 0 .

(142)

)
Р азл агая  написанные определители по элементам последних строк, полу

чим, очевидно, условие совместности системы линейных уравнений (140) в фор
ме (141). Система двух комплексных уравнений (142) эквивалентна системе че
тырёх обычных уравнений с четырьмя неизвестными. По условию рассматри
ваемой задачи этими неизвестными могут быть только утлы <р22, <р23, ip 2 4 , <р2 6 .

Д ля  вычисления z j ( j =  1, 2 , 3) достаточна определить значения только 
двух углов <р22 и ip23. Методы решений системы уравнений типа (142) будут 
подробно рассмотрены в дальнейшем изложении. У равнения совместности (142) 
получены в предположении, что для определения zb z2, z3 взяты  первые три 
уравнения системы (140). Если для определения этих неизвестных выбрать 
какую -либо другую  комбинацию трёх уравнений системы (140), например пер
вое, второе и четвёртое, то уравнения совместности запиш утся в виде двух 
определителей.

D , =

D„ :

~ r4 1 1 1 ■

— u e b j s

eic i  3 =  9 ,~ r4,
—  4 с с

—  4 1 1 1
—  r 4 е г'-?32

=  0 .
—  r i e*?i*

ei'ru е^чь

(143)

При этом второе уравнение системы (143) отличается от соответствующего ему 
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уравнения системы (142). В силу единственности решений системы значений 
'¥, ;. (А == 2, 3, 4, 5), вычисленные из уравнений (142) и (143), должны быть 
одинаковыми. Отсюда следует, что независимыми могут быть только два у р а в 
нения совместности из написанных четырёх уравнений (142) и (143). С казан
ное в равной мере относится ко всем возможным уравнениям , которые могут 
быть получены указанны м способом при- решении системы линейных уравне
ний (140). Следо'вательно, система линейных уравнений (140) будет совместна, 
рели из всех возможных определителей четвёртого порядка, составленных из 
ее коэффициентов и свободных членов, любые два равны нулю. При этом как  
следствие будут равны нулю и все остальные определители четвёртого порядка.

При большом числе рассматриваемых линейных уравнений уравнения сов
местности проще получать из рассмотрения матрицы системы, составляемой из 
коэффициентов при неизвестных и из свободных членов.

Составим из коэффициентов левых частей уравнений (140) таблицу:
1 1 1 1
| eten\ .! Сггis <?*ГМ

еЩзк
е^\ь еЩы

и назовём её матрицей системы уравнений (140). Составленная матрица содер
жит пять строк и три столбца. Л ю бая часть матрицы, содержащ ая одинаковое 
количество строк и столбцов, может быть рассматриваема как  некоторый оп
ределитель. В частности, например, из элементов первых трёх строк написан
ной матрицы М '  составляется определитель третьего порядка:

1 1 1 
е*'тн

j - Г 4 1 1 1

! ~ ri е^п

i - 4 e* r« ê '-pss

! — 4 e*'f«

который входит в формулы (139) для вычисления неизвестных z j ( j =  1, 2, 3).
Назовём рангом матрицы наивысший порядок определителя, отличный от 

нуля, который можно из неё выделить. Т ак как , в частности, по условию  ре
шения линейных уравнений 80 Ф 0, то ранг матрицы М '  равен трём. Составим 
из коэффициентов и свободных членов уравнений (140) таблицу:

М" :

и назовём её расширенной матрицей системы линейных уравнений (140). Оче
видно, что из написанной матрицы  выделяются все возможные определители 
четвёртого порядка, из которых образую тся системы уравнений совместности 
типа (142) или (143). Т ак  к ак  по условию совместности системы линейных 
уравнений (140) все эти определители должны быть равны пулю, то ранг ма
трицы М "  не может быть равен четырём. Т ак как  по крайней мере один 
определитель третьего порядка, выделенный из матрицы М " ,  например 80> 
отличен от н уля , то ранг матрицы М "  равен трём. Изложенное формули
руется в следующей общей теореме: с и с т е м а  л и н е й н ы х  у р а в н е н и й  
с ч и с л о м  у р а в н е н и й ,  б б л ь ш и м  ч и с л а  н е и з в е с т н ы х ,  с о в м е 
с т н а ,  е с л и  р а н г  р а с ш и р е н н о й  е ё  м а т р и ц ы  р а в е н  р а н г у  м а т 
р и ц ы ,  с о с т а в л е н н о й  и з  к о э ф ф и ц и е н т о в  п р и  н е и з в е с т н ы х .  
Расш иренная матрица М "  системы линейных уравнений служ ит для непо
средственного составления системы независимых уравнений совместности. Эту 
операцию  проще всего выполнить следующим образом. Выделяем из матрицы 
определитель четвёртого порядка, взяв  первые четыре строки, и заменяем в 
нём последовательно последнюю строку оставшимися строками.

В общем случае, при решении системы п  линейных уравнений с т  неиз
вестными, расш иренная матрица системы будет состоять из m -J- 1  столбцов и
17 Синтез механизмов 257



п  строк. У равнения|совместности составляются из определителей , m -|~  1 по
рядка, причём число независимых уравнений равно п — т.  Более подробное 
и строгое изложение методов решения систем линейных уравнений можно 
найти в любом курсе высшей алгебры <)■ П оказанный выше на частном п р и 
мере метод решения систем линейных уравнений, связанны х с задачами син
теза четырёхзвенных механизмов, непосредственно применим при рассмотрении 
простых цепей с любым числом звеньев.

§ 60. У равнение замкнутости простой цени.
Возьмём простую замкнутую  кинематическую цепь с прямолинейными к у 

лисными звеньями (фиг. 394) и образуем из её звеньев замкнутый векторный 
нонтур.

Воспользовавш ись комплексными числами:

z j k  =  0'fcet,;7t’
запишем уравнение замкнутости цепи в следующем виде:

(Н4)

где г jit — переменные размеры кулисных :meiii.eit. ад . ■ переменные углы , оп 
ределяющие направления этих звеньев при деформации ц е н и 2). Считая, что
начальному положению цепи 
случая

соответствует индекс к — 1, имеем для этого

~ '.h -О, (145)
i — 1

где z j t —  — комплексные числа, определяющие конфигурацию  рассмат
риваемой цени в начальном её поло- ”
жении.

П ри деформации цепи происхо
дит растяжение и вращение её

звеньев и комплексные числа Zj, превращаю тся я комплексные числа ; д ,  опре
деляющие конфигурацию  цепи н некотором произвольном /f-том ее положении. 
Переход от s j t к z j k задаётся аналитически некоторыми комплексными числами:

-Jk - -  dJkfii?Jk
и определяется по формуле:

z j k  —
М одуль d j k каждого заданного комплексного числа - д  определяет растяжение 
звеньев цепи (фиг. 395): ■ ’ "

djk  - -
г.)к

•*) См., например, О у ш к е в и ч :  Основы высшей алгебры.
") Здесь и в дальнейшем под деформацией цепи будем понимать только 

любое изменение относительных положений её звеньев.
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л аргумент- -  вращение звеньев:
, f j k  — i j k -  - Vi-

Заданием l j k дли ряда но.Ю/кепнй чвена /  устанавливаю тся относительные 
приращений размеров кулпсных звеньев d j k и углы поворотов этих звеньев 
<tjk , отсчитываемые от некоторого начального их полож ения. Из самого оп ре
деления i.ik следует, что

I ~  1 - ¥_/Т -  ; ; j,  - 1.
П одставляя значения hjk в формулу (144), получим уравнение замкнутости 
для любой допустимой'деформации цепи:

п

У :  Zj l ' j k  ~  0’
} — 1

пли. перенося слагаемое с индексом п и правую часть:
п I ' .

у -  1

§ 01 . Уравпонно скоростей простой ценя.

Д ля  получения скоростей дифференцируем но времени произвольное сл а
гаемое левой части уравнении ( 

At
где

J'.ik =

1441

drjU 
' dl ’

rjk и ijk переменными:

• i r j k ® j k r i r i \ ■

jk
dt

Т ак  к ак  ,е»*д — орт. определяющий направлепие прямолинейной прорези
кулисы, то вектор Vjke>*.iit даёт спорость 
логично атому вектор i.rjkwjkn'*jh. п ер 
пендикулярны й к направлению прямо 
линейной прорези кулисы, представляет 
скорость точки кулисы относительно 
звена, с которым она связана ш арни
ром, н следовательно, вся сумма

поляушки относительно кулисы. Ана-

j k V j t f А
даёт скорость нолзушкн по отношении' 
к звену, с которым кулиса связана 
шарниром. Графическое изображение 
результатов дифференцирования дани 
на фиг. 3%. Здесь Р  — звено, относи
тельно которого рассматривается дви
жение связанной с ним кулисы, V  -  
т ч к а  кулисы, скорость которой равна 

п- R\ -  точка полз,ушки, 
совпадающая в рассматриваемый мо-

Фнг. :i !'

(hmsvhiku относительномент'времени с точкой В,  Vj keMik---VljH скорость 
кулисы, г>в  --- скорость полз,ушки относительно звена />, полученная диффе" 
ренцнрованнем вектора г ,-а- , Суммируя результаты  дифференцирования н 
дели обе части уравнения на i, получим уравнение для повёрнутых скоростей:

v  ,±
Лтящ4 ff 1 i v  jk)

11 peor'ipaavi’M ныран;еш1е под вторым 

\rjk'"jk — i vJk ■ <

i : t

п а к о м  с у м м ы :  

iv jk  \ 
rjk /\)k ■jk\ik-
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где

■njlc - ”j k -
IVjk 
rj k  '

Зам еняя Zjk —  zji*jk  11 подставляя найденное выражение в уравнение скоро
стей, получим:-

П

^  ' j k Tijkzj i  =  °>
} =  1

или, перенося слагаемое с индексом п в правую  часть:
я —1

Вводя величины

^jkr‘j kzj i — ^пк^пкгп1-

v jk

(147)
1 -1

bj k —  — •
'Ji

заданием которых для ряда положений цепи определяю тся приращ ения отно
сительных линейных скоростей ползуш ек, представим коэффициенты т);к в 
следующем виде: ‘

i-v jk
r!jk =  соj k  —  - —  a j k — ~ .

rj k  njk

§ 62. У равнение ускорений простой цепи.

Дифференцируем два раза по времени произвольное слагаемое левой ча
сти уравнении (34'i),

(гГ*1Л%л)  =  f r jkS j k  ~  rJk<»%) eu : k + { a J k - \ - 2 w j k4>jk) e**jk,

Ai’ju  ch>j,
где aJ k ~-

dt рафическое изображение результатов дифферен

цирования дано на фиг. 397. Слагаемое
а В А =  {if jk-jk  ~  rjk®2}k)

представляет собой ускорение точки В  
кулисы  при её движении относительно 
звена Р,  слагаемое

ав 1в  —  aj k ei%̂  
есть ускорение точки В х ползуш кй по 

.отношению к кулисе, направленное вдоль 
кулисы, слагаемое

ac — 2 iv j ku>jke{*jk
есть ускорение К ориолиса, направлен
ное перпендикулярно кулисе. Суммируя 
результаты дифференцирования и деля 

обе части на i, получим для повёрнутых ускорений: 
п ' "

X  +  2vJkwjk  +  —  iaJk) e*vk —  0. fW8)

П реобразуем г.ыражепие под знаком суммы:

, , „ , . -  . . . (  . . о ~vj k wjk  ■ iaj k \  U ik_
(rjk - jk  ~Vjk<Ojk -j- i r j k<s>ik — i d jk) —  i t j k +  м>л -j------------------ —------ Jr jke _

' ' jk  /

: ~jk'Jk<
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где

f ;'fc — s;ft +  ш лс H------- ------  - —  ■
r3 k rj!c

Зам еняя sik =  zjx^jk и подставляя в формулу для ускорений, получим:

X  t lkljkZjx =  О, 
у= 1  -

или, перенося слагаемое с индексом п в правую  часть:
W-1
2  tjuZjkZji =  —  b*s£»ws».. (149)

Вводя величины
«У*C ;ft=  —  ,

№  — s;7c — “ yfc ~Ь 3ie>yscjft -(-

определяющие приращ ения относительных ускорений ползуш ек, представим 
коэффициенты £/й в следующем виде:

,  Ы  IC,7i
Cjfc -  *7* +  I» ;s +  -®>* ^

§ 63. У равпепия первы х п вторы х производны х от 
ускорений простой цепи.

Д ифференцируя (148) по времени р  обозначая d~ |^  =  а д ,  ^ ~  =  6^ fc

получим уравнение первых производных от повёрнутых ускорений:
71

^  [r;fee}fc+  3tfyfc<i>y/c +  ю*л+ 1 ( 3 ^ а > ^  +  Зг/лтде;»  — а'.*)] e<*jft =  0
/= 1
Вводя комплексный коэффициент:

Zajk^jk A- oVjkZjk -j— Гi  Vjk^“jjt — ^ j k  
rjk

’ 3 i «• I Zbjk . . . о . . 2cjk i f jk
=* *,* ~  ®/ k+ - r t o *  г  “ »;*) +  -d—  m  -  

d j.
где /iTc =  , свяж ем уравнение первых производных от ускорений с вели-

rj i  ' 
чинами z j lt определяющими начальное положение цепи:

п _

; =  i
или, перенеся слагаемое с индексом п в правую  часть:

п — 1

^  ^jkV-jkzj l  —  — inkV-nkZni- (150)
j ± l

Д ля  вторых производных от ускорепий имеем:
П

X  ( Ч fe +  ̂  +  4 ^ 7 :  +  ̂  *>* — *®r t » ® * - 6r/fc<ojke ^ e <I#  +
1

п
+  i X  (6e^ “ Jfc+12tfjk o>jfc sj ; .+3yjfc s“ft+  sjk -  ri k ^ k _  a jfc)  е ^ Д ^ О . (151)
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У равнения (150) и (151) применяются при синтезе механизмом по наперёд за 
данному экстремальному значению ускорении рабочего звена.

§ (14. Постановка .шдач аш ы прическою  пи гпм п.

Выберем дли начального положения « звена цени я т -  О {и во ни парал
лельно оси х  г , -1 . так что з t = : r  ! 1- -  1. И запишем у равненин. 114(5),
(147), (14 У), ii'JJ! в следующей общей форм.':

л I

X  bit =JU "  - ’Шг
} — 1

где под лд. следует понимать ),_д. =  для уравнений [140i, для
уравнении (147). Хд =  д . для уравнения (14»}. t . jk— Ajk\4k  Для уравнений 
(150) (/ =  1, 2, 3. . . . ) .  Отметим, что уравнения (152) лннеГшы относительно 
величин 2 д , определяющих рассматриваемую цепь в начальном её положении 
согласно уравнению  (145).

Зададим для ряда положений звеньев искомой цени величины <fjk , <»д.. 
-jk- Sjk- djk,  bjk- cJk, Ijk ч определим no ним комплексные коэффициенты ? д , 
r,jk , *jk- Ixjk- воспользовавш ись ранее приведёнными формулами. Тогда для 
соответствующего заданию  числа уравнений (1521 будут известны коэффици
енты лд., и задача синтеза цени своди гоя к решению системы комплексных 
линейных уравнений (152) с неизвестными : ц ,  определяющими искомую цепь 
в начальном её положении.

При синтезе цепи с одними вращательными парами djk  — | . Ад — и.,’ 
г д  =  0, l j k  ~  0. В этом случае длп проектируемо» цепи заданием tfjk . «>д. Sjfc, 
t'jk  заранее устанавливаю тся в ряде её положений значения углов поворотов, 

угловых скоростей, угловых ускорении и первых производных- от угловых 
ускорений звеньев.

При синтезе цепи с вращательными парами и одний поступательной парой 
условимся кулису нумеровать индексом j -~. i t .  Т ак как по принятому условию

7 -  " U  -  I  _  >‘ 1‘  _ _  /  _  >‘ к  _  ’
“ пк ~ .  ■ r u l r  ° п к ~  ' ~  ■ ' V n i r  ''„Vi .  ' ' —' и „1г ! , , к ' ~  ' ~  "rtfc-Г"' • гп\ г п\ г и\.

Д ля остальных значений индекса у — 1. . . . .  п -■ 1 коэффициенты b jk ,
cj k • f jk  равны нулю. В эго.ч случае для проектируемой цени заданием ?д.,
“ д .. ~jk' ^пк ‘ ^nk' r,tk> Ink ьроме углов угловы х скоростей, угловых уско
рений и их производных заранее устанавливаю тся отдельные значении пере
мещения, скорости, ускорения и первой производной от ускорения нолзуш кн.

При синтезе цепи с несколькими посту нагельными парами заданием dJk . 
bjk,  cj k ’ f j k  заранее устанавливаю тся относительные приращ ения перомощений. 
скоростей, ускорений и первых производных от ускорений ползуш ек. Только 
для п  кулисного звена относительные „ приращ ения этих величин могут рас
сматриваться как  абсолютные их значения, так  как  для итого звена по уело-' 
вию гя , =  1.

§ »>Г>. О пределитель цепи.

П усть намечены определенные значения <fik и djk  для s} положений цеПи. 
wjk  11 bjk  для ss из .•■■[ положений цепи, с д . и с д  дли я8 из положений цепи, 
*' )к и i jk Для s4 из х3 положений цепи, так  что s ( -S  s2 s3 5s Sj. Тогда для 
построении цепи и определения z j s имеем систему « — + 5-> —j— s-3 —f— линей
ных уравнений (152). Выделяем из системы и 1 независимых линейных урав- 
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пений с п — 1 неизвестными z y  
М - 1  |

j  к*1 j l ~~~~ ~ tnk I ' 1’ 2 ...........л'1> ^ ...........^2’ 1 - 2 , . . . , Sy
J г:' 1 я — t значений

и решаем их методом определителей. После соответствующей перестановки 
столбцои определителей решета* представится н следующем виде:

Х)'1" Г1,Г  (153)

где 1п и i j  {j =  1. 2 . . . . ,  п —- 1) определители п — 1 порядка:

«„ = \ h k  1* ) ( / = = 1, 2 .......... /1 - - 1), 'I
г, = !  л^fc I (/ =  2 , з .......... /и,  I

-У , '  . . , . —  ........ Si, 1 .2 .........s „  1 , 2 , . . . ,  »j.C., =\>-J k \ l, •»............я I. ______ 1________ .-------------:------------ b
i , — ; •/ •/. j I / - - 1 ,  •.»...........n 2. /П . ;  « - 1  значений

Подставляем найденное решение в уравнение (145), которое при этом обра
щается в тождество и, учиты вая, что гл, =  1 , получаем:

1 Ч  1 г - V - -  V (- ■ » • * ~ 1 i - « o .
йн °п 1п ' S

У множ ая на i  А 0, • имеем

Ч - -  ?2 - г  V "  1)“ “
или, введя обозначение для единицы >.̂ , =  1 , в форме определителя п -го по-
рндка:

г ; . " . , , . , , ..................................... ......................... !•«>

п значений

Назовем П определителем кинематической цепи. Т ак как  уравнение (154) 
получено из (,145), то оно такж е вы раж ает условие замкнутости кинематической 
цепи, причем операции умножения на 8 эквивалентна подобному преобразо
ванию цепи с увеличением её размеров в mod ?}( раз и повороту всей цепи на 
угол аг^ £ .

S tjfi. М атрица цени.

Если s * S n  — 1. то намеченные значения f j k , <ujk , i j k . d j k . b j k, c jk , j j k 
выбираю тся, вообще говоря, произвольно. Кроме того, при s<^ n  — 1 на про
ектируемую  цепь могут бы п. наложены дополнительные 2 (п — 1 — s) условия. 
При « > / ! - -  1 найденное решение (153) будет удовлетворять всем уравнениям 
системы (152), если её коэффициенты и свободные члены подобраны таи, что 
всякий определитель н-го порядка, выделенный из расширенной матрицы 
системы, равен пулю. Расш иренная матрица системы содержит s c ip o n  и п 
столбцов и составляется из всех коэффициентов и свободных членов системы 
(152):

, , ,  _  . ■”  1. 2 , . . . .  п:
‘ ~ ' к-г-  1, 2 , . . . ,  1. 2 ...........2 , . . . .  s3, 1, 2 , *4.

*) Здесь под символом Ц ;/£( следует понимать комплексный определитель 
и — 1-го порядка, составленный пз элементов Xj!e, причём для каждого столбца 
остаётся неизменным индекс j, а к принимает п — 1 различных значений, 
и для каждой строки остаётся неизменным индекс к, а индекс / принимает 
и — 1 ' различных значений, указанны х для каждого в отдельности определи
теля в скобках.
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Известно1), что число независимых определителей n-го п оряд ка, выде 
ляемых из написанной матрицы, равно q =  s — n - f - l .  П риравнивая нулю 
независимые определители матрицы М ' ,  получаем систему q —  s — re -f- l 
комплексных уравнений совместности, определяю щ их 2 (s — И +  1-) действи
тельных величин, значения которых не могут быть заданы произвольно.

Присоединим к  матрице строку =  1 ( / =  1, 2, . . . ,  п) и составим новую 
матрицу:

1 . 2 ............. 1 . 2 ......................... 1 , 2 . . .  1 , 5 5 1

из s - ) - l  строк и п столбцов.
Очевидно, ч'Ю из матрицы М  получаются определитель цепи D и все необ

ходимые уравнения совместности. Назовём М  матрицей кинематической цепи. 
Условимся в дальнейшем располагать в первой строке матрицы М  коэффи
циенты ^ 0 = 1, а во второй — коэффициенты У-jk —  ' j k  одного из уравнений

Гп
(146) при значении индекса 1 . Т ак  как  по определению dj \  =  — = 1  и 

. r j l  =  — a^j =  0 , то ;д  =  = 1 1, и при принятом способе записи строк
матрицы М  её первые две строки будут всегда сосхоять из единиц:

I 1 1 1 . . .  1 1 1
| 1 1 1 . . .  1 1 1

Элементы остальных отрок матрицы М  определяю тся условиями постав
ленной задачи и структурой кинематических пар проектируемой цепи.

§ (57. Общая схема решения задач синтеза.
Установленное выше соответствие между матрицей М  и кинематической 

цепью позволяет решать задачи синтеза по следующей общей схеме. Сначала 
по условию  задачи из соответствующего числа коэффициентов Zjk , { j k , 
Pjk составляется матрица М,  из которой затем выделяю тся определитель цепи 
и независимые уравнения совместности. По числу уравнений совместности 
намечаем из величин yjk , u>Jk, sj k , t'i k , dj k , bjk , cJk, f jk соответствующее число 
неизвестных и устанавливаем для остальных из них значения, вытекающие 
из условий, которым долж на удовлетворять проектируемая цепь. Реш ая у р ав 
нения совместности, находим значения только тех неизвестных, которые вхо
дят в определитель цепи D . Разлагаем  далее определитель цепи по элементам 
первой строки (состоящей из единиц) и вычисляем (или строим графически) 
полученные нри разлож ении определители п  — 1-го п орядка oj. По найденным 
значениям Sj строим искомую кинематическую цепь в начальном её положении 
согласно уравнению :

$i —  S2 - f -  S3 —  о4 - f - . . .  - f -  (—  1)”  1SH == 0.
В качестве примеров составим матрицы для различных частных типов 

простых замкнуты х цепей. '

§ 68. Матрица цепи с вращательными парами.
К инематическая цепь с одними вращательными парами (фиг. 398) полу

чается из цепи, изображённой на фиг. 394, если полож ить1 г д  =  =  const.
, t ^ 3 ftПри этом, очевидно, v j k г= 0 , a j k =  0. а , к —  0, d j k = —  =  1, и коэффициенты

rj i
t j k ’ Vjk’ ' j k > Ilj k  имеют следующие частные значения:

^jk —  eVZi'! = Ujk.
*1 j k  -=  ajk<
t j k  =  ~jk +  ib>jk ’

__________________ V-jk =  ~  “ j* +  3i<0j k zjk-
J) Ч е б ы ш е в  Г1. JI.: Высшая алгебра, 1936.
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По принятому в j  66 условию первые две строки матрицы цепи сост&в- 
’ si включительноляются из единиц. Д ля  значений индекса от к —  2 до к 

1s, — 1 строк матрицы М  составляю тся из коэффи
: Ujfc з з  е i'fjhциентов уравнений (146) ^jk =  ' j k z

Д л я  значений индекса к от к —  1 до k =  s2 вклю чи
тельно s2 строк матрицы М  составляю тся из коэф
фициентов уравнений (147) '>-jk~' jk' ,>jk =  u>jk ujk-
Д ля значений индекса к от А- = 1  до k =  ss вклю 
чительно ss строк матрицы М  составляю тся из 
коэффициентов уравнений (149):

h k  — ' jk Zjk — ( £;/i +  ш Яс) uik-.

!кса к от к = 1  до I 
матрицы М  составляю

Aj к  =  ' j k  V-jk —  ( г я с ~  “ jfc  +  3 lC0;A- j  u j к ’

Д л я  значений индекса к от к =  1 до к —  s_t вклю 
чительно s,t строк матрицы М  составляю тся из коэффициентов уравнений (150):

У читывая изложенное, матрицу цепи с вращательными парами представим 
в следующем виде: *

Д# =

........................................................“ но"».,

(  h2  +  1Ч ’2) “ 1 2 .................................. (  -я , +  гЧ , )  “ п.,

(  £ l S j +  *“ l 8 a)  “ lS 3 ............................................ (  ; я 8 а - Ь  1ШПЗз) Unss

Е11 ~  Ш11 +  3lMll£l l ..........................—  <  +  3t'“ n /n ,

( г 12— <»?2 - f  Зм>12е12) и 12 . . . • ( — <“! ,  +  3»%, -’« J  мяа

( 4 4- <  +  3*“ 1в1 О  “ 1*4 • ■ • ( 4 i - <e»94+ 3l4 » , s :l > * *

Любой определитель n-ro порядка, выделенный из матрицы и содержащий 
две её первые строки, составленные из единиц, может быть принят за опре
делитель цепи D.  '

§ 69. М атрица цепи с одной неподвижной кулисой.

Цепь с одной кулисой получается из цепи, изображённой на фиг. 394, 
если полож ить rjk —  г =  const, для значений индекса / = 1 , 2 , п — 1 .
Д ля  этих же значений индекса /

vjk =  0 , а№ =  0 , ajk =  0 , djk =  1 .
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К улису можно считать неподвижной (или двигающейся только 
тельи'о), если 'аак —  const. I) |>и атом <р , =  а к —- в„, — 0  и «пк =
Т ак  как но принятому рапсе ' услонию дли п злела цени г, =  
r "i-=z r n\dn k = dnh 11 5»А- г-= d>4 ; ei':*'‘ ~ r„h. 111"' неподвижно!! к у л и се ' co)l(.

10 , s' — 0 , и коэффициенты t,nk< Кпк\ у-пк имеют следующие значения:
и к ' . . '

, __ l v nh ,  _ _  ̂  .................. _
г‘пк~~ ’ ' пк  " ‘ ?»к ~ '  ...... .

'/i/.- 'и  fc 'Vtfc

'п/г

гшступа- 
p i - f == 1

], то
. =  0 ,

iik
иг
пк

ничем пе отличаются
Д ля  матрицы рассматриваемой цепи (фиг. '.(9!)) первые п — 1 столбцов 

столонов матрицы цепи с вращательными парами, 
составленной в § 08. Остаётся установить элементы 
последнего n -го столбца матрицы. Первым и вто
рым элементами последнего столбца матрицы будут 
единицы. ДЛя значений индекса к от к —  I до , k ~ s t 
вклю чительно sj элементов последнего столбца мат
рицы составляю тся из величин аик ■ ик пк'
Д л я  значений индекса к  от к~~  1 до k —  st вклю 
чительно s., элементом последнего столбца матрицы
М  составляю тся из величин ). fc; 
Д ля значений индекса к от 1с-

' пк 
: 1 до А- =  ss вклю 

чительно s3 элементов последнего столбца матрицы 
М составляю тся из величин X =  5 ; Кпк — — 1<7и/г 

Д ля  значений индекса /г от А-~ 1 до к я4 вклю чительно s4 элементов по
следнего столбца матрицы М  составляю тся из величин XJt;. =  ?}гЛ. =  — Lank~
М атрица рассматриваемой цени получается из матрицы цепи с вращательными 
парами (§ 08), в которой последний столбец заменяется на столбец:

1

ш»,
it'..

§ 70. М атрица цени е одной подвиж ной кулисой.

П олагаем так же, как  и в предыдущем параграф е, г^к —  г ^  — const,, 
v jk —  0 , « д .  = - 0 , « д .  — 0  для  значений индекса к —  1, 2 , . . . ,  ц — 1 , чем пре

образуем цепь, изображ ённую  на фиг. ЗД4 в цепь с одной кулисой (фиг. 400). 
По принятому ранее условию  для /t-го звена цепи /■ - 1 и, следовательно,

dnk~-~ ~ rnlr Д лн коэффициентов г,пк. Спк, рпк имеем следующие
Л1
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в ы р аж ен и я :

'пк

"пк

' nli'

:;ик

'‘‘пк : “пк
v nh 
1 пк

пк -пк пк • ‘М  о )
l n k"Juk пк шпк 1пк

пк -пк

Д ля матрицы рассматриваемой цеп» первым « -  1 столбцов ничем не отли
чаются от соответствующ их ею лбцов матрицы цепи с вращательными парами. 
S'cTanoBiiM выраж ения для  элементов последнего столбца. Первым и вторым 
элементами последнего' столбца матрицы будут единицы. Д ля значений 
индекса к от к 1 до k —  sx вклю чительно ,s-t элементов последнего 
 ̂голбца матрицы составляю тся и* величин \ пк —
•• =  rnk ehnk ~ r r nk llnk- Дли значений ин

декса Аг от /с =  1 до k =  s« вклю чительно эле
ментов последнего столбца матрицы М  состан- 
. 1ЯЮТСЯ из величин \ пк ;,нк =  |<о„А. гпк

и пк- Аналогичным обрааом устанавливаем1.
Ч Т О

гпк "пк 4пк

т  1и>пк) гпк Т  - щПк г’пк \ i k Фиг. 4 Ои.
для значении к от к —  1 до к —  »•;, включителт.но. а дли значений к от к —  1 до 
/,• — я, вклю чи тельно

"пк 'пк  ■*/(/. ' [ (" 'н1; 10пк

■ [-Hit/

'пк ) гпк Г " 'Лап/, г  пк f nk  - J -  

пк '"пк “ 4 i f c

Матрица рассматриваемой цепи получается на матрицы цепи с вращательными 
парами, если последний её столбец заменить на столбец

“ V.

ПК,
- i a ,

L (  V f  *“ » , )  +  • ia n,\ и п1

I +  +  *т ,  — ‘a « J

r г» ,— “ ■», +  :ii(V -Г ::" и . - г

[ Г»»‘ (  Ш««, f  5Я«к) T 3a »8Se M , 'f  ̂ ,**4 r  ^ „ s X U  - ‘“U !  “ »*.
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§ 71. М атрица цепи о двум я подвиж ны ми кулисами.
Н умеруем кулисные звенья индексами / и л и  приходим к заключению, что 

матрица рассматриваемой цепи (фиг. 401) составляется из п  — 2 столбцов 
матрицы цепи с вращательными парами, одного столбца матрицы цепи с одной 
кулисой, составленного в предыдущем параграфе, и одного нового столб
ца, .составленного из комбинаций коэффициентов r,jk , Kjk , |s.jk, представ

ленных в своём общем виде:

\№ — djku j k  (* =  1: 2----- - s j ,

bjknjk=(«>jkdjk  — ibjk)uj k { k  =  ‘l,  2 , . . . ,  s2),

' j k t j k  =  li1 jk  + 1“ !*) djk  +  2Ujibjh — icjkl  u jk  
(* =  1 , 2 , . . . , s3),

. 'jkV-jk —  I(sjfc ~  3 w j k sjk) dj k  +

+  % ' ; (гД- +  « +  3cj k a Jk — 
(A =  1 . 2 ,

»jk  
•• s4)-

Первый n второй элементы j -го столбца 
равны единице, так  ч ю  столбец кулисного звена цепи представится в сле
дующем виде:

1
1

dj i uj%

dj8,’'j*i 
10jt ~ lbj . 

K 'A 's  ibj ,  " ..

{tojajdjg, ibjgt) Ujsv
t j l + J » f i- h 2a>j1b jl — ic j i,

[{sj, +  ш Д) dj ,  +  2<oh bJt ~ i c h j uJt .

[(S1iss ' ‘b  i ^ j s j  djs3' T  2“ jsjbjs,  ~  icjsa] u j s3'

ЕЛ ~  “л "Ь 3ia)i ,E, +  > bjt ( i j t - f  ioijj  +  ‘J c j ^ j ,  —

K£;' — “I, +  3 w j , S j , )  d j ,  4- : ft,, (*,, +  uojj-f 3C;,M ■ — /;J M</f>

[(S;-S) —  +  Z w j a f j S i )  d jS i  +  j s i  (sj s i  +  * » Д ) - Ь  2c j s i ^ j s i —  /jS il  “ j V

§ 72. Границы  применимости метода.

Пусть требуется построить цепь по значениям <fjk 11 d j k . заданным в sx 
её полож ениях. В таком случае начальное положение искомой цепи опреде
ляется  векторами z j l lj  —  1, 2, . . . ,  п — 1) по уравнениям (146). П окажем, что 
для всякой  цепи число sj имеет вполне определённую верхнюю границу (ниж 
няя граница равна, очевидно, =  1). П режде всего отметим, что при — 1
задача обычно имеет решение, определяемое формулами (153), причём все ве
личины, в них входящие, могут быть выбраны, вообще говоря, произвольно. 
Следовательно, искомую верхнюю границу sj следует искать для значений 
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s, >  n — 1, т. е. для задач, решаемых с применением уравнений совместности. 
П усть неизвестные углы <рj k , определяемые из уравнений совместности, выбраны 
так , что два из них входят в одно из заданных уравнений (146). Отбросив 
это уравнение, построим кинематическую цепь по остальным sx — 1 уравне
ниям (146). Далее, по найденным размерам и положениям звеньев, реш ая си
стему двух уравнений, состоящую из отброшенного уравнения и ему соп ря
жённого. находим значения двух неизвестных углов которые в них вхо
дят, согласно принятому ранее допущению. Очевидно, что построенная таким 
образом кинематическая цепь будет удовлетворять всем Sj уравнениям рас
сматриваемой задачи. Рассуж дения не изменятся, если в отброшенное у р а 
внение входят любые комбинации двух неизвестных, например <tjk и d j k или 
два значения d jк .

Следовательно, задание некоторого уравнения типа (146) только тогда 
имеет смысл, когда число неизвестных <рj k (или d j k ), в него входящ их, не 
превышает одного. Т ак  как, кроме того, для первого уравнения системы при 
А- =  1 углы  =  0 н d j t =  1 , то допустимое число неизвестных не должно 
превосходить Sx— 1 . Общее число уравнений совместносш  (вместе с соп ря
жёнными уравнениями), равное 2 ^ — та —(— 1), не должно превосходить Допу
стимого числа неизвестных. Следовательно, 2 ( s j — тг —f— 1) sx — 3, откуда

ss: I n  — 3.
Выведенным неравенством определяю тся границы применимости метода 

при синтезе кинематических цепей по заданным положениям и направлениям 
звеньев.

П усть требуется построш ь цепь по значениям <рj k и d j к, заданным в Sj 
её полож ениях, и значениям ш д  и b jк, заданным в s2 из Sj её полож ениях. 
П усть неизвестные, определяемые из уравнений совместности, выбраны так , 
что, например, два угла и две угловые скорости входят в два уравнения, из 
которых одно типа (146), другое типа (147), написанных для одного положения 
цепи. Отбросив эти уравнения, построим кинематическую цепь по остальным 
s, -f- s2 — 2 уравнениям, а затем по известным размерам и положениям звеньев 
найдём пз системы двух отброшенных уравнений и уравнений, им сопряж ён
ных, неизвестные углы и угловые скррости u>jk .

Очевидно, что построенная таким образом кинематическая цепь будет 
удовлетворять всем условиям поставленной задачи.

Следовательно, задание двух уравнений (146) и (141) для одного положения 
цепи только тогда имеет смысл, когда число неизвестных <fjle и <0д ,  в них 
входящ их, не превосходит трёх. Исключением будет лишь первая пара у р ав 
нений (146) и (147) при значейии индекса к =  1. Т ак как  для первого у р ав 
нения (146) при к =  1 углы  =  0 и d j { —  1, то в нём не будет неизвестных 
Zjii или djk.  вследствие чего соответствующее уравнение (147) при к —  1 не 
может содерж ать больше одного неизвестного вида <од (или b j k). На основании 
изложенного для уравнений совместности в рассматриваемом случае можно 
воспользоваться только таким числом неизвестных: 1) в первой паре уравне
ний (146) и (147) одним неизвестным типа <Oj( (или J j t), 2) в каждой паре из
2 (s2 — 1) уравнений (146) и (147) не более, чем тремя неизвестными вида f j k 
п 3) в каждом пз оставш ихся (sj — 1) — (s2 — 1) уравнений (146) не более 
чем одним неизвестным типа е ^ .  Следовательно, общее допустимое число 
неизвестных типа в д  и ш д равно

1 - | -  3 (So —  1) - j -  —  S2 S1 ~f" “ 6’2 —  -*

Общее число скалярны х уравнений совместности для системы из S i-f" s 2 
уравнений с п — 1 неизвестными равно:

2 (■?] -J- So — п -j- 1) •
Т ак  как  число уравнений совместности не должно превосходить числа 

неизвестных, то должно быть:
Sj 2п — 4. •

По условию SosstSj, так  что s2 ^ 2re — 4, и
s — Sj — s2 4 п •— 8 .

Этим неравенством определяю тся границы применимости метода при синтезе 
кинематических цепей по заданным наперёд положениям, направлениям и 
скоростям звеньев.
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Пусть требуется построить цепь по яиачвниям и d j k , заданным * 
рс положениях. значениям <од и h j k, заданным в *2 'из Sj ей положениях, и 
значениям t j k и c jk , заданным' л .s3 её полож ениях. Пусть неизвестные, опре
деляемые из уравнений совместности, выбраны так , что, например, два угла 
f j k ■ ДВР угловые скорости wjk и два угловы х ускорения ejk входят и три 
уравнения, написанных для одного положения цени, причём одно из них 
типа (146), другое — тина (147), а третье — типа (149). Рассуж дая аналогично 
изложенному выше, убеж даемся, что задание трёх уравнений (146), ‘(147) и 
(149) для одного полож ения цепи только тогда имеет смысл, когда число 
неизвестных, в пего входящ их, не превыш ает пяти. Исключением будет лишь 
первая тройка уравнений (146), (147), (149) при к =  1, для которых допу
стимое число неизвестных тина iajt и sjt не должно превосходить трёх. Таким 
образом, общее допустимое число неизвестных определится на основании таких 
соображений: 1) в первой тройке уравнений (146), (147), (149) три неизвестных 
типа u>ji и £jt, 2) в каждой тройке из 3 (s3 — 1) уравнений (146), (147), (149) по 
п ять неизвестных типа <Pjk, tajk, еj k , 3) в каждой паре из оставш ихся 2 (я2 — .«я1 
уравнений (146) и (1.47) по три неизвестных типа » д  н м д . 4) в каждом из 
оставш ихся s , — s 2 уравнений (146) но одному неизвестному тина « д .  С ледова
тельно, общее допустимое число неизвестных типа <tjk , o>jk , z jk равно:

3 --J- - , > (,s'3 -  - 1) - 1-  3 (л'2 - - .S3) ] - 2-?9 'f" — - •
П риравнивая полученное выражение общему числу скалярны х уравнений

2 (»j -f- — п f l i ,  получим:
• • ';!'J I

Т ак кпк по условию я2 4-j и я3 я2, то
■S -S| ■ -j- (i/i 1 J .

Этим неравенством определяю тся границы применимости меч ода при син
тезе простых ценой по заданным наперёд полож ениям, направлениям, ско
ростям и ускорениям звеньев.

По условиям  синтеза механизмов при образовании их из простых кин е
матических цепей обычно требуется, чтобы неизвестные, определяемые из 
уравнений совместности, располагались только в одном столбце соответствую, 
щих матриц М .  В этом случае индекс j  для неизвестных f i k , ш1к. г/к, eik, 
djk'  b j k , c j k, f j k . как определяющий номер некоторого звена, имеет одп° 
вполне определённое значение. Общее число неизвестных определяется н° 
числу различных значений то.тыт одного индекса к для каж дого тина не
известного. Tai; как по условию для » -,к индекс к — 2, 3 , . . . ,  ,?1 ( — 0).
для u>jk индекс к - ~ \ .  2 ........... -?2. для г,;( индекс к —  1. 2 ............ яя, для i ik
индекс к =  1, 2 , . . . .  то общее возможное число неизвестных равно 
Si — 1 s2 -J- .'д -{- s.,. Сравнивая с числом уравнений совместности 2 (»|
-{- .«j -)-S4 -• n - f - 1), получим:

* — *1 r * : : 4 - - v i  -̂ 4 2« -  3. (156!
Т ак  как. при расположении неизвестных е 1к. <»д., г д .  sik в двух или не

скольких столбцах матрицы М ,  практическое решение соответствующих урав
нений совместности затруднительно, то по формуле (156) обычно устанавли
ваются практические границы применимости метода как’ при синтезе простых 
цепей, так и механизмов. Только к исключительных частных случаях, когда 
системы уравнений совместности упрощ аю тся, удаётся решать задачи синтеза 
при $ >  2» — 3. Примером такого рода частного случая является  Задача, 
рассмотренная л § ‘Ж  для которой s =  f. при п ~  4.

§ 73. Графическое представление комплексного определители.
Реш ения всех задач по синтезу простых цепей вы раж аю тся через некото

рые комплексные определители. Рассмотрим графическое построение комплекс
ного определителя любого порядка.

ПустЕ. дан определитель второго порядка:

у  ___ | - * 1 1 1  j

! 1  ̂12^ 1"  ̂'.'2^ V11 ■
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До ■ Ц 1 Л 227* ]]"22 ■- А  Jo.^21г/12г/,,1
и намечаем, что Д2 чреде га вли от сумму двух комплексных чисел. Воспользо
вавшись веш орным представлением комплексного числа, откладываем (фиг. 402) 
от начала О под углом ?ц-)~<ро2 к оси х  отрезок ОА —  А п А 22. Тогда ОА =  
=  А 11Л 22е* От точь'п А  под углом к оси х  откладываем
отро:юк А В — А к А 2Х так , что ,-Ш =  — .-I | 2.121е< (?и+?«) =  А к А л е*(?в+И1+*). Со

Пишем значение о п ределителя  в р азвёрн утом  виде:

единяя О с В,  получим вектор ОБ — А,. Пйиосредстиенио по чертежу получаем 
величины х 2, у2, г.,,

'  * " д 2 Т2- [ - ;'!/2 — OC +  iCB,
А." =  r.*h* =  О Be* (я-ОВ).

Переходим к построению определителя третьего поряд.

11w 11 Л.31!у31
./1j27/ ] 2 * ^22^22 - З̂л',̂ 32

Ьз'Мз ■‘̂ 2зг/гя Лзз^зя 

Р азл агая  определитель, имеем:

А ,  —  А  л  j ̂ 2 2 ^ 3 3  —  -  ̂j | -'123 ■ ^ 3 2 ^  1 1 ^ 2 3 ^  32 12*  ̂21* ̂  33 ^  12^  21 "З З  ’ ''

- \ - /1 ] о i  о 1 /1 .̂,7/. 13^21^32 1 *  ̂12 ‘ ^23/ ^ 3.1^ 12^23^3! — 11 1 -н, Л  ■»177 ] ‘j / 7 I ■
Определи гель А3 в развёрнутом виде представляет сумму шести комплекс

ных чисел. И нтерпретируя эти комплексные числа как  векторы, откладываем 
(фиг. 403).

( ) . ]  ---— . I 1 , . 1 I л з '1'' - и - >«■' 7»s). .1 /> —  . I ; | t j |; 1 ( r l t  ' -V, ' г.).

ПС .1 io/U| J U:>C* < ’■ r» 1 ').
D E

u  1,
: . 1 |2 .1 '> 3 ' b n C ' f“ n  rss ' 7 л ) . /■:

: . I ] j , I-..;. I (rtl 

: .1,., I.,.,.-!::,'”' '
'rW).

")■

(Соединял О С /*'. получим Лектор о /•’ — А.;.
Рассмотрим построение комплексного определителя четвертого порядка:

Ml " и A  31 «31 ■ M l1' 11
1 122^ ‘>r> •/1 з2“ з-.'

>13» 13 ■'^2:i"23 ■ Ьз"зз * ' 13" 13

11 l " 1 l ,1,.,и2., *bl»34

Разлагаем  определитель по элементам какой-.ш оо строки. например первой:
А, ■— .1 u '.jf ' rn — •;>, — . ( , 15 jC'-n,
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где & j { j =  1, 2, 3, 4) комплексные определители третьего порядка:

А  22 и22 ^ 3 2 “ 32 А  42 “ 42

*1 = ^ 2 3 ^ 2 3 ^ 3 3 “ 33 а 4 “ 43

- -^ 2 4 и 24 ^ 3 4 “ :Н А  и “ 44

Л \2 и12 ^ 3 2 ^ 3 2 А д  2 “ 42
о., = А \ з и п ^ 3 3 и 33 А  43 “ 43

Ми ^ 3 4 и и А 4 4 “ 44

-^ 1 2 “ 12 -/lo o U  22 ^ 4 2 “ 42
о3~ 13 « 1 3 ^ 2 3 “ 23 ^ 4 3 “ 43

А* “ 14 А 04 “ 24 “ 44

А 12 ^12 ■^■22 “ 22 А з ъ “ 32

s4 = ^ 1 3 “ 13 423 “ 23 ^ 3 3 “ зз
Ли “ 14 ^ 2 4 “ 24 ^ 3 4 “ 34

Дальнейш ие построения возможны по следующим вариантам:
1) Строим значения определителей третьего порядка и представляем ре

зультаты  в тригонометрической форме:

=  ( / =  1. 2, 3, 4,).
Подставляем найденные значения в формулу для д4:

+ — -421r2e*(’fji+ '■?«) -f- Л 31г3е< (?« + ’’») — Л.и г4е*('ра+ ф4).“ “ ,

Строим сумму четырёх комплексных чисел, стоящ их в правой части, и полу
чаем искомое значение

2) Развёртываем значение определителей третьего порядка 8j  в строку и
подставляем в формулу для д4. В результате получим, что _\4 представится 
суммой 24 векторов. Построив эту сумму графически, найдём искомое значе
ние д4. ’ . "

В случае определителя любого порядка имеем его разложение в строку 
в виде:

\ п —  ^ В ке Ь к (к =  1, 2........  п\) .

Рассматривая В ке1'1к как  векторы, построим многоугольник, соответствую
щий правой части написанного равенства. Замыкающей стороной многоуголь
ника будет вектор, представляю щ ий значение искомого комплексного опреде
лителя

У казанное построение может быть использовано как  для приближённого 
определения значений комплексных определителей, так  и для проверки пра
вильности аналитических вычислений.

§ 74. Вычисление комплексного определителя.

П усть имеем развёрнутое выражение типового комплекса определителя 
второго порядка:

Обозначая Д2 — ж2 т  'Уг и приравнивая действительные и мнимые части, 
получим:

х<£ Л п Л з2 cos “I- ^22) — ^ 12^21 cos (?12 ^21) ’
У 2 “ • ■•^■11^22 (? l l~ i~ ® 2 2 )  —-  * 4 j2 ^ 2 1  {'f\2~j~~ ?2l)*

Модуль определителя д 2 равен:

Г2 —  ~ у /~ х 2 ~ !Г У 2  =  -^11-^22 ~Ь ^12^21 — ^ А ц А ^ А ^ А ^  COS ( * ц  <f22 "Ь  Т12 Ч~?2l)•
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В часто встречающемся частном случае при 4'и =  4 И =  А п  --- 4 ц  1 п«ев*  
более простую формулу:

,  . « к -!-»■><>' I -  « I»  -4-- I г.. — 2 sin t l l - tH -T - i—I-...-, ,1.т» .

Аргумент. <р2 опродйлителп д 2 находи рея. ко формуле: 

tg » Уг -<411 <4*8 s i11 (?U +  ?s:) ■ — A |; .4 8^sin (у,*
‘ x., Л п .43  cos (<fjj -f- —  /f; , . l a  cos (bj12 ■■}- у;ц) -

В случае комплексного определителя третьего .м о р г о т  (в' развёрнутом ьиде)| 

^ A i l A ^ A 3^ ' + ^ + ' ^ '  -  А а А ^ Л лгв ^ ^ ^ ^ ^ - . . и 1,Л г1, 1п̂ ,?“

4 -  A n A 1slA x i e i ( * * + '» , + '* lA. +  Л уа Л г е Д з , ^ '1' 1’ '' ' is + ' ' " ) - -  . 4 и 4 гг у13 ; е <Ч Л-,?» н-'?м) =  

=  * »  +  В Д

4 и Л2.,ЛМС.0в (fU  4  V-.J -f- fj.')) — 4 , . . 1 2::. :3 > cos (fij J- 'f«3 +  f 53) -  
. —  4 u 4 n 4 j3  COS (? )■ ;-)- 7 21 ? * j)  - f -  A . - j A .  i C («  (V I:j • Г  if Я  - j -  ;

• j-- ./1 ̂ 2^>л ̂  si (?i ? "f* V4'3 Ki ,u ( t ? t ;i I '  "f 2? "b ’i ;;i) =
?/;; =s= A n A 22A ^ ] i \  (<pu  +  j- ?3?) — Л п л , пл ^ 2 sin (?n  - f  »2:i' I- Ы  

— Л ^ Л з г Л з з ^ п  (?,,: +  Ь г Ь  Ы  " f  Л 32 s in  ( r n 7f  ?*u +  f c * H
4 "  - ^ t 2 ^ e s ^ 2 1  ( r  J.2 ” Г '  V'iiJ " f ~  ? M i  —  £ ' n  ( ' f lU " Г  - H  Y s i ) '

'3 } / *з +  У з'
.V»
•X.:

is с.л,учао определителей четвёртого и Гчмкч* о д со г о го  норн,'.кок формулы длп
1:НЧПСЯ(М1ИН XJ II IJi )1С)Лу Ча ЮТСП l!i!CI>0.’ll»!!0 ГРОМОЗДКИМИ С С»|,и.ипш ЧИОЛЙМ-' 
слагаемых. Т аки е ' определители целесообразно •jtptroo«»m, к сум чз 'определите
лей т р о т  .его порядка, каждый т  которых затем щ.гни.-лаочеч по пришлём иш» 
ипию формулам. Т ак, например, ' р б з л ч т »  хцниряи.льный on роде.зшель чет*
I t:r roro порядка ло элементам люби Л с 'р зк и  -(о т л б ц з) , получим:

Д4 —  *1**1 ~  г *А 2 Г Ч & * .

где s t, Sjj, «j, г* — элементы соответствукщ ей строки (столбца), a c;,j — m /редо- 
.штели третьего порадка. Умножай аломеиты uj)onauoai>Holi uTpoi;n (столбца) 
определителей т.реи,его иорн;у;а c:lj  н а  соответствующ ие им множигели z j ,  
получаем: '

Д4 Д31 Д м  Г  /.Vss —  1:14-

где X i j  —  t j t a j  —  определители тротього порядка» Вычисляй для —  
значения xj , j  и y sj ,  найдём:

Х4 —  ХК  — XS* -f- —  ХН ,

V i  Уг\ —  У яг I" Узз —  Уз*’

Д4 =  Ж 4 + ^ 4 -
Аналогичным образом поступаем п в случае определителя болов высокого 
порядка.

X I . С И Н ТЕЗ Ч Е Т Ы Р Ё Х З В 1 Ш Т Ш Х  М ЕХ АН ИЗМ ОВ.

§ 75. Т ипы  ч е ты р ёх ак тн ы х  мохиппзмои.

Четнрёхопспные механизмы .могут б ь т ,  обриоог.аны im n;>ocT<)i' пос1.мнзв<!И- 
ной цони с воссмыр -стеноилми свободы (фаг. А о V) налонткш ») ла ней семи 
связей . Таи как при закреплении звена ьа мсяную цчш. н аи л л аудаттся  ;гр'и 
связи , то остаются четыре доиоднитё'лъшао с т г ш , иы>о'ром к:»аОршс можно 
располагать. П усть дополшгтелыпле с\;ч ;и о jv,х-дилелы услошгяш:: 

r j k ~  const. ( /г — 1, 2, Я, 4).

Написанные четыре условия устанавливаю т неизменность всех размеров звеньев. 
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цепи и превращ аю т её в обычный шарнирный четырёхзвенник (фиг. 405). Пусть 
дополнительные связи определены условиями:

r Jjt =  CODSt. ( / =  1 , 2, 3),
Чк  — а4& =  const.

Эти условия устанавливаю т неизмен
ность трёх размеров звеньев цепи и угла 
между двумя звеньями и превращ аю т её в 
зависимости от выбора стойки в дезакси- 
альный кривош ипно-ш атунный механизм 
(фиг. 40G) или механизм с вращающ ейся 
(качающейся) кулисой (фиг. 407).

П усть дополнительные связи  опреде
лены условиями:

r j k =  const. (А- =  *, 3),

Ч к ~ а2к =  const.,
®3k — atk =  const.

При соблюдении этих условий цепь превращ ается в четырёхзвенный ме
ханизм с двумя поступательными парами типа, изображ ённого на фиг. 408.

Фиг. 400.

Из изложенного следует, что различные задачи синтеза четырёхзвенных 
механизмов будут частными случаями таких же задач, сформулированных для 
простой цепи, изображённой на фиг. 404.

§ 76. Составление матриц шарнирного четырёхавенника.

Пусть углы  поворотов звеньев заданы в sj полож ениях механизма, 
угловые скорости u>jk звеньев в s2 из s j полож ениях механизма, угловые уско
рения звеньев е д  в s3 из s2 полож ениях механизма и первые производные 
от ускорений звеньев еД  в s* из s3 полож ениях механизма. Выясним, какие 
строки будут входить во всевозможные матрицы механизма при решении кон
кретных задач. Прежде всего отметим, что максимальное число условий s, за- 
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даваемых для одного эвена механизма, а следовательно, и соответствующее 
#бщее число частных уравнений типа (152) определяется по формуле (156). 
Д ля рассматриваемого случая, полагая п =  4, имеем:

S —j-" $2 ~f~  '^3 ^4  ^  —  3  ^  Э.
«

Так как, кроме того, Sj s.,:>= s4. то sj sg; 5, я5 sg 2, sg sc ;l и s4 s S l .
П ронумеруем звенья механизма, считая первым звепом кривошип, вторым 

шатун, третьим — коромысло (второй кривошип) и четвёртым — стойку 
(фиг. 405). Тогда для  стойки, полагая /  =  4, имеем: «,,̂ . =  0, о>4А =  0, е4& =  о, 
г4'к =  0. М атрица механизма составляется по изложенному в § 68 .

Первые две строки матрицы механизма состоят из единиц

'' 1 1 1 1

Если для построения механизма заданы  только углы, определяющие на
правлении звеньев, то s ! ^ 5 ,  .?■> =  s3 =  s4 =  0. П олагая к =  2 , 3, 4, 5 и учи
ты вая, что для  стойки и4к =  е ?*к =  j будем в этом случае составлять матрицу 
механизма из строк (157) и следующих: ’

(158)

Если для  построения механизма заданы углы  <р_д и угловые скорости <ojk 
звеньев, то s, ф  0, s2 =s:2, s3 =  s4 = 0 .  П олагая к = \ ,  2 и учитывая, что для 
стойки wi k -=0,  будем в этом случае составлять матрицу механизма из
двух строк (157), строк (158) и следующих:

0 ) , t  (Оо1 О)*)-! 0 ,  )

■ 31 п (159)
**)] 2^12 tt>.»2Wv>2 0 . J

Если для построения механизма заданы углы  ? j k , угловые скорости u>jk 
и угловые ускорения е д  звеньев, то s, 9= 0 , s2 ф  0 , s3 =  l ,  s4 =  0. П олагая 
к =  1 и учиты вая, что для стойки s4k =  0 , будем в этом случае составлять
матрицу механизма из двух строк (157), строк (158), (159) и одной новой:

£И “М шц s21-f-iuCj е31 ~f-iw31 0. (160)

Если для построения механизма заданы v j k , u>jk , zjk и первые производ
ные от угловы х ускорений е '.д ,  то Sj ф  0, s2 Ф O', s3 Ф 0, s4 =  l .  П олагая / с =  1 
и учиты вая, что для стойки е41 =  0 , будем в этом случае составлять матрицу 
механизма из двух строк (157), строк (158), (159), (160) и одной новой:

С11 Е21 — Сй21-f- îE.jjCOo, S.,| — “ al “Ь ' ,1'г31Ш31 ®-J (1 ‘ )

Uoo “ 32 1 ,
«13 U03 “ 33 1,
и  !4 Ы04 “ 34 1,

“ 15 “ 35 1.

§ 77. Составление матриц дезавсиального кривошипно
шатунного механизма.

Пронумеруем звенья механизма, считая первым звеном стойку, вторым — 
кривош ип, третьи м — ш атун и четвёртым —- кулису . Тогда для неподвижнь х 
стойки и кулисы  при / = 1,4 имеем ®1к =  <р4;. =  0 , u>ik =  ш4к =  0 , =:к —  -4к =  0, 
£ifc =  E4/c =  0. Столбцы, определяющие движение кривошипа и ш атуна, 

составляю тся по § 68 , а столбец, определяющий движение ползунш и, — 
по § 69. Первые две строки любой матрицы механизма состоят из еди
ниц (157).

Если для построения механизма заданы углы  f j k , определяющие направл! - 
ния звеньев, и расстояния г4к, определяющие движение ползуш ек, то матриц t
18* 2:5



мехаш :ма составляется ив строк (147) и следующих:
1 “ 22 гл *

1 “ аз “ зз а т

1 “ 24 “ 34 г и

1 “ 26 “ 35 Г4Ъ

162)

Если для построения механизма заданы  углы  ® д, угловые скорости u>jtc 
расстояния rite и линейные спорости vi k , то матрица механизма составляется 
:и  двух строк (157), строк (162) н следующих:

О — I I . )
п ’ ' • ■ ' ' (^>:!)О 0)22» >2 (032u ;iJ ll 4:- (

Если для построении механизма задним углы  щ к, угловые скорости <од, 
угловые ускорении s ^ ,  расстояния гцк, спорости v4k и ускорении ai k , то мат
рица механизма составляется из двух строк (157), строк (162), (1f>:{: и одной 
повой:

О гг1 • j -iw"] f - ia4l. (164)

Если для построении м е х а н и к а  заданы  <?д., сод., f :}к. г 4/.. ai k ,

л ik , то матрица мгЛ'аннзма составляется из двух строк (i;,7,i, »:rpoi; ;162),
(Ш ),  ( 104) II ОДПиН ■

O ' ■ ■ о>^--)-:чш.л гг, £ 3 » 4 j 5*i [165)

Аналогичным образом составляю тся матрицы дли любого другого типа 
чкш рех'щ енного .да.

§ 58. Сиптоа ш арнирного чети ри хгтш п ^ги  мсжичс.ша по четырем 
зядчибым 1:о.:ож:'Л'|1ям к р я ц ш ш  и во|>(»шле-ла.

П усть четыре положения кривош ипа и коромысла заданы соответственно 
углам и fi)£ и <(sk {к=>-2, 3, 4). отсчитываемыми от некоторых начальных иоло- 
)кений этих звеньев. Обозначая аналогичные углы поворотов ш атуна чорее 
к =  2, \д, 4). составим  матрицу механизма из строк (157) и трбх строк (158):

М

1 1 1

! i 1 1 1

I « к 1

! U i9 
1

Û 'i U 3J 1

i w14 “ 24 “ 34 1

I)

и у [ранение совместности:

делитель механизма:

1 1 i 1

I 1 t 1

“ 1-2 7̂2*» “ 32 1 -

“ IS “ 33 1

1 1 . 1 l

u \l M22 “ 32 1

«13. 1122 “ 33 1

“ 14 UU “ 34 1

■ О,

- 0.
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Комплексное уравнение совместности # х= :0  определяет значения двух н еиз
вестных углов, нанример ®23 и <р2), когда остальные углы  вадапм. Т ак п ак  по 
услопию Йа'дачи заданы только углы  ?1fc и у,* [к~= 2, 3, 4), то значение у г 
ла fy? s. бирается произвольно и, следовательно, существуют оо1 шарнирных 
чотырёхзвош ш ков, удовлетворяю щ их всем условиям поставленной задачи. 
Разлагаем  определитель 1)х по элементам второго столбца, содержащего неш - 
ЛССТ1ШС углы  923 И »24:

J
/ ‘] : ‘ -̂ 1 - "1'  ̂ 3“ ?3 -̂ 4и г< 0 " ( 16(| !

г д е Д ^ ( / ~ - 1 ,  2, 3, 4) -  • комплексные определители третьего порядка, рявиьк1 
(в развёрнутом виде):

Л, ~ M ,3U34 UUUVl—  М12М34- | - « ЫИ32-(- uK’h::-
^2 м13и34 — иМ ‘Г м33 ! “ 14
iij ’ ■ : • - lt |4U;!2 — U34 - j- И3:. | и t ; >i1, >
Л, - — u isu32 — изя_1“ м32 ! !<к: . .и '"'

Д ля п р о в е р к и  п р а в и л ь н о с т и  вычислений и п о с т р о е н и й ,  в ы п о л н я е м ы х  п р и  
определении значений —  с л у :к а т  ф о р м у л ы :

Д ,-  Д2 - 1 - Ад -  Д,4 ----- 0, \

х л ~  x t - \ - x 3 -  - х 4~  П, I  (167:

г/ i - - у Н - у з - - ! /4 — °- J

справедливость которых непосредственно вытекает из уравнения Z), О при 
и32 —  и 2з =  и и  —  1 . Обозначим:

Aq - A j    .
Тогда из (16G)

“24
__ Д0 - |-А 3И-;

В оспользовавш ись сопряжённым уравнением:

1  ^0 ^ 2 3 + .^ !
“ 24 Д 4и 2;!

и исклю чая из написанного уравнения неизвестное и21, получим квадратное 
уравнение для определения щ.,:

Л 3 * 0 м ? з  —  (г 4  Г 1  -  -  г 1 )  “ 23 - 1- Д 0 Л 3 =  ° .

где г <( / —- 0, 3, 4 ) --м о д у л и  соответствующих комплексных чисел Д_;.
Реш ая квадратное у равнение, находим:

— го V- А ± У ”  г0 - -  гз )2 — Ч  гз
UoQ - ------------------------------------ “  •

2Л3Л0

Если (j^ -  Гд - г*)4 4гц Г3, то выраягение с знаком квадратного корня чисто

мнимое и1 и равно i k  — (r4 — rjj ~ rjj) — 4г^ г |,  где к — число действительное.

П олагая Д3 - ' - r3e*>s, и возвращ аясь к обозначению и23г «*?». имеем
для этого случая:



П р и р ав н и вая  действительны е части , получим :

cos (?23 + 1г То) —  '

: ?о — Уз г  агс cos ■ 2rnr„

168)

Нели считать (r4 — r j — гц)- >  kr^ / 3, то е» (?» + fj~?o) должно быть числом дей ' 

ствительным, что возможно толт.ко при s in (»23 +  'P3 — ?о) =  °- Тогда co s(?2g-f- 
+  ? з —~?о) =  — 1 и (г4 ~~ /’и~" гз)'’ — 4ro г1' что противоречит исходному пред
положению. Таким образом, решения уравнения существуют только при 
('•J'— г“ — /•g)2 c S 4 /^ r ' и полностью определяю тся формулами (168).

Исклю чая из уравнения (166) анало
гичным образом и 23, получим формулу для 
вычисления ip.,4:

. “ 2 I 2 __ 2
? ч =  ?о ■--» ?4 +  arc cos —— - ■*- ■- :i . (169)i r 0r4

Переходим и графическому реше
нию уравнения (166). Откладываем век
тор ОА =  O F  -J- F A  — Ап — Д, — Д2ы,,, 
(фиг. 409). Описываем из точки О окруж 
ность радиусом m od Д4, а из А  — радиусом 
mod" Д3. и находим точки их пересечения В х 
и В 2. Векторные треугольники ОАВуО  и 
ОАВпО  дают два варианта графического 
изображ ения уравнения (166), причём 
А Ву  =  Дзи’,3, Л В 2 =  ^3U2a. ОВ\ =  ’
О В 2 =  Д4К 24-

Пропедя че]>ез точку А  направление А С  иод углом ip3 =  argA 3 к оси х, 
измеряем ».’,3 =  {АС. АВу), ».’!3 =  {АС, АВ.г). Проведя через точку О н аправле

ние 01)  под углом *4 — arg  Д4 к оси х. измеряем *24= ( O D ,  ОВу),
=  { 0 0 ,  ОВ2).

После он]>еделения значении угла ®.,3 искомы!) механизм строится по сво
ему определителю J) Разлагаем  определитель D  по элементам первой строки:

D —  l y — 0, (170)

где Oj f / — 1, 2 , М, 4 ) суть комплексные определители третьего порядка:

: и 2‘>и 33 — UJ3U3-J — и зз а 32 4 "  и >з'
м 1 2 м 3 3  —  u 13u 3 *32 “ *13

- U.y.i, 
■ *

*1 - 
Oo =
c3:
3 4 =  U .2 2 U 3 3  - -  2 —  M 12l t 3 ;i - f -  “ 1 3 “ 3 2  u l 4 u 2:i

:  U y .2U . , 3  —  U [ ’.iu 2 2  —  U 2S  “ f "  M 2 2  “ I "  U 1 S  u 1 2 '

Вычисление определителей oj производится по общему методу, изложенному 
в § 74. Д ля проверки вычислений полезны формулы:

— x 24 - x s — ж4 =  0, 1

У1--У г +  Уз--У4 =  °- |
(171)

где x j  и y j  — действительные и мнимые части комплексных чисел о j .  Графи
ческое построение комплексных определителей производится по § 73. Найдя 
яначения о̂ -. образуем из них замкнутый векторный контур по уравнении  
(170), определяющий искомый механизм в начальном его положении, причём
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8, является  НрЙВОШИПОЫ, — ?2 шатуном, ?s — коромыслом (вторим кривошн- 
ном), — — стойкой.

П р и м е р  11. Построит!, механизм шарнирного четнрКх.’т еш ш к а  по сле
дующим заданным значениям углов:

?13

40°

?н

120е

?2* Таз I Т»8

10° 10° ! 30°

?34

50°

Строим определители Л0 (фиг. 4 J.0), Д., (фиг. 411), Л* (фиг. 412), восполь
зовавш ись приполёшшмп выше значениями и:с в ртевёр.рутом ри -.с. Строим 
графическое изображении урагленил (107) (фиг. 4 >3) и аигодим дна ииачойия 
угла  <р!,3 и 'fv,. Воспол;ьио]1:с и ’исл. одним n:i нандопимх значений ? ,ч -— ---- 1G°, 
строим определители (фиг. 414), i f  (фиг. а, 15). о.| .(фиг. 416) по иривод8нлым’ 
выгао форму Дам и о б р а з о м  ип векторов о,,- Л4, 3,, ••••% о ,ткнуты й
векторный контур 0Л Н )С ]0 ,  иродотииляхоний гш лаено  уравнению

О:: ?,, ■ 2,-1“ ^  о, ' " 0 

искомый механизм и начальном г,го положении (фкг И 7 |.

>

:§ 79. Синтез д*>засеиялыюго кря вотяк  т  i -шату нк or а механизма 
по четырем заданны х н о .:о :к ( ! з т л >1 криио1шгк& и г к м з у ш к м .

П усть четыре кол'.ожекин кривош ипа а а д а ш  угламн y..fc 3, 4) и
соответствующие им положении ьолзуш ьи  — расслоинш:ми rik (кг-: 2, 3 , 4 ) ,
Обовначан углы поворочен ш ат; j; ч через ®1.4 1
механизма из двух строк (1Г>7) к трех строк ( 1 0 2 )

1 1 1 1

1 1 1 1

м  - 1 и.,.. и 3‘> ?
-  1 и,.. и зз '43

1 Ко,, “ 34 ги  I
Выделяем из матрицы определите U. М( х а т п м а :

1 1 1 1
1 1 1 1

В : :
1 м,м «8-г гп
1 и.,'. и яз 'г43

■ ураннение совместности:
1 1 1 1

D,
1

1 «23
м »

“ зя

Г-12
'•*3

1 ии “ 84 г 44

- - 0

Комплексной у р а в н е н и е * 0 определяет значение только двух неизвест
ных углов, например >̂33 и <р;!4. У гол (рЯ2 при решении задачи выбираетрн про
извольно или, как это показано в § 80, п соответствии с дополнительными 
условиями, налагаемыми на искомы?! механизм.

Разлагаем  определитель Д , но олементом третьего столбца, содержащего 
иеивиестные углы:

Dy^r.г Д| ^3^33 — ^4МЯ4 (16в^)
SAL



^ 1  —  ( r 4 3  —  r 4 4 )  и 2 2 ~ Ь  ( ,-4 4  —  г 4 2 )  и 2 3 ~ Ь  { r 4 4  r 4 j )  w 24"

^2 —  r 43 — r 44 ~~Ь (r44 —  1) U13 "Ь  (1 — Г4з) U24>
Д3 =  Г42 — ^44 “Ь  (r 44 — 1) u 22 “f" (1 — r 42) M24>
Д4 =  r 42 — r 43 "Ь  (r 43 —  *) М22“Ь  (1 r 42) M23-

Д л я  проверки правильности построений и вычислений, выполняемых при опре
делении Д^, служ ат формулы (167).

П одробное аналитическое и графическое решение уравнений совместности 
рассматриваемого типа изложено в § 78. После определения из уравнения 
еовместности угла ?23 искомый механизм строится по своему определителю D .  
Разлагаем  определитель D  по элементам первой строки:

D =  l 1 —  8 , - f  83 — S4 heeO,
г д * -

°1 =  r43 (W32 — “ 22) “Ь  Г42 (w23 — и 3я) "Ь  W22M33 — и 28и 82'
82=  Г43 ( щ 2 — 1) —1~ г42 (1 — и »з) "Ь  U33 '— USi ’
83 =  ri3 (lf22 1) -т(- 4̂2 (1 — М23) -(- Ы2з И22,
8 4  =  U2 2 M3 3  —  М2 зМд2  —  «зз - f -  М3 2  - f -  U4 3  — lt2 2 -

Вычисления, связанные с определением комплексных чисел 8 ^ ( / = 1 ,  2, 3, 4).  
проверяю тся по формулам (171). Н айдя значения векторов о j ,  строим из них 
замкнутый контур по уравнению  D =  О, причём oj является  стойкой, — 8, — 
кривош ипом, 83 — шатуном, а — о4 — кулисой.

§ 80. Иееледование возможных решений задачи синтеза 
по четырём заданным положениям.

П ри рассмотрении задачи синтеза ш арнирного четырёхзвеннина по четырём 
ааданным полож ениям кривош ипа и коромысла установлено, что существует оо1 
механизмов, удовлетворяю щ их всем условиям  задачи. Все эти механизмы 
•пределяю тся уравнением 8j — S2 —f— S3 — 84 =  0 с переменными векторами 8Ъ 
Sg, 84, если за независимый переменный параметр принять угол <р22.

Воспользовавш ись значениями oj, приведёнными в § 78, и группируя чле
ны с неизвестными и 2к (k=z%, 3), получим:

0] =  (u33 — 1) И22 “Ь  (1 — “ зз) U23 “f" и 32 м:!3’
°3—  (1 — м1з) и 22“Ь  (w12 “  1) w23 4 ~ u 13 Ы12-
04 (U33 — Un ) М22 —{“ (“ 12 — ^ 32) “ 23 — «12^33 «13“ 32’

■чт* н записывается в такой общей формуле:

Ч  =  Zji ZJsM22 +  3j,ui3’ ( 1 7 2 )

где zjk  — постоянные комплексные числа.
Зад аваясь  рядом значений ср22, вычисляем по формуле (168) соответствую

щие им пары  значений <р2;!. Вычисляем по условиям  задачи постоянные ком
плексные числа z j t, z j t, z j s. П одставляя значения «22 и ¥23 в формулы (172), 
получаем системы значении трёх векторов 8Х, 83, S4, которые вместе с постоян
ным вектором 82 определяют различные варианты  проектируемого механизма. 
Графический способ получения всевозможных решений уравнении совмест
ности (166) при переменном основан на интерпретации этого уравнения 
к ак  условия замкнутости некоторого вспомогательного четы рёхзвенника. 
П риравняем  в определителе Dy нулю  углы  ip2* (к =  2, 3, 4). Тогда u 2ft =  
=  е»ч*г =  1 и определитель 2), будет равен нулю  тождественно, как  содерж а

щий два равны х столбца. Следовательно, если в полученном из определителя 1)х 
уравнении (166) полож ить у22 =  у23 =  ^24 =  0, то оно такж е обратится в тож 
дество:

•ii Д2- |-Д 3 — ^4 —
^которое, как  не отличающееся от (170). может быть рассматриваемо как  усло
вие замкнутости некоторого вспомогательного четырёхзвенника со стойкой 
Aj, кривошипом — Д;* шатуном Д3 и коромыслом — Д4. При повороте криво- 
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ш ипа — А, вспомогательного механизма на угол ®22 ° т своего начального 
полож ения шатун повернётся на угол <р23, а коромысло н а  угол ?.,4. Коли 
расположить векторы  Дj  в ином порядке, например

Aj — Д., — Д4 -f- Д3 =  О, .

что эквивалентно известному принципу замены шатуна и кривошипа 1), те  в 
новом вспомогательном механизме стойка и кривош ип -  Д., останутся преж 
ними, шатуном будет з в е н о — Д4 и кором ы слом ...звено Д3.

Построив вспомогательный механизм по одному из приведённы х уравнений 
н поворачивая его кривошип на углы  »,«, определяем углы  поворотов <р25 ■ tp24 
шатуна (коромысла) и коромысла (шатуна) и строим графики функций vi3 =  
=  /3 (®22), ip24 = /4 (р22), представляю щ их решения уравнения совместности при 
различны х возможных значе
ниях <р22

Графический способ по
строения возможных значений 
о,- заклю чается в следующем.
У читы вая, чю  при ^22 — Я 
корнями уравнения (106) будут
iy23 —  <р.,4 = :  О, СТрОИМ ЗНЯ'НШИЯ 
i j  п р и  с 22 ~  ».i3 =  О п о  ф о р м у 
лам (172).

На фиг. 418 такое построе
ние в виде многоугольника 
О А В С п схематически изобра
жено для вектора и даёт 
одно из возможных его значе
ний ОС\ ). Задаваясь  рядом зна
чении s.„, определяем но фор
муле (108) пли графику ф унк
ции ср23 =  / 3 !?_,.>) соотнетстпу- 
ющпе им значения (р,3. Пово
рачиваем вектор А В  на задан 
ные углул г 22 и присоединяем 
к- точкам В  векторы ВС,  по
вёрнутые на соответствующие 
углы  fjj, (фпг. 418). Тогда в ек 
торы 0 6 ’* {/? =  <», 1, 2, ...) об
разуют систему всевозможных значении вектора о4, а концы этих вектороп — 
соответствующий годограф. Построив аналогичные годографы для векторов в, 
и получим геометрическое изображ ение всех возможных решений рассма
триваемой задачи синтеза.

При наложении дополнительных ограничений на выбор дезаксмальног* 
кривош ипно-ш атунного механизма задача решается аналогичным образом. 
Воспользовавш ись значениями bj, приведенными в § 79, и групЛмруп члени 
с и^к { к —  2, 3), получим уравнения. не отличающиеся ио форме *т гр авш 1- 
яий 1172': ‘ '

^1 =  ( “ :«  ~  г 4з) ц 22 " Ь  { г 4 2  —  и т )  “ Ь  г 43м 32 —  ''4 2 ! , :п- 

h  =  (г43 • 1 ) м 22 +  t 1 ~  r 4 " )  M2:i +  r 42 r i  <’

0 4 =  ( U g j  -  1 )  l i . , 2- f -  ( 1  -■■ B 3 2 ) U  ,:l U  Y i 4 -

II р и ы е  p 1 2. И сследовать возможные решения задачи синтеза шарнирниг* 
четырёхзвенника по следующим частным значениям углов »1Jfc и x.Jk:

те; I f u

r i К  о е н i {t s: Logons de rinem oU que. Paris, 1879.
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Подставляя аиачония .ва данны? углов с формулу для & }. яриведеняш
в § 78. и полагая Aj =  .г=-j-n /j находим:

:г; :■ 0 ,0 ^ 7 0 24М1

У.) Oi ’ j./y'/l - 0 ,:м я01 
I

0,9ir,r>S о/а:-;;.'"

'Пропершем результаты  вычислений по формул>м (а .7 ;. Строил! аамкнутый 
векторный коатур  О А ВС О, (чм.ггвй'пднуннщы у р.ч.пячшю -Ц -• Д.. — —}—'А3 =  0
{фиг. 41’.');’ Л 'г 'о р  'пп:;м',\- m -jy.om r.sfvU ? на \ глм п иччорж'.м углы побо* 
ротов . коромысла ОС. Строим график <]>'■’i ;и ::и - - ‘г - : / 1 пргдетаплпющей
ВСвВОЗкюЖИЫС решения ' ypu>(Sls:HHH (ilili) П• >1! ППрОМОННОМ f 2j
(фиг. -421.1): Строим ш м гор ОЛ А Н  - ОН ; . ;1 (-juir, 421). От точки В  откла-

д ы в а е м  в е к т о р  В С  -f- СI) — В О  .-=. г4>, а  от т о ч к а  D —  nenrop D E  - \ - E F -  
=  D F = } Z i v  'Вектор O F  д а е т  аиачсиио о40 п р и  г-..-0 . О п л е т а е м  из точки В  
как  от центра о и р у и ш о с т ь  р ^ н у е о м  t'h> п • яит:о --.!гм  к а  i*..*;.* o r  к а ч а л а  D  точки, 
с о о т в е т с т в у ю щ и е  1; ы о р а п и и м  г ш а ч с - к ш к  с-.,.,. И  - 'с п о '- п м  ч о р о а  полученные 
течки  ]>у, Ь.,, В-л,.. нО поры  Л \  j< , , D . , ] \ p a u we  vci.-ropy D F  — *4», 
и попори имшем их i n  -14 тем . lane yr. ■>: с i.ii|<':v'№CM 110
кривой =f :\Г~ h  ('f •) (<’inr. 4 •::(!). C.I.-Д'.!!•••:<; О о : :v :r  .•■ e II,,, t l ’ , l i lt J l \  ....
повёрнутых i,ei,Yo:u,ii, п о л у ч и м  ;;л ;1 : , а : к ; ; ' , г о  ; 'u  . :п у-.. ;я;а {значения i t(: 
Аналогичным «правом строятси *кпличж i-> уч ..>1 аа-’ j фч-'. и £3 (фиг. 428). 
Испольпусм п о с т р о е н н о е  решокио ;u';i н м О и с а  'и!П.;,-С.чхча-!»!ш«а по допол
нительно заданному условию длп соотношении между pas корами его зве-

В8&





ньев. Воспрльзовавш ись построенными значениями i 3, с4, измеряем «трезкн»

впределяющие значения их модулей и строим кривые (фиг. 424): 
mod 2 , = / ,  (*22), mod_83 =  / 3 (-Рго), mod ^4 =  / 4 (foo)

и j ___________ *  .. . " ‘

m od S2 =  m od Д 4 =  ]/" -J- = c o n s t.

По построенным кривым в качестве примера выбран четырёхзвенник, д о п о л -

ительно удовлетворяю щ ий условиям Грасгофа (фиг. 425) при =  —7°30(', 
; з = 7 ° .

§ 81. Построение годографов при помощи вспомогательного механизма.
П остроим вспомогательный четырёхзвенник А х /?, С\ Ох по уравнению. 

Д, — iX2 —f— Д3 — Д4 =  0 (фиг. 426) и присоединим к нему многоугольник О А В С а, 
изображённый на фиг. 418 так , чтобы точки А  и совпадали. Построив 
шарнирный параллелограмм В х ВСчС{, соединим жёстко А В  с А х В г и В С п с ВС.,. 
Тогда по свойству вспомогательного механизма при повороте его кривош ипа 
вместе с линией А В  на угол f 22 шатун вместе со звеном ВС-2 и линией B C t  
повернётся на ‘угол <р;3. "

Следовательно, построение, необходимое для получения годографа вектора 
выполняется при помощи найденного механизма автоматически и при 

вращ ении кривош ипа А В В ^  точка С0 шатунной плоскости В С 0С.} опишет ш а
тунную кривую , представляющую искомый годограф с полюсом в неподвияс-
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■иой^точке О. Если и вспомогательному • механизму нрнео*дин1»ть адйалогичньш 
«браном ооотрстствующис многоугольники, построенное для  векторов и 53 

" (фиг. 427), то точки С0, Сг> С3 обра
зовавш егося при атом вспомогатсль,но-
го механизма опишут при его движ е
нии'  шатунные кривые, представляю 
щее r o j T / > всевозможных.  решений 
за^ач-п синтеза шарнирного четырёх- 

_ звенвика но четырём положениям ири- 
но:ii ю а и коромысла.

Не изображённой па фиг. /*27 схе
ме каждый из ю дографов описывается 
точкой шатунной плоскости присо
единённой двухповодковой группы, 
что насколько усложняют пост|юоииб 
и разметку кривых. П роизводя подоб
ное изменение и вращ ение многоуголь
ников при 'f22 — 'у_>з — 0, приходим к 
схеме, изооран&пной на ф иг.62*4, когда 
преобразованные годогдофы описыва
ются не посредство:-пю течками, при- 
ие д ле я»а и i и м w шатунной плоскости 

]1т)н зтом переход от -преобразованных

О У

© с а ю м о  п  I т е  -• i ы  i о  ео  ч - .т ь п  ч» х сл  :е н  п т  -«и.

зпачикш к  д е й г 'а я п п ^ п .Е н л м ' п о к о р и в

и - - ь М : а - .

: !х:и но формулам:

(173)

И II  И М 1> р  1 3 .  И « 'Л ( 'Д У : '.М  1Ч' : . '1 0 :Л Г Ы  ’ 
•четы|кЬц(в>»шшк->в, ’■•о.„г.Ж ’.члч ирлиоиш аш ! и п«

. ш м  :.:\да-и! c w i w s a  ш а р н и р н ы х  
pi>fc..!W-.;i которых :ja,iUbu v iл а м п :

'fl 2 . 'fin 'Гм, , r;!:i г:а

50е 100° 150° 10° •>/\0 00°

Определяем гшачсипи Л) н 8j-.

Д] ■ 0,02109- - 0,21053 i,
Д2 Г- О,‘26(104 - - 0,50SS2 i,
A y  - --0,42634 n,:*60?6 »,
S., -41 ,181^  — 0,06246 i,
с4 .-.- - -0,51567 -  • 0,01512 i -f- (1,03%8 - О .Ш яЧ i) и 2г +

- f  (- -0 ,34202- f  0,59239 i) u № 
~- Sj —. -r 0,11878 ~ f  0 ,32635i -f- (0,13397 -  0,5 i) u n  -f- ( — 0,01519 - f

+  0,17365 i) u n ,
- -as :i-0.S1644 — 0, 21877 i + ( ...1,17365 -M),93431. i)w 2,  f-

’ •]-(0,35721 ...  0,76603 i) u 23.

Д л я  проверни г.-,! чкг.лени.^ полезно отметит!., ч т о  дс'Лстпительнмв и мнимые 
части - - X j -j- п/j удойлттю рию т j слш м ям  (.*67), а для значений 84, —'8],
-  о3, о., такие з а 1.и.;им-..сти: .чмы коэффициентов мрп и № и » >

ii. | i.iiij;.л нулю, сумма с членои равна — о>, Oj и oj
о р а щ а х т м  и нуль, a S4 1? — о2 .■ j .11 * „ ,r=  г„8 :— о.

J 1|>;т|л)1Ш м ачпам ю е носшжои »j<i ы;*.и»у.ог.*тольаого «ю тмрёхввонликй 
OO^A-Jl f i  при 0 (фиг. 42’.') и eooT.i .'TCTt уюгцие значения —- Sj (фиг. 430),
— 89(фиг. 43i), (фиг. 432). Hp.)H3iiOrt)i подо.яию преобразование и вращение 
векторных контуров С  Ох А г, С'" 0-х Л'", DOx Л° С°, присоединяем их к "звену
«8»





О, Л , (фиг. 429) так , чтобы совпали одноименные с ним стороны преобразо
ванных контуров. Тогда вершины С0, Сх, С3 присоединённых многоугольников 
отметят в плоскости ш атуна Л лВ х те точки, шатунные кривые которых дают 
соответственно преобразованные годографы векторов — 51( -— S3, о4.

Полюсы годографов будут соответственно в точках Су, Cs, L).
П оворачивая звено ОуАу па углы  <р2з (на Фи г- ^^9 интервал для частных 

значений <р22 п рин ят равным 15°), отмечаем на ш атунных кривых точки, при
надлежащ ие совокупности преобразованны х значений — о4,— 83, 84, определя-

А
ющих один из возможных 
искомых четырёхзвенников. 
Переходя к истинным зна
ч ен и ям — S j , — 8В, при 
помощи формул (173) и 
строя векторное равенство 
—8j +  82—S3 -)- S4 == 0, полу
чаем искомый четырёхзвен- 
ник. Каждому значению f.»2 
соответствуют на годогра
фах две точки, отмеченные 
на фиг. 429 одинаковыми 
индексами. П оследняя циф
ра нумерации точек годо- 

«2Г графов соответствует индек
сам 8у, п ервая (первые) ин
дексам, определяющим зн а
чения «2‘> на окружности 
радиуса Ох А х. Полученные 
годографы позволяю т найти 
четы рёхзвепники, удовле

творяю щ ие каким-либо дополнительным условиям . Т ак, например, на фиг. 433 
показан  четы рёхзвенник, размеры звеньев которого удовлетворяю т дополни
тельно условиям  Грасгоф а. Этот четы рёхзвенник соответствует значению <р2‘>=; 
=  30 (точка T9 на окружности радиу- '
са O y A j) и определяется точками 194,
191, 193, образующими треугольник, 
равный треугольнику C{)CiCs (фиг.
429). А налогичным образом могут 
быть найдены четы рёхзвепники, для 
которы х дополнительно задан угол 
между направлениями звеньев в на
чальном их положении. Как^будет

С  Gi

Фиг. 432. Фиг. 433.

п оказано , такое дополнительное условие вводится при синтезе механизма по 
заданным значениям угла давления.

О чевидно, что по излож енной схеме реш ается в сяк ая  задача по синтезу 
механизма, матрица которого М  относится к рассмотренному в § 78 типу, и 
меизвестными являю тся орты  Ujk с Одинаковыми значениями индекса j .  Т ак .
290



например, к матрице типа М  приводятся задачи синтеза четырёхзвенника 
в случае задания четырёх положений шатунной плоскости, или четырёх 
точек неподвижной плоскости, через которые долж нр пройти точка ш атуна. 
К аналогичным матрицам приводятся задачи синтеза дезаксиального криво
шипно-ш атунного механизма по четырём полож ениям кривош ипа и ползуш ки. 
И зложенный метод применим и при решении задач синтеза шестизвенных 
и более сложны х механизмов, если уравнение совместности можно записать 
в виде (166) и неизвестными являю тся два орта u j k с одинаковыми значе- 
лиями индекса j.

§ 82. С интез ш арнирного ч еты р ёх зв ен н и к а  по значениям  
у г л а  дав л ен и я , зад ан н ы м  в четы рёх  полож ениях м ехан и зм а.

П усть искомый ш арнирный четы рёхзвенник определяется в своём н ачаль
ном положении замкнутым векторным контуром О А В С О , изображённым на 
фиг. 43'i. Н азовём углом давления угол между векторами (Л В, ВС):

®1 =  «31 — “ 21!

Аналогично этому в любом А--том положении рассматриваемого механизма 
имеем^для угла давления:

®7с =  а3й ~~ °2к-

воспользовавш ись матрицей, сл уж а
щей для синтеза механизма по че
тырём полож ениям двух его звеньев, 
и заменяя углы  шатуна =  з.,к -  -

имеем
а31 +  e1- o I

1 1 1 1 1
i  ! 1

j «12 tfg2
i l/.JC; u b3 b 03 u
! “ 14 «34 “ 04 11,

1
1
1

33 I

где г/^jj =  a ®ofc — УГлы, определяющие приращ ения угла давления
мри деформации механизма.

Выделяем из матрицы уравнение совместности:

D,

1 1 1 1

“ 12 » 3 - .“ 02 “ 32 1

“ 13 “ з з “ оз “ 33 1

“ 14 “ 34“ 04 “ 34 1

=  0.

При решении л равнения совместности возможны два случая. Если за- 
лгпы у гл и  поворота коромысла и приращ ения угла  давления, то неиз- 
вестныки Оудуг и u I4. В этом случае определитель D x разлагается по 
элементам первого столбца и приводится к уравнению , не отличающемуся 
от (16G):

=  —  ^ 2  М1 2 Ч " ^ 3  “ 13 ^ 4  г<14 — 0 .

После определения из уравнения совместности и !3 искомый механизм 
строится но своему определителю:

1 1 1 1  
1 1 1 1

W]2 U32 “ оз W32 1

“ 13 “ 33 “ 03 “ :>3 1

1) : 0.
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Р азл агая  по элементам мерной строки, имеем:
1У — 6] ■— о . — o_j 11.

П роизволом в выборе «12. следует воспользоваться для получения допустимого 
(или наперёд заданного) значения угла давлении 0, в начальном положении 
механизма. Построив, кап это было указано выше, годографы векторов 

о, и Зя, измеряем значение угла  между каждой парой векторов — и 83, соот
ветствующего одному значению <cvl, и получаем функцию:

, . . . ' о ,

по которой легко устан овки , <сг2. соответствующее наперёд заданному значе
нию 6j. Разум еется, что таблица значений Oj может быть получена и чисто 
аналитическим путём но приведённым формулам.

Если заданы  углы поворота кривош ипа и приращ ения угла давления, 
то неизвестными будут и и:м. И згом случае определитель П 1 разлагается 
по элементам третьего столица и приводится к уравнению :

*1 «я.1«84’ Г*г « »  +  *:( «:и 1-=4 =  0, 
где г д. — постоянные комплексные числа:

«I =  (»12V -  1} («.Ц »<«»'.
2 * = ( “« - - « м ' (• ' "(13> +  «.12 '" к  I) («и» ««г!.
3 * =  («13— » !*) (И04 ' а м 32 'И «  - •  1) (М(«- - «04).
=4 -  « 3 2  ( “ 14 ~  « i3 >  (« 0 2  —  *)■

Д л я  11о<"гроения механизма достаточно определить «35. ООошачая я0 =  
-z  з0з .. z{zA, г д е zv  л4 комплексные числа, сопряж ённы е z3 и имеем:

«>s = Г1 •+-’*3 г2 !— »4

где «0 — arg' 2(). г: = m o d  Sj ; З ад аваясь  ]1Ядом значений в32, находим соответ
ствующее им значение *м , после чего для — о., и З3 определяем начальные 
значения Oj и строим кривую  9] = / (*S2). Д алее но заданному наперёд зн а 
чению 8]. находим соответствующие частные значения «82 и строим механизм 
но определителю 1).

§ 83. Синтез шарнирного четырёхзвенника по четырём заданным  
положениям точки шатунной плоскости.

П усть для  четы рёхзвенника заданы четыре положения кривош ипа, два 
положения коромысла и четыре точки неподвижной плоскости, через которые

долж на пройти некоторая точка ш атуна 
А .  Построим механизм и определим поло
жение точки А  в плоскости шатуна.

При задании четырёх точек неподвиж
ной плоскости, через которые долж на 
пройти точка А ,  возможны следующие 
случаи: 1) заданные точки леж ат на одной 
окруж ности, 2) заданные точки леж ат на 
одной прямой, заданные точки леж ат на 
какой-либо заданной кривой.

Рассмотрим цепь, состоящую из двух 
четырёхзвенникоп с общим кривошипом 

деформации цепи угол В А С  между шатунами 
меняться. Подберём четырёхзвепники так , чтобы в 

угол  В А С  имел одно и то же значение. Дли таких

(bur.  W5.

О А  (фиг. 435). При 
будет, вообще говоря, 
ряде положений цепи
полож ений цени 
2 92

расстояние между точками С и В такж е постоянно, и звпиья



. l t f  < ii ЛС представляю т как  бы одно жёсткое звено. Соединив А В  н ВС  в 
одно ж ёсткое звено и выбросив звено О А,  получим четы рёхзвенник с точкой 
.1 .ш атун а, располагаю щ ейся на заданной окруж ности радиуса. О Л  в тех по
лож ениях цепи, для которых угол В А С  имеет одно и то же значение. Сле
довательно, цепь, изображ ённая на фиг. 435, позволяет построить четырёх- 
звенник при заданном расположении точек А к (А-=:1, 2, 3, 4) на одной 
окруж ности.

Д ля  решения поставленной задачи в случае, когда четыре положения 
точки А  заданы  на одной окруж ности, следует но методу, изложенному в 
§ 78, построить два вспомогательных четырёхзвенника, матрицы которых

! 1
1 1 1

' 1 I 1 1

«1» М.,2 «ЗЗ 1

“ К! «2:1 " и 1

"U Ц г Ц !':и 1

! 1 1 I 1j , * '■ 1| 
I ;  1 1 1 1 ; j

«12 I I ; . , II

" п " м и

" U U .,  4 и

С

отличаются лишь значениями углов и <p.|fc , определяющих положение их ко
ромысел. Т ак  как  углы  поворотов кривош ипов и шатунов <p2fc одинаковы 
для обоих проектируемых вспомогательных механизмов в четырёх заданных 
полож ениях, то после определения размеров звеньев их соединяю т но схеме, 
изображ ённой на фиг. 435, и из образовавш ейся цепи получают искомый че- 
тырёхзвенннк описанным выше способом. При решении уравнений совместно
сти в первой матрице за неизвестные следует при
нять углы  ?23 11 ?24> а во второй — у ГЛ Ы  ®33 И .

Д л я  упрощ ения задачи один из вспомогатель
ных четы рёхзепников, служ ащ ий для  образования 
цени, изображ ённой на фиг. 435, можно взять  п ро
извольно. В этом случае устанавливаем кривошип 
0 .1  в заданные полож ения и измеряем углы  
кривош ипа п ш атуна. После определения углов 
строим второй вспомогательный четырёхзвенник по 
его матрице Л/о. Искомый четы рёхзвенник опреде
ляется наложением вспомогательных механизмов.

Рассмотрим цепь, состоящую из двух дезакси- 
альиы х кривош ипно-ш атунных механизмов с общей 
ползупш ой (фиг. 436). При деформации цени угол Фиг. 430.
В А С  между шатунами будет, вообще говоря, пере
менным. Подберём механизм так , чтобы для ряда положении цепи угол НАС  
имел одно определённое значение. Тогда для таких положений цени звенья 
А В  и А С  образую т как  бы одно ж ёсткое звено. Соединив А Н  и А С  жёстко 
и выбросив кулису, получим четырёхзвенник с точкой шатуна А ,  располага
ющийся на заданной прямой ОА  во всех тех полож ениях цепи, для которых 
угол В А С  имел одно и то же значение. Следовательно, цепь, изображ енная 
на фиг. 436, позволяет построить чеш рёхзвеш ш к  при заданном расположе
нии точек А  на одной прямой.

Д ля  решения поставленной задачи в случае, когда четыре положения 
точки А  заданы на одной примой, следует по методу, изложенному в § 79, 
построить два вспомогательных деэаксиальных крнвонш пно-ш атунных меха-
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ннзма, матрицы которых

Мл

1
1
U 22 
м 23 

м 24 

1 
1
U . , . ,

ик
u -i

,-4:
'Ч:?
г 44

1
1

1
I

м33 '■«

« 1 4  Г и

отличаются лишь значениями углов <f2Jt 11 Ч-гк • ^ * к ьа1: углы  поворотов ш а
тунов <fs/c и полож ения ползуш ек обоих проектируемых вспомогательных ме
ханизмов одинаковы п четырёх заданных полож ениях, то после определения 
размеров звеньев их соединяю т по схеме, изображ ённой на фиг. 436, и из 
образовавш ейся цени получают искомый четы рёхзвенник описанным выше 
способом. При.  решении уравнений совместности в первой матрице за  неиз
вестные принимаю тся углы  <р33 и (р34, а во второй — углы  ^  и . Д ли  уп 
рощения задачи один из вспомогательных механизмов можно выбрать произ
вольно, позаботивш ись лишь о том, чтобы ползуш ка прош ла через четыре

заданные точки неподвижной плоскости А к 
( k = i ,  2, 3, 4), и спроектировать только вто
рой, воспользовавш ись его матрицей

Рассмотрим две кинематические цепи с 
общей кулисой (фиг. 437). При деформации 
цепей угол  между звеньями А В  и А С  будет 
меняться. О днако, можно так  подобрать цепи, 
чтобы для ряда их положений угол В А С  имел 
одно и то же значение. Д л я  таких  полож е
ний цепей расстояния между точками В  ы С 
такж е равны и звенья А В  и А С  образую т как 
бы одно жёсткое звено. Соединив звенья А В  
и А С  жёстко и выбросив кулису с ползуш- 
кой, получим "четырёхзвенник с точкой А  ша
туна, проходящ ей через все те полож ения 
центра ползуш ки, лежащ ие на заданной к р и 
вой, для которых угол  В А С  постоянен. О т
сюда следует, что для построения ас ко мог*

четырёхзвенного механизма при расположении заданных точек на любой кривой 
необходимо найти две вспомогательные цепи (фиг. 437), у которых ползуш ки
проходят через заданные четыре точки неподвижной плоскости. М атрицы
обоих ценой составляю тся па основании общих соображений, изложенных 
в § 70:

■-

1 1 1

1 1 1

и » и 32 Г 4 2 ^ 4 1

*'■23 “ 33 r Al)uV\

U, 4. МЯ4 ' i l U 4 i

1 1 J

1 1 1

U‘22 U'.л '■4-:«42

1133

ч r u " U
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н отличаются лиш ь значениями углов впк ц ?2fc. Т аи  кап  углы  поворотов 
кулис f ik  и векторы, определяющие полож ения ползуш ек, одинаковы для 
обеих цепей в четырёх рассматриваемых полож ениях, то кулисы  и ползуш ки 
обепх цепей объединяю тся в одно звено. Т ак  как  углы  <р3 ,. поворотов звеньев 
А В  и А С  одинаковы в четырёх рассматриваемых полож ениях обеих цепей, 
то звенья А В  и А С  образую т в этих полож ениях ж ёсткий треугольник A B C .  
Следовательно, из цепей, построенных по приведённым выше матрицам М - и М , 
образуется искомый четырёхзвенный механизм описанным выше способом 
(фиг. 437). Д ля  упрощ ения задачи одну пз вспомогательных цепей можно 
выбрать произвольно, позаботивш ись лишь о том, чтобы её ползуш ка прош ла 
через четыре заданные точки неподвижной плоскости, и енроектировать только 
г.торую вспомогательную  цепь по матрице М а. Выделяем из матрицы М 6 
уравнение совместности:

1] 1 1 1

1 и.,. “32 >\м4.

1
/ а

U.>3 “зя '43м43

1 1 “24 [“34, г44“44

и принимаем за неизвестные углы »,3 и о.ч  . Разлагаем  определитель D e по эле
ментам второго столбца:

D q = : "̂ 3“ 23 — -̂ 4“ -'4 :=
где

-^1 =  (u :ii “ з :) ' '4 3 “ 43 ( “ 32 —  u 3i) ( м 33 —  “ и ) '

- 2  =  “ 3 4 —  “ 33 +  г 43ц 4 ; ) ( 1- —  “ 34)  +  r U u i l  ( “ 33 —  *)>

^3 =  “ 34 —  м32 4 "  г 42и 42 (* —  “ 34) 4 ~  r44u 44 (“ 32 ~  1) >
Д4 =  И3 3 —- U32 - j -  Г42« 42 (1 —  U33) - f - ri3Ui3 (U32 —  1).

Подробное аналитическое ■ графическое решение такого уравнения «вло
жено в § 78.

После определения угла f.,3 переходим к  построению определителя иско
мой цепи, который^выделяем из матрицы Af6:

1 1 1 1

1 1 1

1 “ 32 Г4 2 И4 2

1 “ 23 “ 33 '4 3  “ 43

Разлагаем  определитель по элементам первой строки:

U  0̂  --  0-> —j-1 Оо   04 О,
где о-2 =  i 4. а

S l =  Ц22и33 —  ,“ »з“ 32 4 -  ГцНц (“ 23 “ зз) + Г13Щз (“ ЗЗ ~  “ 22)'

°3  =  “ 23 — “-*2 г  ri2 u i"  U  “23) 4 " rl 3Ui'i (“ 22 ““  *)'

04 :—: U.,„U33 —  U.,;iU3., — u i3 4- И32 +  “ 23 — “ 2 2 *

Д л 1( получения искомой цепи в начальном её положении следует образовать 
замкнутый контур из векторов bj ( / =  1, 1!, 3, 4) 110 уравнению  D =  0.

П р и м е р  14. Построить четырёхзвенный ш арнирный механизм, четыре 
полож ения точки А  ш атуна которого лежат на одной окружности радиуса, 
принятого за единицу. П олож ения радиуса определяю тся углами »12 35°.
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¥18 — :о ° , Т]4 = 1 0 5 °  (фиг. 438). В этом случае искомы» механизм строится 
' " из которых одни ныби-при помощи двух вспомогательных четырехзвеннпкоп. 

раем произвольно, позаботивш ись лишь
о прохождении его кривош ипа через 
данные полож ения. Устанавливаем крн- 
ношип механизма в положения О Л ь  
0.1.,, О Л-,, 0 А 4 и измеряем углы  ш ату
на f.2k {к — 2, 3, 4), определяющие его 
поворот по отношению к начальному 
положению А-1В 1. Углы ®1Л и вто
рого вспомогательного четырёхзвеш ш - 
ка не должны отличаться от соответст
вующих им углов первого вспомога
тельного четы рёхзвенника. Следователь-

Фиг. 438.

но, для проектирования иторого вспомогательного четы рёхзвенника имеем 
таблицу у г л о в :

?12 i fill I * ы  1 ?22 ! *23 ' *24

35е 70е ЮГ>° ЗУ0 3 4 °  i  50 °

('.троим вспомогательный четы рёхзвенник по § 78. Выделяем и з ’м атрш ш  
M i уравнение совместности:

IK  —

Принимаем за неизвестное е33 и ®.!4 и разлагаем определитель D-> по элемен
там третьего столбца:

1 1 1 i.

« 1 2 ! t 22 и[а 1

“ 13 “ 23 « 1в 1

“ ]4 “ 24 “ м 1

где
V

Л4 -

I X  - - V a l  '—  (1,

13«24 ‘ “ м “ 23 '- ! ' l 2 « 2 4 - ! - « 1 Iй  22 4 "

13м 2 4 “ l4 M23 - ^ 2 4  1 ’ ^ 2 3  ~1- “ 14 “ 12.

'12*^24 ~ “ 14“ 22 — ■ Zto4 Н ”  ^ 2 2  “1-  “ 14 - “ 12.

1 2 ^ 2 3  - “ 23 " Г  “ 22 “ j - " 1 3 “ 12-

Задаемся =  20° п строим А0 =  Л1 - • Л2и ^  (фиг. 4ЗУ), (фиг. 440), 
Д4 (фиг. 441). Выполнив построения, подробно изложенные в § 78 при реше
нии уравнения (106) (фиг. 442), получим с',., —  Г>6°ЗП'. Определитель вспомо? 
гателы ю го механизма D  строится по $ 78. Строим по формулам, приведённым 
в $ 78. только значении он|к>п(> лите леи ?4 Iфиг. 443). о, (фиг*. 444), 83 (фиг. 445).
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rai, п а к ] определитель {о2 = :Д 4 уж е построен (фиг. 441,. О бразуем и з векто
ров l j 'зам кнуты й контур ОА^С^ЕО,  определяющ ий искомый вспомогательный 
механизм в начальном его полож ении (фиг. 446).

Н акладываем вспомогательные четырёхзвенники так , чтобы у них совпа
дали ’кривошипы ОА,  и соединяем жёстко звенья А В  и А С.  Выбрасываем

объединённы й! кривош ип и получаем четы рёхзвенник D l i xC\E,  у  которого 
четыре положения точки А  ш атуна леж ат н а  одной окруж ности радиуса О А  
(фиг. 447).

П усть четыре полож ения точки А  заданы  из одной прямой (оси х) коор
динатами /'4J =  1, 742= :  1,2, ;’4з =  1,4 ,^ 4 4 =  1,6 (фиг. 448). В этом случае иско-

J

мый механизм строится ири помощи двух вспомогательных дезаксиадьиы х 
кривош ипно-ш атунных механизмов, из которых один выбираем произвольно, 
позаботившись лиш ь о прохождении его ползуш ки через заданные полож ения 
то ч к и  А .  У станавливаем  ползуш ку выбранного вспомогательного механизма 
в положения А {, Л.2, А я, А 4 и измеряем углы  шатуна «pJ3, ^34, определяю - 
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щ ае его поворот по отношению к начальному положению 4 1В 1. Д л я  проекти
рования второго вспомогательного механизма имеем таблицу величин

Г 4 1 Г 4 Ч  j ^ 4 ? 3 2 ¥33 ¥ 3 4

I

1,2 j 1,4 1,6 —  4° —  10° — 20°

Строим вспомогательный механизм по § 79. Выделяем из матрицы M i  у р ав 
нение совместности: ,

D,

1 1 1 1

1 и.,.у “ 32 г42

1 U'-Si г43

1 « я “ 34 ги

0.

Разлагаем определитель Т)± по элементам второго 
столбца:

D, ■ j - Д3м.,3 — О,
где

=  0,4и33 — П.2и:14 - 0.2«3.>,
Д2 =  0,6ы33 — 0,4и34 — 0,2,
Д3 :=  0,6и32 — 0,2;t:H — 0,4,

0,4“ зг — 0 ,2и ,3 — 0,2.
Результаты  вычислений приведены в таблице:

Фиг. 449.

j 1 ■ 2 3 | 4

m od 1) 36,07 89,75 71,45 17,82

arg 63°l(l' 65°20' 68°10' 73°10'

У равнение Z>4 — 0 не отличается от (166). Задавш ись ^  =  30° и вы пол
нив построения, изложенные в § 78 при решении уравнен ия (166)(ф иг. 449), 
иолучим <?23 =  57°40г. С оставляем определитель вспомогательного механизма D  
ж разлагаем  его по элементам первой стройки . Вычислим по ф ормулам, п ри 
ведённым в § 79, только значения определителей S1( 53, т ак  как  1» =  д4. 
Результаты  вычислений приведены  в таблице: "

/ 4 1 2 3

m od o j !) 64,8 79,8 14,3 99,6

a r g  i  j — 26°20' 259°20' 73°10' 39°30'

! ) Значения всех модулей увеличены.
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Составляем из векторов i j  ( / = 1 ,  2, 3, 4) замкнутый контур, определяю 
щий искомый механизм в начальном его положении (фиг. 450). Н акладываем 
вспомогательные механизмы так , чтобы у них совпадали кулисы  и ползу шки

(фиг. 451), изменяя масштаб построения одного из них, соединяем жёстко 
звенья  А В  и А С  и, выбрасывая ползуш ку с кулисой, получаем искомый че
ты рёхзвенник D B-fi^E ,  у которого точка А  ш атуна проходит через четыре 
точки , лежащ ие на одной прямой (оси х).

П усть четыре полож ения точки Л  заданы па произвольной кривой комп
лексными координатами r ^ . e ' ' ik (к —  1, 2, 4). В этом случае искомый ме-

ханизм строится при помощи двух вспомогательных пеней (фиг. 4:17), причём 
одну из этих цепей выбираем произвол! ни. позаГотишмись лиш ь о том, 
ЗвО



чтобы её ползуш ка проходила через заданные полож ения точки А .  У стан ав
ливаем ползуш ку  выбранной вспомогательной цепи в полож ения А ъ А , ,  
Л?.- ^ 4  (Фиг- 452) и изме])яем углы f 3fc звена А В ,  определяющие его пово
рот по отношению к начальному положению А 1В 1. Д л я  проектирования вто
рой вспомогательной цепи имеем следующую таблицу величин:

''■41 г*°- ^43 гн ? 4 ! ?43 ? 1 4 Т зг Ья ?34

1 1,5 2 2 (Iе 30° 6П° 90° 29° 57° 72°

Фиг. 452.

Задавш ись =  строим но приведённым выше для вспомогательной 
цепи формулам векторы Л, (фиг.4 53), Д2 (фиг. 454), Д, (фиг. 455), Д4-(фиг. 456), 
решаем графическим способом уравне
ние совместности Z>6 =  0 (фиг. 457) и 
-находим <».,„ =  70°30'. Строим далее 
только значения определителей <5„

{фиг. 458), Sj (фиг. 459), о., (фиг. 460), так  как  определитель о2 =  Д4 уж е по
строен (фиг. 456), и образуем из векторов oj ( / = 1 ,  2, 3, 4,) замкнутый кон 
ту р , определяющий искомую вспомогательную цепь в начальном её положении
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(фиг. 461). Н аклады ваем  оСе цепи, соединяй'•. ж ёстко звенья А Е  п " Л С |!* 
выбрасываем ползуш ку с кулисой. В результате получаем четы рёхзвенни1'

DB^C^E,  у которого точка Л  ш атуна проходит через заданные четыре точки, 
лежащ ие на произвольной кривой (фиг. 462).

§ 84. Синтез четырёхзвеппых механизмов по четырём заданным положениям
гаатупной плоскости.

Зададим последовательные полож ения плоскости ш атуна искомого четы
рёхзвенника координатами з (А =  1, 2, 3, 4) некоторой её точки Л  и углами 
с р {А =  1, 2, 3; 4) неизменно связанной i 
ней прямой А В ,  отсчитываемыми от непо
движной оси х  (фиг. 463). Ось х  и начало 
координат О выбираем так , чтобы z j i  =  l.
Н аиболее простым будет случай, когда 
заданные полож ения точки Л  леж ат на ‘ 
одной окруж ности единичного радиуса.
П олагая для этого случая z  -k —  el~ik —  и \ к 
и <рк =  у.,к ( к =  2, 3, 4), строим искомый 
четырёхзвенник- по матрице:

М  —

1 1 1 1
1 1 1 1
“12 Ы о<> “ 3 2 1
“ 13 ^ 2 3 “ 33 1
“ 15 U  24 “ 3 1 1 1

не отличающейся от матрицы, рассмотренной в § 78. З а  неизвестные, опреде
ляемые из уравнений совместности, принимаем углы  повор< та коромысла <рзй 
и Уз*- П роизводя подобное преобразование и вращ ение контура построенного 
четы рёхзвенника так , чтобы его кривош ип совпал с линией О А  (фиг. 463), 
соединяем жёстко его ш атун с заданным начальным положением шатунной 
плоскости А В .  Тогда в образовавш емся механизме при повороте кривошипа,
О А  на углы  <f1!( плоскости его ш атуна будут располагаться в заданных по 
условию п олож ениях. Произволом в выборе угла tp32 можно воспользоваться 
для  налож ения дополнительного условия на проектируемый механизм.

П ри расположении заданных точек Л  на одной прямой (оси х ) полагаем
4) и строим дезаксиальвы й кривошипно-
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ш атунный механизм по матрице:

М :

1 1 1 1
1 ] 1 1
1 7/  о о И-jo г 42

1 "■->3 и яп Г43

1 И о 4 " 3 4 ги
П ринимая за неизвестные <р23 и <ра4. выделяем из матрицы определитель 

механизма I), построение которого изложено и,§ 79, и уравнение совместности:
1 1 1 1

J)j =-
1 и чг “ .32 Г42 0 .
1 «23 “ зз Г43
1 М-4 “ з4 ^44

о п р е д е л и т е л ь  I) 110 э л е м е н т а м  в т о р о г о

-I1

-Гil/“V и.,-> “ 23 А 4« 24 =  0,

не отличающееся от уравнения, решённого в § 78. После определения у.>я 
строим дезакснальпый кривош ипно-ш атунный механизм по определителю D  
и присоединяем к начальному положению  шатунной нлоскостн но схеме, 
изображённой на фиг. 464.

Если требуется, чтобы точна А ,  описы вая шатунную  кривую , зан ял а  на 
ней  четыре полож ения, расположенны х на одной окруж ности, то искомый

Фнг. 4G5.

’четы рёхзвенник строится при  помощи двух вспомогательных механизмов но 
методу, изложенному в § 83. В оспользовавш ись матрицей ш арнирного четы
рёхзвенника!

I1 11 1 1 1

; 1 ] 1 1

= 1 “ 42 U y , " з 2 1

1 “ l 3 “ 23 “ з з 1
: “ i 4 U ,  4 “  34 J

задаем ¥ , / ;= ? / ; ,  (А =  2, 3 ,4 ), z j t =  I и строим по § 78 дна вспомога
тельных механизма, задавш ись двумя различными значениями ? ,2-У  построен
ных таким образом четы рёхзвенников одинаковы углы  поворотов кривош ипов 
и ш атунов, так  что они могут быть соединены но схеме, изображённой на 
фиг. 435, и связаны  затем с заданным начальным положением шатунной 
плоскости, как  эго показано на фиг. 465.

Если заданные полож ения точек А  леж ат на одной прямой и необходимо 
построить ш арнирный четы рёхзвенник, удовлетворяю щ ий поставленным усло
виям  (а не кривош ипно-ш атунный м еханизм ),то  задача решается при помощи 
двух  вспомогательных дезаксиальны х кривош ипно-ш атунных механизмов по 
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соответствующей матрице:
1 1 1 1 1

1 1 1 1
М  ----- ! 11 W- 2*> мз2 г42

1 1 и 2г изз ''13
; 1 и ы “ 31 Г44 1

IIГГ
и. (к ~ 2,3,4 , ZjtСчитая, что ®3?с =  <pfc , 

вспомогательных механизма, задавш ись двумя различными значениями tp22. 
У  построенных таким образом вспомогательных меха
низмов одинаковы углы поворота шатунов и переме
щ ения ползуш ек так, что они могут быть соединены по 
схеме, изображённой на фиг. 436, и связаны  затем с 
начальным положением 
ш атунной плоскости, 
как  это показано на 
фиг. 466.

Е сли заданные по
ложения точки А  леж ат 
на произвольной кри 
вой, то ш арнирны й че
ты рёхзвенник, удовле
творяю щ ий поставлен
ным условиям, строится 
при помощи двух вспо
могательных цепей, изображённых 
рицей

М  —

задаем ®3fc =  ?/i , rils,uik ~ z j k { 
гательные цени, задавш ись двумя различными углами ®2/ . . У  построенных 
таким  образом цепей одинаковы углы  поворотов кулис и иптупов и переме
щения ползуш ек, так  что они могут быть соединены по схеме, ию браж ённой 
на фиг. 437, и связаны  затем с начальным положением шатунной плоскости, 
(<ак это показано на фиг. 467.

Фиг. 467.

н а фиг. 437. В оспользовавш ись м ат-

1 1 1 1

1 1 1 1

1 и 22 " 3 2 ''•12м 42

1 и 13 “ З3 '•13м  J3

1 “ 24 М34 r4iUii

: 2 з ,  4 ) , " j  I :—  1 II

§ 85. С интез четы рёхзвен н ы х  м еханизм ов по трём  зад анн ы м  полож ениям  
дв у х  зв е н ь е в  и скоростям  их в одно»! из этих полож ений.

П усть три полож ения кривош ипа и коромысла ш арнирного четырёхзвен- 
ника определяю тся углам и ®1й и ( к — 2, 3), а угловы е скорости криво
шипа (0ц  и коромысла <о3, заданы в начальном положении механизма. О бозначая 
соответствующие величины для  ш атуна через ®2, н ю,,, составим матрицу 
механизма .из двух строк (157), двух первы х строк (158) и первой строки (159):

1 1 1 1

1 1 1 1

U12 “ 22 Wj}2 1

“ 13 «23 мяз 1

• "11 «21 "31 0
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Выделяем из матрицы  определитель механизма D, построение которого 
рассмотрено в § 78, и уравнение совместности:

D , =

1 1

U12 ^22

“ l3  “ 23

1 ^21

1

“ 83

“ 31

Разлагаем  определитель по элементам второго столбца:

— ^2 “ 22 "f” “̂ 3 «2; : 0,
где

(174)

-Ч ■

l 23 —  4 21 -

: “ 31 ( “ l3  —  u l i )  “ f "  “ l l  ( “ 32 —  “ З З ).

^ 2  — “ 31 ( “ 13 —  * ) ~“f“ “ l l  —  “ 33)>

^ з =  №3i (“i2 — 1) ~h “ ii (1 — “зг).
Д 4 =  “ l2 “ 33 “ l 3 M32 “ 33 “ f -  “ 32 4 “  u 13 —  “ 12-

Д л я  проверки  вычислений и построений, связанны х с определением 
Дj  (/ =  1, 2, 3), служ ат следующие зависимости:

^1 — — 0,
x L — х 2 -j- х 3 - О,
2/1 — У2 +  2/з ^  О,

справедливость которых непосредственно вытекает из уравнения:

D\ —— 0 ПрИ  ®22----?23 — ' б И W21 —  0 .

Е сли  неизвестны о22 и <р23, то, обозначая Л0 =  Ал — А4<о21, приводим урав
нение совместности к виду:

2^22 ” J3a 23 : 0
и определяем <р22 п <в23 по формулам (168) и (169).

Графическая схема реш ения уравнения £>1 =  0 изображена на фиг. 409. 
П ри неизвестных <р23 и ю21 обозначаем:

^0 =  ^1 — Д2 м22
и приводим уравнение (174) к  виду:

•̂ о “I" -̂ 3“ 23 — ^4“ 21 =  0.
Исключаем в23 при помощи сопряжённого уравнения

“ 23
4 21 '

'3
и получаем  квадратное уравнение для определения ш21:

;4 “л -  ( 'о 4 +  '4 о) Ю21 +  го — 'з “  о, 
где r j =  mod. S j  (/ =  0, 3, 4). Обозначая Sj =  x j~ { - iy j ,  находим:

( V 4  +  2 / 0 2 / 4 )  ±  У  ( * 0 * 4  +  2/С 2/4  Г 1  ( ' • о  —  г з )
С021 =  ------------------------------------- ----------------------------------- .

Д ля получения <р23 исключаем аналогичным образом со21:

i (х0у± у йхА) ±  У — (жсу4— г/0ж4)2

(175)

0)21 ___ - Q - f ~  V3“ 2 3 ___ 0“ 23 ~ h  ' 3

4“ 23
“ 23 ----

П олагая , что г3 г4 >  (a;0J/4 — г/о^ч)2» и приравнивая мнимые части, получим:

s i n  ( ? 2 3 Ч “ ? 3  —  ¥ 4 ) :

. *02/4  —  У  х *

где

S06

r3ri

? j =  arg  Aj ( /  =  3,4).

(176)

з 4



Графическое решение уравнения совместности при неизвестных ip23 и о>2] 
выполняется по следующей схеме. Откладываем (фиг. 468) О А. А В  =  j — 2М22- 
Описываем из точки В  окруж ность радиусом m od 3 и приводим из 0 прямую  
под углом  ip4 =  arg 4 к оси х, которая пересекает окруж ность в точках Сг и 
С2. Векторные треугольники О В С хО и 0 В С 20  дают два возможных варианта 
решения уравнения =  0. Проводим через В  направление B D  под углом
ip3 =  arg  ^3 к оси х  и определяем два 
значения угла  !р23: ■

«С, =  (В  D , В С ,); ?23 =  (В I ) , В  С Л.

И змеряя отрезки С^О и С.,0. н а
ходим: i

, С, О ,, _  С.,0
“ 21 — —  mrul С  ’ “ 21 - m od Л4 ’

где угловая скорость о>21 считается по
ложительной, если векторы С ]0  и С20  
направлены под углом arg Л4 —f— тс к оси 
х.  Свободой выбора угла tp.>2 следует 
воспользоваться для налож ения на 
искомый механизм дополнительного 
условия. Метод решения совпадает с
изложенным в § 81. Годографы решений строятся при помощи вспомогательного 
дезаксиального кривош ипно-ш атунного механизма со стойкой -ij, кривоши-

* пом — Л2, шатуном \ 3
и направлением дви
ж ения ползуш ки под 
углом arg  ' 4 к оси х  
(фиг. 469), являю щ его
ся графической интер
претацией уравнения 
совместности (174).

П усть три поло
ж ения кривош ипа де
заксиального криво
шипно-шатунного ме
ханизма определены 
углами в,,. (А- =  2, 3), 
соответствующие им 
положения ползуш 
ки — расстояниями 
rik ( к =  2, 3), а угло

вая скорость кривош ипа о>21 и линейная скорость ползуш ки v iX заданы в 
начальном положении механизма. Ос'означан соответствующие величины для 
шатуна через f 3k и ш31, составим матрицу механизма из двух строк (157), 
двух первых строк (162) и первой строки (163):

М  —

Выделяем из матрицы М  определитель механизма D, построение которого 
рассмотрено в §79, и уравнение совместности:

1 1 1 1

1 1 1 1

1 U  22 и 32 г 42

1 и, 23 “ 33 г 43

0 ш 24 “ 34 — i v  4 i

D 1 =

1 1 1 1

1 U ‘Z 2 “ 32 г 42

1 и 23 и 33 г 4 3

0 Ш21 Ш31 —  i v  41

=  0.
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£>i =  A] A2u 32 -f- - 3М33 Л4о>31 — О,
где

J j  =  iw41 (и 2о—м2з) ■"f“ со21 (г42'"'г4з)'
- 2  =  ^41 (1 — «2з) +  “ 21 ( I  — ^43).

3 =  11»41 ( L —  7/,,) +  (02l ( I — Т-42) .

-'4  =  г42 —  '4 3  +  ( ''4 3  -  П  “ 22 +  ( 1 “ ' ' 42) »»■

Решение уравнения совместности совпадает с решением уравнения (174). 
После определения в.!3 искомый механизм строится по своему определителю D.

П р и м е р 1 5. П остроить дезакспальны й кривошипно-шатунный механизм, 
если вадаиы следующие значения величин:

Р а зл а га ем  о п р ед ел и тел ь  Dx по элем ентам  третьего  столбц а:

ri\ Ti-l г 43 <р,о ®23 ¥32 “ 21 J Щ\

1 1,5 2

, 
CTi

 
О

 
1 

о — 120°
I

1’',° 1 1
i

' 0,25

Строим значение определителей Да (фиг. 470), (фи. 471), Д3 (фиг. 472), 
Д4 (фиг. 473) и проверяем  ])езультаты по уравнению:

- '1 - ^ 2  +  ^  =  0.

Строим графическое решение уравнения совместности но изложенному 
выше решению уравнения (174) для случая, когда необходимо определить

м31 (фиг. 474.), и получаем: “ 31 — ^ ^  = 0 ,5 .

Искомый механизм проще всего построить по определителю:

1 1 1
1 1 1

“ 22 “ 32 ГА1 '

“ 21 “ 31 —^ 4 1

выделяемому из матрицы М .  Строим только определители о, (фиг. 475), о, 
(фиг. 476), е4 (фиг. 477), так  кап  о3=  >3 (фиг. 472), и образуем из полученных 
векторов 8j ( / =  1, 2, 3, 4) замкнутый копту]) О ЛВСО ,  определяющий искомый 
механизм в начальном его положении (фиг. 478). Отметим, что единицей 
измерения по условию служ ит mod о4 =  гл  —  1.

§ 86. Спптез четы рёхзпепны х мехапизмов по двум зад ш н ы м  полож ениям 
двух звеньев и пх скоростям  в этих полож ениях.

П усть два полож ения кривош ипа и коромысла ш арнирного четырёхзвен- 
п пка определяются углами ю]2 н <р32, а угловые скорости этих ж е звеньев и>1к 
и юз л (& = 1 , 2). О бозначая соответствующие величины для шатуна через 
»,,, и <о.,ь ( к =  1, 2), составим матрицу механизма из двух строк (157), первой 
строки (158) и строк (159):

1 1 1 1

1 1 1 1

“ 12 U 22 “ 32 i

“ 11 “ л “ 31 0

0).>f) lliyc, •- COijoWj.t о

D
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Фиг. 470. Фиг. 471.

Фиг. 472. Фиг. 474.

Фиг. 478.
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В ы деляем  из м атрицы  о п редели тель  м ехани зм а:

D :

и уравнение совместности:

D ,

1 1 1 1

1 i i  i _
“ 12 U оо «32  1

“ И ^ 2 1

ОСО3

1 1 1 1

« 1 2 Ue> О «32 1

“ 11 ^ 2 1 “ 31 0

<0 1 2«12 ® 22й 22 ю 32«32 0

:0 .

Разлагаем определитель D i  по элементам второго столбца:

(177)

где

Д̂  — — Дд(Оо2«о2---

Д ^ -----—  031 *> СО 3 1 ^ 1 2 »

Д., ( to go —  “ l^ )  —  ® 32«32  ~1— t0j . i l / j 2 '

^ 3  —  и 3 1 « 1 2  —  ® 11«32  —  “ 31 +  “ 11 •

Если неизвестны ю21 и to22, то, приравнивая к нулю  действительную и м ни 

мую  части уравнения (177) и обозначая A j  =  X j - \ - i y j ,  получим систему ли

нейны х уравнении:

j r 2t 0 2 i  —  ( Я 3 C O S  ®22 —  У з  S i n  0 2 2 ) t 0 ,2 =  Х 1  C O S  <р2 2 —  У \ S i l l  ¥ 2 2  '—  х 1 ’ 

у 2Ш21 —  [Уз sin »22 Ч - ж3 coS ¥22) ш22 —  Х 1 Sin ¥22 Ч- V l  C0S ¥22 —  У\'
откуда

__  (1 —  cos у2а) (У\х з —  х \Уз) 4~ {х \ '^ Л -У \У з )  sin ¥22
21 у 2  ( x s COS « 22— 2/з sin У22) —  ж2 (j/з C0S ¥22 “Г ж3 S‘n ¥22) ’

 Хо (X i  sin У22 +  2/1 cos a22 —  2/1) —  2/2 (x i  cos ¥22 —  У\ sin ¥22 —  ал)

у 2 (Х з  COS 'f 22 —  Уз si n ¥2 2 ) —  x 2 (Уз C0S ¥ 2 2  т  ®3 Sin y2o)

I  (178)

Д л я  графического реш ения уравнения (177) откладываем О А - \ -  А В  =  Д: —

—  ^ lu22 (фиг. 479), ИЗ ТОЧКИ В  проводим прям ую  В С  ПОД углом <р2= аг8^2  к 

оси х ,  а из О  —  прям ую  O D  под углем о22 -f- arg Д3 =  ¥22 Ч~ ¥3 к той же оси - 

Векторны й треугольник О В Е О  даёт графическое решение уравнения (177), 

причём

B E  О Е
4)01 =  ±  -----ГТ-  . — — ----- Г~С~ ■

m o d  Д2 m o d  Д3
Если неизвестны ®22 и “ 221 то> обозначая

До -Д 1 Ч^ До(0о̂

и сокращ ая уравнение (177) на и 22 ’ приводим его к виду:

Д} - Дд 11̂ 2 4 “  (ОлоДд - О,

где и2о =  е-*?и, и решаем по методу, изложенному для уравнения (174).

После определения о>.л искомый механизм строится по своему определи

телю D .  Разлагаем определитель 1) по элементам первой строки:

D  — о2 -f- З3 — 84 О, 
где г2 =  Дз. а “

—  Ш31 («22 —  1) ~ Ь  “ 21 (1  —  «Зз)>

О3 =  (021 (и12 — 1) -j- Юц (1 — м32),

°4  —  (и 31 Ml l )  « 2 2  Ч -  (® 11  —  “ ^l) «32 Ч-  ( <021 —  “ 3 l)  « 1 2 -

Строим и л и  в ы ч и с л я е м  з н а ч е н и я  в е к т о р о в  o j  и о б р а з у е м  и з  н и х  з а м к н у 
тый к о н т у р ,  п р е д с т а в л я ю щ и й  и с к о м ы й  м е х а н и з м  в  н а ч а л ь н о м  е г о  п о л о ж е н и и  
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Свободой выбора ©22 или ш22 следует воспользоваться для налож ения до
полнительного ограничения н а  выбор проектируемого механизма. Дадим 
схему графического решения задачи для второго случая, если за независимое 
переменное принят угол ip22.

Откладываем по уравнению  _D1 =  0, О A  =  ^ i (фиг. 480) и из точки А  ра
диусом m od описываем окруж ность. Задаёмся рядом значений 22 и отме
чаем на окруж ности точки By, В 2, В 3, . . . ,  соответствующие выбранным зн а

чениям <р22. Векторы ОВу,' О В 2, . . .  дадут разность — 23 ДЛЯ ЗЯД^ННЫХ 
значений »22. Проводим через точку О^прямую ОС под углом ®2 =  a rg A 2 к 
оси х ,  а через ' “
точки By, В 2, В ъ,
. . .  прямые Ъ уDy,
B 2D 2, . . .  под у г 
лами ®з -{- f  22 =
=  arg Дя—j—'f 22 К той 
ж е оси, которые 
пересекут прямую  
ОС в точках Еу,
Е 2, . . .  Измеряем 
отрезки ОЕу, О Е2,
. . .  и определяем

, ОЕу(I) • “4“  ̂—
21 m od Д2 ’
» о е 2

0)21 ~  mod Д2 ’
. . . ,  причём знак 
<о21 выбираем со
гласно уравнению  
Dy =  0. О тклады 
ваем по оси 'х значения ®22, а по оси у  — соответствующие им значения 
о)21, и получаем график функций <о21 =  /j (^22). Переходим к построению опре
делителей о j .  Группируем члены с и 22 и ю21 и записываем значение определите 
лей &j ( j —  1, 3, 4) в следующем виде:

^ 1 ----- —  «>31 “ 1“  ^ 3 1 ^ 2 2  1 —  ^ 32) ^ 2 1 -------^11 Z y o U 22 ^ 1 3 ^  21  ’

Од =  ( О ц  —  ® ц М 2 2  “ Ь  ( “ 1 2  —  1 )  Ю 21 = г 3 1  ~ Ь г 3 2 и 2 2  4 - 3 3 3 w 2 1 t

4̂ -  w l l “ 3 2  —  w 3 l “ l 2  " f ~  ( “ 3 1  —  “ l l )  “ 2 2  “ P  ( “ l 2  —  “ 32) W 2 1  ^ 4 1  +  ^ 4 2 ^ 2 2  " 1 "  ^ 4 3 w 2 1 '

Определитель o2 от »22 и co21 не зависит, и его значение равно 4 3. Огроим 
О А -\-А В  =  ОВ  =  г41 (фиг. 481). Из точки В  как  из центра описываем о к р у ж 
ность радиусом mod г42 =  [ w:il — и 1г! и отмечаем на ней от начала С0 точки 
C i, С2, С3,. ., соответствующие принятым частным значениям угла  <р2 2- П ро
водим через точки С0, Су, С2, . . .  параллельные прямые под углом a rg z 4:! =  
=  arg (w 10— u 32) к оси х  и откладываем на них в должном направлении 
отрезки: C0D0 =  0, CyDy =  ю21 modjz^g, C2D 2 =  <л21 m od  ziS, , соответствующие
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частным значениям угловой скорости ш31 для рассматриваемых точек. Концы  
векторов O D („ O D v  OD2 образую т годограф значений

Аналогичным образом строятся годографы векторов и £3, которые вместе 
с годографом вектора о4 использую тся для выбора четы рёхзвенника, удовле
творяю щ его какому-либо дополнительному условию синтеза.

§ 87. Задача о мёртвы х полож ениях.

П усть для ш арнирного четы рёхзвенника заданы по два положения кри 
вошипа и коромысла. Требуется построить механизм, для которого рассматри
ваемые полож( ннн будут мёртвыми. 13 мёртвых полож ениях механизма угловые
скорости коромысла равны нулю, т. е. <о31 =  <о:;2 =  0. Следовательно, задача
о мёртвых полож ениях четырёхзвенника является частным случаем задачи
о двух полож ениях и двух споростях, решённой в § 8G. П одставляя значения 
“ :и 11 <032 в уравнение совместности D 1 —  0, имеем при ши  =  ю12 (кривошип 
механизма вращ ается равномерно):

=  (1 — е*7зг) (ci)22e%! — co21e!’?i2) 0.

Отсюда следует, что уравнение совместности 7J, — 0 удовлетворяется при
1) (о._,2 =  — ш21, if22 =  'f12- j - : :)
2) ---®21> ¥22 — ¥12*
3) ¥32 —  0.

Д ля  рассматриваемой задачи имеет значение только первый случай . Искомый 
механизм строится но своему определителю:

D  =

1 1 1 1
1 1 1 1
и 12 — и12 м32 1

“ 11 “ 21 0 0

— 0.

Разлагаем  определитель по элементам первой строки:
В  — Ъ, 0,

где
й 1 =  (021 (1 — и32) , 3, =  ип  (1 — г<32), 
° 3  =  ( “ Л +  “ п )  м 12 +  “ 11 —  и 21>
С4 =  (о)и  — ю21) м32 -j- (cou  -f- м21) М12.

В мёртвых полож ениях механизма справедливо условие равенства скоростей:

ГХС011 =  — /'2и)21>
где rj  —  m o d i j .  З ад аваясь  угловыми скоростями <оп  и ю.л , исходя из требуе
мого соотношения между размерами кривош ипа н ш атуна, строи векторы 
S j ( / = 1 ,  2, 3, 4) по приведённым формулам и образуя из них замкнутый 
контур, получаем искомый механизм в начальном его положении.

Выведем для аналитических подсчётов более простые ф орм улы 1).

И склю чая из b j [ j =  1, 2, 3, 4)ю 21 = — -—-1-  > получим:
л>

■1),

h = f -  (»ЦГ2 +  » 1 Л ) +  (Г2 -  Г,).
'2  ' •>

0о

32

Иной вывод этих формул см. в статье Б л о х  3 . Ш .: К синтезу плоского 
четырёхзвепного механизма, «С ельскохозяйственная машина», № 5-6, 1937. 
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Воспользовавш ись сопряжёнными величинами i j ( j =  1, 2, 3, 4), найдём после 
упрощений:

?12 — ?33
2 ^  вШ" ~2 ’ 

о . -  <0-|о . о , о . п  И*>о
r\  Sin2 ~ f  -f- cos2 =  Г5 sin2 .

(179)

Полученные уравнения линейны относительно квадратов размеров звеньев г~ 
( / =  1, 2, 3, 4) и их практическое использование не представляет затруднений 
при любой комбинации двух 
заданных размеров rj.

Исследуем ч?тырёхзвеп- 
ник, для которого полный угол 
колебания коромысла (р32 соот
ветствует углу поворота кри
вошипа в12 =  я. П одставля
ем =  в формулу (179) и 
исключаем из системы у52.
Тогда

2 I ■ 2
: Г1 +  Г'Л

причём полный 
н ия коромысла 
но формуле:

Sin ^  =

угол колеба- 
онределистсп

_ ’Х  
г з '

Рассмотренная задача типична для четырёхзвенников, удовлетворяю щ их 
условиям Грасгофа. Если у механизма, удовлетворяющ его условиям Грасгоф а, 
сделать стопкой кривош ип, то получится механизм с двумя кривош ипами, 
не имеющий, вообще говоря, мёртвых положений кривош ипов с шатуном. 
Если у того же механизма сделать стойкой коромысло, то получится механизм 
с двумя- коромыслами. На фиг. 482 показан такой механизм. В нём кроме 
мёртвых положении, определяемых расположением на одной прямой звеньев
1 и 2, возможны мёртвые полояю ния при расположении на одной прямой 
звеньев 2 и 3. Очевидно, что при расположении на одной прямой звеньев
2 и 3 юи  =  м]2 =  0. Изменив нумерацию звеньев и считая звено 3 кривош ипом 1,

/ // а звено 1 коромыслом 3, бу
дем пользоваться для ре
шении задачи ранее выве
денными формулами, не вно
ся п них н икаких изме
нении.

Рассмотрим чотырёх- 
звпнипкн, не удовлетворяю 
щие условиям Грасгофа. 
П усть для определённости 
авепо 1 наименьшее, а 4 — 
наибольш ее. Тогда по усло
вию

/'1 + ' ,4 >  г2 +  г3- (18°)

Л егко видеть, что такой четырёхзвенник может иметь только следующие 
мёртвые полож ения (фиг. 483). Первое мёртвое положение будет при располо
жении звеньев 7 и 2 на одной прямой, тан что r\ -f- r2 -j- г4 >  г;) или гу~\-г» >  
,> г3 — /'4, что на основании (180) всегда возможно. Второе мёртвое положение 
будет при расположении звеньев 2 и 3 на одной прямой, так что r t -[ -r4 l> 
> / ' 2-f-Л). Д ля  рассматриваемого случая <о31 =  О, со12т= 0 . Подставляем эти 
значения угловых скоростей в уравнение совместности D l =  0 и развёртываем

Г7 Sin
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D  j  ®11®32“ 32 (1 — м22) Ч"~ ®°1^32“ 32 (“ 12 — Ч~~ ® 11®22“  22 (“ 12 — 1) •
Д л я  мёртвых положений справедливы условия равенства скоростей:

Г1
г3«);)

Исклю чая <в21 и ш32 из уравнения D 1 =  0 при помощи уравнений (181) и со-
U)i 1 О) о о Wo о

кращ ая на -  , получим:

зн ачени е  о п редели теля  D 1 в строну:

п  — —  г 2ш.л , \
ГдО)̂ 2 — — —'— /**>(!)<><>. J

^22 3^32 — ^2 — **) ^ 1 — ^2 —  ̂1М12---^ • (182)

И склю чая ф22 ПРИ помощи сопряж ённого уравнения, получим соотношение 
между размерами звеньев:

>-1 ('•l +  r 2) s in 3 Y  =  r 3 [г2 +  r 3) s in 2 ^  i (183

из которого сразу определяется размер ш атуна л> по заданным размерам кри 
вошипа rj и коромысла г3. При другой комбинации двух заданных размеров 
т р е 1ий определяется из квадратного уравнения.

Переходим к построению определителя искомого механизма. П одставляя

в формулы для 8,- (/ =  1, 2, 3, 4) ш31= ;0 ,  o>2i =  — получим: •
г 2

°1 =  (м32 — 1)> 2̂ — Ш11 (1 — “ зг)>

s wllr l I г\Oj  -- -------U12 "j— — — tO i ц,

J' 1WH^12
32 (Й + 1): — ® ll“ 22t ~ 10l l “ 3-  . • ч

По этим формулам искомый механизм может быть построен, если по усло
виям задачи предварительно определён угол 22. Д ля  упрощ ения вычислений 
выведем другое уравнение, которое ж  зволит найти размеры звеньев, не при
бегая к определению угла '.'22. Исключаем м,2 из выраж ения для о4 при по
мощи формулы (182):

V_2 _  ( !  — Ц32) [ h  +  Гз) (гз +  гз) “ 32 — (г1 + ' ,з1 « I-]
®11 г3 — (/,2 +  ,'з) “ 32

Воспользовавш ись значеппем о3 =  <ои ( 1 — и32), найдём:

V j  _  ( ^ 2  Н -  ^ з )  “ 32 —  ( r l  +  r s )  и 1 2

<5,  Г3 — {г2 +  Г3) и я2

Умнож ая на сопряж ённое выраж ение, получим:

Г2 (Г1 +  г 2 +  '•з)2 +  !' ГЛ  (Г1 Ч~ r l) ir 2 +  гз) s in 2 ^ i2^ - ? 2% = ----------------- ------------------------- _ ---- 2_ .  (184)
г1+ Ь г *  ('’г +  'з) s in 2 - |=

П р и м е р  16. П усть требуется построить шарнирный четырёхзвенник, для 
которого заданы 12 =  30°, :32 =  45°, ^  =  5 п г3 =  3. П одставляя эги величины 
п формулу (183), находим:

о . « 2 • о ?12К  siri2 ~  — г. Sin2о 9 1 9
Г, — -----------=------------------- -  =  3,7.

r1 s in2 — r 3 sin2

П одставляя значения ru  r2, rs , i 32 в формулу (184), найдём )’4 =  8,7. 
Искомый механизм изображён на фиг. 483. В нём первое мёр-»вое положение 
будет при расположении звеньев 7 и 2 на одной прямой, а второе — при рас
положении на одной прямой звиньев 2 п 3.
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П р и м е р  17. П усть требуется построить ш арнирный четырёхзвенник по 
следующим данным: г2 =  2гь  <р12 =  210°, е32 =  б0°. П олагаем ши  =  2 и полу
чаем м21 =  — 1.

Подставляем приведённые величины в формулы для oj:

S1 =  u;i2 —  1, 52 =  2 (1  —  u a2),
Sg 7̂ i 2 “j“" ^4----^^32 ”” ^12"

Строим векторы Sj и образуем из них замкнутый контур, представляющий 
искомый механизм в начальном положении (фиг. 484). Следует отметить, что
не всякое решение задачи будет воз
можным. Пусть, например, г2 =  2,5т-!, 
if12 =  120°, ig2 =  60°. Полагаем, шп  =  
“ 2,5 и получаем — — 1. При этом
^  =  м32 — 1, S2 =  2,5(1 — и 32),
5д 1, 5uj2 -■— 3,5, 3, 5мдо — 1, 5t^i2.

Найденный механизм изображён 
на фиг. 485. Коромысло его не может

перейти во второе :..ёртвое положение, и задача становится невозможной. При 
тех же заданных условиях получится возможное решение, если угол *12 за 

менить на ®)„ =  2 ':— ®12. Построим че- 
тырёхзпенник при ®12 =  360°— 120°

: 240° , =  60°, г2 =  2,5/'1. Найденный
механизм изображён на фиг. 4F6. В нём 
требуемые условием предыдущей задачи со
отношения (<р12= 1 2 0 ° , ®,2 =  б0°) осущест
вляю тся при вращении кривошипа коромы
сла в противоположные стороны.

Д ля  дезакгиального кривош ипно-ш атунного механизма решаем задачу, 
исходя из элементарных соображений. Рассмотрим (фиг. 487) два мёртвых
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полож ения механизма. Из треугольников О Л В , ОАС, ОВС  имеем:
h°- =  (I 4- г)* + ( 1 ~  г)з +  2 [Р — г2) cos -f,
Ь З + ( А  +  ВС)* =  (1 +  г)5,
ь2 +  ( в с ) 2 =  (г — / f ,

где h —  B A  — ход ползуна, Ъ =  ОС — дсзаксиал, I — длина ш атуна, г — длина 
кривош ипа, о — угол поворота кривош ипа между мёртвыми положениями ме
ханизма. Написанные уравнения после исклю чения В С  приводятся к си-

(185)
й2 =  4?2 cos2 — -f -4 r2!sin2 —, j

47г2Ь2 +  (4;-1 — А2)2 =  4Аз (J — г)2. )

У гол ® хотя и является  заданным, но выбор его ограничен добавочными 
условиями. Т ак  к ак  обычно .ВС >  О и I >  г, то из написанных выше условии 
легко получить:

cos в <
г — I 
г • I '

Это неравенство удовлетворяется только при если Z >  г. Кроме того,

очевидно, что ® < л  и, следовательно, выбор угла  ограничен пределами

‘ ^  2
У равнения (185) дают зависимость между тремя величинами Ъ, I, г, если 

считать, что h и ® заданы по условию  задачи. Отсюда следует, что одну нп 
этих величин можно выбрать произвольно. П усть дополнительно заданы  р а 
диус кривош ипа г. Тогда '

I = ---------№ — 4r2 sin2
2 cos -

i  =  У  W -  И —  г}- — (4г1 — Л2)2 

Пусть дополнительно задана длина шатуна I. Тогда

(180)

2 sin
А3 — 4Z2 cos2 -j-,

а дсзаксиал b определяется по формуле (180). 
заксиал  Ь, тогда

П усть дополнительно задан де-

I

- 2 }

т / -

Л2 ■£ 2bh ctcr ■

Л2 2bh tg

§ 88. Синтез четы рёхзвенны х механизмов но двум полож ениям звеньев и 
скоростям  и ускорениям звеньев и одном ыз этих полож ении.

П усть 112 н "да суть заданные углы, определяющие по два положения 
кривош ипа п коромысла шарнирного четырёхзвенника, <ои  и <о31 — угловые 
скорости крипошипа и коромысла в начальном положении механизма, е1г н 
£-ц — угловые ускорения тех же звеньев в начальном положении механизма п 
®3«, с о , . , ,  e - j o — соответствующие величины для ш атуна. Составим матрицу ме
ханизма на двух строк (157), первых строк (158) и (159) н строки (100):

М  —

1 1 1 1

1 1 1 1

“ 13 U.y о “ 32 1

“ и “ 31 0

Еи С„, - j - E31-J- 10)̂ 1 0
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Выделяем из матрицы определитель механизма D, построение которого изло
ж ено в § 86, и уравнение совмрстности:

1

0)ц 
£11 "* j “ ll

1
“ 32

“ 31

21 +  !’“ 21 £3 1 “ М ш 31 О

Разлагаем  определитель D\  по элементам второго столбца: 

Aj—A^w22 —f- A2g)oi — A3 (£ii ~j-  — 0 ,

:0 .

где (187)

1£ 11 +  ш 11ю 31 ( “ 31 —  “ ll)>

^2 --- (E31 +  uo.r!l) U12 — (£11 ~h l“ j'l) M3 2 +  E11 — £31 ~Ь * (“ tl — “ si) >
^3 — “ 31 (M12 — 1) j-  “ ll (1 — “ 32)'

П ри неизвестных е21 и w21, полагая Aj =  X j - { - i yj  и приравнивая в уравн е
нии (187) нулю  действительную  и мнимую части, получим систему:

j (1 — cos сроо) со2i “ }' * 2/3^ -,1 1 '• ^ >
2/2(1  — sin  о22) 4 -  2/оС02х — y 3s21 — =  0.

Исключаем из системы еч  и получаем квадратное уравнение для определе
н ия (о21: “

Га ш21 [х 2Уз ~  У2хз) “ 21 +  2/3*1 (1 — cos <р22) — х 3у { (1 — Sin «22) =  О,

__У2Хз — х 2Уз ±  V(УVез — х 2Уз)2 — ^Г1 \х гУз (1 — cos <р22) — х ъу г (1 — sin <р22)]

(188)
Графическое решение уравнения (187) при неизвестных е21 и  <о21 выполняется 
мю следующей схеме. Откладываем О A  -j- А В  =  Aj — Aju.v, (фиг. 488), проводим

через точку В  прямую  В С  под углом ip2 =  a rgA , к оси х,  а через О — п р я 
мую OD  под углом (f3 =  a r gA3 к той же оси. Задаёмся рядом значений <о21 и 
откладываем па В С  отрезки В С г =  ю21 m od А2, В С *  =  ю21 mod А2 и т. д. Из 
точек Ci, С2, С3, ... опускаем перпендикуляры  на OD  и получаем прямые

317

1



С1Е 1, С2Е о, С3Е 3, на которых откладываем =  m odA 3, C2D 2 =
=  св.,) mod A3, C3D 3 =  io”j3mod ' 3, . . .

Геометрическим местом точек D^, D ?, J93, ... будет кривая , пересечение 
которой с прямой OD  в точках F x и Fn определяет замкнутые контуры 
OBCKFiO  и 0 B C kF 20 , дающие графическое представление уравнения (187);

£ Искомые величины определяю тся 
по формулам:

А  £  / г  , ВС'„ „ ВС-
ч  Ч> о.

*- /1

A f

\ --
\ /

/ . &  \ !̂/  \ V
v i - /  \Гг
ж ! /  ~

— К

"Ш

mod л 2 

O Fx 
mod i> ’

к
mod A., ’ 

O F „
m od '3

При неизвестных ю22 и s21, обо
значая Aq — А̂  —J— . j,

полупим уравнение «совместности 
типа (174): **

А0 — Aj м22 — A3s21 =  О,

решение которого рассмотрено в 
§ 85. Схема графического решения 
уравнения совместности для рас
сматриваемого случая изображена 
на фиг. 468. При неизвестных <г22 
и а>21 уравнение (187) после ис
ключения а22 приводится к уравне
нию четвёртого порядка, ан али 
тическое решение которого за 
труднительно. Графическое pe*ie- 
Hiij уравненнн (187) выполняется 

по следующей схеме. О ткладываем O A - \ - A B = z \ x — ' se21 (фиг. 489), из точки 
В  п]юнодим прямую  ВС  под углом tp2 =  a rgA2 к осп х,  а из центра О описы
ваем окруж ность радиусом m od Aj. Задаёмся рядом значений ю21 и отклады 
ваем на В С  отрезки: “

В С \  =  (0..J mod А2, В С 2 =  m od А2, B C S —  w'," m od А2 и т. д.

Ч ерез точки С1г Со, С3, ... проводим параллельные прямые C jD j, Ct l ) 2.

C3D 3, ... под углом a rg A 3-[--^- к оси х  и откладываем на них отрезки:

С1Е 1 =  oCj m od Д3, СоЕ 2 =  m od Д3, С3Е 3 =  (o” [*mod A3, ...

Точки E i,  Е 2, Е 3. ... образуют кривую, пересечение которой с окруж ностью  
радиуса mod Aj в двух (пли четырёх) точках 1<\ и F 2 определяет замкнутые 
контуры OBCyFO  и OBCyF.,0, дающие графическое представление у равн е
ния (187). Искомые величины определяются по формулам:

Фиг. 489.

mod А,’ "21-
в с к

mod А,
<р' 2 =  (Ож, OFi), <c'L =  (Ox ,OF2).31 —

§ 89. Синтез четырёхзвопных механизмов п* заданному предельному значе
нию углового ускорепия рабочего звена.

. П усть требуется построить шарнирный четырёхзвенник, для которого 
угловое ускорение коромысла в течение одной из половин его хода не долж 
но превосходить или быть меньше некоторой наперёд заданной величины. По 
условию задачи первая производная е31 углового ускорения е31 коромысла 
должна равняться нулю . П олагая кривошип механизма вращающимся с по- 
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стоянной угловой скоростью <оп =  1, составим матрицу механизма ив д в у х  
строк (157), первой строки (159) и строк (160) и (161):

М  -

где <о31 есть заданная угловая скорость коромысла, со21— угловая скорость 
ш атуна, е.21— угловое ускорение ш атуна, еп  — производная от e2i - Выделяем 
пз матрицы М  уравнение совместности:

<0,1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 “ 31 0

i e21 - |-  io>ji 631 +  ^“ 31 0

— 1 E.n  —  —j-" 3 1^21 ̂ 2 1 —  №3 1 + 3 l £ 3 l “ 31 0

“21 Ш31

e3 l 4 ' ,u)yl

£21 — <021 "Ь 3i;21<o21 — tôj -j- 3is31(031 — :

=  0 .

Р азл агая  определитель по элементам первого столица, приравнивая нулю 
действительные и мнимые части н  решая уравнения относительно е21 i i  e,.j  , 

получим:
„ _________ E3 l ( 0 l l (<131 ( м 31 —  1 )  ( ю 21 —  1 ) (1  2 (0 31)________

Ш31 ( '3 1  ~  Я 2 (°'31— З щ 2 1 +  Я  —  " Sj l  (ШЛ —  “ 31)

“ ' I  ( :"21 —  Я  ( со?1— “ ят) [ " ’з | ( ю .11“ Я 2 10)31 3 (|>21 +  Я — З е31 ( с5 , ] — 3 (0 31 +  1 )]

21  —  ■
Ю31 ( “ 31 —  Я 2 ( №31

D

(w31 — Й(0Л +  я — - sji (“ 21 —

по своему определителю:
1 1 1
1 1 1

0>2l Ш31 0

е21 ""j~ ^21 531
1 ■ 2 

+  Ш з1 0

u 3 l)

(189)

(190)

~  0.

Р азл агая  D  по элементам первой строки, имеем
Oj — 5, 83 — о4 чгз 0,

где
—  <ол г31 •— Ю31ЕП -f- i w 2 l® 31 ( “ 31 — мл)>

°2  Е31 ~1~ 1(031 ( “ 31 —  Я *

6 з  =  £ л  +  * < °л  ( “ 21 —  Я .

^4 “  е31 (ШЛ '— Я ■+ е21 (1 — “ зО “М  1“ з1 (“ л  — Я 4 “ “ lil (1 — “ 31) “Ь  Ш31 — 0>л]-
Задаёмся значениями м31, е31, ю21 и вычисляем ел  по формуле (189), чем опре
деляем все величины, входящ ие в формулы, служащ ие для построения иско
мого механизма. Остаётся выяснить, какого рода экстремум (максимум или 
минимум) должен быть в рассматриваемом положении механизма. Д ля  вывода 
соответствующей формулы воспользуемся частным значением уравнения вто
рых производных ускорений (151):

з .

Л  [ Ь-i —  +  1 ( 4 i “ j i  +  3s>i — (,4 )  r 1 =  °-
; =  i

i i  '' 
Зам еняя rje >' = z j г по формулам (153) и подставляя частные значения £.

£Д ’ Ej'i (/ Я 3) получим после сокращ ения на 84:

-j— [£.,j — 6tO“|£2i —|— l ( ̂ £2(^21 “I-  —

—  [ £31 —  6 (0 31s 31 +  ‘  ( 3 £ 3 t  —  “ 3 1 )] ^3  =  ° -

3K'



П одставляя приведённые выше значения и приравнивая нулю действитель
ную и мнимую части уравнения, получаем систему линейных уравнений отно
сительно и s^ , из которых находим:

, А
ЕЛ <031 ( “ А  —  ! )  —  Е31С0Л  ( ЮЛ  ~  1 ) ’

где
А  — (Зг^ — fs:l£31 —  “ : i“ 3i (юл  — 1) (<о31 — 1)] —

=21“ -[-3-=л, — <»2i) [=5i +  “ Si (“ з1 — 1)2] 4 -

■ “ :1Ш31 ( (0Л  —  ® 3l) ( м 31 —  1) +  Е31 (“ 31Е21 —  toi l s3l) -

Пусть далее требуется построить дезакснальны й кривошипно-шатунный меха
низм, для которого линейное ускорение ползуш ки а в течение одной поло
вины её хода не должно превосходить (или быть менее) некоторой наперёд 
заданной величины, определяемой рабочим процессом, осуществляемым меха
низмом. К огда ускорение ползуш ки а достигает своего предельного значения 
а 41, то первая производная о ,, 0. Учитывая это и п олагая , что кривошип
механизма вращ ается с постоянной угловой скоростью <о21 =  1, составим мат
рицу механизма из двух строк (157), первой строки (163) и строк (16't) и 
(105):

М

где г/41 есть скорость ползуш ки, со31 — угловая скорость ш атуна, е31 — угловое 
ускорение ш атуна, е31 — производная от е31. Выделяем из матрицы М  у р а в 
нение совместности:

1 <о31 v ix |

Е31 “ Ь  ’ “ 31 “ 41 | :

1 1 1 1
1 1 1 1
0 1 “ зт —  iv n
0 i E31 +  l “ 5 l — !“41
0 — 1 6з1 ~ ~  “ з1 + 3<031Г31 0

D Ш31

3t(o,i е3
: 0.

оС31 “'31 ~ г  0"'u31t 31

Разлагая  определитель D j но элементам третьей строки и приравнивая нулю 
действительную  и мнимую части, получаем систему:

г ,41ел  3 c03 ia 4 iE3 i —  “ 31 ^ 4 1  (“ 31 —  1)> \

a 41EJ l  +  ^41  ( Зш 3 1 —  *) ЕЛ  : №31а 41 ( ш3 1 —  1 ) ’ )
(1М)

■откуда

“ 31 4v Jl ('

_ (041̂ 4l“41 (“.П 1)

v i l  (3 w 31 —  1) “ Г  ,!®;Ua 41 

а31 —  1 )  (3 “ з1 —  1 )  -f-  Зи)П,сг41 ( t O g j  —  1 )

^41  (З ш 31 —  1) +  З(0 31а 41
(192)

Искомый механизм строится по своему определителю, выделенному из мат
рицы At:

1 1 a 1

1 1 1 1

0 1 “ 31 —  i » 41

0 1 E3 i +  г’“ з 1 ~  , а 41

D  —

Р азлагая  D  но элементам первой стропи, имеем:

«1 — §2 ””f~ ®3 — 4̂ ^ »
-120
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h  —  S81 ~ Г  *’41 U  —  ®Гц) 4 "  * (“ s i  —  '<“81 ~f"  t / 41£31 —  a 4 lc031 - f "  a i l l  .

°1 =  — ^41 С0.11 +   ̂ (^41*31 — 'I4l'°Slb 
*1 — ^41;— га41’
°4 =  S31 +  tw 31 ( “ .31----

Векторы oj определяю т проектируемый механизм в начальном его положении. 
Д езачоиал  механизма определяется но формуле:

, I 4 i C0.n  —  a 4 i  —  l ’4 i E:u )  s 3 i  —  ^ “ s i  ( “ s i  —  ! )  ( “ Гм —  Я  , ln 4 1
— . (193)

где

Ь =  -

У  Гц +  “ з1 (“ 31— Ч-
Д л я  построения механизма задаёмся значениями co.u , i>41, я41 и вычисляем 

но формуле (192), чем определяем все величины, входящ ие и формулы 
д л я  &j.. ”

О стаётся выяснит!., какого рода экстремум будет в рассматриваемом по
лож ении механизма. Д ля  вывода соответствующей формулы воспользуемся 
частным значением уравнен ия вторых производиых ускорений:

2  [>/1 • -  6»я«Л  + » ('‘8;1®Л -It38yj — ®*,)J = i a ' t .

Зам еняя г z ;1 по формулам (153) и подставляя значения e.(J =  О, 
£̂и =  0, =  0, №.. 1, получим:

Ь31ш31 +  З г 31*" 4 i)]  8з ■ги 'Ч .

П одставляя в уравнение приведённые выше значения о j  и приравнивая дей
ствительные и мнимые части, получим систему линейных уравнений относи
тельно а 41 и s31, из которой находим:

Ч ( ^ 4 1  " b a 4 l)  “ 31 +  3S 5 , —  о>31] ~ f - a 4 t (0 31 —  a 41 r»4 l s 3 | - f - P j ,
a — ----------------------------- ------------ - -----------  ------ »— --------------------------. (194)

£31t , 41 ~ Г  a 4 l “ 31 ( “ 31 —  1)
П р и м е р  18. П остроить четырёхзвенный ш арнирный механизм, у кото

рого заданы  соа1 =  0,2, е31 =  1, <о21= 0 ,5 .  П одставляя заданные величины в

Фиг. 490.

(189), находим s2i — 0,244. Находим по формуле (189) значение =  0,G9 и 
убеждаемся, что а",л  -< 0. Следовательно, угловое ускорение коромысла е31 
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имеет в рассматриваемом положении механизма максимум. П одставляя задан
ные и найденные величины в формулы для Sj, имеем:

« 4 = 1 ,2 0 7  + 0,54i',
$! =  — 0,451 -f- 0,031, 
г2=  1,0 +  0,241,
83 =  0,244 +  0,75г.

Найденный механизм изображён на фиг. 490.

§ 90. Синтез четырёхзвенных механизмов но пяти заданным положениям
двух звеньев.

Пусть для построения ш арнирного четы рёхзвенника заданы пять полож е
ний кривош ипа и коромысла углам и <?1!с и f sk (к =  2, 3, 4, 5). Обозначим 
соответствующие углы  для ш атуна через (Л =  2, 3, 4, 5) и составим мат
рицу механизма из строк (157) и (158):

1 1 1 1

1 1 1 1

1^12 « 2 2 “ 32 1

« 1 3 “ 33 1

“ 14 “ 24 “ 34 1

“ 15 “ 25 “ 35 1

Выделяем из матрицы определитель механизма D , построение которого

1 ) , =

1 1 1 1

“ 12 U 22 “ 32 1

“ 13 “ 23 “ зз 1

“ 14 “ ,4 “ 34 1

f 1 1 1

“ 12 1122 “ 32 1

“ 18 ы 23 “ зз 1

“ 15 м 25 “ 35 1

=  0.

Принимаем за неизвестные углы »22, »2з- ¥24* ¥25- Д ля построения иско
мого механизма но его определителю  D  достаточно вычислить значение углов
¥22 и ?23- Разлагаем  определитель и D 2 по элементам вторых столбцов:

D j =  Aj — Д21422 +  Д >и2з — Д4и24 =  0, HQ-V
Z>2 =  A j— Дбм22 Ч- ^ | М23 — ^4«23 0. j

У равнение D 1~  0 совпадает с уравнением (166), для которого значения 
определителей Дj  (/ =  1, 2, 3, 4) приведены в § 78. Остальные определители  
Aj ( i ,=  b, 6, 7), входящ ие в уравнения (l‘J5), имеют значения:

=  м 13“ 35 —  м 1о“ 33 —  M12M3 5 “ f "  “ l3 M32 4 “  “ 12м 33 —  и 1 3 и 3 '2 '

—  м 13“ 35 —  “ lS M33 —  " 3 5 +  “ 33 Ч ~  “ 13 —  и 1 2 '

Д7 =  и 12и №’— Ы15М32 — M% +  U32 +  Mls — М12.

Д ля проверки построений и вычислений справедливы соотношения:



Очевидно, решениями системы (195) будут:

О ¥22---¥23----¥24---- ¥2Г>---
- )  ¥22  =  ¥32> ¥23 =  ¥ 3 3 . ¥24  = ¥ 3 4 .  ¥25  =  ¥ 3 5 . 

: i ) ¥ 2 2 = ¥ l 2 >  ¥23 =  ¥ l3 >  ^2 4  =  “Р ]4 . ¥25 =  ¥ l 5 '

П олучение остальны х решений аналитическим путём связано с значитель
ными трудностями. Нише рассматриваю тся различные способы решения урав 
нений (195), позволяю щ ие в конечном итоге вычислить искомые значения <р23, 
<f;3 с достаточной для практики степенью точности.

Первое уравнение системы (196), как  это показано в § 78, представляет
условие замкнутости некоторого ш арнирного четы рёхзвенника со стойкой Л

4 •кривош ипом — Д2, коромыслом -'з и шатуном 
(195) представляет условие замкну
тости другого ш арнирного четырёх
звенника со стойкой Дг„ кривош и- 
noiv̂  -— -56, коромыслом Д7 и ш ату
н о м — Д4. «22 будет общим углом по
ворота кривош ипов обоих механиз
мов, ip23 — общим углом поворота 
обоих коромысел, а <р24 и  <р25 — уг- _ 
лами поворотов ш атунов. Размеры  g  
ш атунов обоих механизмов одинако
вы и равны то(1Д 4. К ривош ипы  ме
ханизмов расположены  под постоян
ным углом о =  arg Д2 — arg  Д6 и к о р о 
мысла — под постоянным углом ^ =
=  arg Д3— arg Д7, в полож ениях ме
ханизмов. удовлетворяю щ их систе
ме (196). Ф и г . '491.

Строим первый четырёхзвенник 
A B C D  в произвольном его положе
нии (фиг. 491) и присоединяем к нему кривош ип A F  
рого четы рёхзвенника так, чтобы:

Второе уравнение системы

коромысло Е Н  в ю

( EH,  DC)  =  i ( AF,  А В )  =  ®.
Вращ аем кривош ип A F B  образовавш егося шестизвенника. определяем для 
рцда значений угла Ь —  \х,  А В )  размер F H  и строим график функций F H = f ( b )

Фиг. 492.

(фиг. 492). Проводим прямую  F H  =  mod >4 и определяем абсциссы Ьк точек 
её пересечения с кривой /(0). У станавливаем кривош ип ш естизвенника под 
углами 6;. к оси х, и для каж дого из них определяем углы:

®„, =  (х, А В )  — arg  (— До).
<f2:f= ( x ,  CD)  —  argA s,

дагошие первые приближ ения корней уравнения (196). Д ругой приём нахож 
дения приближ ённых значений корней уравнений (195) заклю чается в сле-
21* 32а



дующем. Из решения системы (105) ~  f о5 — 0 вытекает справед
ливость уравнений:

• Д , - Л , - Л 4- | -Дя^ 0 ,  1
Л - -  Ди — Л4 +  Лт ^ О .  /

Этим уравнениям  соответствуют некоторые начальны е положении ш ар
нирных четы рёхзвен н и ь-ов, представляю щ их графическую  интерпретацию  
уравнений (195). Построим эти четы рёхзвепники в начальных полож ениях 
по уравнениям  (1%) и повернём их кривош ипы па угол При атом in  
коромысла повернутся, нооГцце говоря, на разные углы  11 ¥'ч ■

Д ля решения системы (195) следует найти такое положение четырёхзпен- 
ников, при котором одинаковому повороту кривош ипов (считая от их н ачал ь
ных положений) соответствуют равные углы  поворотов коромысел —

»2j. Д ля  прио лишённого определения искомых положений четырёхчвсшнш.-ов

строим кривые = = /, (j„3), ®2:J =  /■> (?..<>) и находим точки их пересечения. 
Координаты этих точек дают корни и ф23 уравнений (195). В качестве при
мера кривые Д и пересекаю щиеся в четырёх действительных точках А.  В,  
С,  D , изображ ены на фиг. 493. Выведем формулу для уточнения значении 
корней уравнений (195) при определении их на основании графических по- 
324



строений. В оспользовавш ись уравнениям и , сопряжёнными (195):

Т — '2м2.,4 ' i su t9 — Л4и>4 =  О,

“Т" — -'4м25 =  О,

исключаем из системы (195) углы ф.,4 и <р2г,. О бозначая \  
_*Ь =  ДС, ~ Лкм25, имеем но формуле (108):

COS ( * , - ¥и1

COS (® 2g - f -  If7 -

2/’,;Г3
- r'i — r'i

(197)

где r j  =  m o d A j ,  =  a rg  Л j (/ =  0, 3, 7, Si. Зад аваясь  рядом значений if,,, 
близких к найденным первым приближ ениям , вычисляем по формулам (1971 
нары, вообще говоря, разны х значении ®’>3 и *.!3. О станавливаемся на таком 
значении ®22, при котором разность j tp.,., - - - | не будет превосходить нанерёд 
заданной малой величины, определяющей точность вычислений, и полагаем.

что искомое значение ®23 =  - J (  ~j~ « .

После определения и *23 искомый механизм строится но своему опре
делителю. '

П усть для построения дезаксиального кривош ипно-ш атунного механизма 
заданы п ять полож ений кривош ипа углами «.>•, (fc =  2, X 4, 5), а соответст
вующие им полож ения ползуш ки — расстояниям и г4/. ( к = ’1, :!, 4, 5). О бозна
чим соответствующие углы поворотов ш атуна через к3'; [к =  2, 3 , 4 ,  Г>) и со
ставим матрицу механизма из строк (1Г>7) и (162):

1 1 I 1

■ 1 U-><> “ 3, /■4 о
Л1 = ""

1 “ 23 “ 33 Г4 3

1 М-24 “ 34 '4 4

1 “ 25 “ »3 '*45

Выделяем из матрицы оп ределигель механизма D ,  пост
изложено в § 79, и уравнения совместности

1 1 1 1

£ > ! =
1 “ 22 “ 32 Г4Ч

=  0 .
1 “ 23 “ 33 r 4i

1 “ ■24 “ 34 ги

1 1 1 1

1),
1 “ 22 “ 32 '•12

=  0 .
1 “ зз Г4Л

1 “ 35 Г К

П ринимая за неизвестные Ъ к 2, 3, 4, 6), разлагаем
и D 2 по алемеитам третьих столбцов:

А„и:-, - f - J )“ 33 -— -V< .,4 =  0, |

/>.. =  А- - i _ 1- \
- V (С I

(198)

л.,и

глг

1 I



Уравнение D l —  0 совпадает с уравнением (166'), для которого значения
определителей ->у (/ =  1, 2, 3, 4) приведены в § 79. Остальные определители Д;
( /  =  5, 6, 7) имеют значения:

■Ь  =  (^43 —  г 45> “ 22 +  (^45  —  Ы  м 23 +  ( r 42 ' -4з) “ 25-

=  г 43 —  г 45 “ К  ( г 45 ~  1 ) “ 23 “ Г  ( 1 —  /'4 з )  “ 25 '

J t ;  =  r v l  —  r K  —f— ( г 4 5  —  1 )  « 2 2  - f -  ( 1  —  r i l )  “ 2 5 -

Реш ение уравнений системы (198) выполняется по схеме?, уже установленной 
для  сходных с ними уравнений (195).

§ 91. Синтез ш арнирного четы рёхзвенника но п яти  заданным полож ениям 
точки ш атунной плоскости.

П усть для четы рёхзвенника заданы п ять положений кривош ипа и пять 
точек неподвижной плоскости, через которые долж на пройти некоторая точка 
ш атуна А .  Построим механизм и определим положение точки Л  в плоскости 
ш атуна. П ри решении задачи рассмотрим следующие частные случаи: 1) з а 
данные точки неподвижной плоскости леж ат на одной окруж ности, 2) зад ан 
ные точки плоскости леж ат на одной прямой, 3) заданные точки плоскости 
леж ат на произвольной кривой. В нервом случае искомый механизм строится 
при помощи двух вспомогательных четырёхзвенников, матрицы которых:

1

1

1

j

1

]

1112 и , . . "■32

" i l l К.,. 1 “ 33

«1 4 " • 4 “ 34

“ 15

!

a  j  

]

"■35

1

1

“ 12

1

U J 2

1

“ к

"1.4 и ,3 “ з з

" 1 4 “ 24 >-1 п

“ 15 “ 25 “ г,

отличаю тся лишь значениями углов и:!;0 и f 3b. Регаепив задачи ведётся по 
следующей схеме. П олагаем, что заданные точки неподвижной плоскости л е
ж ат на окружности радиуса, который принят равным единице, и их взаимные 
полож ения определяю тся комплексными координатами и ц  ( к =  2, 3, 4, 5) 
(®п = 0 ) .  Задаёмся углами входящими в матрицу М ,  и строим первый
вспомогательный четырёхзвенник по пяти заданным полож ениям кривош ипа 
и коромысла методом, изложенным в § 90. П опутно из уравнений совместно
сти (195) определяем значения углов <e3v (к =: 2 , 4 , 5 ) .  Теперь для второго 
вспомогательного четырёхзвенника известны углы «и,- и »3;с кривош ипа и ш а
туна, и его построение выполняется по схеме, изложенной в § 90, если за 
неизвестные п ринять у ’.>к(к =  2, 3, 4, 5). Построенные вспомогательные четы- 
рёхзвенники соединяю тся, как  указано  в § 83, и из них образуется искомый 
механизм. Д ля  упрощ ения задачи первый вспомогательный четырёхзвенник 
можно выбрать произвольно, углы  в2й измерить непосредственно по чертежу 
и после этого перейти к п остроению " второго вспомогательного 'гетырёхзвен- 
ника.
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Во втором случае искомый механизм строится при помощи двух вспомо
гательных дезаксиальны х кривош ипно-ш атунных механизмов, матрицы ко 
торых:

Щ  =

1 1 1
1 1 1

Моо « 3 2

м 23 «зз г*з

^ 2 4 « 3 4 г 44

« 2 5 “ зг. П ъ

1 1 1
1 1 1

и.„ ^"32 г 42

« 2 3 мзз г *а

“ L-4 «3 4 ги

и.>5 « 3 5 Г4Ъ

д /4 =

отличаю тся лишь значениям и 'углов «2А и ip П остроение искомого механизма 
вы п олняется  по следующей схеме. П олагаем, что заданны е точки неподвижной 
плоскости леж ат на оси х  и их полож ения определяю тся координатам и г1к 
{к =  2, 3, 4, 5) (гп  =  1). Задаём ся углам и <f2k (&== 2, 3, 4, 5) и строим первый 
вспомогательны й дезаксиальны й кривош ипно-ш атунны й механизм по пяти 
заданны м полож ениям  кривош ипа и ползуш ки. Реш ение такой задачи излож ено 
в § 90. П опутно при решении уравнений совместности (198) определяем углы  
ф.,£ (к  =  2, 3, 4, 5). Т еперь для  построения второго вспомогательного дезакси 
ального кривош ипно-ш атунного механизма известны углы  f 3k ш атуна и п оло
ж ения ползуш ки, и его построение выполняется по схеме, излож енной в §90. 
П остроенные вспомогательны е механизмы соединяю тся, как  указан о  в § 83, 
и из них образуется искомый механизм.

В третьем случае искомый механизм С троится при помощи двух вспомо
гательны х цепей, матрицы которых:

М-.

1 1 1 1
1 1 1 1
1 «22 « 3 2 г 4 2 м 4 2

1 « 2 3 « 3 3 г 4 3 « 4 3

1 И  2 4 « 3 4 ' -4 4 « 4 4

1 и 2Ъ « 3 5 ' , 4 Г ,« 4 5

1 1 1 1
1 1 1 1
1 * U 2 ‘2 ^ 3 2 ** 4 2 ^ 4 2

1 и .)3 « 3 3 г 4 3 « 4 3

1 и 2  4 У'РЛ г 4 4 « 4 4

1 u . t ~-У м 3 о ' -4 Г ,« 4 5

М К =

отличаю тся лиш ь значениями углов е3-; и Построение искомого механизма 
выполняется по следующей схеме. П олагаем, что координаты  заданных точек 
неподвижной плоскости ^k —  rik uik  (к =  2, 3, 4, 5) (<р41 =  0, r4t =  1). Задаёмся 
углами tf2 k (k — 2 , з, 4 , 5 ) и строим первую вспомогательную  цепь по матри
це М 5. “
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Выделяем из матрицы М ъ определитель цепи, построение которого ничем 
не отличается от построения соответствующего определителя в § 83, и у р ав 
нения совместности:

Di

D

1 1 1 1

1 м 22 “ 32 г 42“ 42
=  0 ,

1 М2д “ зз г  43“ 43

1 Мо4 “ 34 г 4 4 м 44

1 1 1 1
1 U 32 “ 32 7'4 2 " 4 2

= . 0 .
1 “ 23 '4 3 “  43

1 Mo r 4 o V i : ,

« 1 ll  Z>., МО элементам их

1Э1 Л, Д->и:13 -f- — -̂ 4м:н — 0,
D > —  Д ц 32 4~ - Ч “ 33 — -^4М35 —  0 ,  j

(199)

где -ij- (/ =  1, 2, ,‘i, 4, 5, 6, 7) — следующие определители третьего порядна 
(в развёрнутом виде): '

■>1=  г ^4“ 44 (м 2в “ 22) "j” r 4 'iu 4S (и.,о —  U 0 4 ) 4 -  Г42м 42 (“ 24
До=  “ 24 — “ 23 “ Ь ' , '44и 44 (“ 23 — Ч 4 ” ̂ 43“ 43 (^ “ 0 4 ),

=  М04 — “ 22 ' ”f“ *44“ 44 ( “ 22 — Ч 4 “ г 42м 4> ( 1 м 24),

^ 4 —  “ 23 “  ’2 4 "  ; '43“ 43 (" 2 2  — 1) +  /,42“ 42 0  — “ 23)>
Дг, =  1 42й  41 (“ 25 —  “ 2з) 4 "  г 45М45 (Иоц —  * 2 з )  4~ г 4:(и 43 (“ 22

—  “ зг, — “ 2 з 4 _ , ’4й“ 45 (“ 23 —Г 1 ) 4 _ , , 4 з“ 4а I1 — “ 25).
Дг=  “ 23 — “ 22 4 _ г 45“ 45 (“ 22 — l ) 4 - r 42“ 42 I 1 — “ 2.l) •

У равнение совместности (199) совпадает по форме с уравнениями (195). При" 
решеипи уравнений совместности определяю тся углы  узк, после чего искомая 
цепь строится по своему определителю  D .  Д ля  второй вспомогательной цепи 
известны г ^ (щ к и *ЗГ£ (А: =  2, 3, 4, 5). Выделяем из матрицы М  -определитель 
цени D  и уравнения совместности:

D x —

D.

1 1 1 1

1 и . , 2 и 32 / ' 4 2 W 4 2

1 ^ 2 3
V .

; '4 3 a 43

1 М24 “ 34 r 4 4 w <H

1 1 1 1

1 W jw W ;!2 / ' 4 o W 4 2

1 W2 3 и 33 ^ 4 3 W43

1 U . y rJ o
М 3 5 Г 4 Г ,« 4 &

=  0,

=  0 .

(200)

Разлагаем  определители D« и 1)4 по элементам их вторых столбцов:

/ ) 3 =  ij  ^  uri  -j- Д3 иаз Д4 и24 =  0, ^

D± — Д5 Д6 и.„ Д7 и23 Д4 и.2Ь =  0. |

У равнение D 3 =  0 совпадает с уравнением , для которого значения опре
делителей ( / =  1, 2, 3, 4) приведены в § 81!, причём Д̂ - =  Д*. Остальные опре-
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делители (/ =  5, 6, 7) имеют следующие значения:

*\г, —  Т4оИ42 (И :)5 —  « з з )  - f - r 43И43 (“ 3 ; “ 85) Ч  Г4 5 «Ч5 (« 3 3  1483) ’

=  « 3 5  и : К - \ - ’ '4 3 и М  ( 1  —  u 3 b )  Ч ~ ,' « « 4 5  (« 3 3  1 ) .

•^7 —  ! , 3*. “  « 3 2  Ч ~  , '4 2 « 4 2  —  w 3&) ~ Г  r - i:i« 4 5  (« 3 2  Ч "

Решение уравнений (200) изложено в § 90. Д ли упрощ ении задачи первую
вспомогательную  цепь можно выбрать произвольно, позаботивш ись лиш ь
о том, чтобы её ползуш ка прош ла через заданные точки неподвижной плос
кости.

§ 92. Синтез четырёхзвенных механизмов но ияти заданным положениям
шатунной плоскости.

Т ак же пак и при решении задачи н § 84, зададим последовательные 
положении шатунной плоскости координатами Zjk ( k —-1, 2, 3, 4, 5) некоторой 
её точки Л  и углами <pfr(A = = l, 2, 3, 4, 5) неизменно связанной  с ней п р я 
мой А В .  При расположении заданных точек А  на одной окруж ности  единич
ного радиуса строим ш арнирный четы рехзвенник по матрице:

М  —

1 1 1 1

1 1 1 1

[12 « 3 2 1

Е13 «2 3 « 3 3 1

1и « 2 4 « 3 4 1

11 Ъ « 2 5 « 3 5 1

считая, что z j k —  «[■,., <fk  =  <fi k ( k  —  2 ,  3, 4, 5) и - j \ ~  1.
П ринимая за? неизвестные углы  поворота'кором ы сла (к =  2, 3, 4, 5), строим; 

искомый механизм по методу, изложенному в § 90, и соединяем с н ачал ьн ы е 
положением ш атунной плоскости по схеме, изображ ённой н а  фиг. 463. П ри 
расположении заданных точек А  на одной прямой (оси х) строим деааксиаль- 
ный кривош ипно-ш атунный механизм по матрице:

1 1 1 1.

М  =

1 1 1 1

1  И  22 и я  .2 Г42
1 U  23  М 3 3  П  3

1  U .,  4 и - и  г и

1 « 2 5  «.15 r i i ,

считан, что Z j : tpk =  <f3k (к =  2, 3, 4, 5) и Zji =  1. П риним ая за неизвест
ные углы  поворота кривош ипа fnk (к = 2 ,  3, 4, 5), строим искомый механизм' 
по методу, изложенному в § 90, н соединяем с начальным П оложением ш а
тунной плоскости по схеме, изображ ённой н а  фиг. 464. П ри расположении 
заданных тбчек А  на п р о и зв о д н о й  кривой воспользуемся матрицей вспомо
гательной цепи:

М :

считая, что Zjk -

1 \ 1 1

1 \ 1 1 !

1 « 2 2 « 3 2 г 4 2«42  :

1 “ 23 « 3 3 г 4 3 « 4 3  !

1 « 2 4 « 3 4 г и и и  1!

1 « 2 5 « 3 5 '4 5 « 4 5  1;

’■ 1 Z J { =r-- 1 . К а к  б ы л о
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нения совместности, выделяемые из матрицы М ,  приводятся к системе (199) 
и решаются по методу, изложенному в § 90. Л егко показать, что при исклю 
чении из системы (199) трёх  неизвестных, например и23, ип , и 25> получится 
уравнение шестого п орядка относительно оставш егося неизвестного м22. Таким  
образом, ®22 может иметь не более шести различны х действительных значений. 
Очевидными решениями системы будут:

¥ '2 2  =  ¥ 2 3  =  ¥ 2 4  —  ¥ 2 5  =

¥ 2 2  =  ¥ 3 2 >  ¥ 2 3  =  ¥ 3 3 >  ¥ ‘: 4  =  ¥ з 4 »  ¥ 2 5  =  ¥ 3 5 -

Если отбросить эти реш ения, как  не пригодные для практического ис
п ользования, то остаю тся только четыре возможных значения ®22, определяю 
щ их не более четырёх различны х вспомогательных цепей. Д л я  построенных 
таким  образом цепей будут одинаковыми углы  поворотов шатунов и кулис 
и перемещение ползуш ек. Выбрав две из этих цепей, соединяем их по схеме, 
изображённой на фиг. 437, и связы ваем с начальным положением шатунной 
плоскости, как  это показано н а  фиг. 467.

§ 93. Синтез четырёхзвенных механизмов по четырём заданным 
положениям двух звеньев и скоростям звеньев в одном из этих положений.

П усть для построения ш арнирного четы рёхзвенника заданы: по четыре 
полож ения кривош ипа и коромысла углами <?цс и <р3/. (к —  2, 3, 4) и угловые 
скорости кривош ипа ши  и коромысла о>31 в начальном положении механизма. 
Обозначим соответствующие величины для ш атуна через ®2>. п м21 и составим 
матрицу механизма из строк (157), трёх строк (158) и первой строки (159):

М  =  '

Выделяем из матрицы определитель механизма В ,  построение которого было 
изложено в § 78, и независимые уравнен ия совместности:

1 1 1 1

1 1 1 1

“ 12 “ 22 “ 32 1

“ 13 “ 23 “ 33 1

« 1 4 “ 24 “ 34 1

“ И “ 21 “ 31 0

П,

1 1 

и12 м.,2
« 1 3  U.V,

14 « 2 4U

1

“ 12

“ 13

“ 11

1

1
и 3„

“ 33
“ 34

1

=  0 ,

: 0.

ш21 и разлагаем  определители О, и D ,

( 201 )
- - V 24  =  0 , I  

» >

Принимаем за неизвестные if.™,
>ю элементам вторых столбцов:

D 1 =  -1 — Д2м22
!_')t,.izzz Л- — — 0.

У равнение JJl —  0 совпадает с уравнением (lf>6), для которого значения 
■определителей ±j (j =  1, 2, 3, 4) приведены в § 78. У равнение D* —  0 совпадает 

уравнением (174), для которого значения определителей Д^( /  =  1, 2, 3) при
ведены в § 85, причём индексы 1, 2, 3 следует заменить на а, 6, 7. Очевидные 
решения уравнений (20.1): "

1 ) <р22 isL>,  r =  Ср„4 —  0 ,  ю 21 =  0 ,

2) ®2.i Р д о ,  tp .,4 =

? 1 3 - ¥-24  - •

МО
,14



Д л я  проверки вычислений и построений служ ат формулы:
A i —  Д 2 —  -^4 -—  О,

-5  — -̂ 0 +  ^7 — О-
Графической интерпретацией уравнений (201) являю тся два четы рёхзвенника, 
у которых кривош ипы — -Jo, ■— всегда расположены под постоянным углом 
® =  arg  Д ,— argA c, а коромысла J ;l, — под постоянным углом 4 =  arg Л;| —
— arg  л ч.“Построим первый вспомогательный четы рёхзвенник A B C D  в произ
вольном положении по уравнению  В 1 =  0 (фиг. 494) и присоединим к нему 
кривош ип A F  и коромысло Н Е  второго вспомогательного четы рёхзвенника 
так , чтобы между кривошипами был угол tp, а  между коромыслами угол i .  
Вращаем кривошип образовавш егося шестичвенника и определяем для ряда 
значений угла  <) —  (*, А В )  углы  (х, F I I ) =  arg F H  и строим график- функции

В

С  Н '

a r g F H  =  /(0).  П роводим прямые arg  F H  —  arg  A,, arg  F H  =  arg  Д4 4 - - и опре
деляем абсциссы Од. точек их пересечения с кривой /(0).  У станавливаем кри
вошип А В  под найденными углами б д. к осп х  и определяем величины:

i e =  (.с, А В )  — arg (— «);

у,з =  (.г, CD) -  arg  А3; <о21 =  ±  - ± 1 L  ,

дающие первые. приблин;ения корней уравнений (201). Д ругой  метод опреде
ления приближ ённых значения корней уравнений (201) заклю чается в следую 
щем. Построим векторный контур, соответствующий уравнению  At — Д2 — A f+- 
-f-A3 =  0. Если повернуть кривош ип — Д„ образовавш егося четырёхзвенника 
на угол f 2;, то по уравнению  В х —  0 коромысло повернётся от своего н а
чального полож ения на угол  tp23. Задавш ись рядом значений ®22, измеряем 
соответствующие им значения <р23 и строим кривую  ®23 =  / t (<р22). Построим 
другой  векторный контур О А В О  по уравнению  Д5 — Д6-[-Д 7 =  0 (фиг. 495) 
и проведём через точку О направление ОС под углом (р4 — ar gA4 к оси х.  
Поворачиваем вектор А В  на угол  ®22 (положение А В Х) и из точки В х ради
усом тос1Д7 засекаем прямую  СО в точках В х и Х>2. Тогда но уравнению  
D o—  0 углы  (BOB,jDj) и  (ВОВхВ г) нреЬ;ставляют два значения <р23, соотвею т- 
вующих рассматриваемому углу ^ 2̂ * Зад аваясь  рядом значений ое>о, находим 
соответствующие им нары  значений » ,3 и строим кривую  tps;! =  "/, ((р22). К о
ординаты точек пересечений кривы х Д н / 2 дадут первые приближ ения для 
корней ip2o и <р23 уравнений (201).

Выведем формулы, позволяющ ие уточнить найденные приближённые зн а
чения углов f 22 и ®2з- В оспользовавш ись сопряжёнными уравнениями, исклю 
чаем из системы (201) ®24 и со2г. О бозначая A q ^ A j  — А2к 22, имеем по jj 78:

cos (ср23 -j- ®3 -  ®ц) 2rftr ,
Обозначим Д5 - -  А6м, 2 =  Д8 и найдём но § 85:

I .. .. ) _  ?/4*з —

г



По формулам:

.  / ' > Г4 ~  Г0 “  Г1
С09 ((р33 +  ? 3  — То) — --------2 ------- ’

Sin (?23+ f7
r4r7

где r j  —  m od Aj. f j  =  a r g A j ( /  =  0, 3, 4, 7, 8), уточняю тся найденные графиче
ским путём вначения углов у22 и f 2S, после чего искомый механизм встроится 
по своему определителю D .  '  "

<5 94. Синтез четырёхзвенных механизмов но трем заданным положениям  
двух звеньев и скоростям звеньев в двух из зтих положений.

П усть требуется построит!, ш арнирный четы рёхзвенник по трём полож е
ниям кривош ипа и коромысла, заданным углами ;ри. н y.ijt (А— 2, 3), и у гл о 
вым скоростям [этих же звеньев ю1к и io3k ( к =  1, 2). Обозначим соответст
вующие величины для ш атуна через и ш2к, составим матрицу механизма 
из строк (157), двух первых строк (158) и строк (159):

М  =

1 1 1 1  !

1 1 1 1  !

U j 2 « 2 2 « 3 2 1

« 1 8 « 2 3 « 3 3 1

“ 1 1 “ 2 1 “ 31 0  j

! “ 1 2 « 1 2 (O ^ g Z /g o 0  1

Выделяем из матрицы определитель механизма D,  построение которого изло
ж ено в § 78, и независимые уравнения совместности:

l h

1 1 1

« I ? «22 «32

“ П “ 2i “ 31

“ 12«12 (0 2 2 ^  2 2 “ 32«32

1 i 1

«12 U 22 «32

«13 i/ojj «33

“ 11 “ 21 “ 31

> ?22> ?23> “ 2 1 'i 2 9 ^

—  0.

Принимаем за неизвестные f 
Z>2 п0 элементам вторых столбцов:

/>j =  — -^1^22 “Ь  *̂ 2
D<1 =  -■-- 2 -f- ̂ 3«23 '

(»22 и разлагаем  определители D j

A,j“ ‘)2«2*1 ' 0 ,

:0 .
(202)

У равнение D j =  0 совпадает с уравнением (177), для которого значения 
определителей Aj ( / = 1 ,  2, 3) приведены в § 86. У равнение Z)2 =  0 совпадает 
с уравнением (174), для которого значения определителей S j  ( / = 1 ,  2, 4) 
приведены в § 85, причём индексы 1, 2, 4, следует заменить на 4, 5, 6. Г р а
фическое решение уравнений совместности выполняется по следующей схеме. 
Воспользовавш ись уравнением В ] =  0 и задаваясь  рядом значений ?22, н ахо
дим по § 86 соответствующие значения <о21 построением, изображённым на 
фиг. 479, и строим график функции ю21 =  f l (<р22).

Откладываем по уравнению  Z)2 =  0 ОЛ —  Л4 (фиг. 496) и из точки А  ра
диусом шо<1 -г, описываем окруж ность. Проводим через точку .1 прямую под

и



углом т. -f- =  arg  (— Д5) к оси х  и находим точку В № сё пересечения с о к р у ж 
ностью. Делим окруж ность на рапные части от начальной точки В 0 и п олу
чаем точки В ], /?2, В 3, . . . Проводим через точку О прямую  под углом
?B= :a rg A f, к оси х,  засекаем её из
точек В й, В х, В 2 радиусом m od -V,
и получаем точки С0, С0 , Сх С , , . . .

Откладываем в прямоугольно.'! 
системе координат по оси х  углы  
?22*. соответствующие точкам В п. 
В ъ В  о..........  а по оси у  отрезки:

“ о с »  ... о с ’п(О210  - m od Л, 10  — ”211 -

о с , прн-_ о с \ - _... .
mod -V  - п m od i f,

чём каждому значению соответ
ствуют два значения угловы х ско
ростей (о2]/с и и21/£.П олученная к р и 
вая даёт графическое представление 
ф ункции м.21 =  / 2 (<р22). Если кривые, 
представляющие (? 22 )и / 2 (<р22). на
лож ить, то координаты точек их пересечения дадут приближённы^ значения 
«о., и со21, которые затем уточняю тся по аналитическим формулам.

Обозначая Д0 — Л , =  приводим уравнения (2021 к
.in — Д,и0„ — Д3м2„и2„ =  0,

Фиг. 496.

Л 7 —  -̂ о “ 2 2  —["" -\*}“ 2 3  —  ^  ■

Решение первого уравнения системы при неизвестных и2,  и м 
в § 86. Решение второго уравнения системы при неизвестных и.-, 
ж ено в § 78. В оспользовавш ись этими решениями, находим:

изложено 
и м„> изло-

S *n  ( ? 2 2  “Ь ? 3  “ “ ?о) —

COS ( fo j- j 'T o  — *Р7)

X '. ’/ i  ! / l r :i 

r o r :< 

rr -1-Г- г
(203)

r7
= a r g ^ j .  Зад аваясь  рпдом значений ю31, близких к пер- 
находим по формулам (203) два, вообще говоря, различ- 

О станавливаемся на тех значениях  ®22, для которых 
« наперёд заданная малая величина, определяющая

ш тырёхзвенник по трём заданным 
и коромысла, причём два полож ения коромысла — 
полож ениях угловы е скорости коромысла равны 
из матрицы М  уравнения совместности и полагаем

где r_, =  m o d ^ j, <?j 
вым приближ ениям, 
ных значения ip!,., и

IT22 ~  ?22 I <  “. гДе 
точность вычислений.

П усть требуется построить шарнирный 
полож ениям кривош ипа 
мёртвые. В мёртвых 
“ 31 =  “ 32 =  0. Выделяем
В НИХ (О.,.-, —- 0.

1 1 1 t

“ 12 u 32 I
- - 0 ,

“ Н 0)21 0 0

0 0

1 1 ! 1

“ 12 “ 22 “ 32 I A=  u .
“ l 3 u 2S “ ЗЗ 1

“ 11 “ 21 0 0
изложено в § 87 причём
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удовлетворяется, если <р22 == "Р12Н- Заменяя  <f22 в уравнении D 2 =  О на <р12 —j— —, 
убеждаемся, что оно зависит только от двух неизвестных <рзз и “ 21 и> следова
тельно, может быть решено обычными приёмами, причём для построения ме
ханизма достаточно определить <о21. Разлагаем определитель _D„ по элементам

второго столбца:
D , 1= 0 ,

где Aj ( j —  1, 2, 3, 4 ) — определители третьего 
порядка (в развёрнутом виде):

^ 1  = =  “ )1 ( и 32 м 3.ч)>

-2 =  “ 11 (! мад)’
Д3 =  (on  (1 — м32),

=  Ui3 — м 12 М32 (и 13  —  1) -J-  u 33 [и 12 — 1).

Обозначая Л0 =  ->t —f— t\2wi2, получим уравне
ние, совпадающее по форме с уравнением (174), 
решение которого изложено в § 85. После опре

деления <о21 искомый механизм строится по своему определителю 1). Постро
ение определителя D  изложено в § 86.

П р и м е р  19. Пусть заданы следующие значения углов и угловых ско
ростей:

?12 ¥13 ?32 «Рзз “ и “ 12 “ 31

-
“ 32

180° 100° 00°

оО

1 1 0,5 0,2
1

I

Подставляем заданные величины в формулы для i j  (/ — 1, 2, 3, 4, 5, 7) 
и строим Aj, -Ч (фиг. 497), Д3, Д4 (фиг. 498), Дг, (фиг. 499), Дс (фиг. 500).

Строим далее по фиг. 480 графическое" изображе- ^
ние уравнения D j =  0 системы (202) (фиг. 501) и по '
]шг. 496 — графическое изображение уравнения т q

Фиг. 50('.

i»2 =  0 системы (202; (фиг. 502) и получаем кривые <о21 — /,  (»22) (фиг. 503) и 
(o2i =  / 2 (<f22) (фиг. 504). Налагаем кривые / j  и / 2 (фиг. 504) и находим четыре 
точки их пересечения А ,  В,  С, D.  Воспользовавшись координатами точки А ,  
находим приближённые значения корней уравнений системы (202) <b2i =  0,31, 
<с.,2 =  104°, после чего искомый механизм строится по § 85. Составляем табли
цу величин, входящих в определитель механизма:

¥12
„ 1 
ги | “ и “ 21 “ Я1

1,4(1° Кй'- 60° 1 0,31 О. г>

и строим определители о4 (фиг. 505), (фиг. 506), с., (фиг. 507). Значение 
определителя о2 равно с2 =  Д3. Образуем из векторов ( / — 1, 2, 3) замкну
тый контур, представляющий искомый механизм в начальном его положении 
(фиг. 508).
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Ф и г-  Г)07. Ф иг. 508.

§ 95. Синтез четырёхзвенних механизмов по двум заданным положениям 
зненьев, скоростям звеньев в этих положениях и ускорениям звеньев в одпом

положении.

Пусть требуется построить шарнирным четырёхзвенник но двум положе
ниям . кривошипа и коромысла, заданным углами <р18 и ®3.>, но угловым ско
ростям (о1/; кривошипа н коромысла » гь<уйе=: 1, 2) в этих же положениях и 
угловым ускорениям su  кривошипа и s:j, коромысла ~ь начальном положении 
механизма. Обозначим соответствующие величины для шатуна через-®33, и>.,к 
( к —  1, 2) и е21, составим матрицу механизма из строк ( и>7), первой строки 
<158) и строк- (159) и (160):

1 1

М  = ; !

1 1 1 1

« 1 2

“ ( 1

и . , . . И; , , , 1

Ш 3 1 0

Е м - Г ' т П

( O o o U > i  •> 0

3 2 1 - Г ' » 2 [
* 9  г - 2  

= : «  “ 1 "  , ( 0 3 1 0

Выделяем из матрицы М  определитель 'механизма D,  [построение которого 
изложено в § 86, и независимые уравнения совместности:

7)„ =

1 1 1

и ,. . «42 М.,,

0) ц “ 21 ШЯ1

^ 12^12 <0 .,2М.,.,

1 1 1

“ 12 14.,,

“ И “ 31

h i  +  i<0u =21 h i  -1 - »»;

: 0.
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Принимаем на неизвестные э.22, 
/>„ по элементам вторых столбцов:

>1 и разл агаем  опрод елители  / ) ,  и

7), Д,

IX, - -- Д.
' ^ l “ 22 “f~ ^ 2 (,)2 1  

-̂ 4U22 "1" ^5Ю2!

Д-,< 2 - 0 ,  у 

-Vi (г21 ~Ь ‘®2l) =  )
(204 ,

С равнение /> ,= -0  совпадает с уравнением (177), для которого и § 86 приве-
" * ‘ '  I!)- Уравнение /) ,  =  0 совпадаетлены значения определителей Aj  ( / =  1,

I- уравнением (187), для которого значе
ния определителем Aj  (/ =  1, 2 , приведены 
is § 88 , причём индексы 1, 2 следует заме
лить на 4, 5.

Дадим схему графического решения 
уравнении (204).'Графическое изображение 
уравнения l ) i - -  0 рассмотрено в § 80 
фиг. 480). По изложенному там методу легко 

построить трафик функции ®2 2 - - / l  (<02l)- 
Д л я  графического представлении уравне
ния 1К — *• откладываем (фиг. 509) ОА —
. -Д4 и проводим через точку А  прямую 

иод углом cpf, =  arg-i- к оси х.  З ада
ваясь рядом значений со.л , откладываем 
по Л В величины to3l mod -ir, и получаем 
точки С,, С.,, С3, . . . Проводим через

ю ч к и  С 1, С.,', С 3, . . .  параллельные п р я 

мые под углом ®3 -f- -— =  arg ДзЧ--^- к оси .г

и откладываем на них отрезки toj, mod - 3 
и соответствии с заданными частными 
значениями io,t и получаем точки / ) , ,

Фиг. 509.

/).3, !).„ 
под углом

Проводим чероз точки J)h 1)„, . . . параллельные прямые 
к оси х , засекаем нх из точки О радиусом mod J 4 

,i получаем точки Е\ ,  Е {, Е.2, Е„, . . . Соединяем точки Е х, E v  Е.2 Е.,, . . .  с 
точкой О и измеряем углы (ЕгО, 0/1) = - ®.221, ( Е \ 0 ,  OA)  =  <f'.,.M , (ЕпО, 0 /1)=(р22г 

д. Каждому значению со21 будут соответствовать два значения угла ip2.2. 
(о>21, ®22) легко построить кривую <рг,2 — / 2 (м21). Координаты точен 

/ 2 дают приближённые значения корней с»21 и ®2г

со2, получим аналитические

и т.
11о точкам (<о21, ®__ 
пересечения кривых /[ и 
системы уравнений (204).

Д л я  уточнения найденных значении <р22 
формулы. Обозначая

t 1 ^ 2 w2i'
^6= ^ 4 Ч ‘

перепишем уравнения (204) в следующем виде:

Д0 — -̂ 1М22 ~ ^3W22U22 —  *■*.
Д̂ , — Д4Г(22 — ^21^3 —

Воспользовавшись решениями аналогичных уравнений (177) и (174), получим:

, _  х \Уз — У\х з \

где г 
и ий

sin (» , ,  - f  ®3

s i n  ( ? 2 2 +  ? 4

<Ро): 

?з):

'o r :i 
. х зУб Узх в

гзг*
Z 0 ,

,205)

=  mod Aj  (/ =  0, 4), <fj —  arg Aj  ( /  =  0 , :i, 4 ). Задаваясь  рядом значе-
21, вычисляем х 0, у й, x t), yR и находим но формулам (206) два, вообще 

говоря, различных значения ».,2 и Останавливаемся на тех значениях

*р̂ 2 и ш21' ПРИ которых разность |®2з — ?22 I будет наперёд заданной малой 
величиной, определяющей точность вычислений. После определения ?,22 и <о91 
искомый механизм строится по определителю D.
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Бее остальные возможный кинематический задачи синтеза шарнирного 
четырёхзвенника и кривошипно-шатунного механизма но пяти условиям для 
двух  звеньев приводятся к  уравнениям и графическим построениям, рассмот
ренным в § 93—95. В связи  с этим эти задачи более подробно не рассматри
ваются .

§ 'М. Синтез четырёхзвеииых механизмов но предельным 
значениям скоростей рабочего звена.

Пусть требуется построить шарнирный четырёхзвенник, для которого 
наперед заданы пределы изменения угловой скорости коромысла “ зшах н
“ 3mm-

Если необходимо построить механизм по значению экстремальной с к о 
рости коромысла (йц, заданной только в одном положении механизма, то дли 
этого частного случая, полагая еп  =  (1 (кривошип механизма вращается равно
мерно) и Ея ] = 0  (по условию экс. ремума), составляем матрицу из строк (157) 
и первых строк (159) и (100):

D,

1 1
1 1

“ 11 “ 21 

i<e]i е21-•)-

1
1

“>31
1(0-.

В рассматриваемом случае матрица механизма вырождается в его опре
делитель, и уравнения совместности отсутствуют.

Разлагая  определитель 1)у по элементам первой строки, имеем векторное 
уравнение, определяющее искомый четырёхзвенник-:

г, о.

Аналогичный определитель составляется по условиям задачи, заданным 
только для второго положения механизма:

| 1 1 1 1

| 1 1 1 1
о.,  -

“ ! “ п “ 22 “ 32 (|

I ‘“ п +  Ш 1,о i*»'-., 0

ПО Lцементам первой строки:

r' l 2 *22 “ *32 S42 ; -  1

’ 0.

определяет, вообще говоря, другой четырёхзвенник, не совпадающий с ранее 
найденным но размерам своих звеньев.

Д л я  того, чтобы по уравнениям 1)г —  0 и /)., — 0 получить один механизм.' 
необходимо \, ,овлетворить дополнительным условиям:

1110(1 Oj-j

mod Sjn (/ 1, 'Л.

где /« некоторый постоянный коэффициент, определяющий отношение м а с 
штабов, в которых должны быть построены искомые механизмы, a mod cj 
размеры звеньев механизмов. Три независимых уравнения системы (206) н ала 
гают ограничения на выбор трёх величин, входящих в определители £)1 и 1) 
Следовательно, например, е21, е 22 и  “ 22 11(3 могут быть заданы произвольно, 
и значения их должны быть корнями уравнений (20G). Остальные величины, 
входящие в определители />, и выбираются, вообще говоря, произвольно. 
ЗУ 8



если проектируемый механизм не должен удовлетворять [каким-либо дополни
тельным условиям.

Воспользовавшись значениями (к — 1, 2);

=  — “ sft-2ft Ч" i“ 2ft“ Sft (“ З/с “ 2к)>
i.i:. =  iu>n a>.i!: (co3fc - шп ),
h k  г— “ l lE2ft 4"  ‘“ l l“ 2ft (“ 2ft “ ■ “ ill"
^4ft —  ( “ 11 “ 3*) E2ft ~t~ 1 [w 2ft“ 3ft (“ 3* “ 2ft) Ч ~

+  “ n B ! t  ( “ 2ft ~~ ш п )  4 ~  “ п “ зл  ( шп  ~~ u>3ft)]>

находим такие выражения для квадратов размеров звеньев:

(m od  Sl k p  —  4 к “ з/с 4 -  “4 “ з/с (“ 3ft ■ “ 2.v)2- 
(mod 32-; )2 =  «>“, u>lk (w.ti. - -  «оц)*,

(mod Ssk)~ —  w'f, q k -\- <o'f, (<o2,. - -  wu )2,

(m od $4 k)i —  s l k  (con  -  io3,.)2 _f_ [<02fc<o3fc (u):Ji; - -  - f  |

l “ n “ 2ft(“ 2ft ' “ l l )  4 ~ “ l l “ 3ft (“ l l  “ 3ft)]2 J

(A---1. 2). (207

Принимая за неизвестное г21, г22, w22, имеем для их определения систему  
уравнений:

/  mod гп , г ___ j mod S21 \  /  mod о;,г \ г , m o d J 4, \  2
I m o d S ^ /  \ m o d 8 3a/ \ mod 542/  * „

Уравнение •

\  m od йп., /

не зависит от неизвестных величин п позволит- определить т

„ “ i ll ( “ 31 —  “ l l )2
-----------------------------------------------------.

“ Г|2 ( “ 32 —  “ l l ) 2

Остальные три уравнения системы (208) после исключения е21 и  е 22 приво
дятся к алгебраическому уравнению третьей степени относительно ч>22, реше
ние которого не представляет никаких затруднений.

Остаётся выяснить, какого рода экстремум (максимум или минимум) бу
дет в каждом из рассматриваемых положений механизма. Д л я  получения 
соответствующей формулы воспользуемся уравнением вторых производных от 
скоростей, выведенным в § G3. При применении итого ур_авнения к четырёх- 
звеннику учитываем, что rik  —  i,  <fik  —  0, <a4fc =  0. г4., — 0, f4/i =  0 и, следова
тельно.

V ( s ' t  “ :j fc - i S m j i i j : , )  rJk e (* .* — (> ( * = ! ,  2 ) .
; i

Полагая по условию задачи e u  =  0, е(1 =  0. е 31 — 0 и заменяя r j ketaii = ' j ; c но 
формулам (153), получим после сокращения па 34:

“ iV'ift - Ь  (4fc — “ 2* Ч” 3 io*2V-s2ft) i 2k - (su  -  Ojh =  o.

Подставляя значения &j;; , имеем:

-  “ n “ 3ft; 3ft Ч ~   ̂ ( “ ЗЬ —  “ 2ft) “ 2 t “ 3 . “ и  Ь  *£2fc“ l l “ 3ft ( “ з ft “ u )

“ u “ 2 f t“ 3ft ( “ 3ft “ l l )  ^ u>U u>‘i k u>a k e i k  ( “ 3ft —  “ l l )  £3 fc“ l l £2ft

~~ ,г3к (“ 2ft “ “ ll) “ l l“ 2ft 4~ “ l l “ ijftE2ft f ‘ *“ зй (“ 2ft - -  “ ll) “ l l ^ f t  — 0
22* 33.1



П риравнивая  нулю действительную часть уравнения, получим после соктп- 
1Ц.М1ИЯ на е2,.шп искомую формулу: 1

. “  *'?.к (0):Ц- (,)п) (®п ~ ! ' (,Vr •

Угловые скорости проектируемого механизма"должньГоы п, пьГ>рапы так,
чтобы езк ф О .  П |щ г.лк (I имеем ма
ксимальное значение а мри z'v . > 0 __
минимальное?.

Д л я  двух криво шип но го механизма 
максимальной и минимальное значения 
угловой скорости коромысла долж
ны быть одного знака. Сам же ход 
решения задачи совпадает с рассмот
ренной ныше схемой.

Пусть далее требуется построить 
дезаксиальныи кривоншпио-шатунный 
механизм но наперёд заданным предель
ным значениям линейной скорости пол- 

3  зушки ?-’41тпах и ?‘41min. Если механизм 
строится по значению экстремальной 
скорости ползушки ?’41, заданной только 
в одном положении механизма, то для 
этого частного случая, полагая г21 =  О 

•.кривошип механизма вращается равномерно) и а41 — 0 (по условию экстре
мума), составляем матрицу из строк (157) и первых строк (108) и (164):

1 1 1 1

1 1 1 1
л , = 0 И),] “ Я1 1 Г41

---0.

0 1ЮГ,, E3i +  1МГц 0

Аналогичный определитель составляется по условиям задачи, заданным
только для второго положения механизма:

1 1 1 1 I |
; 1 1 1 1

Л ,  =  j 0 оь» <“з? - ‘ ''42 j

! о :32- f 0 i

Р азлагая  определители Dk по элементам иервык строк, имеем векторные
уравнения для построения механизмов:

= 17: -  ’2 .̂17г — *47;

причем
г,и . —  (О,,,Л.к - } -Г4.; “ И  (w**!w*fc -

*sv  =  -  t ’4 t«>5fc- 4 - i  V t f i h b

■M к «гк* s'; -f - l l0:iк ■ •

Схема построения механизма изображена на фиг, 510.
В дальнейшем целесообразно ввести венторы:

=  S 4 V =  r i k  -  -  <o“ fc)  —  « P « fc6J f c  И  « * 4  =  -
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причём mo<l S6v, очевидно, определяют дезаксиалы проекш руемых механизмов. 
Д л я  определения mod 35;., имеем:

' - i ' i / £S4 ;; =  5ц;; ,

где т.;:, п :; суть неопределённые скалярные параметры. П риравнивая  действи
тельные и мнимые части, легко получаем:

п =  л»'У4-.- — Уо'.-Д-4V 
* (mod г+..)2 ’

где .rj.. и t/jjj — действительные и мнимые части векторов ojh ( /  =  0,4). Дл.Ч 
того, чтобы получить при к =  I и А =  2 одни п тот я® механизм в двух 
своих положениях, необходимо удовлетворит!, следующим уравнениям:

/  m od 8j i  

\  m od ?
д ля  у :t имеем:

-У ( . ь 1;

/ П1?_(,А > V2
* mod" 832/

(Л гал ми, е ураннеиин приводятся к системе, линейной относительно :Г;1 и гг.„:

4
*31

42-:,1 

.2
Г 41£Гй

: 10... 

. =  Д,

4
w::i<

Г2Ш)

где для краткости обозначено:

у1 “  (йд2 (со; ! 2  - -  W-2 i )2 (o);i2 <«2 lI Г41 * 0 ;tl (Си31 0 ) ‘-’ 1 ' w:u Г W-J1 ' * V.!

JS —  - - w^l)"  ̂ 4 1 ~ tf\  1 t (0;ii ' ^ ° i ) “

Из условия совместности системы (-10)
4 1

(0ш
.1 : О

получаем уравнение дли определения to32:

М - а) -I- соГ,, (2;х -}-  1) ш.;0 (1 - j-  ц) - j-

•П I 1 I
!А

I
I Ч

где принято «о2. — 1 и обозначено =  ji. Значение ш31 может б и т ь  выбрано
'  *42

произвольно при условии, что получаемые при этом значения 5:|] и г32 Дс” " 
ствнтельны и, кроме того, удовлетворяются признаками существования макси
мума и минимума.

Уравнение третьей степени относительно ео3., приобретает о.Обенпо простои 
вид при — 2. При 31 ом

1
.и

I
”;п ■

Остаётся вынешпъ, какого рода экстремум будет в каждом нз рассматривае
мых положений механизма. Д ля  вывода формулы, устанавливающей эти прпз-

п \ I

СО



ппки, поспользуемся урапнением вторых производных от скоростей, выведен
ным в § 63.

П ри применении этого уравнения к рассматриваемому механизму учиты
ваем, ЧТО <O4V =  0 , 647С =  0 , s \ k  —  0 , М ц  =  0 , Е ц  - -  l>. ? 4 f t = 0 ,

■3ik —  0 и, следовательно,

2  (*jk ~  Г»*И>5 ~  ia4fc (/c :‘“ 1- 21.

Учитывая, что но условию задачи — О, s2fc -..-г 0, и заменил r}kef *jk =  яул по 
формулам (153), получим:

—  - -  ( s 3fc - -  - f -  :Ua>3fc63fc) $ 9Ь —  » « 4fcV

Заменяя o2, o3, c4 согласно выведенным формулам, имеем:

— iV4k«%kt3J. -j - <4kr^<tCk — « 4  +  h kV4h<4k +  3iS3.,»'4 i<»r:kc»s v r-.:

- ■ 'Е и ш24а «с +  (°>2fc -■ w3il) ■

П риравнивая  мнимые части обеих частей уравнения, получим: 
axj. —  u>.2kv ik (Но>зк — «>27с)■

При a tjt 0 имеем максимальное значение г’41, а при я Ис >  0 — минималь
ное. Величины, входящие в выведенную формулу, должны быть выбраны так , 
чтобы a ik .7- 0 .

§ 97. Синтез четырёхзвенных механизмов но предельным 
значениям угла давления.

Определим пределы изменения углов давления в зависимости от размеров 
звеньев.

Д л я  шарнирного четырёхзвенника из треугольников ЛОС  и ЛВС  находим 
(фиг. 511):

(.1C )2 — т\ - f- г1 — 2Г[Г4 COS а, г-- гг’ г\  — 2г,г, cos 0.

и определяем искомое значение 0:

„ ' • j j - l - r ; - -  г ~ -  ■ r 5  4 - 2 r , r 4 C O s a
COS О — ------------------------------------------------------------------------------------------------------------  ---- 121 1

2 ГпГ3

Из (211) следуот, что пкетремум 0 возможен при значениях a — 0 , а =  г., а =  2тс‘ 
и т. д. Если г >  0 >  0 , то а — 0 даёт минимальное значение 0. определяемое 
формулой:

„ Г1 !' гз ' (Г1 -c o s0min= ------------ — ------------ . (212)
- r-<r :s

а i r = ;  даст максимальное значение 9, определяемое формулой:

г З = г 2 . _ ( г , + г 4 )* 
c o s a ^  — ...............................................................................— — -----  (213)

Кроме того, отметим, что наивыгоднейшее значение 0 — '• будет при а, опре

деляемом но формуле:

COS а , • - ...... (214)
2 г , г 4

Полученные формулы позволяют решит!, следующую задачу. Определим соот
ношение между размерами звеньев четырёхзвенника, для которого т и в ы г о д -



iiettnieo значение 1 =  будет г родням арифметическим т  его крайних значе

ний. П олагая втях =  ~  •-(-«, ^min — V  Е и подставляя оти значения углов в 

формулы (212) и (213), получим:

2г.>г3 sin г г:, j -л' 1г{ ■ r 4)s.

2 r,r3 sin з - -  (г, ■ I-г4)5 г:, гг..

Исключай е , получим окончательно:

r \ - i - r \ ^ r i - ' r r l  (215)

V механизмов, размеры звеньев которых удовлетворяют условию (215), откл о 
нении 0 от наивыгодненшего значении будут одинаковыми н обе стороны.

Д л я  кривошипно-шатунного .механизма находим по фиг. 512: 

. 11) — Ь г sin 1 — I eos Ч.
„ b - l - r  sine*

(‘OS о — ---- —

Последуя написанное шаражение на экстремуме. получим:

h 4-г
cos 0„

cos 0„

I

I

(216)

(217)

1 ( i  и выгоднейшей значение 0 будет при значении а. определяемом по формуле

. Ь

Полученные формулы позволяют проектировать механизм по заданным пределам 
изменения угла  давления 0. Выясним, при к аки х  условиях отклонения угла

лавленин Ч от своего наипыгоднейшего значения Ь = ^ ~  будут одинаковыми в

обе. стороны oi — . Полагаем 0min 

формулы п (217 . Тогда

•г, п подставляем в

что возможно только при b — 0. т. е. для центрального кривошипно-шатуп- 
ного механизма.

г



X II.  СИН ТЕЗ Ш Е С Т И З К Е Н Н Ы Х  МЕХАНИЗМОМ.
§ 98. Типы  ш ес ти зв ш п ы х  механизмов.

Шестизвёнпые механизмы образуются присоединением к кривошипу и к 
стойке двух двухповодковых или одной трёхповодковой группы или одной 
группы третьего класса. При таком присоединении различных групп получен
н ая  цент, не будет образовывать одного контура с последовательным соеди
нением звеньев. В связи с этим шестизвенный механизм не может быть част
ным случаем одной простои цепи.

Возьмём кинематическую цепь, состоящую из двух четы рёхзвеп пых цепей 
с. одним общим шарниром, и соединим жёстко звенья 3 и 2', 2 п I ' . Из этой 
цени получаются шестизненные механизмы, представляющие или четырёхзвен- 
ник с двухноводковой группой, присоединённой к кривошипу (коромыслу

Фиг. 51V

и шатуну, если с д е л а т ь  стойкой звено ■/ (фиг. или четырёхзвенник с
двуXIюводковой группой, присоединённой к кримиппиу (коромыслу) и стойке, 
если стойкой сделать звено 2 (фиг. 51'i).

Возьмем кинематическую цепь, состоящую нз двух цепей — четырёхзвен
ной и пятизвеппой с одним общим звеном. Соединим жёстко звенья 2 и .

' будем ставить цель на различные звенья.
постановке цепи на звено •/' получим шестпзвенник первого класса 
порядка типа кулисы Стефенсона (фиг. Г> I ."j) или третьего класса

пулевого порядка, если кривоши
пом счи тать звено •>.

При постановке цепи на з в е 
но 4 — 51 получим шестпзв» в пик 
с диадой, присоединённой к нн- 
туиу и стойке (фиг. 510). .
. При постановке цепи на звене

3 получим шестпзвенипк с диа
дой, присоединённой к кривоши
пу и коромыслу (фиг. Г> 17).

Способ образовании шести
звенных механизмов совершении 
не изменяется, если в простой 
цени будут поступательные папы.

При решении практических задач шестнзш иные механизмы целесообразно 
разбит!, на две группы -1 и Л.  К  группе А  отнесены механизмы, составленные 
двумя четырехзвённымп простыми цепями (фиг. ai:t и 51 ■'»).

Т ак  пак  в структуру' таких механизмов входят две четырёхзвениые цепи, 
то их синтез сводится к двухкратному решению какой-либо из задач, р.н 
смотренных в главе XI. Д л я  упрощении задачи одну нз четырёхзвенкыч 
простых цепей (обычно связываемую со стойкой) выбирают произвол!,но н 
определяют расчётом лишь размеры звеньев второй простой чотырёхзвеннок 
цепи. Искомый шестизвепный механизм образуется соединением обеих ценен. 
Очевидно, что для одного звена механизмов группы А  можно задавать nt 
более пяти различных условий при их синтезе.

К  группе В  отнесём шестнавснныс механизмы, составленные из цепей 
Ч1Т 1.!|и"хзиепно'* и ннтимвештй 'фиг. Г»17>. К ли по условном синтеза



механизмов группы В  требуется определить размеры з в е н е в  обеих .вспомо
гательных цепей расчётным путём, то для одного звена цепи можно задать 
не более пяти условий, и методы синтеза в атом случае не выходят за пределы 
того, что было изложено в главе X I .  Если но условиям синтеза механизмом 
группы В  допускаются произвольный выбор четырёхзвенной цепи, или оп ре
деление размеров её звеньев не более чем по пяти условиям, а но большему 
числу условий расчётным путем определяются размеры звеньев пятизвенной 
цепи, то тогда для одного звена последней можно уже задать согласно фор
муле (156) (при т  =  5) до семи различных условий. Тогда задача во многих 
случаях выходит за пределы, установленные графическими методами Бурме- 
стера, Альта, Федергофера, Бейера и других исследователейJ). В последующем 
изложении рассматриваются случаи синтеза шеетизвенпых механизмов группы В .

§ 1)0. Составление матрицы u i n u j B e m m i i  ц<>ии.

Пусть углы поворотов звеньев <f;/£ заданы в положениях пени, угловые 
спорости шд. звеньев в s2 нз S] положениях цепи, угловые ускорения 
звеньев в s3 из «2 положениях цепи и первые; производные от ускорений 
звеньев в .ч, из s3 положениях цепи. Определяем по формуле (150) максималь
ное число условий, задаваемых для одного звена .«—-7. полагая т —  5.

Из условий
Л- -= .в, ■[- s., - j- - -j -“'4 •
S) ' 2  s . j  .ч4

легко устанавливаем, что s, ^  7. х.г ^  Я, ия -'-5 2, ?4 I ■ Матрицу цепи состав
ляем по изложенному в § G8. Первые две строки пенно» матрицы Цепи состоят 
из единиц:

i l l !  1 • | ,
■ -18

1 1 1 1 1 . )
Если для построения цепи заданы только углы »j-it определяющие направле- 
вие звеньев, то Sj л  &-2 5з - = s 4 =  0- П олагая * =  1, 2 , . . . ,  7, будем в этом 
случае составлять матрицу цени из строк (218) и следующих:

" 1 2 " 2 2 " 3 2 " 4 2 "Г,2

“ 13 " 2 3 " 3 3 "411

" 1 4 " 2 4 " 3 4 и и "-,4-

" 2  Г, " г , "-1Г, " г , 5

" 1 0 К.,,; “ SB " 4 0 "Г,6-

“ и и , - , " > 7 « 4 7

Е с л и  д л я  п о с т р о е н и и  ц е п и  з а д а н ы  у г л ы  у  р .  и  у г л о в ы е  с к о р о с т и  i»J k , т о  s ,  - -  I 1,
s s s £ : ! ,  s a =  —  0  и  м а т р и ц а  М  с о с т а в л я е т с я  и з  с т р о к  ( 2 1 8 ) ,  ( 2 1 9 )  и  с л е д у 
ю щ и х :

toji ;о21 <o;jl ш41 Шу,.

“ 12"1-> и>'11и "2  M:)2U :12 w 4 i u 42 ш й2и 52-

о)) 3и ):! с f>43 » 4 :t t05 au :,3-

Е с л и  д л я  п о с т р о е н и я  ц е п и  з а д а н ы  у г л ы  у г л о в ы е  с к о р о с т и  и  у г л о в ы е  
у с к о р е н и я  f j / j  з в е н ь е в ,  т о  s ,  ^  0 .  s 2 ф  0 ,  s s = ^ x 2 ,  .«4 г . - - 0  и  м а т р и ц а  М  с о с т а в л я е т 

с я  и з  с т р о к  ( 2 1 8 ) ,  ( 2 I 9 ) .  ( 2 2 0 )  и  с л е д у ю щ и х :

гп  -4 - / w f p  г.;>1 f  »“>П|. гг1 +  iia.jt , : 41 - ; -ми4 | , ег>г •— ш й1, I

h i  Г  « 1 2 U22 Н (022‘> «гг  " и  U * t  H.V* »iS- '

' )  К а к  и з в е с т н о ,  з а д а ч и  с  з а д а н н о м  ш е с т и  и  б о л ь ш е г о  ч и с л а  у с л о в и й  д л я  
о д н о г о  з в е н а  н е  р е ш е н ы  д о  с и х  п о р  г р а ф и ч е с к и м и  м е т о д а м и  д л и  м е х а н и з м е »  
с  в р а щ а т е л ь н ы м и  п а р а м и .



йсли для  построения цепи заданы углы <р^, угловые скорости угловыч 
ускорения zjh ^звеньев и первые производные от ускорений то s, ^  , 
s. ф  0. * з?^0 ,  s4 = l  и матрицч М  составляется из строк (218), (219), (220), 
(221) и следующей:

£ | |  "  * 11  Ч - 3 *1* ! !1!!* е21 Ю21 I  *31 ~ “ з !  4 ‘ :!*®«1г31. 1
. . (222 ) 

£4 1 — **41 4-3t<»4iS4 |.  =-! —  U)̂ !] -*■- :!f(i)5]£ri| . )

$ 100. Сжнте* шв(‘ти,1и(М111ип) механизм* но четырём п олож ениям  тр5х к р и 
вош ип н ы х звеньев.

Вспомогательный шарнирный четырехзвепник строим по четырём заданным 
положениям кривошипа и коромысла, используя метод, изложенный в § 78. 
Остается рассмотреть решение аналогичной задачи для пятизвенной шарнирной 
цепи с  неподвижным звеном 5. Полагаем длп неподвижного звена f 5fc: = o  и 
-’.оставляем матрицу цепи из строк (218) и трёх первых строк (219):

Г ) - .
1 1 1 1

^12 U U  3 , “ 4*2

"1:1 It 23 “ 33 “ ■13

“ l4 “ ■24 “ 34 « 1 4

0.

Т а к  как в рассматриваемом случае матрица вырождается в определитель цепи, 
го уравнения совместности отсутствуют и все углы, входящие в урзшшнин
О 0, выбираются, вообще говоря, произвольно. Разлагаем определитель /) 
по элементам первой строки:

]) —  8] — о2 f- Sj — 34 •-[- о5 я* О,

где bj ( / = 1 ,  2, 3, 5 ) — определители четвёртого порядка. Разлагая  каждый
из определителей Sj по элементам перво» строки, ныразим их через следую
щие определители третьего порядка dy.

•), - -  d\ — db -4- «/j - dr, j
o.> —i ({•* -  drt 1 (1% - ■ d§, j
o3 d> — -j- ■ - d in. J (223)
84 =  d.t — d~t - f -  rfg —  '

*5 ch  — ‘k  “i ‘ d-л — dt . )

Значений определителей d j  мы не приводим. Вычисляем (строим) значения 
определителей d j  и составляем из них но приведённым формулам опре
делители Sj (j  =  1. 2, 8, 4, 5). Образуем из векторов замкнутый кон
ту р  по уравнению / ) = ^ 0  и получаем искомую цент, н начальном её по
ложении.

П р и м е р  20. Построить шестизвенный механизм, у которого к шатуну 
а стойке заданного шарнирного четырехзвенника требуется присоединить 
двухповодковую группу, углы поворотов v:)k ш атуна и (р4Д. коромысла которой 
< i даны следующей таблицей:

?3-_> 1
1

Т з з  j r -JA ? 4 '2 ? 4 3 ? 4 4

: ! 0 °  i 5 °  1 6 0 ° 6 0 ° 100° 1 4 0 °

:tVj



Выбираем прЬмзвольный четырёхзвенник О А ф хС (фиг. 518), устан авли 
ваем его кривошип в заданные наперёд положения О А ь  О А г, ОАц, O A t  м 
измеряем углы поворотов кривош ипа «рц- и шатуна у2’с от их начальных по
ложений О А,  и Л ,/? , .  Результаты измерений приведены в таблице

?1!
1

Ти ?и
I

; ъ з ? 2 4

40° К(1° 120° 15° ! 2ЧС30' 44°30'
! 1

Подстаилпн значения углов н формулы дли dj.  находим по уравнениям dj  —
=  x j  +  iy/-

/ 1 2 3 4 5

0,01841 0 0 0,01695 0,044343
У} - —0,00107 0 0 0,00730 0,06331

j ft 7 8 9 10

х  . 0,04133 0,00337 0 - 0,06331 - 0,06307
у } 0,07085 0,01079 0 0,04434

.
0,05243

Д л я  вычислении &j —  X j - \ - i y j  находим по формулам (223):

i » 1 »
"

г>

X . 12,03 18,97 | 21,74 13,34 1 ,46
у 3. УJ 24,32 — 18,97 j - -  18,42

I
— 10,00 6,23

Выбираем произвольную точку О (фиг. 519), откладываем от неё как от начала

координаты х Г), i/г, и получаем точку А .  Откладываем от точки А  как  от 
начала координаты- х х. у { и получаем точку В.  Откладываем от точки /•’



иак <yt начала координаты х.,, у„ и получаем точку С. Откладываем от точки 
С  как  от начала координаты — x :t, — у 3 и получаем точку D.  Если отложить 
от точки D как  от начала координаты х4, i/4, то при правильном решении 
задачи попадём в исходную точку О.  В результате построения получаем пнти- 
звенную цепь. Соединяем найденную цепь с четырёхзвенником по схеме, изо
браженной на фиг. 517, и получаем искомый шестизвенник (фиг. 520).

§ tOt. Синтез нятизвепнои цени но трём нолезкениям звеньев и одной
скорости.

Полагаем для неподвижного звена <рГ)., —-0, tor,fc =  0 и составляем из отрок 
(218), двух строк (219) и первой строки (-20) матрицу цепи, которая п рас
сматриваемом случае вырождается в определитель:

I)

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

“ 12 “ 22 “ :12 “ 42 1

“ 13 “ 23 “ 33 “ 43 1

“ 11 “ 21 “ ■11 “ 41 0

-:н 0.

Уравнения совместности отсутствуют, и все величины, входящие в определи, 
тель /) ,  выбираются, вообще говоря, произвольно. Разлагаем определитель 1) 
но ментам первой строки:

с4 + 2 ^ 0 .

где l j  (у =  1, 2, 4, 5 ) — определители четвёртого порядка. Разлагая  каждый
из определителей оу по элементам четвёртой строки, выразим их через опре
делители третьего порядка df.

- ю:ц <»-2 i " i") rt/.j. j

u,V,\(h  4 “  <0-21^7,

41“ 1 ■■ 

0, =  (041rf5 -  
c.> —- xd^ - 

41^10Cn —•

' “ ni^io - “ 2ir4 ' “ n^o-

Для проверки вычислений имеем следующие зависимости: 

<h -- d j  i -  ^8 ~ *'• |
d., - <ie --f- <?9 — d ie —  0 , J
dj d7 4 d9 - d,t — 0 , [
</4 ...di dk■ - db =  (I j

(22-.)

(225)

сираведливость которых непосредственно вытекает из уравнения 1> (I 

в силу произвольности значений wj l (у — 1, 2, 3, 4). Вычисляем значения 
определителей d j  и составляем из них по приведённым формулам определи
тели ?jj. Образуем нз векторов 6j замкнутый контур по  у равнению 1) — 0 и 
получаем искомую цепь в начальном её положении. В целях упрощения вы
числении достаточно найти по общим формулам только шесть определителей 
dj.  а остальные определить по проверочным формулам (225).

§ 1 Спите» нятизиеннон цени но двум положениям звеньев, скоростям 
и ускорениям звеньев, заданным в одном положении.

Взяв строки (218) и по одной первой строке из (219), (220), (221) и по
ложив для цепи с неподвижным звеном <p5iic =  0, wr>j  =  0, г5-- =  0, составим 
матрицу цепи, которая в рассматриваемом случае вырождается в её опреде- 
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I>

1 1 1 1 1

1 I 1 1 1

и,.. “ 22 и 3, и4.. 1

ш и “ 21 ч to.,, “ 4 1 0

Е11 '  1011 : 21 ' 1 ' ,шГЛ E3i ■;! ■ / « г , Е4 1 ■ + ' “ "41 0

-О

Уравнении совместности отсутствуют, и  все в е л и ч и н ы ,  входящие в  о п р е д е л и 
т е л ь  1).  в ы б и р а ю т с я ,  в о о б щ е  г о в о р и ,  п р о и з в о л ь н о .  Р а с п о л а г а е м  о и р е д е л и п ' л ь  
/> п о  э л е м е н т а м  п е р в о й  с т р о к и

I) г с. 0.

где о j  { j 1, i>. :t, /,, Ь) о п р е д е л и т е л и  ч е т в ё р т о г о  порядка. Разлагая  каждый 
иг! о п р е д е л и т е л е й  п о  э л е м е н т а м  т р е т ь е й  с т р о к и ,  выразим и х  значения черег> 
о п р е д е л и т е л и  d j  н о  ф о р м у л а м  (2 24) ,  п р и ч ё м  з н а ч е н и я  d j  у д о в л е т в о р я ю т , ) ф о р 
мулам (225). Д л я  п о с т р о е н и я  и с к о м о й  ц е п и  н а х о д и м  значения d j ,  с о с т а в л я е м  
значения о п р е д е л и т е л е й  i j  н о  ф о р м у л а м  (224) и о б р а з у е м  и з  в е к т о р о в  2,-
г н у т ы й  к о н т у р  н о  у р а в н е н и ю  1) 
ч а л !  н о м  её  п о л о ж е н и и .

 ̂ О, п р е д с т а в л я ю щ и й  и с к о м у ю  ц е п ь  в в .

§  Н);{. Г и п т ; |  п ш т к Е к е ш ю и  ц е н и  н о  и л г и  п о л о ж е н и я м  з в е н ь е в .

Взяв c t ( o i : i i  (218) и ч е т ы р е  п ер в ы е ,  с т р о к и  из ( 2 1 1.‘) и п о л о ж и в  д л я  ц .ч ш  
с н е п о д в и ж н ы м  з в е н о м  II, с о с т а в и м  м а т р и ц у  ц е п и :

М

Выделяем
ности:

1>Г

"  1 :: и.3 . гг.,., 1

^ 13 “ :з “ а:; “ 43 1

«14 u., t “ 31 "44 !

«К, “ "о и ;'г, “ 4.-, 1

М  о п р е д ( ■литч л ь  ц е п и

1 1 1 ! 1 1

“ и и.1: и 3. 1

“ 13 и.л “ из “ •13 1 ’

“ 14 1/..4 “ 34 “ 4 1 1 !

“ lb U -г “ :,г. “ с-, | ;

Ь ' р а в н е н и е  с о в м е г т  щ к  т н  о п р е д е л я е т  з н а ч е н и и  д в у х  у г л о в ,  к о т о р ы е .  с л е д о в а 
т е л ь н о ,  не. м о г у т  б ы т ь  в ы б р а н ы  п р о и з в о л ь н о .  Т а к  к а к  у г л ы  « 1 *. и  <р2;. ( к ~ -  
=  2,  :t. 4 ,  fi) о п р е д е л я ю т с я  о б ы ч н о  в ы б о р о м  в с п о м о г а т е л ь н о г о  ч е т ы р ё х з в е н н и к а .  

т о  з а  н е и з в е с т н ы е  м о г у т  б ы т ь  н р н н н т ы  у г л ы  е.,.. п л и  ip4 -.. П у с т ь  т | 1е б у е т с и  
п р и с о е д и н и т ] ,  к  ш а т у н у  и  с т о й к е  ч е т ы р ё х з в е н н и к а  д и а д у ,  д л я  к о т о р о й  з а д а н ы  
п я т ь  п о л о ж е н и и  к о р о м ы с л а  и  т р и  н а п р а в л е н и я  ш а т у н н о г о  з в е н а .  I! э т о м  
с л у ч а е  н е и з в е с т н ы м и  H v . i v t  у г л ы  и г ;>Г). Р а з л а г а е м  о щ к ’д е л и т е л ь  п о  э л е 
м е н т а м  т р е т ь е г о  с т о л б ц а :  }

» i = А, "31

1У : 1, -■
в и с и м о е т ь ю  А Л._> - Л.,

з) о н р е д е л и т е л п  ч е т в ё р т о ю  п о р я д к а ,  с в я з а н н ы е  з а 
. _ , а -■)-Л Г1 - -  0, н е п о с р е д с т в е н н о  в ы т е к а ю щ е й  и з  ураь-

н е н и н  1 ) 1 —  0 , п р и  о.  Р а з л а г а е м  о п р е д е л и т е л и  A j  н о  э л е м е н т а м  п е р в ы х
с т о л б ц о в  п н а х о д и м  и х  в ы р а ж е н и я  ч е р е з  о п р е д е л и т е л и  т р е т ь е г о  п о р я д к а  U-,
но формулам (223). Если о'-означить Л', I Л.,
•-1Г,0 ’ ‘

-Ь з 10 уравнен и-

з.



~т~ \  “ 34 — &ь и;к —  0
Графическое решение уравнения (22fi) выполняется ноТсхеые, изображённой

совм естности (22(1) нер< пиш ется в  виде:

на фиг. 409. Поело определения 
делителю Г).

?:м искомая цепь строится по своему onj4

|  §  104. Синтез нятизнеипон Ц1ПИ IIO шести п ыожениам 'звеньев .

В;шн строки (218) и нить первых 
(оставим матрицу пени:

‘ I1 1 I1 ,

C T p O I ; и-1 

1

(219) и положив ! 

1 ;

11 НИХ T5-. 11.

|i 1 
и \ '

1
« . . .

1 1

"4:

1 :

1 il
Л1 ' Ч | It.»'{ «4:: ' i! '

u u "•34 “ •i4 i :i
: | и ,. " . Г , i

: "i:; I f »:т "к. !

Выделим и.-, матрицы определнтел 
наложено в J 100. и независимые

ib h^iih />. пост} оение которою 
уравнения совместности:

схематически

! 1 1 1 1 1 ;

"S; /1̂ 1
//,  - U j - . " ::i "3.. “ 43 1 — 0.

” i: “ .•4 1 »4| I

"i;. и 1; и .р 11 Г. I ;

1

и

1

и .,..

1

U  у.

1

“ 4?

I : 

1 i
I)., к , . . u '.:i "411 1 | : , - 0 .

" 4 "?4 " : u »|4 1 j

"■II "з.; м 4 В 1 1

Пусть т pcOycTi-.il построить чстырсх.шенник с двухповодновой группой, при
соединён ноч н шатуну н стойке, для коромысла которой заданы шесть по
ложений и угол между двумя направлениями шатунного ппсна. Разлагаем 
определители по элементам третьих столбцов:

/) ,  гг- Д. • Д.̂  7 / . , . ,  - - Д., Д, i/;u i - Д5 u30=  0, |
/ .̂, — ■ Д̂  Д- I / -- Д̂  ■ Дд — Д- “ ---0.  J

N равнение />, совпадает с уравненном (220), дли которого значения опреде
лителей Aj  ( / - ■ 1. 2. :{, 4. 5) приведены в § 100.

Определители Д_,- (/’ Mi, 7. S, 9) вычисляются по аналогичным формулам:

■JJh

где dj  [j --- i . 7. У, 10) определители, приведённые в § 100. Оойзиачап
Д,\ - -  Д| -  • iij м32 - f - M:is> ^6 “ ^7 “ з2 "Ь ^ з  “ зз. решаем систему (227) ш..
методам, изложенным в § '.>0.

л - d n - -*12- H i s *<■
Д- (ij, *.4 r  *1Г. <lr
Д„=Г- d\2 *14 ' !' - (Lj
д, du; d m



После определения <р;!3 и f 3J искомый механизм строится но своему опре
делителю D.

П р и м е р  21. Построить шестизвенный механизм, у которого положении
% звеньев, присоединенных it шатуну и 

стоике двухпоподкопой группы, заданы 
следующими углами, определяющими 
их взаимные положения:

: (Iе ! ',и° sd°
! i !

120° ККГ 201Г

Выбираем произвольный вспомо
гательный четырохзвепппь (фиг. 521) 
и для шести заданных углами 
(к —  2, 3, 4, 5, С) положений его к р и 
вошипа О А  измеряем углы шатуна. 

Результаты измерений приведены в таблице:

|  г  1 C

6 0 °  !  1 2 0 °  j  - 1  К <

! 1

2'.(Г зон0 1!5°20' ! 143°40' 
I '

2 2 3 °  К 1 '

По услошшм наложении четырёхзвенника и пптпзвепнои цепи углы в,., 
должны определять взаимные положения первого звена цени, а углы ®2v 
второго. Слодоватольно, для построения нятичпенной цепи заданы её углы:

лнем
Г1’/:’ ^3*’ ® 

значения определителей dj —  x
4?;
/

i ' 1 >> : 3 j 4i

SJ 0,06'i55 0,21093 0,23646 0,06507

Уз i 0,03766 0,0291 0,07953 --0,08497

i : 5 6 8

x i 1 0,42013 0,36874 0,05727 - 0,15233

Vi ! -0,19911 - 0,64577 —0,34087 - 0,60806

i 0 10 11 12

*j I 0,31331
1

-0,13106 0,11860 0,02057

y.i | 0,20311 0,03472 -• 0,06779 --0,05574

i ! 13 14 15 10

xj | 0,12107 0 ,1«186 0,72613 0,45496

y j j 0,12197 0,22259 0,00684 —0,49430 j

'•Л*



Составляем значения определителей n  =  r j - \ - i y i  но фрчулнм (*22:!) и (228) 
(цифры увеличены): -  ' '

} ” 1 2 О 4 Г)

Xj 2 501 7 043 - - 4 822 15 355 - -Г> 9 ‘Jj

VJ 1 400 О 813 17 074 ■ 7 6 54  ̂ ко ;

/ г. 7 8 9 —

Xj 15 403 72 024 60 G98 -- 1 90'i

VJ 19 4 89 5 733 — 56 952 4 1 389

Строим по схеме, изображённой на фиг. 491, вспомогательные четырёхзвен- 
ники (фиг. 522) и оп]>еделяем одно из приближённых решений уравнений 
совместности ®33 = : 7 0, «34 =  12° 30’. Д л я  проверни строим вспомогательные

четырёхзвенники (фиг. 523 и 524) и находим зависимости е34 — /  ('fа;!), ?;14 =  /., (<р33) 
(фиг. 525) и определяем по координатам точек их пересечения «rJ =  Go30\ 
?34= 1 2 ° 3 0 ' .

Задаваясь  значениями <р33, близкими к s33 =  7°, уточняем но формулам, 
выведенным в § 90, полученное приближение п находим, что при <р33 =  6°35,1 
<р34, =  11° 4ог с точностью до 1'. Переходим к вычислению векторов oj но фор-
23 Синтез механизмов 353
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мулам, приведённым в § 100. П олагая t i j  —  X j - j - i y j ,  находим;

1 t 
/  j 1 2 3 4 r

xi

y.i

— 0,16438 — 0,08856 0,06507 0,01943 0,03999

0,06488 0,16311 0,08497 0,32383 0,01881

i 6 7 8
/

9 10

XJ 0,19580 0,02425 0,08126 0,8822 0,01035

0,38444yj 0,05816 0,02830 0,22324 0,03738

Составляем значения определптелпП ‘5 = но формулам (223) (цифры 
увеличены):

/ 0 1 2 4

X - -  3 0 , 1 8 1 5 , 7 7 4 0 , 9 3 —  5 9 , 9 1 —  5 4 , 8 9

V j 1 0 , 8 7 4 0 ,  П9 —  3 ,  ‘Vi 1 8 , 0 7 5 1 , 5 3

Многоугольник ■OAlD iE t VO,  построенный по значениям x j  и y j ,  пред
ставляет искомую цепь в начальном её положении (фиг. 526)- Соединяем

полученную Цепь г вспомогательным четырёхзвенником и получаем искомый 
механизм (фи1 . о27), у которого коромысло диады Е Е  занимает на плоскости 
заданные наперед положения 1‘ Е •. (А — 1, 2. 3, 4, Г», 6), расположенные под



Фиг. 520.

Фиг. 529.

Е
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углами <f4v к его начальному положению F E t , когда кривошип проходит 
через заданные наперёд положения О А к (к =  1, 2,"3, 4, 5, 6), расположенные 
под углами <fllc к его начальному положению О А {. Кроме того, по заданию 

= ”о  и , следовательно, два положения шатунного звена диады D l E 1 и D 2E 2 
должны быть параллельны.

§ 105. Синтез шестизвенного механизма по четырём заданным  
положениям точки шатунной плоскости.

Пусть заданы четыре т^чки неподвижной плоскости, через которые дол
ж на  пройти некоторая точка шатунного звена двухповодковой группы шести- 
звенника, присоединяемой к основному четырёхзвенному механизму. Выясним, 
какого типа шестизвешшк позволит осуществить условия поставленной задачи 
при расположении заданных точек на произвольной кривой.

Выберем вспомогательную кинематическую цепь с одной поступательной 
парой (фиг. 528), позаботившись лишь о том, чтрбы центр её Ползушки про
шёл через все заданные точки неподвижной плоскости. В случае необходимости 
размеры звеньев цепи мо^ут быть определены расчётным путем но матрице:

А1-

1 1 1 1- ’!

1 1 . I 1 ’

1 U ., n «3 2 Г * > “  42 i

1 u 23 “ 33 '4 3 м 43 l|

1 и Н ".44 ' 4 4  “ 44 /

где Zk =  r±>,ui k  (к —  1, 2, У, 4) —комплексные координаты заданных точек 
неподвижной плоскости, причём принято zl =  rAlui l  =  1. Углы »22 и ?;г. выби
раются произвольно, а углы <р23 и ®24 определяются из уравнения совместности:

I ) ,

1 1 1 1
1 Но.. "32 r42“ l2
1 «аз “ зз '•43«43
1 ».,4 “ 34 г44иИ

-0.

После определении углов искомая цепь строится по своему определителю:

! 1 1 ! 1 | 
i i i i

1) 0.
и-,., 

11 п
<32 '4 - j“ 42

'.43 Г43М4З

При произвольном выборе вспомогательной цепи совмещаем центр 
её ползушки с данными неподвижными точками и измеряем углы и <езк 
непосредственно по чертежу пли вычисляем их значение по выбранным раз
мерам звеньев цепи.

Построим шарнирную четырёхзвенную кинематическую цепь (фиг. 520) по 
матрице:

1 1 1 1

1 1 1 1

и \ 2 Ue>f*
\

и .... “ 42

“ i:: и .,3 и ...

и ’и и.я “ 44
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при следующих значениях углов t) f i k  —  о (звено 4  неподвижно), <f1/;= * 2b
уГЛЫ ^22 и  Ъ к  з а Да н ы  произвольно, ИЛИ 2 ) y'4k =  f 3 i , =  углы »22 И if l /; 

заданы  произвольно. ^
Д л я  обоих вариантов четырёхавенной цепи неизвестные углы и 1*24 

определяются из уравнения совместности:

П ~

1 1 1 1

" г . - и .,., > 4 и 42

' 4 и ?:л « 4 3

“ и '*■•4 МЯ4 " 4 4

( il l р е д е T 1 I T C J п о :

1 1 1 1

1 1 1 1

if.;..

« 1 3 и . , . . и . , . ,

О,

5? 0.

В целях укрощения решения задачи выберем четырёхзвенпую цепь про
извольно, установим её кривошип О А  и авепо ОС в заданные положения 
и измерим углы 9,,к и но чертежу или вычислим их значении по размерам 
звеньев цегш. Д л я  того, чтобы звено О А  .могло повернут),ся ни любой угол

размеры звеньев цепи должны лишь удовлетворять 
условиям Грасгофа.

Построим третью вспомогательную шестизвенную цепь 
(фиг. 530) по матрице, которая в рассматриваемом случае 
вырождается в определитель:

1 1 1 1 I

1 1 1 1 '1

1 м.,., г«42 г :ли ъ-1 s 0 .

1 !<•!;> “ ак
If

a i:i r iXu i3

1 М24
If

и :н г ,44 г-ли -л

в х о д я щ и е  в о п р е д е л и т е л ь V :„ в  с о о т в е т с т в и и двумя
данными раннее вариантами шарнирной четырёхзвенной цепи следующим об
разом:

]) гъке1'Ь 

2) rike%k--

~  углы f 3k произвольны

— lf3k, углы #2/i произвольны.

или

Д л я  построения искомой цеди разлагаем определитель 1)ъ по элементам 
первой строки: .

А >— *1 -■ $2 Ч" “  ®4 " М а  33

находим значения векторов о j  и образуем из них замкнутый контур. опреде
ляющий искомую цепь в начальном её положении.

Производя подобное преобразование построенных ранее вспомогательных 
цепей, присоединяем их к найденной цепи. П ри этом в силу принятых допу
щений относительно выбора углов получаем по первому варианту четырёхзвен
ник  с  диадой, присоединенной к кривошипам (фиг. 531), а по второму —- шести- 
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лвенник типа кулисы Стефенсона (фиг. 532). У обоих шестизвенников точка 
М  шатунного звена должна проходить через заданные точки неподвижной 
плоскости. Т ак  как  выбор углов ®з;. в первом варианте и у»* — во втрром про
изволен, то при проектировании вспомогательной цепи, изображённой на 
фиг. 530, можно задать ряд дополнительных условий.

§ 100. Синтез нп'стшпнчшогъ механизма ко шести заданным 
положению! точки шатунной плоскости.

Пусть заданы шесть точек неподвижной плоскости, через которые должна 
пройти некоторая точна ш атунною  звена диады шестизвснннка. Выберем 
цепь (фиг. 528), центр ползушки которой проходит через заданные точки 
неподвижной плоскости. Установим центр сё ползушки в заданные точки 
и измерим углы у.,;, и «Ра*;. Выберем произвольную четырёхзвенную цепь 
(фиг. 529), зададим углами f'ik и v'ik значения и измерим соответствующие им
углы®2д. и (p3fc [к = 2 ,  3, 4, 5).

Построим цепь (фиг. 530) по матрице:

М

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1
II Ч ,,

и 3.. “ 4 2 '5 2 “  52

1
// Г/ Ч

и -х " з  J « 1 :; / ’53“ 53

1
„ II

H..J м 34 “ н г !Х и И

п „ ,,
1 М.»» " к “ 45 Г а "  55

„ If II
1 и ,  0 “ зи » 4 « г ы “ -м

наложив на выбор входящих и неё величин ограничения, указанные в § 105.
П ри  решении задачи по первому варианту углы <р№ ( к — 3, 4, 5 ,6) опреде

ляются из уравнений совместности:

/ ) , =

1 1 1 1 1 1 ' 1 1 t 1

1
Ч

и . ,  о
п

“ 32
If

U i 2 ' ’52“ 52 1
II

U .w и " . . '•52 “ И

1
It

U . . . J
ч Ч

' • 53“ .-, 3 - -  0 , /Л ,  = 1
't

и .у л ‘4 “ r . ) ' ,S3“ 53

1
ч

к . ч “ н u a г Ъ 4 и Ъ4 ! L
1

и "л " I t ''5 4  “ 54

1 и !,- u .j" “ Is r i i u X

1

. f 1
ч

и ..,. .
>t

! t 10 r 5li“ j«

=  0.
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П ри решении задачи по второму варранту углы ^ 1с (к —  8, Л, 5, 6) опреде
ляются из этой же системы уравнений совместности. В обоих случаях  опреде
лители и })2 разлагаются по элементам столбцов, содержащих неизвестные, 
и получаемая система решается по методу, изложенному в § 90. После 
определения необходимых неизвестных искомая цепь строится по своему 
определителю D,  значение которого приведено в § 105, и соединяется с вспо
могательными цепями по одной из приведённых ранее схем (фиг. 531 и 532) 
в зависимости от избранного варианта решения задачи. •

§ 107. Схема синтеза шестизлеыного механизма но семи 
заданным по.южениям-рабочего звена.

Пусть требуется построить шестизвенник с диадой, присоединённой к 
ш атуну и стойке, для которой задано семь положений коромысла. Из изло
женного ранее следует, что достаточно показать  возможность построения 
нятизвеннои цепи по семи заданным положениям четырёх её звеньев (включая 
сюда и неподвижное, звено). Составляем матрицу цени:

М ~ '

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

« 1 2 “ 22 « 3 2 « 4 2 1

« 1 3 « 2 3 « 3 3 * 4 3 1

“ 14 u .u «34 « 4 4 1

« 1 5 « 2Г, « 3 0 « 4 5 1

« ю « 2 0 «S(i « 4 0 1

« 1 7 U.>; « 3 7 « 4 7 1

н выделяем из неё определитель цепи D,  построение которого изложено 
в § 100, и независимые уравнения совместности:

D , =

As =

1 1 1 1 1

«1 2 i t . , . , « 3 2 « 1 2 1

« 1 3 « 2 3 « 3 3 « 4 3 1 =  0,

«11 « 2 4 “ 34 « 4 4 1

« 1 5 И-,- “ 30 « 4 5 1

1 1 1 1 1

« 1 2 « 2 2 « 3 2 « 4 2 1

« 1 3 « 2 3 « 3 3 “ 43 1 =  0 ,

« 1 4 « 2 4 “ 34 “ 44 1

« 1 0 «2(5 « 3 0 «4(1 J

1 1 1 1 1

“ 12 U,, « 3 2 “ 42 1

« 1 3 « 2 3 “ 33 « 4 3 1 =  0.

«1 4 «24 “ 34 « 4 4 1

«1 7 «2 7 “ 37 « 4 7 1

D x . D n , D 3/  no элементам третьих
- 1-

3 « 3 3 — J 4 «3 4 - f v «  =  0, 1
■ \  “ f  -S  « 3 3  " ~ “ в и 3 4 _г  ^ 5 И З В — 0 ,

-Ьо ~ ^ 1 1 И82_Ь  -̂ 12и33 —’ ■̂ 13“ 3J_f" ^auV7 —  0,

(229)
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где суть определители четвёртого порядка, которые без труда выражаются 
через определители третьего порядка  d j  ( j  ~  1, 2, ...,22). Разделив первое 
уравнение на и второе на Д6, получим:

1 —  z2u 32 - j - z 3m33 2 4u 3 4 -j“ z 3 “ за — \  {2301
1 — Z-U3V -f-  23U33— % м34 ~Ь Z10M36 =  0- J

Каждое из уравнений написанной системы представляет собой условие 
замкнутости некоторой пятизвенной шарнирной цепи, причём обе цепи имеют 
общее основание 1, их кривошипные звенья 
расположены под постоянным углом <р, коро
мысла — под постоянным углом ш и шатуны— 
под постоянным углом 0.

Построим обе* цепи при ®3/г =  0 и соеди
ним названные выше звенья под постоянным 
углом (фиг. 533). В результате построения 
получим восьмизвенный механизм, у которого 
звено E D H  повернётся на угол <р33, а звено 
B CD '  — на угол  <си  при повороте кривошипа 
A B F  на угол ip32l Т ак  как  при постановке 
на звено BCD '  механизм превращается в па- 
раллелограммный механизм B F D D '  с группой третьего порядка E D H D C A ,  
то определение его положений при вращении кривошипа A B F  особых тр уд
ностей не представляет. Задавшись рядом значений ®32, определяем по поло
жениям механизма углы <р33, ?34 и строим кривые ip33 =  / х (<р32) , f a t —  f J  fat)-

Построим пятизвенную цепь, соответствующую уравнению D s =  0 при 
значениях <р3/. =  0. Задаваясь  значениями в32 и определяя цо кривой / х соот
ветствующие им значения «33, поворачиваем кривошипные звенья цепи на 
эти углы и находим соответствующие им положения остальных звеньев. И з
мерив углы поворотов шатунного звена, определяем значения у34 и строим 
кривую <р34 =  / 3 (<р32). ' .

Точки  пересечения кривых /2 и / 3 определят корни <р32 и <р34 уравнения 
системы (229). Соответствующие им значения *33 определяются по кривой / х. 
После определения ®32, ?33, <р34 искомая цепь строится по своему определи
телю и соединяется с выбранным четырёхзвенпиком.

По аналогичной схеме строится шестизвенник, у которого точка шатунной 
плоскости должна пройти через семь заданных точек неподвижной плоскости, 
лежащ их на произвольной кривой.

X III. СИНТЕЗ МНОГОЗВЕННЫХ МЕХАНИЗМОВ.

§ 108. Синтез многозвенных механизмов первого класса второго порядка.

Полученные результаты легко распространяются на любой плоский меха
низм первого класса второго порядка. Если будет установлено, что механизм 
первого класса второго порядка образуется из кривошипа и конечного числа 
простых цепей, то тем самым доказывается для него возможность решения 
всех типовых задач синтеза и даётся сам метод их решения. Мы убедились, 
что шестизвенный механизм первого класса второго порядка образуется из 
кривошипа и двух простых цепей.

Докажем теперь общую теорему, устанавливающую возможность об
разования механизма первого класса второго порядка из простых 
цепей.

Т е о р е м а  1 . Всякий механизм первого класса второго порядка с п 

звенья\ и может быть образован из кривошипа стойки и — простых
цепей. "
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Допустим, чти теорема верна дли механизма с ' /i звеньями, п докажем, 
что в таком случае она будет верна и для механизма с w-f-2  звеньями. Вы
делим в механизме те звенья, к которым должна быть присоединена двухно- 
водковая группа, и обозначим их через /  и / - J - 1  (фиг. 534). Отметим точки 
присоединения звеньев цени (шарниры) А  и В .  Будем рассматривать А В  
как  некоторое кулисное звено кинематической цепи и определим положения

простую цепь с кулисой (фиг. 535) н присоединим её шарниры .1' и Л'  к 
выбранным точкам А  и В.  Свяжем теперь жёстко звенья j  п 1,-у *-1 и 3 и 
выбросим звено 5.

В результате получим диаду, присоединённую к основной цепи, и меха-

стых цепей. Т ак  как  для n —  'i, 6, . . .  в правильности теоремы мы убедились 
непосредственно, то отсюда следует, что она верна для любого чётного зн а 
чения числа и.  Из доказанной теоремы следует, что для любого механизма 
первого класса второго порядка различные задачи синтеза приводятся к

соединением этих основных структурных единиц в одну общую цепь, удо
влетворяющую всем условиям поставленной задачи.

Из теоремы 1 вытекает и метод решения задач но синтезу механизмов 
первого класса второго порядка.

Пусть, например, требуется определить размеры звеньев восьмизвенного 
механизма первого класса второго порядка,  удовлетворяющего ряду наперёд 
заданных условий. Строим по условиям задачи шестизвенный механизм. 
По известным размерам и положениям звеньев механизма вычисляем модули 
и аргументы комплексных чисел z k , после чего определяем размеры гшеньеп 
цени (фиг. 535) и присоединяем её к уже найденному шестпзвеинику у к а за н 
ным выше способом.

Н а практике определение модулей и аргументов чисел z k для  ряда поло
жений механизма обычно связано с громоздкими вычислительными операция
ми. В связи с этим следует всегда стремиться к тому, чтобы двухповодковая 
группа присоединялась к  механизму первого класса второго порядка при по
мощи простой цепи без кулисы. Очевидно, что при этом отпадает необходи
мость в определении величин z k . Н а фиг. 536 показан  такой случаи присое
динения двухповодковой группы при помощи простой четырёхзвенной цепи 
A B C D  к звеньям j  и / - f - 1  механизма, имеющим общий шарнир в точке А .

§ 109. Синтез механизмов первого класса третьего порядка.

Механизмы первого класса третьего порядка в общем случае образуются 
присоединением трёхповодковой группы к механизмам первого класса вто
рого порядка. ”

Т е о р е м а  2. Трёхповодковая группа присоединяется к трём произволь
ным звеньям механизма первого класса второго порядка посредством цени, 
составленной из двух  простых цепей.

в

Ф и с .  53V Фиг. <1*пг.

точки А  относительно точки В  комплексными числами г, =■ г-к иЪк. Возьмём

нпзм с п -j- 2 звеньями, образованный из кривошипа н
п —  2

“ Г  1 - -  V  14’"
П
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Отметим на звеньнх механизма первого класса второго порядна положе
ние шарниров А ,  В  н С,  к которым будут присоединяться поводки (фиг. 537), 
и введём обозначении: ’

Модули ri k , г , к  и аргументы »ik и комплексных чисел ВС  и А С  вы
числяются по размерам и положениям звеньев^задашшго механизма первого 
класса второго порядка. ,

Построим шестизвенную цепь с кулисой (фиг. 535) и присоединим её к 
звеньям I  и I I  заданного механизма в точках А  и С (фиг. 537). Считая, что 
вектор ЛИ  известен в заданных положениях образовавшейся после приеЬе-

В ’

л Г / "
f

- \
D'

Фпг. 587. Фиг. 538.

получим трехповод-

2^

дынения цени, построим i w i маненную цепь (фиг. 538) и присоединим её к 
зненьям 2' и I I I  ранее найденной цепи в точках /> и Н. Соединив з в е н ь я ^  
и 2', 3 и I I I  жёстко н отбросив кулисные звепън •/ и 6, 
ковую группу, присоединённую к трём 
звеньям I ,  I I  и I I I  механизма пер
вого класса второго п орядка  (фиг. 53И).
Доказательство , очевидно, не изме
нится, если вспомогательные цепи бу
дут много кулисными.

‘ Теорема 2 позволяет распростра
нить на любой механизм первого клас
са третьего порядка  методы решения 
задач, установленные для  четырёхзвен
ных н шестизвенных механизмов.

К ак  было установлено в § G5, об
щее решение задач для всякой простой <l>nr. 531.!.
кинематической цепи определяется фор- ‘
мулами (153). Отсюда следует, что для любой сложной кинематической цени, 
образованной наложением (соединением) простых цепей, решения различных 
задач синтеза определяются  теми же формулами (153).

Теорема 2 устанавливает возможность образования механизмов пер
вого класса третьего порядка из простых цепей и указывает способ со
единения самих цепей. Исходные цепи подобраны так-, чтобы различные 
задачи по синтезу решались без использования уравнений совместно
сти, по крайней мере при трёх (и большем числе) заданных условиях для  
одного звена.

' Таким образом, вопрос о решении задач синтеза по формулам (153) для 
плоского механизма любой степени сложности приводится к доказатель
ству теоремы о возможности его образования путём наложения простых 
цепей. ‘

§ 110. Образование многозвенных механизмов.

Возмёьм шестизвенную и кинематическую цепь с вращательными парами 
(фиг. 540) и присоединим к ней некоторую четырёхзвенную цепь так, чтобы 
два произвольных звена обеих цепей совпали. Соединив жёстко две другие 
нары  звеньев, имеющих общие шарниры с совмещёнными звеньями (фиг. 541),
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получим семнзвенную кинематическую цепь, у которой число степеней сво
боды на единицу меньше, нежели у  исходной шестизвенной цепи. Т ак  как 
выбранная шестизвенная цепь с неподвижным звеном имеет три степени

Фиг. 540.

своооды, то для получения механизма к ней необходимо присоединить две 
вспомогательные четырёхзвенные цени описанным выше способом. В резуль

тате, очевидно, получится восьмизвенный меха
низм, причём структура  его будет зависеть от по
рядка присоединения вспомогательных цепей к ос
новной.

Общее возможное число комбинаций равно 
числу сочетаний из шести элементов но два: С =

—  -  — = 1 5 .  Однако, из этих 15 возможных комби

наций будут отличаться способом присоединения 
звеньев (но не обязательно структурой) лиш ь 9 
носьмпзвенных механизмов, так  к ак  в основной 
шестизвенпой цепи звенья ^*^1 С, 3 и 5 не отлича
ются друг от друга способов пх соединения с 
остальными звеньями.

Н а фиг. 542 — 545 изображены получающиеся 
при этом типовые механизмы. Среди них  мы н ахо 
дим механизмы первого класса второго п орядка  
(фиг. 542), первого класса третьего порядка  (фиг. 

543), третьего класса нулевого порядка (фиг. 544) и третьего класса второго 
п орядка  (фиг. 545).

Ещё более широкие возможности для образования механизмов дает семи
звенная  цепь с вращательными парами (фиг. 540).

Д л я  превращения этой цепи в механизм к ней присоединяются описан
ным выше способом три четырёхзвенные цепи. В результате получаем 35 де

сятизвенных механизмов, из которых будут отличаться способом присоеди
нения звеньев (но не обязательно структурой) лишь 19. Сред этих механиз
мов мы имеем уже представителей четвёртого класса.

В общем случае замкнутая  простая /га-звенная цепь (от >  4), имеющая 
то — 3 степеней свободы, преобразуется в механизм с 2т  — 4 звеньями п ри 
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соединенном i; ней т  — 4 чеТЫрехзйонных Цепей. При этом из каждой цепи 
обязательно получаются механизмы первого класса второго и третьего по
рядка, нашедшие себе применение в машиностроении.

П ри четном т  число различных типов механизмов, отлиж ю щ ихся  спо
собом соединения звеньев (но не обязательно структурой), равно:

1 [ с й  +  < й ] .

При нечётном т  число различных типов механизмов равно:

1 Г г *  1 Г 2 1
о I т  1 ' т — 1 •

Отметим попутно, что псякуки простую m -звенную к и н е т и ч е с к у ю  цепь 
можно спроектировать но т  — 1 условиям, заданным для всех подвижных 
звеньев, не прибегая к решению уравнений совместности, n o m - f - 1  условиям, 
решая систему двух комплексных уравнений совместности и по то-(-2 поло
жениям звеньев, решая систему трёх  комплексных уравнений совместности 
(при т  >  4).

Д л я  цепей рассматриваемого типа в принципе можно поставить вопрос
о решении задач синтеза при задании до 2т. — 3 условий для одного звена. 
Однако, практические возможности пока ограничены указанными пределами 
и связи  с исключительными трудностями, возникающими при  решении боль
шего числа уравнений совместности.

Значительно большие возможности даЮт цепи с одной кулисой, к рас
смотрению которых мы переходим. Возьмём шестизвенную цепь (фиг. 547). 
По условиям проектирования такой цени звенья •3 и 5 могут быть соединены

жёстко, в результате чего получается плтизвенная цепь с двумя степенями 
свободы. Д л я  "превращения этой цепи в механизм достаточно присоединить 
к ней одну четырёхзвенную цепь, например так , к ак  это показано на 
фиг. 548. ” ”

Аналогичным образом из семизвепной цепи получаются восьмизвенные ме
ханизмы (фиг. 549) и в общем случае из цепи с то-звеньями механизмы с 
2т — 6 звеньями. Е сли  считать, что нз системы уравнений совместности 
будут находиться величины rm k , v mk, ат к , определяющие движение ползушки 
относительно кулисного звена, то так ая  система будет линейной и решение 
её не представляет затруднений. В этом случае для одного звена цепи можно 
задать ' "

s ’1гп — б

различных условий, решить систему линейных уравнений совместности, п о 
лагая  г ф  1, и затем вычислить размеры и положения звеньев искомой 
цепи по её определителю.

Таким образом, при применении для  проектирования механизмов цепей 
с одними вращательными парами мы можем задать для  одного звена меха
низма с 2то 4 звеньями не более т - \ - 1 всевозможных условий, а при  п р и 
менении цепей с одной кулисой — не более 2т — 4 условий для  механизма
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таким же числом звеньев. Тли как  '2т \ т -j- 1 при м  —  5, т. е. для
шестизвенных механизмов, а при т  ;> 5

т. 1 ' 2т '),

'lit для  образования восьмизвенных и болое сложных механизмов целесооб
разно применять цепь с одной кулисой.

П ри использовании этой же цепи дл я  образования шестизвенных меха
низмов получаются более простые (линейные) с р а в н е н и я  совместности, 
нежели при использовании для этих же целей цепи с одними вращательны
ми парами.

§ 11]. Схемы решения задач синтеза многозвенных механизмов 
но различным условиям.

Так как- механизмы с любым числом звеньев образуются из простой 
цепи, но одному общему принципу, то достаточно изложить- схему п р о 
ектирования для какой-либо одной конкретной цепи, например иосьми- 
звенной.

Пусть заданы восемь положений ведущего кривошипа ()Л углами у1к п 
соответствующие им восемь положений рабочего звена E D  — углами 
(/с =  '2, 'i, 5, fi. 7, 8). Присоединим к звену ОА  произвольную двухповод
ковую группу A F H  (фиг. 550) и измерим углы «„к , определяющие повороты 
ш атуна A F  в восьми полож ениях при расположении кривошипа ОА  в ла
данных положениях. Присоединив аналогичную группу DGK  к звену ED,
измеряем углы ®и. , п р и  р а с п о л о ж е н и и  

п о  у с л о в и ю  п о л о *

определяющие повороты звена 1)0 
кривошипа в заданных 
жен них.

В случае надобности можно задать 
до пяти условий для звеньев F I I  и KG  и 
определить размеры звеньев четырехзвен- 
ников O A F H  и E D G K  расчётным путём 
по методам, изложенным в главе X I .  Од
нако, в этом случае мы рискуем получить 
четырехзвеншгки, у которых кривошип
ные звенья 0/1 и EJJ не смогут располо
ж иться  в заданных по условию восьми 
положениях. Поэтому проще всего вы
брать четырёхзвепники произвольно, по

заботившись лишь о прохождении их кривошипов через заданные поло
жения.

Построим вспомогательную шестизвенную кинематическую цепь с не
подвижным увеном в, задав восемь положений и направлений Ы> звеньев 1, 
’’ 4, S углами «j д.. <в,,&, ®4/., <с-к . Составляем матрицу цепи:•2 к

II .1., "-CJ ".V 1 1

" к "г.', II-., .1

" и "п "м 1

II.,- 1 1;
"в: "в , "м 1 1! |
(/, - II .,- II,- "(7 и--

1
1 |

" | Х II., S ":!ч " i s "м 1 |:
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и вы деляем  из т о  о п р едел и тел ь  цепи:

/ ) :

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

( / (  о I I; ., "  32 " 1 2 I I . . , 1

" 1 3 " 2 S " з з " 4 3 1

" 1 4 " 2 4 " з 4 " 4 4 ": .4 1

" 1 5 " о - "4Г, 1

п независимые уравнения совместности:

/».

Не извести ы.м и о у ду т

1 1 1 1 1 1

" 1 2 II >о и.,., " 4 2 " 5 2 1

" 1 3 " 2 3 " 3 3 "-13 7 /-о 1

" п " 2 4 "3 4 " 4 4 "Г,4 1

"  15 "■’Г. " а : . "К, 1

" H i ""6 ":1U "4Г, "5(1 1

1 ! 1 1 1 1

" 1 2 а ..., II.,., 7(4о "'Я 2 1

" 1 3 " 2 3 " 3 3 "S 3 " 3 3 1

" 1 4 Ч\\ "  i ■( " м 1

" I S П о " з з 'hr, " 3 5 1
" 1 7 II.,- " 3 7 "4 7 II ~ - 1

1 1 1 1 1 t

" l 2 Ч.,., " 3 2 " 4 2 1

" 1 3 II .,о " 3 3 " 4 3 " 5 3 1

" 1 4 " 2 4 ",34 " 4 4 "3 4 1
" 1 5 " 2; " 3 5 " 4 5 "S5 1
" 1 8 " 2 S " 3 8 " 4 S « 5 8 1

углы ( *  = =  3 ,  1, , <1, 0 ,

-  О,

— о.

7, я). Т ак  как выбор угла 
¥.12 произволен, то условию задачи удовлетворяют со  1 цепей и, следовательно, 
имеется принципиальная  возможность решить задачу при  девяти заданных 
положениях звеньев 1, 2. 4, ;> цепи. К сожалению, до сих нор еще не п олу
чено практически приемлемое решение уравнений совместности, число кото
рых дли итого случая  равно четырем (или восьми) обычным уравнениям.

При восьми заданных положении* звеньев простой цени уравнения 
совместности решаются по схеме, изложенной n § lf>7. Разлагаем определители 
D], D2, Л* по злементпм третьих столбцов: '

Д, Лп Won -!■ ■ Д« «ль — Д.
Д- Да
■ V 13 " 3 2  Т! - Д ,

"з з
“ 33 -

"зз -

34 '■К

■ u34 4"^10 "35— \

=  о, 
=  о, 

; = о .
где Д оп р е д е ,
Y 2 A ’ ’ ®  U - ■ г' * ! ; ,  f  5 - С Л - М М П И Ч ^ Н  а , ,  = —  - J o  И  у

приводим уравнение совместности к виду 
S ' '

лители пятого порядка, зависящие только от заданных углов 
Обозначая Дц Д̂  — До "з?, Д1 7 Д7 ' ^8 " 32* *̂ is ~~ ^12 "̂ 13 ^ 32-

I и решаем по методу, изложен
ному п § 107. После определения углов f 3o. s 34, «зй искомая простая цепь 
строится но своему определителю. Присоединяем к найденной цепи четырёх- 
звеннпки Е Л О К  и O A F H ,  изменяя соответствующим образом масштаб, соеди
няем жёстко А Н  с A F ,  Л  С с DG  и получаем искомый восьмизвенник в 
начальном положении (фиг. 5а0). По структуре с,проектированный механизм 
представляет собой четырёхзвенник О  A  F H  г трехповодконои группой C D G B E K ,  
присоединённой к шатуну и стойке.

Решение, задачи значительно упрощается при использовании для образо
вания искомого механизм? цепи г одной кулисой. Пусть поцрежнему восемь
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положений ведущего звена 0/1 заданы углами ?1S (фиг. 551) и соответствую
щие им восемь положений рабочего звена Ё D — углами <р4Г1., Присоединим 
к звену О А  диаду A F H  и измерим углы <р2д-, определяющие повороты шатуна 
A F  при расположении кривошипа О А  в заданных j  положениях. Возьмём

произвольно четырёхзвенную цепь А'В'М'Л*'  (фнг. 552), повернём звено 
A ' N '  на углы ®1Д., а звено А 'В '  — на соответствующие им углы ®2/с и изме
рим углы в3| о п р е д е л я ю щ и е  повороты звена В 'М ' .  Спроектируем цепь 
(фиг. 553) по матрице:

М -

D:

1)., :

J ) ,

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 «12 «22 “ 32 /" 62«32 “ 42
1 «13 ^23 “ 33 г63“ 33 “ 43
1 “ 14 и 24 “ 34 '-64“ 34 “ 44
1 “ 1.-, “ 35 г сз“ зз «45
1 “ ш “ 20 “ 30 г 66«36 «40
1 W,7 “ 27 “ 37 г 67“ 37 “ 47
1 “ 18 и 18 «38 г68«38 “ 48

ределитель цен и:

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 И 1
1 ^12 “ ?2 Г  й2“ 32 «42
1 и  13 ^23 “ яз Г оз“ зз “ 43
1 «14 ?/24 “ 3S гм ии «44
1 “ 15 7̂ 25 “ 35 '-65“ 35 “ 45

совместности:

1 1 1 1 1 1
1 “ 12 Т/ 09 7̂ 32 *̂62̂ 32 «42
1 «13 “ 23 “ зз ,-6з“ 33 «43
1 “ 11 «24 “ 34 Г64“ Я4 “ 44
1 “ 15 “ 28 “ 35 Г В5“ :15 “ 45
1 “ 16 “ 26 “ зе '-66“ 36 “ 40

г 1 1 1 1 1
1 U ] 2 “ 22 И зз r e.,tt32 “ 42
1 “ 13 “ 23 ?'б3“ 33 “ 43
1 “ 14 “ 24 “ 34 rG4«34 « 4 4
t “ 15 « 3 5 г  6П«35 « 4 5
1 “ 17 м 27 « 3 7 ГГ,7«37 “ 47

а 1 1 I 1 1
1 “ 12 //'22 « 3 2 Г 62“  32 “ 42
1 “ 13 “ 23 « 3 3 '•63“ 83 « 4 3
1 “ 14 “ 24 « 3 4 ' -64“ 34 « 4 4
1 “ 15 “ 25 “ зз ГС5«35 « 4 3
1 “ 18 “ 28 “ 38 Г  68“ 38 “ 48

О

=  о,
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Неизвестными будут /'6й (к =  3, 4, 5, 6, 7, 8). Задаваясь  г62 Ф 1, та к  как  
в противном случае единственным решением уравнений совместности будет 
гйк —  1 и размеры звеньев 2, 3, 4, 6 обратятся при этом в нуль, разлагаем 
определители D.,, В 3 по элементам пятых столбцов:

-- - -^2 4 "  ^ 3  r 6Z ~ ~  ^ 4  Г СЛ 4 "  ^ 5  Г К> —  ^ С ГС6 =

^ 7  —  г 0 2  - + •  ^ 9  Г СЗ —  ^ t i ) r 6 4  +  Д ц г й 5  “  Д 1 2 г 6 1  =

^13 — ^Иг62 +  Д15Г1Й ~  Д1С'’б4 +  ДПГС5 — ^lgrG8 =  ()-

где — величины, зависящие телько  от заданных углов о1гс, ц к, f r ., <р4/.; 
Приравнивая нулю действительные и мнимые части уравнении, получим 
систему шести обычных линейных уравнений для определения гс%:

Х Ъ Г ( Л  ~  -  -т 4 r 6i  +  х 5 г 1й  —  х 6 ?,66 —  г 02 —  Х 1 ’

Уз га  —  2/4 ГС4 +  2/5 'ОГ. —  3/6 ' ’6G =  У 2 Л)2 —  У\ ■

ХЭ тт — ^10ГС4 +  *ПГЪЬ “  x 12rm =  XS '‘05 ~  -
г/9  Г 63  —  У ы г 61 +  г/11г С5 —  2/r- 'C T  =  г/S  Г С2 —  г/7 ■

x lirC,3 — +  *ПГС5 “  г 18Г63 =  — *13.
3/1ВГ63 —  У ю г64 - f -3 /iT r us ! / i s r 68 =  3 / u ,,62 —  2/13-

П олученная система решается методом определителей. Д л я  построения 
определителя цепи достаточно вычислить т-|д, ге4, г№. Н айденная  цепь соеди
няется с вспомогательными но схеме, изображённой на фиг. 551.

Изложенный метод устанавливает практическую возможность синтеза 
сложного механизма, для рабочего звена которого заданы тп различных 
условий. Эти условия должны осуществляться в определённых и наперёд 
заданных положениях ведущего звена того же механизма. Если искомый ме
ханизм должен быть с одними вращательными парами, то для решения задачи 
иыбирается простая цепь с m — 1 звеньями. Выбранная цопь превращается 
в механизм с 2 /я — 6 звеньями присоединением к пей m  — Ъ четырёхзвенных 
цепей.

В зависимости от способа присоединения вспомогательных четырёх- 
:',венников к основной цепи при синтезе последней возможны следую
щие случаи:

1^ Выбранными вспомогательными цепями определено движение всех 
т — 1 звеньев основной т  — 1-звенной цепи.

2) Выбранными вспомогательными цепями определено движение только 
т  — 2 или т  — 3 звеньев цени.

В первом случае основная цепь не может быть спроектирована с приме
нением уравнений совместности, так  как  мы не располагаем соответствую
щими неизвестными величинами, и число 
условий, задаваемых для одного звена, 
должно быть снижено до т  — 2.

Во втором случае мы располагаем не
обходимыми неизвестными, т а к  к ак  движе
ние по крайней мере одного звена цепи 
не определено присоединяемыми вспомо
гательными четырёхзвенниками. Покажем, 
что второй случай всегда возможен.

Пусть 1, 2 , . . . ,  т — 1 — последова
тельно расположенные звенья  основной 
цепи, среди которых имеется будущее }'У / ,
ведущее звено искомого механизма (фиг. '  /
554). Зададим для двух звеньев 1’ н 2' пер- '
пой вспомогательной четырёхзвенной цепи Фиг. 5.Vi
по т  условий (положений, положений и
угловых скоростей и т. д.) и вычислим по ним условия, определяющие дви
жение звена 3 Присоединим первую четырёхзвенную цепь к звеньям 1, 2, 3 
цепи так , чтобы звенья 2 н 2' совпали, и соединим жёстко звенья 1 и 
г ,  3 и 3'.
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Зададим для двух звеньев 1” и 2" второй четырёхзвенной цепи coot 
ветственно условия, определяющие движение звеньев 3' и 2' первой четы
рёхзвенной цепи, и найдём условия, определяющие движение звена 4 
Присоединим вторую четырёхзвенную цепь к звеньям 2, 3 , 4 цепи так. 
чтобы звенья 3 и 1" совпала ,  и соединим жёстко звенья 2 и 2", 4 
и 4". П родолжая описанную операцию последовательно дальше, присо
единим т — 5 вспомогател! ных четырёхзвенных цепей к т - - 3 звень
ям цепи, чем определим задание по т  условий для всех этих т — 'А 
звеньев.

Зададим, далее, для последнего т  — 1 ввела цепи, считая его рабочим 
звеном, т,  вообще говоря, произвольных условий, определяющих его дви
жение, и для т --  2 звена зададим m - U  аналогичных условий, считая, что 
параметры, определяющие четыре остальные условия, должны быть опреде 
пены из уравнений совместности.

В результате получим систему величин, но которым составляем матрицу 
цепи. Выделяем из матрицы систему двух независимых уравнений совмест
ности и определяем из них величины, необходимые для  построения опреде 
лителя  цени.

Методы решения уравнений совместности и построения определителя для 
любой цепи ничем не отличаются от изложенных ранее приёмов синтеза че
тырёхзвенных и пятизвенных цепей.

Если в искомом механизме допускается одна поступательная пара, то
ш

для решения задачи выбирается цепь с звеньями. Выбранная цепь

„ т  — 4превращается в механизм с т  звеньями присоединением к ней — -— вспомо

гательных чезтырёхзвенных цепей, причём звено цепи, прилегающее к кулисе, 
жёстко соединяется с последней. Легко показать, аналогично изложенному 
для цепи с вращательными парами, что присоединяемые четырСхзвенники 

. т
определяют задания условий для - -  некулисных звеньев основной цепи и

одного кулисного звена.
Остаётся одно некулисноо рабочее звено, для которого т  условий, опре

деляющих его движение, могут быть выбраны, вообще говоря, произвольно 
Неизвестными, определяемыми из линейных уравнений совместности, будут 
rjk, Vj7t, aj-:, всего т  — 2 неизвестных. .

Т ак  как  движение ползушки определяется то величинами и для  иачаль 
ного положения ползушки обычно выбирают r j ^  —  l ,  то остаётся задать вна 
чение ещё одного параметра.

Еоли при этом задаётся кинематическая величина (v, а), то она обяза 
тельно не должна быть равна нулю; если же задаётся размерная величина (г), 
то она не должна быть равна единице. Остальные величины, определяющие: 
движение ползушки, находятся  решением системы обычных линейных урав

.. т  — 2нений совместности, которыо получаются и з — -  — комплексных определите

лей, выделяемых из матрицы цепи, составленной по обычным правилам 
После решения уравнений совместности искомая цепь строится по своему 
определителю. Д л я  получения искомого механизма выбранные вспомогатель 
иые цепи подобно преобразуются и присоединяются к построенной цепи.

112. Синтез мпогозвмпы х механизмов по' заданным положениям 
точки шатуна.

Пусть задано т  точек неподвижной плоскости, через которые должна 
пройти некоторая  точка шатуна механизма, и требуется построить механизм, 
осуществляющий это задание. Если искомый механизм должен быть с од
ними вращательными парами, то решение задач ничем не отличается ст 
изложенного в главе X I I ,  увеличится лишь число '  строк и столб
цов соответствующей матрицы, по которой проектируется вспомогатель 
пая Цепь.

Остаётся рассмотреть схему решения задачи дл я  случая, когда в проек 
тируемом механизме допускается одна ползушка. В этом случае система урав- 
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нений совместности линейна. Изложим схему решения для какого-либо част
ного значения т,  а затем обобщим результаты. Пусть т —  8. Выбираем п р о 
извольную нятизвенную цепь с кулисой, устанавливаем центр  её ползушки 
в заданные точки и измеряем углы ®1Л. и ip.,д. звеньон 7, 2. (фиг. 555). Выпи

Г

Т7 А

Фиг. 55G.

и?

Фиг. 557.

раем произвольную четырёхзвенную цепь с неподвижным звеном (фиг. 550), 
устанавливаем её кривошип иод углами к начальному положению и и зм е
ряем углы f.'jk коромысла 3. Выбираем вторую вспомогательную цепь 
(фиг. 557), устанавливаем звено 7 под углами а звено 2 — под углами у.,;,., 
и измеряем углы »"tk звена 3. Спроектируем вспомогательную семизвенную 
цепь по матрице (фиг. 558):

Г

Я

1 1 1 1 ] 1

I 1 1 1 1

1 uii rs,u:i..

\ rv:inr,n и.,.. " n r:,3u M ” 4:1

1 rr,ia(n i t , . «:<4 W h i un

1 г.
КM,s "33 r:,:,u as 114S

1 rtn4t« «2в «:l.l г  !W« :lli «41!

1 г и7,<.:7 U,n <‘ .17 r s ; “ :!7 “ 47

1 ’h* « . I S ' ’SI» .14 t  «4S

кыбрав входящие в неё в >лпчины следующим образом: гвд.мв-,.
неноднижпоизаданных точе1 . //

*?■>
y . i = e  > «4 к ~ е

Выделяем из матрицы определитель цепи:

плоскости, причём ггли6} =  I, M3i; =
координаты

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

'V > "(I2 I I . , -2 ' 5 2 " :  12 “ 12 -  0

'•« з 'Ч и «J.4 « и з r  S ;" :i3 «43

' « « « 4 «  4 «34 ' s V ' j l «44

г .;з« и з I t  г. " у ; '•33"  а.-, «4 3

25 Синтез мокунизмон



п независим ы е у р а в н ен и я  совм естности:

1 1 1 1 1 1

1 гыим “ 32 Г;":;’ »42
л , = 1 V " , : . ”13 “ 33 г\'.-|“ а.ч “ 43

1 ' 'W'ti i и.,4 “ 34 ■■■54»:,4 “ 44
1 "С5 “ 23 "35 Г rjtjW-’»' !“ 43
1 '•.к-,",•6 " 2С '*30 г з»“  ::e “ 40

1 1 1 1 J

t  Гв,М0 2 II пп “ 3'2 ^42

Ih  =■ 1 /'6SMf.D и.,я “ 33 , пз“ зз “43 =

1 rBiU,:4 ч.24 “ 34 г3)“ .ч “ 44
’ г<3"к5 “ ГЗ И?! Гг>б“ : 5 “ 43
1 Л7“ .;7 и.п М.. 7 3̂7г'37 «47

1 1 1 1 1 1
1 гй.и62 “ 32 '■s:»:i2 “ 42

A i = 1 г03“ б3 “ :з “ 33 Г3)“ 33 “ 43 --- -

1 гЫиЫ “ 24 “ 34 '•«“ 34 “ 44
1 '-65“ С5 "•.з “ зз г зз“ гз UjS
1 ^ “ ев >'■18 “ :is '"Зл“ з* “ 48

Разлагаем определители D ,, to з  по элементам ИХ  пятых

■̂2Г52 Т  ^37в3 — v # 4 —L- ДнГг-1 В оо —  ^ е Гг>г> - 0 ,

Л -------- Ч -  -^аг г з  — Л1(/б4 +  ДИго5 ^12Г67 —  0 ,

д;3 _ ■̂ 14Г62~Г ~ " Д1С'’й4+  Л 17г в5 —  ^ I S ^ oS =  0 ,

:0 .

где Aj  — ьовффициенты, эависящие только от заданных величин. Полученная 
система трёх комплексных уравнений совместности превращается в систему

*з '‘53 — х * гм Н  г65 — х 6 гьь =  х ,  гь2 - 
Уз газ —  Vi гы -Г  Vi гъь — 2/с г;о =  Уч гы ' 

Г1СГБ4 Н-  ^ J J '

Ч>
-  У 1.

* 9  r G 3 —  ХЫГЫ~)~ ХПГЬЬ~  ̂ХП ГЪТ== х 8 г 52 ~ ' г 7' 

3/9 '-Г.З—  2/10г 5 4 -+  У11г И  -  ! / 1 ' / 5 7 = г / 8  Г5 2 —  ?Л> 

•Т 16Г53 —  ;г1вг 54_ Ь  т 17'’оо ~  г )8г 38 =  Х\\ГХЛ ~  ^13- 

W J 3  —  2/]</54 +  ’/ п ' и  —  2/18^58 =  2/l4r 5 2 ~  2/l3

и решается методом определителей. После определения неизвестных г&я, г54, 
г55 искомая цепь строится по своему определителю D.  Вспомогательные 
цени подобно преобразуются и соединяются с пятизвенной цепью по схеме, 
изображённой на фиг. 555. В результате соединения цепей полу
чаем восьмизвенный механизм первого класса третьего порядка, у кото
рого точка шатунного звена проходит через заданные точки неподвижной 
плоскости.

При любом числе заданных точек схема решения задачи совершенно не 
изменится — увеличится лишь число вспомогательных четырёхзвенных цепей 
и число уравнений совместности. При этом полезно отметить. что число че-

.. „ штырехзвенных цепей р а н ю - 4 ,  т  .—— , вспомогательны! Гудет цепь с — +  3

звеньями, и число линейных уравнений совместности рагно т — 2. Отметим 
что максимальное число задаваемых точек- должно быть в рассматриваемом 
случае чётным.
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113. Синтез многооконных ч«‘хдни;шов но т заданным положениям 
шатунной плоскости.

jwviauu z k — rhe

задано т  полож и 
ii,

‘ и углами 1
un шатунном 

Напоолее
11 Л О Г  1,1 f<1 nr И О М Н Л О К Г 1 1 Ы ^ U !  - К О О р Д И -

проетым оудсг случаи, когда точки 
расположены на одной окружности радиуса, равного единице. Возьмём про
стую шарнирную цонь с т — 2 звеньям и  (нрн т^>Ъ)  и присоединим к ной 
//f‘ G четырёхзненных простых цепей. В результате построения можно всегда 
получить механизм с 2 т  — 8 звеньями, у которого движение трёх звеньев не 
определяется присоединяемыми вспомогательными цепями, причём одно из 
от их трёх звеньев является  кривошинным. Зададим положение кривошипного

2 звеньями, считая его первым, величинами z^ - - e  
направлении, занимаемые вторым звеном, величинами 

т).  Д л я  т

-п ш а  цени с т  - 
-- "l.V ( а1 =  °) и
*.,д. ® 7,- (к — '2, 3, т).  Д л я  т  звеньев
ппш  выберем величины <р jic совпадающими с 
еоотнотстнующнми углами' поворотов звеньев 
присоединяемых вспомогательных четырёх
б и т н ы х  цепей. Тогда углы <fjk оставшегося 
одного звена смогут служить неизвестными в 
уравнениях совместности Общин метод но- 
троен ия  простых цепей по заданным <fjk с 
решением одного, двух н трёх уравнений
- овместно рассмотрен в главе X II .  Д л я  п олу
чения механизма основная цепь с т  — 2 
шеньями связывается с вспомогательными 
четырехзвенниками и присоединяется к на- _
чальному положению шатунной плоскости. На фиг. 559 схематически нзоора 
lien полученный таким образом воеъмизг.енный механизм.

За вспомогательную принята  шестпзвснная цепь A B C D E F ,  которая стрч 
итоя по матрице:

М  :

Фиг. 559.

1 1 1 1 а 1
1 1 1 1 i \

1 " 1 2 11 оо " 3 2 и  42 JijjO

1 «13 «28 "аз " 4 3 ” 58
1 "Н « , 4 “ 34 " 4 4 u :>4
1 г'1Г, ":г. " 3 6 "  - ", M.-r

1 « 1 0 "■.с " 4 f , ur.(i
1 " 1 7 щ - " 3 7 "'47 Ur, 7
1 "is " 2 8 " 3 8 " 4 8 И Б8

Иыбираем произвольный шарнирный четырёхзвенник 
наем кривошип А Н  под углами ?и  =  ад. и измеряем углы ущ  
рого к])нвошипа (коромысла). '

A H 1 F ,  устанавлл- 
поиорота^Бто-

\

Фиг. 5G0;

кривош 
2 '*

Выбираем ьторойГшарннрный четырехзвгг.ннк F E k I поворачиваем его 
Bouiuii E F  на углы и измеряем углы f 44 поворота его ш атуна ЫС.
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Подставлял измеренные и заданные величины в матрицу М ,  строим искомую 
цепь по схеме, установленной выше, решая систему трех уравнении совмест
ности типа (229). Неизвестными, определяемыми из уравнений совместности, 
будут углы у м  (к —  3, 4, 5. О, 7, Я). Механизм образуется соединением по
строенной и выбранных цепей (фиг. 559). *

П ри расположении точек z k на  произвольной шатунной кривой заданного 
шарнирного четырёхзвенника Л11('П задача решается при помощи цепи с од
ной кулисой. На фиг. 560 пзобр ккена семизвениан простая цепь с одной к у 
лисой, которая строится н о  матрице;

I 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 “ 12 и.,.: " ; и “ 42 ' -Г ,2«И
1 " 1 3 " : п " 4 3
1 " н " 2 4 " : и " 4 4 гм и:л
1 " 1 5 " 'Г , II ; j", " 4:,

’ 1 " и ; ’hr, " 4  6
1 " 1 7 " ;!7 " 4 7
1 " 1 S "_'S " : i s " 4 4

1! превращается в деснтнзпенпый механизм при помощи двух вспомогатель
ных четырОхзвенных цепей. Величины, входящие в матрицу, задаются следу
ющим образом: г-;,.!/-;. =  z :; для кулисного звена, »u . равны углам
поворота коромысла / I I  первого вспомогательного четырёхзвенника DFI11.  
когда его кривошип /•'/> поворачивается, как коромысло ( \D заданного четы
рёхзвенника, ®2д. равны углам поворота ш а т \н а  второго вспомогательной) 
четырёхзвенника J K L M , когда его кривошип K I  поворачивается на  углы »ц..

Неизвестными, определяемыми из уравнений совместности будут углы 
•г.,-. [к =  4, 5, Г). 7, 8). 15 общем случае при задании т  положений шатунного 
звена н расположении точек- зд. на произвольной шатунной кривой заданного 
четырёхзвенника строим простую т - 1-звенную цепь с одной кулисой (при 
т . <>), присоединяем к ней заданный четырёхзвенник- и т  - 5 вспомогатель
ных шарнирных четырёхзвенников, выбрасываем ползушку с кулисой и по
лучаем механизм с 2м *> звеньями, удовлетворяющий всем условиям по
ставленной задачи.
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- геометрические методы

15
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- -, экспериментальные ме
тоды И
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-Ч е б ы ш е в а  131, 133.  1 37,

156
Т очки  Альта 187
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2 91
У сл ов и е  зам кнутости 323
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и д . , 326

Ш атун 143 ,  161 
Ш атунная  кривая 42 ,  114  

115 и Д. ,  1 4 9 ,  237  '
Шатунные кривые, класси

фикации 149 
Шестизпенные механизмы  
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